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H tetszéleges paros graf

Fels6 becslést fogunk adni ex(n, H)-ra, amennyiben H paros graf és H egyik

osztalyaban a maximalis fokszam r.

Tétel (Alon, Krivelevich, Sudakov)

Legyen H = (AU B, F) paros graf és tfth B-ben minden csiics fokszama legfeljebb
r. Ekkor:

ex(n, H) < c(H) - >~ 7.

Megjegyzés
Ebbél tehat kovetkezik a Kévari-T.Sés-Turan tétel is.

A bizonyitashoz ismét a valtoztatott véletlen médszert fogjuk alkalmazni.
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Fontos lemma Y b

Jeldlje egy U C V részhalmaza N(U) az U-ban levs cstcsok kdzds szomszédainak
a halmazat, azaz: N(U)={ve V| (VuecU): vuec E}.

Lemma (Alon, Krivelevich, Sudakov)

Legyenek a, d, m, n, r pozitiv egészek. Legyen G(V/, E) egy n csacsu graf, ahol

@ = @ az atlagfokszam. Ha van olyan t pozitiv egész, hogy:

dt n (m) t .
— = — a
nt—1 r)\n/ =7
akkor G tartalmaz olyan legalabb a méretii U C V részhalmazt, hogy barmely r

U-beli csticsnak van legalabb m k&z8s szomszédja.

Bizonyitas. Valasszunk ki egyenletesen véletlenszeriien egy T C V' t elemii
részhalmazt ismétléssell Legyen A = N(T), és jelélje X azt a véletlen valtozét,

ami A elemszama.
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Fontos lemma K
Bizonyitas (folyt). Ekkor:

EX)= 2, (M) =t Y INOI

veV(G) veV(G) Jensen—egy.

z' konvex
t
N ZVGV(G)|N(V)| _d!
- n n T opt—1°

Jensen—egy.
z' konvex

Jeldlje Y azt a véletlen valtozét, ami azon S C A r elem( részhalmazokat
szamolja, amiknek m-nél kevesebb kdzds szomszédjuk van. Ekkor annak a

valdszintisége, hogy egy r elemii S C V részhalmaz éppen A-ba is beleesik:

M) . Masrészt legfeljebb (’r’)—féleképp tudunk egy r elemii részhalmazt

valasztani A-bél, amire [N(S)| < M, ezért:

=< (1) (7)
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Fontos lemma e

Bizonyitas (folyt). Innen a varhaté érték linearitasa miatt:
d* n\ /myt
s e () (2=

Tehat létezik olyan T valasztas, amire az A = N(T) halmaz teljesiti, hogy

X —Y > a. Toréljiink egy csucsot minden rossz S C A-bél (amire |S| = r, de
IN(S)| < m). Igy kaptunk egy U C A részhalmazt, aminek legalabb a csticsa van
és tetszbleges r méret(i részhalmazara teljesiil, hogy a k6zds szomszédaiknak a

szama legalabb m. O
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Alon, Krivelevich, Sudakov tétel

\ &
Altalanos tiltott paros grafok Szegedi Tudomanyegyetem

Tétel (Alon, Krivelevich, Sudakov)
Legyen H = (AU B, F) paros graf és tfth B-ben minden csics fokszama legfeljebb
r. Ekkor:

ex(n, H) < c(H) - >~ 7.

Bizonyitas. Legyen a:=|A|, b:=|B|, m:=a+ b, t :=rés
c := max (a%, 3(a+b)), és tfh G egy n csicsa graf, amire |E(G)| > cn®~ 7. Ekkor

r

1
-

a G graf atlagfokszamara adhatunk alsé becslést: d := d(G) > 2cn'~ 7.
Jol ismert becslés, hogy r! > (£)", igy:

() o) B (5 s () e

nt—1 r n nt—1 rl n r

Tehat teljesiil ezekkel az a, b, d, m, n, r, t paraméterekkel az el6z6 Lemma feltétele!
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Alon, Krivelevich, Sudakov tétel \

Bizonyitas (folyt). A Lemma miatt G-ben talalhat6 olyan |U| = a méretii
cstcshalmaz, aminek tetszéleges r méretii részhalmazara teljesiil, hogy van

legalabb m = a 4+ b kdzds szomszédjuk.

A bizonyitas a kovetkezé Lemmaval fejezhetd be:

Lemma (beagyazhat6sagi lemma)
Legyen H = (AU B, F) paros graf, amire |A| = a és |B| = b és tfth B-ben minden

csucs fokszama legfeljebb r. Ha V/(G)-nek van olyan U részhalmaza, hogy

|U| = a és U-nak barmelyik r méreti részhalmazara teljesiil, hogy van legalabb

a+ b kozos szomszédjuk, akkor H részgrafja G-nek.
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Alon, Krivelevich, Sudakov tétel &
Bizonyitas (Lemma). A beagyazhatdsaghoz elegendé mutatnunk egy

g : AUB — V(G) injektiv fliggvényt. ElGszor egy tetszéleges £ : A — U

injekciobol indulunk ki. Tartsuk meg g-ben is az A-beli csticsok f szerinti

beagyazasat.

Cimkézziik meg B cslcsait vq, v, ..., vp-vel. A B-beli csiicsokat egymas utan
fogjuk beagyazni ebben a sorrendben. Tfh a soron kovetkezd beadgyazandé csiics
vie B, 1 <i<b. Jeloje N; C A a v; csiics H-beli szomszédait, azaz a feltevés
miatt || < r. Mivel igy f(N;) C U és |f(N;)| < r, igy van legalabb a + b olyan

cstcs G-ben, akik mind kdzds szomszédai az f(N;)-beli csucsoknak.

Mivel eddig a beagyazott csicsok szama a + (i — 1) < a + b, ezért biztosan van
olyan w; € V(G), amit még nem hasznaltunk és minden 7(N;)-beli csaccsal
szomszédos. Tehat ha minden 1 </ < b-re g(v;) = w;, akkor g tényleg egy
megfelels injektiv figgvény lesz. [ — ex(n,H) < c(H)-n* 7 O
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Panciklikus graf Yl

Egy n cstucst G = (V, E) graf panciklikus, ha minden 3 < ¢ < n-re tartalmaz /¢

hosszi kort.

Tétel (Bondy)

2

Ha egy n csticsa G = (V, E) grafban van Hamilton-kér és |[E(G)| = m > 7,

akkor G panciklikus, kivéve ha m = % és G = Kn n.

Ha egy n csticst G = (V, E) grafban van Hamilton-kér és |E(G)| = m > "Tz,
akkor G panciklikus.

Ha egy n cstcsa G = (V, E) grafban §(G) > 5, akkor G panciklikus.
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Bondy tétele

Panciklikussag, Bondy tétele

Tétel (Bondy)

Ha egy n cstcsu G = (V, E) grafban van Hamilton-kor és |[E(G)| = m > &

akkor G panciklikus, kivéve ha m = " & G = K 5.
Bizonyitas. Tth G-ben van n— 1 hosszi C,_1 kér is, és az egyetlen kimaradé

csiicsot jeldlje x. Ha d(x) < ">t akkor a V' \ {x} altal feszitett részgrafban az

2 —1)2 . . . .
élek szama legalabb 2 — 151 > (=17 tehat teljes indukciét alkalmazva kapjuk a
kivant allitast.

Tfh d(x) > ”51. Ekkor a skatulyaelv miatt tetszéleges 3 < £ < n — 2-re létezni

fog a C,_1 kordn két olyan csiics, amik egyarant szomszédai x-nek, és a koron a

koztiik levs tavolsag ¢ — 2. (Miért?)

Ezért feltehets, hogy G-ben nincsen n — 1 hossza kdr (azaz nem is panciklikus).

Tehat a cél az, hogy megmutassuk, hogy ekkor G = K1 !
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Bondy tétele
Bizonyitas (folyt). Legyenek egy Hamilton-kor csacsai rendre: xi, xa, . . ., Xp.
Ekkor tetszéleges (xj_1, x;) cslicsparra és x;_1-t6l kiilonb6zé xj-re teljesil, hogy az

Xi—1xj és az x;xj o élek nem szerepelhetnek egyszerre G-ben. (lenne C,—11)

Ebbsl kdvetkezik, hogy V1 < i < n-re d(x;) + d(xj—1) < n teljesiil. Innen:

N

n n2

= m= —

n
4m = Z d(x;) + d(xi_1) < n? = m < " .

i=1
Sziikségképpen n-nek parosnak kell lennie! Tovabba minden 1 </, j < n-re az

Xj_1Xj és az xjxj.o élek koziil pontosan az egyik szerepel G-ben.

Meg fogjuk mutatni, hogy G paros graf! (ezzel vége is lesz a bizonyitasnak?)
Szinezziik a Hamilton-kordn felvaltva a cstcsokat pirosra és kékre! Az nyilvanvalg,
hogy nincsen 2 ,hosszi" hirja a Hamilton-kdrnek, mert akkor lenne n — 1 hosszi

kor is.
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Bondy tétele

Bizonyitas (folyt). Ebbél viszont kdvetkezik, hogy a j = i + 1 valasztassal
Xj_1Xj = Xj_1Xi41 sosem éle G-nek, tehat xixj » = x;x;;3 mindig éle G-nek, azaz

a 3 ,hosszd” harok mind szerepelnek G-ben.

Ugyanezt a gondolatmenetet folytatva a j = i + 2 valasztassal kideriil, hogy
semelyik 4 ,hossz(" hir sincs behlizva, de minden 5 ,hossz(" Gjbdl szerepel

G-ben, ...stb.

Tehat a Hamilton-korben egyik paros ,hossz” hir se szerepel, de minden paratlan
,hosszi” har jelen van, tehat G tényleg paros graf, mert ez a szinezés egy j6

2-szinezése. O
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Moon-Moser-egyenlétlenség L

Tetszéleges n csucst, m élid G = (V, E) grafra teljesiil, hogy

ahol N; jeldli a K; klikkek szamat G-ben, azaz Ny = n és N, = m.

Bizonyitas. Jeldlje barmely e € E-re h(e) azon haromszogek szamat, amiknek e
az egyik oldala. Ekkor kettds leszamlalassal, majd a szamtani-négyzetes kozép
kozti egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy:
3Ns = h(e) = > (d(x)+dly =Y d(x) - mn>
e xy=e xeV

M)z_mn:ﬁ

szamtani- negyzetes

> — mn.
T n

szamtani-négyzetes
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Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy ha G-nek legalabb % + 1 éle van, akkor
legalabb £ haromszdget kell, hogy tartalmazzon. (belattuk ajbol a Mantel tételt)

Tétel (Moon-Moser)
Tetszéleges G = (V, E) grafra teljesiil, hogy

2N, [ N M
Ngy1 > - —
s+1 = 52 1 <N51 52 ) ’

ahol N; jeldli a K; klikkek szamat G-ben, ha N;_; # 0.

Megjegyzés

Raadasul ez a tipust egyenlStlenség r-uniform hipergrafokra is altalanosithatd.
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