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Egységtavolsaga pontok a sikban O [

Feladat

Legyen S egy n elemszami ponthalmaz a sikon. Legfeljebb hany pontpar lesz

egységtavolsagban?

A sejtés az, hogy legfeliebb n' () ilyen par lehet. A legjobb ismert felsé korlat

viszont csupan O(n3). (Nem bizonyitjuk.)

A Kévari-T.Sés-Turan tétel kdvetkezményeként egy gyengébb korlatot viszont

kénnyen igazolhatunk.

Készitsiink egy grafot: legyenek a pontok a graf csiicsai és két csticsot kdssiink
ossze éllel, ha a két pont kozott a tavolsag éppen 1. Atfogalmazva az a kérdés,
hogy maximum hany éle lehet egy ilyen n csicsti grafnak? Vegyiik észre, hogy a
kapott graf K> 3-mentes! (egységkordn 3 pont <= kdzéppont)
Tehat a tétel kdvetkezményeként egy ilyen graf élszama legfeljebb O(ng).
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Legyen A egész szamok egy halmaza. Ekkor A+ A= {a+ 4’ | a,a’ € A} jeldli az

A 6nmagaval vett Gsszeghalmazat.

Tétel (Erdés-Newman)
Ha {12,22,32 ..., m?} C A+ A valamely A-ra, akkor |A| > m3—°(),

Bizonyitas (vazlat). Az nyilvanvalé, hogy |A| > v/m = m3. (Miért?)
Masrészt a legjobb fels6 korlatot adé konstrukcidban |A| ~ log 7+ Zaz az alsé és

felsd korlat még messze van.
Tth {12,22 ... m?} C A+ A, ahol n = |A|. Készitsiink egy G grafot, aminek
csiicsai A elemei és (a1,a:) € E(G) <= a1 + a» = x? valamely x € [m]-re.
A feltétel miatt |£(G)| > m.
Megmutatjuk, hogy G-ben nincsen K¢, ahol t = n°()!
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Bizonyitas (vazlat). Ez valéban elég lenne, hiszen ekkor a Kévari-T.Sés-Turan

tétel miatt m < %(n"(l))%n2’% — n°(M+ 2 ahonnan adédik, hogy n > m3 (1),

Ekvivalens azt belatni, hogy barmely két csiics kozos szomszédainak a szama
kisebb, mint t. Tehat azt elegendé megmutatnunk, hogy tetszéleges két csiics

kdzds szomszédainak a szama n°().

Rogzitsiink két csicsot: aj, ax és legyen b egy kdzds szomszédjuk. Ekkor létezik
olyan x és y, hogy: a1 + b = x? és a, + b = y°. Igy minden kozds szomszédhoz
hozzarendelhetiink egy cimkét: L, = (x + y,x — y). Kiildnb6z6 b, b’ kdz6s
szomszédokra azok cimkéje nem egyezhet meg: Ly # Ly, mert az x + y = p és
x —y = g-bdl x és y egyértelmiien meghatarozhaté, azaz b is.

Masrészt egy (p, q) cimke esetén pla; — 2> és g|a; — a- is teljesil, tehat a; és a,
kozds szomszédainak szama legfeljebb D(]a; — a2|)?, ahol D(x) az x osztéinak

szama.
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Erdés-Newman tétel A

Bizonyitas (vazlat). Feltehets, hogy A C [m?], tehat n < m? és barmely

a1, ar € A-ra: |a; — ay| < m?.

Ha n primtényezés alakja n = [[;_; pi*’, akkor ismert hogy D(n) = []_ (1 + a;).
Tehat a célunk az, hogy D(n) = n°"), azaz mindkét oldal logaritmusat véve
ekvivalensen tetszéleges € > 0-hoz elég nagy n-re teljesiiljon, hogy:

- T log(l+ «;
|°gD("):Z|0g(1+a;)§elogn — 2 i1 log(1 + o)

7 <
i—1 > i1 «ilogpi

[

Innentél a bizonyitas befejezése tisztan technikai, ezért azt nem részletezziik.
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Szeretnénk minél jobb becslést adni az ex(n, T) értékre, ahol T egy t + 1 csicsi
fa, ahol t > 1.

Eszrevétel: Vegyiik t méretii teljes grafok diszjunkt unijat. Ez nyilvan nem

tartalmazza T-t, és éleinek szama kb. 2 - (}) = @ Tehat ex(n, T) > @

Sejtés (Erdés-T.Sés)

Az imént igazolt als6 korlat éles. (= Ajtai-Komlés-Simonovits-Szemerédi tétel)

A bizonyitas nem is jelent még meg, ezért helyette gyengébb korlatokat

bizonyitunk!
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Allitas
Ha G-nek m éle van, akkor van olyan H részgrafja G-nek, amire 6(H) > .

Bizonyitas. Ha §(G) > 7, akkor H = G megfelel6. Egyébként valasszunk egy
tetszéleges v € V csiicsot, amire d(v) < 7 és tordljiik G-bél. Ekkor az igy kapott

G — v graf atlagfokszamara:

- ZVEV(G) d(v) — 2Tm B 2m(1 — %) _2m -
d(G—v)> p— = n(l—%) fod(G).

Tehat ilyen csucs kitérlésekor az atlagfokszam nem tud csdkkenni. Ezt a
folyamatot folytatva végiil el fogunk jutni egy olyan részgrafhoz, aminek minimalis

fokszama nagyobb, mint 7.

Miért? = ha [V(H)| < 22, akkor d(H) < 22 is teljesiilne d

n n
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Allitas

Tetsz6leges t + 1 cstucst T fara ex(n, T) < (t — 1)n.

Bizonyitas. Legyen G egy (t — 1)n élii graf. Ekkor az el6z& Allitas miatt van
olyan H részgrafja G-nek, amire 6(H) > t — 1, azaz §(H) > t.

Meg kell mutatnunk, hogy H-ban tetszéleges t 4+ 1 csucst T fa beagyazhato!

Mivel minden fanak van levele, ezért T csicsai felsorolhatdk: vq, va, ..., virg Ggy,

hogy minden v; pontosan egy csicsnak szomszédja {vy, va, ..., v;_1}-bél.

T-t mohon fogjuk beagyazni H-ba. v; H tetszéleges csiicsaba beagyazhaté.

Tegyiik fel, hogy alkalmas 2 < j < t + 1-re T-nek mar a vi, v, ..., v;_1 cslcsait
beagyaztuk H-ba és most szeretnénk megmutatni, hogy v; is bedgyazhaté. Tth v;
egyetlen korabbi szomszédja v;. Mivel dy(v;) > t, igy van olyan szomszédja, amit

még nem hasznaltunk el. O
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Allftas
Tetszbleges grafban van olyan kér/at, aminek hossza legalabb §(G) + 1.
Bizonyitas. Tekintsiink egy leghosszabb utat G-ben: xi,x, ..., xx. Ekkor x;

Osszes szomszédja az Gt tovabbi cstcsai koziil keriil ki. Az x; legkéssbbi
szomszédjanak indexe legalabb d(G) + 1, tehat a koztiik vezets él az attal egyiitt
egy legalabb §(G) + 1 hossza kort zar be. O

Tétel (Dirac)

Legyen G egy n > 3 csiicst egyszerii graf. Ha §(G) > 5, akkor G-ben van
Hamilton-kor.

Bizonyitas. Tekintsiink egy leghosszabb utat G-ben: xi,x»,...,x,. Tovabbra is

teljesiil, hogy x; és xi Osszes szomszédja az Gton talalhaté.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eladas A Zarankiewicz probléma alkalmazasai Turén kérdéskoér fakra



Mathematics
Bolyai Institute
Szeged

Kapcsol6édé nevezetes eredmények
Bizonyitas (folyt). Megmutatjuk, hogy van olyan x; cstcs valamely 1 </ < k-ra,

hogy x1xj11 € E és x;xx € E!

x1-nek van legalabb § szomszédja {x2, x3, ..., }-bdl és x,-nak van legalabb
szomszédja {x1, X2, . .., Xk—1}-bol. (skatulyaelv miatt létezik a kivant x;)
fgy tehat az xq, X2, .. ., Xj, Xk, Xk—1, - - - » Xi+1, X1 €gy k hossza kor. Ha n = k, akkor

ez egy Hamilton-kor. Kiilonben belatjuk, hogy egy kiilsé csticsbdl vezet ide él,

hiszen akkor ellentmondast kapunk, mert taladlnank k + 1 hossza utat is.

Mivel barmely két csiics vagy szomszédos vagy van kozds szomszédjuk, igy G

osszefliggs, és igy ellentmondast kaptunk. O

A korlat éles is, mert példaul ha a G grafot két K,-bdl egy csiics azonositasaval
kapjuk, akkor 6(G) > n— 1, de G-ben nincs Hamilton-kor.
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Allitas

Ha G &sszefiiggs, akkor van G-ben min{n — 1,25(G)} hosszasagu ut.

Bizonyitas. Vegyiik a leghosszabb utat x1, xo,...,xx G-ben. Ha k = n vagy ha
k > 26(G) + 1, akkor készen vagyunk. Tfh k < minn —1,26(G), ekkor viszont

ismét a skatulyaelv miatt létezik olyan x;, hogy xix; .1 € E és x;x, € E is teljesiil.

Mivel k < n, igy V \ {x1,x2,...,xk} # 0, igy az Gsszefiiggbség miatt van olyan v
cstcs, hogy vx; € E. Az i és j indexek egymashoz valé viszonyatdl fiiggen

mas-mas médon, de taldlunk k + 1 csticst utat G-ben, ami ellentmondas. O

Ha G nem feltétleniil dsszefliggd, akkor a korabban bizonyitott §(G) + 1-es korlat

éles is.
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Tétel (Erdés, Gallai)

Ha G egy n csicsa, m éli Py 1-mentes graf, akkor m < @ Sét, egyenléség
esetén a G graf K; grafok diszjunkt unidja.

Bizonyitas. n szerinti teljes indukciét alkalmazunk. Ha n < t, akkor trividlisan
teljesiil. Ha G nem &sszefiiggs, akkor Osszefliggéségi komponensenként

indukciézhatunk. (Cél: ha G of és n > t, akkor m < L;”")

Tth G &sszefiiggs és n > t. Ekkor G Ki-mentes is, hiszen kiildnben lenne benne

Pir1. Ha 6(G) > % akkor az el6zé allitas miatt nem lehetne G-ben P, i-mentes.

Tehat van olyan v csics, amire d(v) < 1.

Térolve ezt a csicsot G-bdl és alkalmazva az indukciét (tudva, hogy G Ki-mentes

és P;.1-mentes) kapjuk, hogy a keletkez6 G — v-re: |E(G — v)| < ngﬁ

t—1)(n—1 t—1)n
(t=2)(n-1) _ (=1, .

fgy:m<%+
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