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Kizart C, részgraf

Most vizsgaljuk meg azokat a problémakat, amikor a kizart részgraf nem egy teljes

graf, hanem egy kor. (ez a masik természetes altalanositasi irany)

Ezt a kérdést mar az 1930-as években megoldotta Erdés Pal, de akkor még

.elszalasztotta felfedezni az extremalis grafelméletet”.

Ha az n csicsti G(V/, E) graf Cy-mentes, akkor |[E| = e < 7(14 v/4n—3).

Bizonyitas. Kettds leszamlalast fogunk alkalmazni és megszamoljuk a

cseresznyéket!

Egy tetszéleges v € V cslcs éppen (d(z")) cseresznyének kdzéps6 cslicsa. Masrészt
egy csicsparra nem illeszkedhet tébb kiilonboz8 cseresznye is, mert ezek egylitt

Cs-et alkotnanak.
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Kizart C, részgraf Y

Bizonyitas (folyt). Tehat:

S(1)-() = Sor Sarcaen -

veV vev vev
— > d(v)’—2e<n(n—1)
veV

A baloldal tovabb csékkenthetd, ha a szamtani-négyzetes kdzepek kozotti

d 2
egyenl6tlenséget hasznalva Z d(v)? helyett n - <M> =

n
) vev
2
=n- <2_e> = (2¢) -et frunk:
n n
n(n—1)>Zd(v)2—2e>@—2e = 0> (2¢)° —2e—n(n—-1)
- ~ n ~ n

vev
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Kizart C, részgraf W

Bizonyitas (folyt). A kapott egyenl6tlenség e-ben masodfoka, és féegyiitthatéja

pozitiv, tehat grafikonja egy felfelé allé parabola:

2
02@—2e—n(n—1) — 0>4e®>—2en—n*(n—1)

p 2n+ 2n)2 +16n2(n—1
lgy a megolddképlet alapjan a két gydk: e; » = n+/(2n)? +16n%(n — 1) =

8
v16n — 12
_nvlen=12 0L e ).
4 8 4
A kisebbik gyok negativ, igy az egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha
e<e = z(1++v4n-3). O
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Kizart C, részgraf - konstrukcié O |z

Mit mondhatunk alulrél? Van-e olyan példa, amiben az élek szamanak

nagysagrendje éppen n3?

Egy Klein Esztertdl szarmazé konstrukciét fogunk targyalni, ami mutatja, hogy ez

a helyes nagysagrend.

Olyan paros grafot fogunk konstrualni, ami lényegében egy véges testre épitett

projektiv sik pont-egyenes illeszkedési grafja.
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Kizart G, részgraf - konstrukcié K

Legyen F egy véges test. (gondoljunk F-re, ahol g = p" primhatvany)
Emlék: PG(2, q) az Fg-ra épitett véges projektiv sik egy pont-egyenes illeszkedési

struktara. £ és P jeldli rendre az egyenesek és a pontok halmazat.

m Pontok: P-t az F} \ {(0,0,0)} pontharmasok ekvivalenciaosztalyai alkotjak:
[x0. x1. 3] := {(cx0, ox1, 02) € Fg \ {(0,0,0)} : c € Fg}  (Fy =Fq \ {0})

: . . . . P -1
Igy egy ekvivalenciaosztalyba g — 1 harmas esik, és igy |P| = qq_l =

=q¢°+qg+1.
m Egyenesek: L egyeneseit a kovetkez6képp definialjuk. Egy adott
(a1,a2,a3) € F3\ {(0,0,0)} harmashoz tartozé L(ao, a1,a2) egyenes:

L(ao,al, 82) = {[X07X1,X2] € P:agxg + aixi + arxs = 0}

Nyilvan L(ag, a1, a2) = L(cao, ca, cao), igy |£| = ¢*> + q + 1.

Extremaélis grafelmélet el6adas Zarankiewicz problémak
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Kizart G, részgraf - konstrukcié Bols st

Allitas (Emlék)
Az F,-ra épitett PG(2, q) véges projektiv sikban a kévetkezé allitasok igazak:

i) Barmely pontra ugyanannyi — méghozza q + 1 — egyenes illeszkedik.

ii) Barmely egyenesre ugyanannyi — méghozza q + 1 — pont illeszkedik.

)
)
iif) Barmely két egyenesnek pontosan 1 kdzds pontja van.
iv)

Barmely két ponthoz pontosan 1 olyan egyenes létezik, amire mindketten

illeszkednek.

Egy véges projektiv sik pont-egyenes illeszkedési grafja egy paros graf G(PU L, E),

aminek osztalyai P és £, és (p. /) € E <= p1/{, ahol pe Pésle L.
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Kizart G, részgraf - konstrukcié

Cq-mentes grafok

Példa (Klein Eszter, 1938)

Tekintsiik a PG(2, q) pont-egyenes illeszkedési grafjat G(P U L, E). Ennek

2(g% + g + 1) cstcsa van, és az élszama:

Szegedi Tudomanyegyetem

P+gt+l = & (+1)2+% _
(@)} +5-oun

Miért nem tartalmaz Cy-et? (létezhet-e /1, ¢, amiknek lenne két kdzds pontja?)

Az als6 és fels6 korlat nagysagrendje megegyezik (n%), de a konstans szorzé eltér.
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Kizart C, részgraf - konstrukcié

Példa (Erdés, Rényi, T.S6s 1966)
Legyen g = p", ahol p prim. Definialunk egy G, grafot, aminek csiicsait PG(2, q)
pontjai alkotjak. Ebben legyen két pont [a, b, c] és [a', b, c’] szomszédos akkor és

csak akkor ha aa’ + bb' + cc’ = 0. (nagyon hasonlit a pont-egyenes illeszkedéshez)

Ekkor n:= |V(G,)| = ¢° + g + 1. Az el6z6 okoskodas miatt G,-ben sincs Cj.

Milyenek az egyes csticsok fokszamai?

Egy v = [a, b, c] pont szomszédai éppen azok a pontok, akik az ¢, = L(a, b, c)

jeld egyenesre illeszked6 v-t6l kiilonbdz6 pontok.  (miért kell a kiilonbdz6 sz267)

Tehat, ha v nem illeszkedik ¢,-re, akkor g + 1 szomszédja van, egyébként pedig q.
Azok a v pontok, akik illeszkednek ¢,-re kielégitik az x* + y? + z? = 0 egyenletet

(modulo g aritmetikaban!).
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Kizart G, részgraf - konstrukcié Bols st
Cq-mentes grafok Szegedi Tudomanyegyetem

Ez az egyenlet geometriailag egy kipszeletet ir le, aminek pontjainak szama
PG(2, q)-ben g + 1. (HF: miért g 4+ 17)

Tehat g + 1 pont fokszdma g, a tdbbi g2 pont foka q + 1 Gy-ben. Ezért:

2|E(Gy)l = a*(q +1) + (g +1)g = (¢° + q)(q +1) ~(n=1) (\/n— % + %)

. n=q*+q+1
Innen |E(Gg)| = 2nz + 7+ O(y/n). O

Ezt a grafot nevezik a PG(2, q) véges projektiv sik polaritas grafjanak. Ennek

- A A 2 o 2o o a L . 1
élszamaban a f6tag egyiitthat6ja is megegyezik a fels6 korlatban szereplé 3-el.
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Kizart C, részgraf - konstrukcié O |2

Tétel (Fiiredi)
Tetszéleges g > 13 primhatvanyra:

1
ex(q° +q+1,G) = Eq(q +1)2

(Tehat a polaritas graf optimalis!)

Megjegyzés

n# g? 4 q + 1 esetén elég keveset tudunk a pontos értékrél, ugyanis csupan

n < 31-re ismert szamtogépes kereséssel.
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Zarankiewicz problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Ahelyett, hogy k > 4-re vizsgalnank a Cy-mentes grafok maximalis élszamat, mas
médon altalanositunk.

Vegyiik észre, hogy C4 = K>, igy megkérdezhetjiik altalaban mit mondhatunk
egy K :-mentes graf maximalis élszamarol?

(ezeket hivjuk Zarankiewicz problémaknak (1951))

Tétel (Kévari, T.S6s, Turan, 1954)

Legyenek 2 < s < t tetsz6leges egész szamok. Ekkor:

1 1
ex(n, Ks,e) < 5(t = 1)5n25 + SE=1n ~ o n?E,

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eladas Zarankiewicz probléméak
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Kévari, T.So6s, Turan tétel

Tétel (Kévari, T.S6s, Turan, 1954)

Legyenek 2 < s < t tetsz6leges egész szamok. Ekkor:

1 1
ex(n, Kt) < E(t - 1)%”2_% F 5(5 —1)n ~ co¢- s,

Bizonyitas. Legyen G egy olyan n csicst graf, ami nem tartalmaz K ;

részgrafot. Kettds leszamlalassal szamoljuk meg G-ben a s-csillagokat (K s)!

Barmely v cslics pontosan (d(sv)) s-csillag kdzéppontja. Masrészt barmely s pont

S részhalmazra legfeljebb (t — 1) olyan csiics van, ami kézéppontként alkothat

S-sel egyiitt s-csillagot. (kiildnben lenne G-ben K ;)
n d(v)
veV
A Jensen-egyenlGtlenséget szeretnénk alkalmazni. (technikai probléma!)
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Kévari, T.So6s, Turan tétel ) S

x(x—1)...(x—s+1

Bizonyitas (folyt). A probléma oka, hogy az x — (%) = g ) fiiggvény

nem konvex a teljes [0, 00) intervallumon, csak ha x > s — 1.

Orvosolhatd, ha feltessziik, hogy a G grafunk maximalis K ;-mentes graf, ugyanis

ekkor kdvetkezik, hogy 6(G) > s — 1. (igy mar alkalmazhaté a Jensen-egy.)
(t-1)" > (t - 1)<n> >3 (d(v)) > n<d(G)> > e = (s=1)
s! s >\ S 1 s s!
v Jensen

Atrendezve kapjuk, hogy d(G) < (t — 1)¥n'~% 4+ s — 1. Ebb&l pedig az élszamra
kovetkezik, hogy:

n 1 1 1 1 1 1
< = —1)spl—s 1) =Z(t=1)sn?* 5+ Z(s—1)n.
|E(G)|_2<(t 1)in"F 4 1) S(E=1)in? 4 (s = 1)n

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eladas Zarankiewicz probléméak



Mathematics
Ve 7 Bolyai Institute
Alsé korlat ex(n, Ky ;)-re O o
Zarankiewicz problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Tétel (Fiiredi, 1996)

Nem bizonyitjuk, de a konstrukcié tovabbfejlesztése a C4-mentes véges projektiv

sikokbdl szarmazé konstrukcioknak, méghozza olyan esetben, amikor g = p prim
(t=1)[p-1.

Ekkor ugyanis létezik egy egyértelm(i részcsoportja I, multiplikativ csoportjanak,
és ennek segitségével a korabbi konstrukciok siiriibbé teheték, olyannyira, hogy
nemcsak a nagysagrend stimmel a felsé korlattal, de még az egyiitthatét is

pontosan adédik.
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Valtoztatott véletlen médszer O [

Emlék: Lattunk mar példat a varhatéérték modszer alkalmazasara, amikor egy
véletlen valdsziniiségi valtozé jeldlte a vizsgaland6 objektum méretét és annak
varhaté értékét kiszamolva tudtunk kdvetkeztetni, hogy van olyan esemény, amikor

a vizsgalandé6 objektum mérete legalabb/legfeljebb akkora, mint a varhaté érték.

Otlet: Elészor vesziink egy véletlen grafot alkalmas paraméter valasztas mellett,
ami még nem feltétlen felel meg minden kivanalmunknak (pl. tartalmaz tiltott
részgrafot). Majd ezek utan kiszamoljuk az éleinek/csicsainak szamanak varhato
értékét, és becsiiljiik a benne el6fordulé nem kivanatos objektumok szamanak
varhato értékét.

A terviink pedig az, hogy minden nem kivanatos objektumbdl elhagyunk egy
élet/cstcsot ezaltal a végiil kapott graf mar a feltételeknek megfelels. Az

élszama/cstcsszama pedig a varhatéértékek kiilonbségével becsiilhetd.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eladas Zarankiewicz probléméak
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Valtoztatott véletlen als6 korlat ex(n, Ks,t\

Tetszbleges 2 < s, t egész szamokra létezik olyan ¢’ konstans, hogy:

_ stt=2
ex(n, Kep) > c/n~ st

Bizonyitas. Tekintsiink egy véletlen grafot a kdvetkezé médon: legyen G-nek n
1 s+t—2

cslicsa, és barmely cscsparra p = 5 -n <1 valésziniiséggel adjuk hozza G-hez a

koztiik futd élet.

Ekkor G éleinek szamanak vérhaté értéke: E(|E(G)|) = p(5) > +pn?, hiszen
n > 2. Masrészt a keletkezett K, grafok varhaté szamat is tudjuk becsiilni.

Ehhez jeldlje R azt a véletlen valtozét, ami épp a keletkezé K -k szama. Igy:

n\ (n n® nt
E(R) < <S> <t> pst < pStET < pStn$+t.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eladas Zarankiewicz probléméak
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Valtoztatott véletlen alsé korlat ex(n,

Zarankiewicz problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Bizonyitas (folyt). A varhat6 érték linearitasa miatt:

E(IE(G)| - R) = E(|E(G)]) — E(R) > %P”2 —pTntt

1 _ stt—2 L L . i
A p=35-n" s valasztas miatt:
1 st—1 1
pstns+t =p - n—(s+t—2) . pstt < fpn2
2 + 8
st > 4

Tehst: E(|E(G)| — R) > $pn? — ptnstt > Ipn? = Ln® 55

Tehat létezik olyan n cstcst G graf, amire |E(G)| — R > 1_16,,2—5?__12’ igy minden

keletkezd K -bdl kitorolve egy élt kapunk egy olyan G’ grafot n csticson, ami mar

. . . _stt—2
K, -mentes és éleinek szama legalabb - n®~ = O

Blazsik L. Zoltan
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Nyitott kérdések U

ex(n, Cok) = © (n”%) :

(a sejtés bizonyitott k = 2,3, 5-re)

Sejtés
Legyenek t > s > 2 pozitiv egészek. Ekkor

1

ex(n, Kst) = © (nz_?) .

(a sejtés bizonyitott, ha t tetszéleges és s = 2,3, vagy ha t > (s — 1)l és s > 4)
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