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Tetsz6leges G grafra teljesiil, hogy

1
a(G) > Z TTd0)

veVv(G)

Bizonyitas. Legyen V(G) = {v1,vs,...,Vv,}. Az [n] halmaz tetsz6leges 7

permutacidjara tekintsiik a kovetkezs /(7)-vel jeldlt fiiggetlen ponthalmazt:

Vr(iy € I() pontosan akkor, ha v,y egyik v.(;)-vel sem szomszédos j < i esetén.
= [(m) egy fiiggetlen ponthalmaz

A 7 permutacié véletlenszerii valasztasa esetén hatarozzuk meg a |/()| varhato

értéket! Jeldlje X; annak az eseménynek az indikator valtozojat, hogy v; € /(m).

Ekkor |/(7)| = Z X;. Szamitsuk ki az E(X;) = P(X; = 1) = P(v; € I(r)) értéket!

i=1

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Kizart részgraf problémak, Erd8s-Stone-Simonovits tétel



Mathematics

- d . z Bolyai Institute
Filiggetlenségi szam oo

Bizonyitas (folyt). v; € /() pontosan akkor kdvetkezik be, ha a v;-vel
szomszédos csticsok mindegyike v; utan jelenik meg a m permutaciéban.
Vagyis a w permutaciéban a v,- és az d(v;) szomszédjanak sorrendjében v; az els6,
és ennek a valdsziniisége 1+d( , tehat:

E(X;)=P(X;=1)=P(v; € (7)) = ﬁm

Innen a varhat6 érték linearitasa miatt:

E(|i(r)]) =& Zx) >EC) =Y 15

Tehat biztosan létezik olyan m permutacio, amire |/(m)| > Y-, gy

egy fliggetlen ponthalmaz. O
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Aszimptotikus viselkedés jeldlései:

m f(n) = o(g(n)) (szokas még: f < g), ha n — oo esetén g& g — 0.

< C.

f(n) = O(g(n)), ha alkalmas C > 0 konstansra 3N € N : ‘g(%

f(n) = Q(g(n)), ha g(n) = O(f(n)).

f(n) = ©(g(n)) (szokas még: f ~ g), ha f(n) = O(g(n)) és
f(n) = Q(g(n))-

~ an £(n)
f(n) = g(n), ha n — oo esetén zm L

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Kizart részgraf problémak, Erd8s-Stone-Simonovits tétel



Mathematics

J I bl I z k k 4 k Bolyai Institute
elolesek, Konvencio Szeged

Turan Pal vetette fel a maximalis élszamrél sz6l6 kérdéseket Erdés Palnak irédott
leveleiben altalanos kizart részgraf esetén.

(igy sziiletett meg az Extremalis Grafelmélet)

Definicié

Egy G graf H-mentes, ha nem tartalmaz H-val izomorf részgrafot. Jelolése:

H¢G.

Definicié

Egy H graf extremalis szama ex(n, H) az a maximalis élszam, amivel egy n csicsu

H-mentes G graf rendelkezhet.

ex(n, H) = max{e : 3H-mentes G graf, amire v(G) = n, e(G) = e}
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Mit mondhatunk ex(n, H) értékérdl tetszéleges H-ra?

Turan elséként azt kérdezte, hogy mivel Ky a grafja egy tetraédernek, ezért mi az

extremalis szama a tobbi szabalyos testhez tartozé grafnak?

A kérdésre kétféle ,valasz" létezik: az egyik az extremalis élszdm pontos
meghatarozasa (lasd H = K, esetén a Turan tétel), a masik pedig az
aszimptotikus viselkedés becslése.
Van olyan szabalyos test, aminek aszimptotikus viselkedését még ma sem ismerjiik!
ex(n, tetraéder) = % + o(n?) ex(n, oktaéder) = % + o(n?)
2 2
ex(n, ikozaéder) = & + o(n?) ex(n, dodekaéder) = 2~ + o(n?)

ex(n, kocka) = o(n?)
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Tétel (Erdés-Stone-Simonovits, 1946)
Tetszéleges H grafra

ex(n, H) = (1 - W) (;’) + o(r?).

Kovetkezmény

A szabalyos testek grafjanak kromatikus szama ismert, igy az

Erdés-Stone-Simonovits tételbél adédtak az extremalis értékek.

De a kocka grafjanak kromatikus szdma 2, igy ott a hibatag valik fétagga!

Ha H nem paros graf, akkor tehat az extremalis szima aszimptotikusan ismert.

Tehat a legnehezebb esetek azok, amikor H paros graf.
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A tételbeli egyenléség ekvivalens a kovetkezé atfogalmazassal:

Tétel (Erdés-Stone-Simonovits, 1946)

Barmely H grafra, adott € > 0 esetén létezik olyan N € N, hogy minden n > N-re

1 n? 1 n?
1-— )2« Hy<(1-——F— =
(-1 9) T s o< (- ve) 5

A bizonyités Iényegi részét Lemmaként kiilon targyaljuk.

Lemma

Tetsz6leges r, t természetes szamokra, és barmely pozitiv e-ra, amire € < %

létezik olyan ng kiiszébindex, hogy barmely G grafra n > ng csticson, aminek
legalabb (1 — 1 +¢) () éle van teljesiil, hogy van r -+ 1 diszjunkt csiicshalmaz
A1, Az, ... A1, hogy minden i € [r + 1]-re

Ai| = t & minden
1<i<j<r+1lreA;és A kozétt minden él be van hizva.
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Bizonyitas. Az 1. lépés az lesz, hogy talalunk G-nek egy elég nagy csiicsszamu
G’ részgrafjat, amire 6(G’) > (1 — 1 4+ 5) (|V(G')| - 1).

Ehhez egyesével elhagyunk cstcsokat a kdvetkez6 médon: ha az aktualis
részgrafunk £ csicsi, akkor ha van olyan csiicsa, aminek a fokszama kisebb, mint
(1 =14 £) (£ —1), akkor az egyik ilyet térdljiik. Megmutatjuk, hogy ez a
folyamat véges sok torlés utan leall!

Indirekt tegyiik fel, hogy mindig van olyan csiics, aminek fokszama kicsi, és ezért

végiil kitorliink minden cstcsot. Ekkor hany élt tordltiink a folyamat kézben?

o 1 ¢ 1 ¢ _
|t0r01telek|<(1 7+§>(n 1)+ +<1 7+§> 1=

() () (s

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Kizart részgraf problémak, Erd8s-Stone-Simonovits tétel



Mathematics
Bolyai Institute
Szeged

Erdés-Stone-Simonovits tétel

Erd&s-Stone-Simonovits tétel Szegedi Tudomanyegyetem

Bizonyitas (folyt). Ellentmondast kaptunk, tehat feltehets, hogy a folyamat
véges sok lépés utan leall egy n’ > 0 cstcsa, megfelels G’ graffal. Most belatjuk,
hogy n’ elég nagy ismét a torolt élek szamanak becslését hasznalva:

T . 1 ¢ B 1 ¢ n n
[torolt élek| < Z (1 - + E) (t—1)= (1 - + E) ) ((2> _ (2>)
{=n"+1
Masrészt nyilvanvald, hogy G’-nek legfeljebb (”2/) éle van, igy:
1 ¢ n n’ n'
<(1-24Z2). _ —
0= (-5+3)-(()-(2) - C)
=(1-— 1 + E n + l — E n’
B ro2)\2 ro2)\2
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Bizonyitas (folyt). De a Lemma feltevése szerint: e(G) > (1 — 1 +¢) (5), tehat:
1 1 n LA 1 1 n € n n 1 ¢ n
PR AVY r2) e r2)\2
Innen atrendezve: e(n 1 ¢ n
2\2) — \r 2 2

Y % . —_ 2 ’ . z
Mivel e < 1 és () < ”72 valamint (5) > g"—zlL igy a baloldalt csokkentve és a

jobboldalt névelve:

—1)2 1 & 5
%%g(——%)% S 3 (h—1)<n.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Kizart részgraf problémak, Erd8s-Stone-Simonovits tétel



Mathematics
<4 . . 4 Bolyai Institute
ErdSs-Stone-Simonovits tétel ) I
Erd&s-Stone-Simonovits tétel Szegedi Tudomanyegyetem

Bizonyitas (folyt). Tehat a tovabbiakban feltessziik, hogy ezzel a relative nagy

minimalis fokszama G’ grafra fékuszalunk.

r szerinti teljes indukciéval fogjuk megmutatni, hogy G’-ben léteznek t méretii
diszjunkt Ay, Az, ..., A1 halmazok, hogy egy K/, -t tartalmaznak (az A;

kupacokon beliil barmi lehet). (r = O-ra tires feltétel)

Adott r > O-ra legyen s = [%1 és alkalmazva az indukciés feltételt kapjuk, hogy
talalunk G’-ben r diszjunkt s méreti By, Bs, ..., B, halmazt, amik kéz6tt minden

él be van hazva.

Legyen U = V(G')\ (ByUByU---UB,), & W C U azon U-beli csticsok

halmaza, akiknek minden i € [r]-re B;-b&l van legalabb t szomszédjuk:

W:={veU|Vie]r]:|N(v)nBj >t}
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Bizonyitas (folyt). Az U és a B = B; U B, U --- U B, cslicshalmazok kdzotti
hianyzo élek szamat (jeldlje m) fogjuk becsiilni!

Mivel minden v € U\ W-re létezik olyan i, hogy |N(v) N Bj| < t, ezért ezen v
csics és B; kdzdtt biztosan hianyzik legalabb (s — t) él, innen:

n"12|U\W|~(s—t)?(n'—rs—|W|)~(1—§)s
=[]

Masrészrél 6(G') > (1 — 1+ £) (0 — 1), tehat tetszsleges v € U csticsnak nem

hianyozhat tébb éle, mint (X — 5) (n' — 1). Tehat B cstcsaira ezeket dsszeadva:

1 ¢ 1 e re
5 < L _ < o < /:(__) ’
m_rs(r 2)(n 1)<rs<r 2>n 1 5 ) sn
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Bizonyitas (folyt). A két becslést Gsszevetve:

N4 (1—%)52 (n'—rs) (1—%) s—(l—%) sn’:s(%—%) sn’—(l—g) rs

Mivel r, s, e konstansok, ezért || mérete novelhets, amennyiben n’-t noveljik.
Tehat majd az ng kiiszébindexet addig ndveljik, hogy mar n’ is elég nagy legyen,

méghozza annyira, hogy |W/| > (i)r(t — 1) teljesiiljon.

Tudjuk, hogy minden W-beli csticsnak barmely B;-ben van legalabb t szomszédja.
Egyiittesen pontosan (})-féleképpen lehet kivalasztani minden i € [r]-re Bi-bdl
egy t elem( részhalmazt, igy |W/| valasztasa miatt a skatulyaelv szerint léteznek
A; C Bj, |Ai| =t és egy olyan t elemii A, részhalmaz W-ben, hogy minden
1<i<j<r+1reA és Aj kdzétt minden él be van hazva G'-ben. O
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Ha precizen szamolunk, akkor az deriil ki, hogy az ng kiiszobindex valaszthaté

_t , L,
2«2 -nak alkalmas c(r,e) konstans valasztasa mellett.

Most ezt a lemmat fogjuk hasznalni, hogy az Erdés-Stone-Simonovits tétel felsé

korlatjat bizonyitsuk. Az alsé korlat a Turan graf létezésébél kovetkezik.

Tétel (Erdés-Stone-Simonovits, 1946)

Barmely H grafra, adott € > 0 esetén létezik olyan N € N, hogy minden n > N-re

(1—W—s>§gex(n,mg (1—%%) %
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Bizonyitas. Az alsé korlat igazolasahoz vegyiik a T(n, r) Turan grafot, ahol
r = y(H) — 1. Belattuk, hogy lényegében (1 — 1) g éle van, és mivel x(H) —1
osztalyl, ezért T(n, r) kromatikus szama x(H) — 1 és igy barmely részgrafjanak

kromatikus szama is legfeljebb y(H) — 1.

Tehat T(n,r) biztosan H-mentes, azaz H extremalis szama tényleg legalabb

annyi, mint a Turan graf élszama.

A fels6 korlat igazolasahoz legyen r = x(H) — 1, és vegyiink olyan elég nagy t
értéket, és hozza alkalmas ¢ < % szamot, amikre a Lemmat elsiitve egy tetszéleges
n> N csicst G graf, aminek legalabb (1 — 1 +¢) % éle van tartalmazni fog
X(H) darab diszjunkt t méretli A1, Az, ..., Ay ) halmazt, amik kdz6tt minden él
be van hazva. = elegend6 minden szinosztalyt egy-egy A;-be pakolni

— nem H-mentes O

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eldadas Kizart részgraf problémak, Erd8s-Stone-Simonovits tétel



Mathematics
Bolyai Institute
Szeged

Kovetkezmények, nyitott kérdések Szegedi Tudomanyegyetem

Kovetkezmények, nyitott kérdések
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Ahogy korabban is emlitettiik, az Erdés-Stone-Simonovits tétel kdvetkezménye,

hogy az extremalis szam nagysagrendje pontosan ismert, ha a H graf nem paros.

Meglepé lehet, hogy mar a legkisebb paros grafok kozott is talalunk olyanokat,
amikre az extremalis szdm pontos nagysagrendje sem ismert!

, ahol Q3 a kocka
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ex(n, Cok) = © (n”%) :

(a sejtés bizonyitott k = 2,3, 5-re)

Sejtés

Legyenek t > s > 2 pozitiv egészek. Ekkor

ex(n, Kst) = © (nz_%) .

(a sejtés bizonyitott, ha t tetszéleges és s = 2,3, vagy ha t > (s — 1)l és s > 4)
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ex(n, @3) = © (,,%) .

Az extremalis grafok az dsszes ismert esetben j6l meghatarozott, erés struktiraval

rendelkeznek, mégis a |étezésiik nagyon esetlegesnek tiinik.

Akik foglalkoztak mar Turan tipusi kérdés esetén az extremalis graf

meghatarozasaval sokszor azt mondjak, hogy:

,olyan ez, mint tiit keresni a szénakazalban”.
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