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G(V, E) — egyszerii graf |V|=n,és |E|=m

K, — n cshcsa teljes graf K.+ — teljes paros graf, s + t csiicson

d(v) — egy v csucs fokszama N(v) = {u: uv € E} — v szomszédsaga

0(G) — G minimalis fokszama A(G) — G maximalis fokszama

a(G) —a G graf fiiggetlenségi szama v(G) — G maximalis parositas mérete

w(G) —a G graf klikk szama X(G) — a G graf kromatikus szama

DA

] = =
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élszam maximalizalas G K
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2. Bizonyitas. Tudjuk, hogy d(x) + d(y) < n barmely xy € E(G)-re. Adjuk

Ossze ezeket az egyenl6tlenségeket minden élre:
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)

n?
7

J Raadasul, ha m = L J akkor
2. Bizonyitas. Tudjuk, hogy d(x) + d(y) < n barmely xy € E(G)-re. Adjuk
Ossze ezeket az egyenl6tlenségeket minden élre

mn > Z (d(x) +

xy€E

2 am? m?
— nN— =4—
T n?

Jensen m=3"

azaz G = KI_AJ [2]
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d(x)
Az egyenlBség esetén a fokszamok egyenletesek, és barmely élre d(x) +d(y) = n
2

o =
Extremalis grafelmélet eladas Mantel tétel, Turdn tétel
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Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = { ZJ, akkor

n
T
G egy teljes paros graf: K|.§J’[§1'

3. Bizonyitas. Vegyiink egy maximalis méretii A fiiggetlen ponthalmazt G-ben.
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2 4
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Az egyenl6ség esetén |B| és |A| a lehetd legkdzelebb esik

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel



Mathematics

P Bolyai Institute
Mantel tétel W

Tétel (Mantel, 1907)

2

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < VTJ Raadasul, ha m = {%J akkor
G egy teljes paros graf: KLﬁJ’(ﬂ'

3. Bizonyitas. Vegyiink egy maximalis méretii A fiiggetlen ponthalmazt G-ben.
A haromszégmentes tulajdonsag miatt barmely v csiicsra N(v) fiiggetlen
= A(G) < |A|. Ekkor B = V' \ A lefogja az Osszes élt. Ezért:

|Al + |B] 2 2
m< 3 dv) <181a(6) < |64l = (145 .

szamtani-mértani kézép

veB

Az egyenlGség esetén |B| és |A| a lehetd legkdzelebb esik és minden v € B-nek

ugyanannyi a foka,
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|Al + |B] 2 2
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Az egyenlGség esetén |B| és |A| a lehetd legkdzelebb esik és minden v € B-nek
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G egy teljes paros graf: KLQJ [2]-
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J Raadasul, ha m = {%J akkor
3. Bizonyitas. Vegyiink egy maximalis méretii A fiiggetlen ponthalmazt G-ben
A haromszégmentes tulajdonsag miatt barmely v csiicsra N(v) fiiggetlen
= A(G) < |A|. Ekkor B = V' \ A lefogja az &sszes élt. Ezért

m<Zd

veB

A B 2

) < |BIA(G) < |BIA| < (%) _r

%7émtani—m£rtani kozép

Az egyenlGség esetén |B| és |A| a lehetd legkdzelebb esik és minden v € B-nek
Blazsik L. Zoltan

ugyanannyi a foka, és B is fiiggetlen. Tehat G KL 1.[2]
ial

nl -
2 2
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Tétel (Mantel, 1907)

£ ” , 2
Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < VTJ
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Tétel (Mantel, 1907)

2

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = VTJ akkor
G egy teljes paros graf: KLQJ [z]-
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Tétel (Mantel, 1907)

2

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = VTJ akkor
G egy teljes paros graf: KLQJ [z]-

4. Bizonyitas.
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Mantel tétel
Tétel (Mantel, 1907)

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = {%J akkor

G egy teljes paros graf: KLQJ [z]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0<x; <1.

Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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Mantel tétel
Tétel (Mantel, 1907)

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = {%J akkor

G egy teljes paros graf: KLQJ [z]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0<x; <1. Legyen f(x) = Zx,-xj.
jEE

Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel (Mantel, 1907)

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = {%J akkor

G egy teljes paros graf: KLQJ [z]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0<x; <1. Legyen f(x) = ZX’XJ Vegyiik észre, hogy f(n n,...,%) =3
ijeE
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Mantel tétel

Tétel (Mantel, 1907)

2

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = VTJ akkor
G egy teljes paros graf: KLQJ [z]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0<x; <1. Legyen f(x) = ZX’XJ Vegyiik észre, hogy f(n n,...,%) =3

j€E
Bizonyitsuk be, hogy barmely x-re (x) < ..

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel



Mathematics
M t I t 2 t I Bolyai Institute
antel tete T | szeged
Turén tipush problémak Szegedi Tudoméanyegyetem

Tétel (Mantel, 1907)

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = {%J akkor

G egy teljes paros graf: KLQJ [2]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0<x; <1. Legyen f(x) = ZX'XJ Vegyiik észre, hogy f(,17 n,...,%) =3
jeE

Bizonyitsuk be, hogy barmely x-re (x) < ..

Tfh ij ¢ E és a j cstcs szomszédain az xj értékek Ssszege legalabb akkora, mint

az i cslics szomszédain a megfelel§ &sszeg, akkor f(x) értéke nem csékken, ha x;

értékét O-ra csokkentjiik, és x; értékét x;-vel noveljiik.
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Tétel (Mantel, 1907)

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = {%J akkor

G egy teljes paros graf: KLQJ [2]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0< x; <1 Legyen f(x) = ZX'XJ Vegyiik észre, hogy f (%,1,...,1) = 1.
j€E
Bizonyitsuk be, hogy barmely x-re (x) < ..

Tfh ij ¢ E és a j cstcs szomszédain az xj értékek Ssszege legalabb akkora, mint
az i cslics szomszédain a megfelel§ &sszeg, akkor f(x) értéke nem csékken, ha x;
értékét O-ra csokkentjiik, és x; értékét x;-vel noveljiik.

Kovetkezésképp f értéke akkor veszi fel maximumat, ha a nem 0 értékeket egy

klikken veszi fel.
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Tétel (Mantel, 1907)

Ha G egy haromszégmentes graf, akkor m < {%J Raadasul, ha m = {%J akkor

G egy teljes paros graf: KLQJ [2]-

4. Bizonyitas. Legyen x = (x1, X2, ...,X,) € R" egy vektor, amire > x; =1 és

Vi:0<x; <1. Legyen f(x) = ZX,XJ Vegyiik észre, hogy f(n7 n,...,%) =3
jeE

Bizonyitsuk be, hogy barmely x-re (x) < ..

Tfh ij ¢ E és a j cstcs szomszédain az xj értékek Ssszege legalabb akkora, mint

az i cslics szomszédain a megfelel§ &sszeg, akkor f(x) értéke nem csékken, ha x;

értékét O-ra csokkentjiik, és x; értékét x;-vel noveljiik.

Kovetkezésképp f értéke akkor veszi fel maximumat, ha a nem 0 értékeket egy

. . G haromszégmentes
klikken veszi fel. f(x) = xx; < 3.
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Kizart részgraf: K,

Mit lehet mondani, ha a kizart részgraf most nem K3, hanem valamilyen r > 3-ra
K17
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Kizart részgraf: K,

Mit lehet mondani, ha a kizart részgraf most nem K3, hanem valamilyen r > 3-ra
K17

Emlék: r-osztalya graf fogalma, és a teljes r-osztalya graf
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Kizart részgraf: K,

Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Mit lehet mondani, ha a kizart részgraf most nem K3, hanem valamilyen r > 3-ra

Kri1?

Emlék: r-osztalya graf fogalma, és a teljes r-osztalya graf
Allitas
Az r-osztalya grafok koziil annak van a legtobb éle, ami teljes és az osztalyok

mérete a lehetd legkiegyensilyozottabb.
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Kizart részgraf: K, W |
Mit lehet mondani, ha a kizart részgraf most nem K3, hanem valamilyen r > 3-ra
K17
Allitas

Emlék: r-osztalya graf fogalma, és a teljes r-osztalya graf

Az r-osztaly grafok koziil annak van a legtobb éle, ami teljes
mérete a lehetd legkiegyensilyozottabb

Bizonyitas. A teljesség nyilvanvalé.

és az osztalyok

Blazsik L. Zoltan

[m]
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Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Mit lehet mondani, ha a kizart részgraf most nem K3, hanem valamilyen r > 3-ra
K17

Emlék: r-osztalya graf fogalma, és a teljes r-osztalya graf

Allitas
Az r-osztalya grafok koziil annak van a legtobb éle, ami teljes és az osztalyok

mérete a lehetd legkiegyensilyozottabb.

Bizonyitas. A teljesség nyilvanvalé. Ha az osztalyméretek ny, np, ..., n,, és
feltessziik, hogy ny > np 4 2, akkor ha attennénk egy csiicsot az 1-es osztalybdl a

2-esbe, akkor novekedne az élek szama.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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Kizart részgraf: K, R
Mit lehet mondani, ha a kizart részgraf most nem K3, hanem valamilyen r > 3-ra
K17
Allitas

Emlék: r-osztalya graf fogalma, és a teljes r-osztalya graf

mérete a lehetd legkiegyensilyozottabb.

Az r-osztalya grafok koziil annak van a legtobb éle, ami teljes és az osztalyok

Bizonyitas. A teljesség nyilvanvalé. Ha az osztalyméretek ny, np,

feltessziik, hogy ny > np 4 2, akkor ha attennénk egy csiicsot az 1-es osztalybdl a
2-esbe, akkor novekedne az élek szama. Tehat Vi, j: |n; — nj| < 1.

Blazsik L. Zoltan

., N, és

[m]
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Turan graf

Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié (Turan graf)
Az n csucs, r osztalyt Turan graf az az izomorfia erejéig egyértelmi teljes

r-osztalya graf, amiben barmely két osztaly mérete legfeljebb 1-el tér el

egymastol.

Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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Turan graf

Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié (Turan graf)
Az n csucs, r osztalyt Turan graf az az izomorfia erejéig egyértelmi teljes
r-osztalya graf, amiben barmely két osztaly mérete legfeljebb 1-el tér el

egymastol. Jeldlése: T(n,r), és élszamat t(n, r) jeldli.

Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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Turan graf

Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié (Turan graf)

Az n csucs, r osztalyt Turan graf az az izomorfia erejéig egyértelmi teljes

r-osztalya graf, amiben barmely két osztaly mérete legfeljebb 1-el tér el

egymastol. Jeldlése: T(n,r), és élszamat t(n, r) jeldli.

Vegyiik észre, hogy a Mantel tételbeli KLAJ a graf éppen a T(n,2) Turan graf.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Turan graf

\ &
Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié (Turan graf)

Az n csucs, r osztalyt Turan graf az az izomorfia erejéig egyértelmi teljes

r-osztalya graf, amiben barmely két osztaly mérete legfeljebb 1-el tér el

egymastol. Jeldlése: T(n,r), és élszamat t(n, r) jeldli.

Vegyiik észre, hogy a Mantel tételbeli KLAJ a graf éppen a T(n,2) Turan graf.

n
2

Hany éle van a T(n, r) Turan grafnak?

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Turan graf

\
Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié (Turan graf)

Az n csucs, r osztalyt Turan graf az az izomorfia erejéig egyértelmi teljes

r-osztalya graf, amiben barmely két osztaly mérete legfeljebb 1-el tér el

egymastol. Jeldlése: T(n,r), és élszamat t(n, r) jeldli.

Vegyiik észre, hogy a Mantel tételbeli KLAJ a graf éppen a T(n,2) Turan graf.

Hany éle van a T(n,r) Turan grafnak?

Ha r|n, akkor t(n,r) = (1—1) "; de a nagysagrend ugyanekkora altalaban is.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Turan graf

Turén tipusa problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié (Turan graf)

Az n csucs, r osztalyt Turan graf az az izomorfia erejéig egyértelmi teljes

r-osztalya graf, amiben barmely két osztaly mérete legfeljebb 1-el tér el

egymastol. Jeldlése: T(n,r), és élszamat t(n, r) jeldli.

Vegyiik észre, hogy a Mantel tételbeli KLAJ a graf éppen a T(n,2) Turan graf.
2112

Hany éle van a T(n,r) Turan grafnak?

Ha r|n, akkor t(n,r) = (1—1) "; de a nagysagrend ugyanekkora altalaban is.

Tétel (Turan, 1941)
Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K,.q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi
éle lehet, mint a T(n, r) Turan grafnak, azaz m < (1 - 1) § Sét, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turdn grafnak, akkor G maga a Turan graf.

(' = PANS

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel (Turan, 1941)
Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi
éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turdn grafnak, akkor G maga a Turan graf.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi
éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turdn grafnak, akkor G maga a Turan graf.

Erd6s Pal bizonyitasa: Megmutatjuk, hogy G csicsain van olyan r-osztalya H
graf, amire dg(v) < dy(v) minden v € V-re.

DA
Blazsik L. Zoltan
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Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turdn grafnak, akkor G maga a Turan graf.

Erd6s Pal bizonyitasa: Megmutatjuk, hogy G csicsain van olyan r-osztalya H
graf, amire dg(v) < dy(v) minden v € V-re. = E(G) < E(H) < t(n,r)
Legyen v egy maximalis fokd csics és legyen X = V(G) \ N(v).

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turdn grafnak, akkor G maga a Turan graf.

Erd6s Pal bizonyitasa: Megmutatjuk, hogy G csicsain van olyan r-osztalya H
graf, amire dg(v) < dy(v) minden v € V-re. = E(G) < E(H) < t(n,r)
Legyen v egy maximalis fokd csics és legyen X = V(G) \ N(v). Keészitsiink egy

G, grafot a kovetkez6 moédon:

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turdn grafnak, akkor G maga a Turan graf.

Erd6s Pal bizonyitasa: Megmutatjuk, hogy G csicsain van olyan r-osztalya H
graf, amire dg(v) < dy(v) minden v € V-re. = E(G) < E(H) < t(n,r)
Legyen v egy maximalis fokd csics és legyen X = V(G) \ N(v). Keészitsiink egy

G, grafot a kovetkez6 moédon:
m tordljik ki az X-en beliili éleket
m hazzuk be az &sszes élt X és N(v) kozott

m az N(v)-n beliili éleken ne valtoztassunk

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Bizonyitas (folyt.) G,-ben tovabbra sincs K, 1, mert akkor lenne N(v)-ben K,.
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Bizonyitas (folyt.) G,-ben tovabbra sincs K, 1, mert akkor lenne N(v)-ben K,.

De minden csics fokszama legalabb akkora G,-ben, mint G-ben volt!
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Bizonyitas (folyt.) G,-ben tovabbra sincs K, 1, mert akkor lenne N(v)-ben K,.

De minden csics fokszama legalabb akkora G,-ben, mint G-ben volt!

Ezutan N(v) altal feszitett részgrafon folytatjuk ugyanezt a folyamatot, hiszen az
K,-mentes.

Blazsik L. Zoltan
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Bizonyitas (folyt.) G,-ben tovabbra sincs K, 1, mert akkor lenne N(v)-ben K,.

De minden csics fokszama legalabb akkora G,-ben, mint G-ben volt!

Ezutan N(v) altal feszitett részgrafon folytatjuk ugyanezt a folyamatot, hiszen az
K,-mentes. r szerinti indukciot alkalmazva az N(v) csacshalmazon van olyan H,
(r — 1)-osztalya graf, amiben a csucsok fokszamai legalabb akkorak, mint a G

graf N(v)-re valé megszoritasaban.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Bizonyitas (folyt.) G,-ben tovabbra sincs K, 1, mert akkor lenne N(v)-ben K,.

De minden csics fokszama legalabb akkora G,-ben, mint G-ben volt!

Ezutan N(v) altal feszitett részgrafon folytatjuk ugyanezt a folyamatot, hiszen az
K,-mentes. r szerinti indukciot alkalmazva az N(v) csacshalmazon van olyan H,
(r — 1)-osztalya graf, amiben a csucsok fokszamai legalabb akkorak, mint a G
graf N(v)-re valé megszoritasaban. Ekkor H,-t vegyiik N(v)-n és hazzuk be az
Osszes élt X és H, kozott, igy kapjuk a kivant H grafot. O

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Bizonyitas (folyt.) G,-ben tovabbra sincs K, 1, mert akkor lenne N(v)-ben K,.

De minden csics fokszama legalabb akkora G,-ben, mint G-ben volt!

Ezutan N(v) altal feszitett részgrafon folytatjuk ugyanezt a folyamatot, hiszen az
K,-mentes. r szerinti indukciot alkalmazva az N(v) csacshalmazon van olyan H,
(r — 1)-osztalya graf, amiben a csucsok fokszamai legalabb akkorak, mint a G
graf N(v)-re valé megszoritasaban. Ekkor H,-t vegyiik N(v)-n és hazzuk be az
Osszes élt X és H, kozott, igy kapjuk a kivant H grafot. O

Az egyenl6ség esete ebbdl a gondolatmenetbél is meggondolhaté lenne, de most

ezt mellézzik.
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I Mathematics
3 t € t I Bolyai Institute
U ra n e e S Szeged
Turan tipusi problémak Szegedi Tudomanyegyetem

Tétel (Turan, 1941)
Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi
éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turan grafnak, akkor G maga a Turan graf.
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Tétel (Turan, 1941)
Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turan grafnak, akkor G maga a Turan graf.

2. Bizonyitas. n szerinti indukciét alkalmazunk. Az allitas trivialisan teljesiil

n=172 ... r-re

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel



Mathematics

P - Bolyai Institute
Turan tétel W

Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turan grafnak, akkor G maga a Turan graf.

2. Bizonyitas. n szerinti indukciét alkalmazunk. Az allitas trivialisan teljesiil
n=1,2, ..., rre. Tth, hogy minden n-nél kisebb értékre teljesiil az allitas és
vegylink egy n csicst G grafot, ami nem tartalmaz K, i-et, és a lehetd legtobb

éle van.
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Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turan grafnak, akkor G maga a Turan graf.

2. Bizonyitas. n szerinti indukciét alkalmazunk. Az allitas trivialisan teljesiil
n=1,2, ..., rre. Tth, hogy minden n-nél kisebb értékre teljesiil az allitas és
vegylink egy n csicst G grafot, ami nem tartalmaz K, i-et, és a lehetd legtobb

éle van.

G biztosan tartalmaz K,-et.
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Tétel (Turan, 1941)

Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turan grafnak, akkor G maga a Turan graf.

2. Bizonyitas. n szerinti indukciét alkalmazunk. Az allitas trivialisan teljesiil
n=1,2, ..., rre. Tth, hogy minden n-nél kisebb értékre teljesiil az allitas és
vegylink egy n csicst G grafot, ami nem tartalmaz K, i-et, és a lehetd legtobb

éle van.

G biztosan tartalmaz K,-et. Jeldlje a K,-et alkoté csticsokat: A és a tobbi csiicsot
B.

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel



Mathematics

Z F4 Bolyai Institute
Turan tétel W

Tétel (Turan, 1941)
Ha az n cstcst G graf nem tartalmaz K, q-et részgrafként, akkor legfeljebb annyi

éle lehet, mint a T(n,r) Turan grafnak, azaz m < (1 — 1) § Sé6t, ha G-nek

éppen annyi éle van, mint a Turan grafnak, akkor G maga a Turan graf.

2. Bizonyitas. n szerinti indukciét alkalmazunk. Az allitas trivialisan teljesiil
n=1,2, ..., rre. Tth, hogy minden n-nél kisebb értékre teljesiil az allitas és
vegylink egy n csicst G grafot, ami nem tartalmaz K, i-et, és a lehetd legtobb

éle van.

G biztosan tartalmaz K,-et. Jeldlje a K,-et alkoté csticsokat: A és a tobbi csiicsot

B. Alkalmazzuk az indukciés feltevést B-re: — e < (1-1) @
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).
A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics

legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet. = eqp < (n—r)(r —1)

Blazsik L. Zoltan
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).
A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics

legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet.
Tehat:

e(G) =eateap+teg < <;> +(n—r)(r—1)+ (1 _ %) M _

= e <(n—r)(r—1)

5 =

] = =
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).
A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics

legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet. = eqp < (n—r)(r —1)
Tehat:

(6) = extenaren < (1) +-n(-1+(1-1) L - (1) 2

] = =
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).
A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics

legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet. = eqp < (n—r)(r —1)
Tehat:

(6) = extenaren < (1) +-n(-1+(1-1) L - (1) 2

Ebbdl az egyenl6ség esete is adodik, hiszen B az indukcié szerint a T(n —r,r)
Turan graffal izomorf,

] = =
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).

A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics
legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet. = eapg < (n—r)(r —1)
Tehat:

r 1\ (n—r)? 1\ n?
e(G) =eateap+teg < <2>+(n r)(r 1)+<1 r) 5 <1 r) 5
Ebbdl az egyenl6ség esete is adodik, hiszen B az indukcié szerint a T(n —r,r)
Turan graffal izomorf, és minden B-beli csiicsnak pontosan r — 1 A-beli

szomszédja van G-ben.
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).

A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics
legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet. = eapg < (n—r)(r —1)
Tehat:

r

(6) = extenaren < (1) +-n(-1+(1-1) L - (1) 2

Ebbdl az egyenl6ség esete is adodik, hiszen B az indukcié szerint a T(n —r,r)
Turan graffal izomorf, és minden B-beli csiicsnak pontosan r — 1 A-beli
szomszédja van G-ben.

Hol helyezkedhetnek el azok a B-beli csticsok, akik egy a € A csticcsal nem

szomszédosak?

] = =
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2. Bizonyitas (folyt.). A egy teljes graf, igy ea = (5).

A B és A kozotti élek szamat feliilr8l becsiilhetjiik, hiszen barmely B-beli csics
legfeljebb r — 1 A-beli szomszéddal rendelkezhet. = eapg < (n—r)(r —1)
Tehat:

r

(6) = extenaren < (1) +-n(-1+(1-1) L - (1) 2

Ebbdl az egyenl6ség esete is adodik, hiszen B az indukcié szerint a T(n —r,r)
Turan graffal izomorf, és minden B-beli csiicsnak pontosan r — 1 A-beli
szomszédja van G-ben.

Hol helyezkedhetnek el azok a B-beli csticsok, akik egy a € A csticcsal nem

szomszédosak? — G is r-osztalya! O

] = =
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A valészinliségi médszer
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A valésziniiségi médszer Szegedi Tudomanyegyetem

Nem konstruktiv technika, egzisztenciat bizonyithatunk vele!
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A valésziniiségi médszer

A valésziniiségi médszer Szegedi Tudomanyegyetem

Nem konstruktiv technika, egzisztenciat bizonyithatunk vele!

Otlet: (Erdés Pal a technika ttordje)
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A valésziniiségi médszer \

Nem konstruktiv technika, egzisztenciat bizonyithatunk vele!

Otlet: (Erdés Pal a technika ttordje)
m alkossunk egy alkalmas valésziniiségi teret

m és ott mutassuk meg, hogy a kivant tulajdonsagi esemény biztosan nem 0
valészinliséggel bekdvetkezik. — biztosan létezik a célunknak megfelels

tulajdonsagl esemény

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Nem konstruktiv technika, egzisztenciat bizonyithatunk vele!

Otlet: (Erdés Pal a technika ttordje)
m alkossunk egy alkalmas valésziniiségi teret
m és ott mutassuk meg, hogy a kivant tulajdonsagi esemény biztosan nem 0

valészinliséggel bekdvetkezik. — biztosan létezik a célunknak megfelels

tulajdonsagl esemény

m vagy a kivant tulajdonsagra fokuszalva vegyiink egy X véletlen valtozot: pl.:
egy véletlen csucs—/élhalmaz. .. és szamoljuk ki a véletlen valtozé varhato
értékét E(X).

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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A valésziniiségi médszer Szegedi Tudomanyegyetem

Nem konstruktiv technika, egzisztenciat bizonyithatunk vele!

Otlet: (Erdés Pal a technika ttordje)
m alkossunk egy alkalmas valésziniiségi teret

m és ott mutassuk meg, hogy a kivant tulajdonsagi esemény biztosan nem 0
valészinliséggel bekdvetkezik. — biztosan létezik a célunknak megfelels
tulajdonsagl esemény

m vagy a kivant tulajdonsagra fokuszalva vegyiink egy X véletlen valtozot: pl.:
egy véletlen csucs—/élhalmaz. .. és szamoljuk ki a véletlen valtozé varhato
értekét E£(X). Ekkor létezik olyan esemény, amikor a val. valtozo értéke

legalabb E(X), és olyan is létezik amikor az értéke legfeljebb E(X).

o F = = £ HAl
Blazsik L. Zoltan
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Alapvet6 Osszefiiggések S
Allitas (A valésziniiség megszamlalhatéan szubadditiv)
Legyen A1, Ay, ... egy véges vagy akar megszamlalhatéan végtelen halmaza
eseményeknek. Ekkor

Blazsik L. Zoltan
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Allitas (A valésziniiség megszamlalhatéan szubadditiv)
Legyen Ai, Ao, ...
eseményeknek. Ekkor

egy véges vagy akar megszamlalhatéan végtelen halmaza
oo oo

P (U A,-) <> P(A).

i=1

Allitas (A varhaté érték linearitasa)
Legyenek X1, Xz,

., X, véletlen valtozék. Ekkor

n n
E (Z X,-) = E(X).
i=1 i=1
Blazsik L. Zoltan
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Hogyan alkalmazzuk?

A valésziniiségi médszer Szegedi Tudomanyegyetem

2

Tetsz6leges n csucst G grafra teljesiil, hogy w(G) > Evev(c) nﬂl,(v) > nLZe(G)'
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Hogyan alkalmazzuk?

A valésziniiségi médszer Szegedi Tudomanyegyetem

2

Tetsz6leges n csucst G grafra teljesiil, hogy w(G) > Evev(c) nﬂl,(v) > nLZe(G)'

Bizonyitas. Legyen V(G) = {v1,va,..., vy}

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel
Tetsz6leges n cstcsti G grafra teljesiil, hogy w(G) = >° (g nﬂl,(v) > 5e(0)
Bizonyitas. Legyen V(G) = {vq,vs,..

>

., Va}. Az [n] halmaz tetsz6leges 7
permutacidjara tekintsiik a kovetkezé C(7)-vel jeldlt klikket: v.(;y € C(m)
pontosan akkor, ha v,y minden v, ;-vel szomszédos j < i esetén

Blazsik L. Zoltan

]
Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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Szegedi Tudomanyegyetem
Tétel
Tetsz6leges n csicsti G gréfra teljesiil, hogy w(G) = 3° oy (g) 7= d( y =
Bizonyitas. Legyen V(G) = {vq,vs,...

permutacidjara tekintsiik a kévetkezé C(m)-vel jeldlt klikket: v
(i

= n?— 2e(G)'
,Vn}. Az [n] halmaz tetszéleges 7
pontosan akkor, ha v,y minden v, ;-vel szomszédos j < i esetén

y € C(m)

Blazsik L. Zoltan

= C(m) egy klikk

]
Extremalis grafelmélet el6adas Mantel tétel, Turan tétel
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2

Tetsz6leges n csucst G grafra teljesiil, hogy w(G) > Zvev(c) nfz]:-l(v) > nLZe(G)'

Bizonyitas. Legyen V(G) = {v1,vs,...,Vv,}. Az [n] halmaz tetsz6leges 7
permutacidjara tekintsiik a kovetkezé C(7)-vel jeldlt klikket: v.(;y € C(m)
pontosan akkor, ha v,y minden v, (;-vel szomszédos j < i esetén.

= C(m) egy klikk
A 7 permutacié véletlenszerii valasztasa esetén hatarozzuk meg a |C(7)| varhaté

értéket!
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Hogyan alkalmazzuk? Uk

2

Tetsz6leges n csucst G grafra teljesiil, hogy w(G) > Zvev(c) nfz]:-l(v) > nLZe(G)'

Bizonyitas. Legyen V(G) = {v1,vs,...,Vv,}. Az [n] halmaz tetsz6leges 7
permutacidjara tekintsiik a kovetkezé C(7)-vel jeldlt klikket: v.(;y € C(m)
pontosan akkor, ha v,y minden v, (;-vel szomszédos j < i esetén.

= C(m) egy klikk
A 7 permutacié véletlenszerii valasztasa esetén hatarozzuk meg a |C(7)| varhaté

értéket! (nehéznek tiinik = indikatorvaltozék + varhaté érték linearitasa)

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel

N
N |

Tetsz6leges n csucst G grafra teljesiil, hogy w(G) > Zvev(c) — d( = 2e(G).

Bizonyitas. Legyen V(G) = {v1,vs,...,Vv,}. Az [n] halmaz tetsz6leges 7
permutacidjara tekintsiik a kovetkezé C(7)-vel jeldlt klikket: v.(;y € C(m)
pontosan akkor, ha v,y minden v, (;-vel szomszédos j < i esetén.

= C(m) egy klikk
A 7 permutacié véletlenszerii valasztasa esetén hatarozzuk meg a |C(7)| varhaté
értéket! (nehéznek tiinik = indikatorvaltozék + varhaté érték linearitasa)

Jeldlje X; annak az eseménynek az indikator valtozgjat, hogy v; € C(rw). Ekkor

TI')‘ = ZX,‘.
i=1

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Tétel
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N |

Tetsz6leges n csucst G grafra teljesiil, hogy w(G) > Zvev(c) — d( = 2e(G).
Bizonyitas. Legyen V(G) = {v1,vs,...,Vv,}. Az [n] halmaz tetsz6leges 7
permutacidjara tekintsiik a kovetkezé C(7)-vel jeldlt klikket: v.(;y € C(m)
pontosan akkor, ha v,y minden v, (;-vel szomszédos j < i esetén.

= C(m) egy klikk
A 7 permutacié véletlenszerii valasztasa esetén hatarozzuk meg a |C(7)| varhaté
értéket! (nehéznek tiinik = indikatorvaltozék + varhaté érték linearitasa)
Jeldlje X; annak az eseménynek az indikator valtozéjat, hogy v; € C(m). Ekkor
|C(m)| = ZX Szamitsuk ki az E(X;) =P(X; = 1) = P(v; € C(n)) értéket!

i=1
o = = = = 9ace

Blazsik L. Zoltan Extremalis grafelmélet eléadas Mantel tétel, Turan tétel
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Bizonyitas (folyt). v; € C(w) pontosan akkor kdvetkezik be, ha a v;-vel nem

szomszédos csticsok mindegyike v; utan jelenik meg a m permutaciéban.
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Hogyan alkalmazzuk?

Bizonyitas (folyt). v; € C(w) pontosan akkor kdvetkezik be, ha a v;-vel nem
szomszédos csticsok mindegyike v; utan jelenik meg a m permutaciéban.
Vagyis a m permutacidban a v; és az n — d(v;) — 1 nem-szomszédjanak
sorrendjében v; az els, és ennek a val6sziniisége #(w) tehat:

E(X;) =P(X; = 1) = P(v; € C(7)) = 7=37-
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Bizonyitas (folyt). v; € C(w) pontosan akkor kdvetkezik be, ha a v;-vel nem
szomszédos csticsok mindegyike v; utan jelenik meg a m permutaciéban.
Vagyis a m permutacidban a v; és az n — d(v;) — 1 nem-szomszédjanak

sorrendjében v; az els, és ennek a val6sziniisége #(v_) tehat:

E(X;) =P(X; = 1) = P(v; € C(7)) = 7=37-
Innen a varhaté érték linearitasa miatt:
- 1
i=1 !
=] = = = = A

Blazsik L. Zoltan
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Bizonyitas (folyt). v; € C(w) pontosan akkor kdvetkezik be, ha a v;-vel nem
szomszédos csticsok mindegyike v; utan jelenik meg a m permutaciéban.
Vagyis a m permutacidban a v; és az n — d(v;) — 1 nem-szomszédjanak
sorrendjében v; az els, és ennek a val6sziniisége #(w) tehat:

E(X;) =P(X; = 1) = P(v; € C(7)) = 7=37-

Innen a varhat6 érték linearitasa miatt:

E(|C(n)]) = <Zx> Z]E Zn—;d(v;)

i=1

Tehat biztosan létezik olyan 7 permutacio, amire |C(m)| > Y01, =gy, € ()

egy klikk, amivel az els6 részt igazoltuk. O

] = =

DA
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. 1 1
Zn—d(v;) ? n n—g(G)

=1 Jensen
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& 1 1 n? n?

2n—dw) - " d6) o ad(6)  P-2e(G)

=1 Jensen

o [ = = = yacr
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>
n—d(v;) 7

2
x 1
X
1 n? n?
n- — = — = .
n—d(G) n—n-d(G) n?—2e(G)
Jensen
O
Kovetkezmény
A Turan tételben szereplé egyenlétlenség innen egybdl adédik.
o =) =
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