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Állapotfüggő késleltetésű differenciálegyenletek
globális dinamikája

Diplomamunka

Készítette: Témavezető:
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1. Bevezetés

A természet jelenségeinek matematikai leírásánál gyakran használunk differenciálegyen-

leteket.

ẋ(t) = f(t, x(t))

A késleltetés megjelenése azt jelenti, hogy az egyenlet jobboldala nem csak a vizsgált

mennyiség aktuális értékétől függ, hanem egyes múltbeli érték(ek)től is.

ẋ(t) = f(t, x(t− r1), . . . , (x(t− rn)))

Mindez azt a gondolatot tükrözi, hogy minden fizikai hatás véges sebességgel terjed.

Azonban, ha ez a sebesség még mindig nagyságrendekkel nagyobb a vizsgált jelenség tar-

tományában előfordulóknál, akkor a késleltetés elhanyagolhatónak tekinthető és közön-

séges differenciálegyenlettel is kielégíthetően leírhatjuk a problémát.

A mai modern világban viszont egyre több olyan jelenséget ismertünk meg, mind

a technológia, biológia és a gazdaság terén, melyeknél a késleltetést már nem lehet el-

hanyagolni. Ennek is köszönhető, hogy az utóbbi félszázadban nagyon sokat vizsgálták

ezen differenciálegyenletek elméletét.

A lehetséges késleltetésnek két fő fajtáját kell megkülönböztetnünk, ez pedig a kon-

stans, illetve az úgynevezett állapotfüggő késleltetés. Az utóbbi esetben a késleltetés ak-

tuális értéke függhet akár x(t) aktuális értékétől, vagy annak egy t-t megelőző korlátos,

vagy akár nem korlátos szakaszától. Az ilyen jellegű egyenletek tanulmányozása egészen

Poisson idejéig nyúlik vissza.

A dolgozatunkban a következő késleltetett differenciálegyenlettel fogunk foglalkozni :

ẋ(t) = f(x(t), x(t− r)) (1.1)

ahol f ∈ C1(R2,R), K > 0, r = r(x, t) = r(x|[t−K,t]). Háromféle állapotfüggő

késleltetést fogunk tekinteni és a megoldások aszimptotikus viselkedését fogjuk vizsgál-

ni. Ehhez bizonyítjuk egy úgynevezett globális attraktor létezését, amelynek a dinamikája

meghatározó egy általános megoldás aszimptotikus viselkedésében. A dolgozatunk végső

célja az attraktor Morse-felbontásának az elvégzése, amelynek köszönhetően a dinamika

megértéséhez elegendő a Morse-halmazok vizsgálata is.

Mallet-Paret [3]-ban tanulmányozta az

ẋ(t) = f(x(t), x(t− 1))

konstans késleltetésű differenciálegyenletet, ahol f ∈ C∞(R,R) és teljesíti a negatív

visszacsatolást a második változóban. [2]-ben hasonló egyenletre határoztak meg Morse-
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felbontást, gyengítve a feltevést f ∈ C1(R,R)-re. A mi dolgozatunk ezen kettő gondo-

latmenetét követi. Az állapotfüggő késleltetés több kisebb és nagyobb nehézséget is felvet

majd. [1]-ben egy hasonló modell tulajdonságait vizsgálták r(x(t)) állapotfüggő késlel-

tetés mellett. Az ebben a munkában leírt eredmények nagyban segítették az előbb említett

nehézségek kiküszöbölését.

A [7]-ben bevezetettA globális attraktor egy összefüggő, kompakt, invariáns részhal-

maza az engedélyezett kezdeti függvények terének, mely annak minden korlátos részhal-

mazát vonzza. Ennek végezzük el egy úgynevezett Morse-felbontását, melyet először [8]-

ban definiáltak. Ez nem más, mintA kompakt, invariáns részhalmazainak egy véges, ren-

dezett sorozata:

S1 < S2 < . . . < SM ,

melyre igaz, hogy minden az egész egyenesen értelmezett korlátos megoldáshoz ∃N ≥ K

úgy, hogy α(x) ⊂ SN és ω(x) ⊂ SK . A Morse-halmazok és az őket összekötő pályák

kiadják a globális attraktort.

Tekintsük most (1.1)-et és tegyük fel, hogy teljesülnek a következők:

– (H1) yf(0, y) < 0, ha y 6= 0. Azaz negatív visszacsatolás a második változóban.

– (H2) a disszipativitási tulajdonság, azaz ∃ r0 > 0 :

f(x, y) < 0 minden olyan (x, y) ∈ {(u, v) ∈ R2 : u ≥ r0, |v| ≤ u}

f(x, y) > 0 minden olyan (x, y) ∈ {(u, v) ∈ R2 : u ≤ −r0, |v| ≤ −u}

– (H3) r : Dr ⊆ C([−K,0],R)→ [0, K] folytonos függvény, amely

C = CL0([−K,0], [−r0, r0])-on

Lr-Lipschitz folytonos. Ezek a megfelelő intervallumon értelmezett korlátos értékű,

L0 Lipschitz-konstanssal Lipschitz-folytonos függvények a szuprémum normával.

Továbbá r(0) = 1.

Legyen

– L0 = sup{|f(x, y)| : |x|, |y| ≤ r0},

– L1 = sup{|Df(x, y)| : |x|, |y| ≤ r0},

– C1([a, b],R) az [a, b] intervallumon értelmezett folytonosan differenciálható függ-

vények tere, a szokásos C1 normával, azaz, ha x ∈ C1([a, b],R), akkor

‖x‖C1([a,b],R) = sup
t∈[a,b]

|x(t)|+ sup
t∈[a,b]

|ẋ(t)|.
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2. A fázistér és a globális attraktor

A fázistér és függvények szakaszai

Legyen x(t − r(x|[t−K,t])) = x(ηx(t)), azaz ηx(t) = t − r(x|[t−K,t]). A későbbiekben

ηx(t)-ből, ha az nem okoz félreértést az alsó indexet elhagyjuk és egyszerűen η(t)-ként

hivatkozunk rá. Azaz z(η(t)) mindig z(ηz(t))-t jelent.

Legyen I ⊂ R egy intervallum, és

x : I + [−K,0]→ R,

y : I + [−K,0]→ R,

z : I + [−1,0]→ R

Ekkor definiáljuk a következőket :

xt : [−K,0]→ R , hogy xt(s) = x(t+ s)

yt,η : [ηy(t)− t,0]→ R , hogy yt,η(s) = y(t+ s) , ha t ∈ I .

zt,1 : [−1,0]→ R , hogy zt,1(s) = z(t+ s)

Ekkor x(t− r) = x(t− r(xt)) formában is írható.

A fázistérnek a C = CL0([−K,0], [−r0, r0]) teret választjuk a szuprémum normával.

A kezdeti függvények Lipschitz-folytonossága és r Lipschitz-tulajdonsága miatt minden

ϕ ∈ C kezdeti függvényhez létezik α ∈ (0,∞] és egyetlen nem folytatható megoldás:

x : [−K,α)→ R, ami teljesíti (1.1)-et (0, α)-n és x0 = ϕ (lásd [1]).

Ezt a megoldást xϕ-vel jelöljuk. A kezdeti adatoktól való függés a következő módon tel-

jesül : ϕ ∈ C, t ≥ 0, ε > 0 esetén ∃ δ > 0 : |xψ(s) − xϕ(s)| < ε, minden ψ ∈ C esetén,

melyre ‖ψ − ϕ‖ < δ, s ∈ [−K, t]-re.

Ha ϕ ∈ C és x : R → R - nem feltétlen egyértelmű - megoldása (1.1)-nek az egész

számegyenesen, x0 = ϕ, akkor is alkalmazzuk az x = xϕ jelölést. Továbbá, ha egy ilyen

x = xϕ : R→ R korlátos megoldás, akkor ezt x 
 ϕ, illetve xϕ 
 ϕ-vel jelöljük.

2.1. Lemma. Ha x : [−K,α)→ R olyan folytonos függvény, mely teljesíti (1.1)-et

t > 0-ra, akkor supt∈[0,α) ‖xt‖ ≤ max{r0, ‖x0‖}.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy ∃ δ > 0, t ∈ [0, α) : ‖xt‖ > max{r0, ‖x0‖} + δ. Ekkor

∃ t0 > 0 minimális, hogy |x(t0)| = max{r0, ‖x0‖} + δ. Tegyük fel, hogy x(t0) > 0. Így

ẋ(t0) ≥ 0, mivel t0 minimális. Ugyanakkor |x(η(t0))| < max{r0, ‖ x0‖} + δ = x(t0),
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így f disszipatív tulajdonsága miatt ẋ(t0) = f(x(t0), x(η(t0))) < 0, ami ellentmondás.

x(t0) < 0 esetén hasonlóan járhatunk el.

2.2. Következmény. Legyen ϕ ∈ C, x = xϕ : [−K,α)→ R nem folytatható megoldása

(1.1)-nek. Ekkor α =∞. Továbbá definiálhatjuk az

F : R+ × C ∈ (t, ϕ) 7→ xϕt ∈ C

folytonos szemidinamikai rendszert. Mivel f(0,0) = 0, így 0 ∈ C egyensúlyi helyzete F -

nek. Bár nincs visszafele egyértelműség, a 0 visszafele is egyértelmű a következő állítás

miatt.

2.3. Állítás. Ha x : [−K,∞) → R megoldása (1.1)-nek, akkor ∃ y : [−K,∞) → R
olyan, hogy ẏ(t) = c(t)y(ηx(t)), t ∈ (K,∞), és az is teljesül, hogy sgn y(t) = sgnx(t),

c(t) < 0.

Bizonyítás. Legyen β(t) =
∫ 1

0
f
′
x(sx(t), x(η(t))) ds és γ(t) =

∫ 1

0
f
′
y(0, sx(η(t))) ds , ha

t ≥ 0. Ekkor mivel x(t) (1.1) megoldása, ezért

ẋ(t) = f(x(t), x(η(t))) = β(t)x(t) + γ(t)x(η(t)).

Igaz, hogy β(t), γ(t) folytonosak. Továbbá γ(t) < 0, amiatt, hogy γ(t) = B,

ha x(η(t)) = 0 és az egyenlet a második változóban negatív visszacsatolású. Legyen

y(t) = exp

(
−
∫ t

0

β(s) ds

)
x(t), t ≥ 0.

Ekkor sgn y(t) = sgn x(t), illetve

ẏ(t) = exp

(
−
∫ t

0

β(s) ds

)
ẋ(t)− β(t) exp

(
−
∫ t

0

β(s) ds

)
x(t)

= exp

(
−
∫ t

0

β(s) ds

)
(β(t)x(t) + γ(t)x(η(t)))− β(t) exp

(
−
∫ t

0

β(s) ds

)
x(t)

= γ(t) exp

(
−
∫ t

0

β(s) ds

)
x(η(t)) = c(t)y(ηx(t)), ha t ≥ K,

(2.1)

ahol c(t) = γ(t) exp
(
−
∫ t
ηx(t)

β(s) ds
)
< 0.

A globális attraktor

2.4. Definíció. Globális attraktornak nevezzük az olyan A ⊂ C részhalmazt, mely kom-

pakt, invariáns, azaz F (t,A) = A, t ≥ 0 és vonzza C összes korlátos részhalmazát, azaz

∀B ⊂ C korlátosra és ∀U ⊃ A nyíltra ∃ t ≥ 0 : F ([t,∞)×B) ⊂ U .
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2.5. Állítás. Létezik A összefüggő, kompakt, globális attraktor.

Bizonyítás. Mivel a fázistér kompakt és a megoldások az egész pozitív félegyenesen

értelmezettek, így F (t, .) korlátos és pont-disszipatív. Így alkalmazva a 4.1.2-es tételt

[7]-ből, kapjuk A létezését.

2.6. Állítás. A = {ϕ ∈ C : ∃x korlátos megoldása (1.1)-nek, x : R→ R, x0 = ϕ} =: B.

Bizonyítás. Legyen ϕ ∈ B, ekkor ∃x 
 ϕ, és legyen X = {xt : t ∈ R}. Nyilvánvaló,

hogy F (t,X) = X , t ≥ 0 és az is, hogy X korlátos. Emiatt minden U ⊃ A nyíltra igaz,

hogy X ⊂ U . A zártsága implikálja, hogy X ⊂ A, azaz B ⊂ A.

A kompaktsága és invarianciája miatt A ⊂ B.

Ha egy ϕ ∈ C esetén xϕ korlátos megoldás, mely teljesíti, hogy x0 = ϕ, akkor

ω(ϕ) = {ψ ∈ C : létezik (tn)∞0 ⊂ R+, ahol tn →∞ és xϕtn → ψ, amint n→∞}

nemüres, kompakt, összefüggő, invariáns abban az értelemben, hogy ∀ψ ∈ ω(ϕ) létezik

egy x : R→ R megoldás, melyre x0 = ψ és xt ∈ ω(ϕ), t ∈ R.

Egy korlátos x : R→ R megoldásra legyen

α(x) = {ψ ∈ C : létezik (tn)∞0 ⊂ R, ahol tn → −∞ és xtn → ψ, amint n→∞}

ez a limeszhalmaz szintén nemüres, kompakt, összefüggő és invariáns.

2.7. Állítás. Minden x : [−K,∞)→ R olyan folytonos függvényre, mely teljesíti (1.1)-et

(0,∞)-en, létezik t0 ≥ 0 olyan, hogy xs ∈ C, ∀s ≥ t0.

Bizonyítás. A 2.1 Állítás miatt látható, hogy x szükségképpen korlátos. Legyen l =

= limt→∞|x(t)|. Ha l < r0, akkor készen vagyunk. Tegyük fel, hogy ez nem teljesül,

és l = limt→∞x(t). Ekkor f disszipatív tulajdonsága miatt ∃ δ > 0 :

f(x, y) < −δ, ha (x, y) ∈ [l − δ, l + δ]× [−l − δ, l + δ].

l definíciójából következően ∃T > 0 : x(s) ≤ l + δ, ∀s ≥ T .

Állítjuk, hogy ∃ t : ηx(t) ≥ T , x(t) < l − δ. Ha ilyen nem lenne, akkor ẋ végig −δ
alatt maradna és így ellentmondáshoz jutnánk. Tehát ilyen t létezik. Viszont ekkor

x(s) < l − δ, s ≥ t
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adódik, hiszen, ha egy s ≥ t esetén x(s) = l lenne először t után, akkor ott, egyrészt

mivel x növekszik, ẋ(s) ≥ 0, másrészt δ választása miatt ẋ(s) < 0. Tehát x(s) < l − δ,
s ≥ t valóban, azonban ez ellentmond l definíciójának.

l = limt→∞(−x(t)) esetben analóg érvelés alkalmazható.

2.8. Állítás. Ha x : R → R egész egyenesen értelmezett korlátos folytonosan differen-

ciálható függvény, mely teljesíti (1.1)-et R-en, akkor supt∈R |x(t)| ≤ r0.

Bizonyítás. Mivel x(t) korlátos, ezért létezik Kx > 0, hogy |x(t)| < Kx. Tegyük fel

indirekten, hogy Kx > r0. A 2.7 Állításban látotthoz hasonlóan, ha s ∈ [r0, Kx], akkor

létezik δ(s) olyan, hogy

f(x, y) < −δ(s), ha (x, y) ∈ (s− δ(s), s+ δ(s))× (−s− δ(s), s+ δ(s)) = T+(s)

illetve

f(x, y) > δ(s), ha (x, y) ∈ (−s− δ(s),−s+ δ(s))× (−s− δ(s), s+ δ(s)) = T−(s)

Ekkor

T (s) = T+(s) ∪ T−(s), s ∈ [r0, Kx]

nyílt fedése a kompakt

T = {(x, y) : Kx ≥ |x| ≥ max{r0, |y|}}-nak.

Emiatt létezik: s1, . . . sn véges sok index, hogy Ts =
⋃n
i=1 T (si) ⊃ T . Legyen

δ0 =
1

2
sup{κ > 0 : |t| ∈ [r0, Kx] esetén (t, |t|+ κ), (t,−|t| − κ) ∈ Ts}

illetve δ = min1≤i≤n{δ(si), δ0}. Erre igaz, hogy minden

(x, y) : {|x| ∈ [r0, Kx], |y| ∈ [0, |x|+ δ]} esetén |f(x, y)| > δ.

Legyen t0 olyan, hogy r0 < ‖xt0‖ ≤ K1 ≤ Kx. Ilyenkor igaz, hogy

|x(t)| < K1 − δ, ha t > t0 + 1.

Hiszen, ha t ≥ t0 olyan, hogy |x(t)| ≥ K1 − δ, akkor mivel |x(η(t))| ≤ K1 a 2.1 Állítás

miatt, így

ẋ(t) < −δ, ha x(t) > 0 és ẋ(t) > δ, ha x(t) < 0.

Ezért létezik s0 ∈ [t0, t0 + 1), hogy |x(s0)| < K1 − δ és a 2.7 Állításnál alkalmazott

érveléssel bizonyítható, hogy minden s > s0 esetén |x(s)| < K1 − δ.
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Összegezve azt kaptuk, hogy, ha a x egy szakaszán a maximum nagyobb mint r0,

akkor 1 egységnyi idő alatt a függvény véglegesen az előző (maximum - δ) alá csökken.

Így az (r0, Kx] abszolutértékekről véges (csakKx-től függő) idő alatt lecsökken x nagysá-

ga r0 alá. Mivel a függvényünk az egész egyenesen értelmezett, így nem lehet, hogy

bárhol is meghaladja az r0 abszolutértéket, mert figyelembe véve az azt megelőző véges

(Kx-től függő hosszúságú) szakaszát és, hogy végig a Kx korlát alatt marad, ellent-

mondásra jutunk.

A hozzárendelt lineáris egyenlet

F -hez, és (1.1)-hez természetes módon hozzárendelünk egy lineáris, konstans késleltetésű

differenciálegyenletet (lásd [6]) :

ẏ(t) = Ay(t) +By(t− 1), (2.2)

ahol

A =
∂f

∂x
(x, y)|(x,y)=(0,0), B =

∂f

∂y
(x, y)|(x,y)=(0,0) (2.3)

és y0 = ϕ. Ekkor (H4) B < 0, A+ B < 0 feltételek mellett a (2.2)-hoz tartozó (T (t))t≥0

folyam generátorának spektruma komplex konjugált pár sajátértékekből áll. Legyen M∗

a nem negatív valós részű sajátértékek száma. Továbbá, legyen

N∗ =

M∗, ha 0 hiperbolikus,

M∗ + 1, különben.
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3. A késleltetések

Az egyenletünket háromfajta késleltetéssel vizsgáljuk. r mindig egy K hosszú szakasztól

függ, azonban ezt két jelöléssel is kifejezzük: r(xt) = r(x, t) de ugyanazt értjük alatta.

A threshold késleltetés

Több helyen is találkozhatunk az úgynevezett threshold késleltetéssel, például fertőzések,

immunválaszok modellezésénél, ahol a késleltetés abból a szükséges időből adódik, amíg

a fertőzés, vagy az antigén koncentráció eléri a megfelelő szintet a szervezetben (lásd

[9], [10]). Iterálva a késleltetést, annak deriváltja korlátos lesz és ez kulcsfontosságú a

később bevezetett előjelszámláló funkcionálnak az attraktoron való korlátosságának a bi-

zonyításánál. A mi esetünkben a következő módon adjuk meg:∫ t

t−r
a(x(s)) ds = 1, (3.1)

ahol

– a(.) > 0 folytonos függvény,

– a(0) = 1.

Legyen

K = sup
y∈[−r0,r0]

1

a(y)
.

Mivel a folytonos, K > 0 véges. Így C-n r jól definiált. a pozitivitása implikálja, hogy

t− r(x, t) t-ben monoton növekvő.

3.1. Lemma. Ha tn, t ∈ R és xn, x : R → R megoldások az egész egyenesen, n ∈ N
és |tn − t| + supt∈R ‖xnt − xt‖ → 0, amint n → ∞, akkor r(xn, tn) → r(x, t), ahogy

n→∞.

Bizonyítás.

0 = 1− 1 =

∫ tn

tn−r(xn,tn)

a(xn(s)) ds −
∫ t

t−r(x,t)
a(x(s)) ds =

=

∫ tn

tn−r(xn,tn)

a(xn(s)) ds −
∫ t

t−r(x,t)
a(xn(s)) ds +

∫ t

t−r(x,t)
a(xn(s)) ds −

−
∫ t

t−r(x,t)
a(x(s)) ds =

∫ tn

t

a(xn(s)) ds +

∫ t−r(x,t)

tn−r(xn,tn)

a(xn(s)) ds +

+

∫ t

t−r(x,t)
(a(xn(s))− a(x(s))) ds

10



Az első integrált vizsgálva:∣∣∣∣∫ tn

t

a(xn(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ |tn − t|max{|a(xn(s))| : s ∈ R} → 0, amint n→∞.

Hasonlóan a harmadikra:∣∣∣∣∫ t

t−r(x,t)
(a(xn(s))− a(x(s))) ds

∣∣∣∣ ≤ r(x, t) max
s∈[t−r(x,t),t]

|a(xn(s))− a(x(s))| → 0,

ha n → ∞, mivel az a folytonos függvény kompakt intervallumon egyenletesen folyto-

nos. Következésképpen∫ t−r(x,t)

tn−r(xn,tn)

a(xn(s)) ds → 0, amint n→∞.

Létezik ξn ∈ [t− r(x, t), tn − r(xn, tn)], melyre∫ t−r(x,t)

tn−r(xn,tn)

a(xn(s)) ds = (t− tn + r(xn, tn)− r(x, t))a(xn(ξn)) =

= (t− tn)a(xn(ξn)) + (r(xn, tn)− r(x, t))a(xn(ξn)).

Az összeg első tagja ismételten tart 0-hoz, hiszen

|(t− tn)a(xn(ξn))| ≤ |t− tn|max{|a(xn(s))| : s ∈ R} → 0, ha n→∞.

Emiatt kapjuk, hogy (r(xn, tn)− r(x, t))a(xn(ξn))→ 0, ha n→∞, ebből pedig:

0← |(r(xn, tn)− r(x, t))a(xn(ξn))| ≥ |(r(xn, tn)− r(x, t))|min{|a(xn(s))| : s ∈ R},

azaz

|(r(xn, tn)− r(x, t))| → 0, amint n→∞.

A vezérlési probléma

A vezérlési probléma modelljében egy egyenesen mozgó robot próbálja megtalálni az

origót és−w-nél egy fal található, w > 0. A robot a fal irányába jelet sugároz és a vissza-

verődött hullám alapján becsüli helyzetét. A késleltetés abból adódik, hogy a t pillanatban

érkező jel egy korábbi állapotról hordoz információt :

cr = |x(t− r) + w|+ |x(t) + w|. (3.2)

Általában az egyenlet a következő formájú:

ẋ(t) = f(x(t), x(t− r)) = g

(
x(t) + x(t− r)

2

)
valamely g ∈ C1(R,R) függvényre.
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Legyen K = 2r0+2w
c

> 0. Tegyük fel, hogy

– c > 0 "nagy" (fénysebesség),

– L0 < c.

g-re így a következő feltételek adódnak:

– xg(x) < 0,

– sup{|g(x)| : |x| ≤ r0} < c.

3.2. Lemma. Ha ϕ ∈ C, akkor r jól definiált.

Bizonyítás. Legyen R = {t ∈ [0, K] : ct = |ϕ(0) + w|+ |ϕ(−t) + w|}. Mivel

c 0 = 0 ≤ |ϕ(0) + w| + |ϕ(0) + w| és cK = 2r0 + 2w ≥ |ϕ(0) + w| + |ϕ(−K) + w|
és a két oldal folytonosan változik [0, K]-n, R nemüres. Most tegyük fel, hogy t1, t2 ∈ R.

Ekkor

c|t1 − t2| = |ϕ(−t1) + w| − |ϕ(−t2) + w| ≤ |ϕ(−t1)− ϕ(−t2)| ≤ L0|t1 − t2|.

Azonban L0 < c miatt t1 = t2, azaz R egy elemű, s így r valóban jól definiált.

3.3. Lemma.

(i) Ha tn, t ∈ R és xn, x : R→ R megoldások az egész egyenesen, n ∈ N
és |tn − t|+ supt∈R ‖xnt − xt‖ → 0, amint n→∞, akkor r(xn, tn)→ r(x, t),

ahogy n→∞.

(ii) t− r(x, t) monoton nő t-ben.

Bizonyítás. Az (i) igazolásához tekintsük a következőt :

c|r(xn, tn)− r(x, t)| ≤ |xn(tn − r(xn, tn))− x(t− r(x, t))|+ |xn(tn)− x(t)| ≤

≤ |xn(tn − r(xn, tn))− xn(t− r(x, t))|+ |xn(t− r(x, t))−

− x(t− r(x, t))|+ |xn(tn)− xn(t)|+ |xn(t)− x(t)| ≤

≤ L0|tn − t+ r(x, t)− r(xn, tn)|+ ‖xn − x‖+ L0|tn − t|+ ‖xn − x‖ ≤

≤ 2L0|tn − t|+ 2‖xn − x‖+ L0|r(x, t)− r(xn, tn)|.

Amiből kapjuk, hogy

|r(xn, tn)− r(x, t)| ≤ 2(L0 + 1)

c− L0

(|tn − t|+ ‖xn − x‖).
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(ii) bizonyítása:

Legyen t1 > t2. Ekkor

(t1 − r(x, t1))− (t2 − r(x, t2)) = t1 − t2 +
|x(t1)− w|

c
− |x(t2) + w|

c
+

+
|x(t1 − r(x, t1)) + w|

c
− |x(t2 − r(x, t2)) + w|

c
.

Ebből

(t1 − r(x, t1))− (t2 − r(x, t2))−
|x(t1 − r(x, t1)) + w| − |x(t2 − r(x, t2)) + w|

c
=

= t1 − t2 +
|x(t1) + w| − |x(t2) + w|

c
.

Mivel ∣∣∣∣ |x(t1) + w| − |x(t2) + w|
c

∣∣∣∣ ≤ |x(t1)− x(t2)|
c

≤ L0

c
|t1 − t2| < |t1 − t2|,

ezért az egyenletünk jobb oldalának az előjele az t1−t2 előjele, azaz pozitív. A bal oldalon

hasonlóan∣∣∣∣ |x(t1 − r(x, t1)) + w| − |x(t2 − r(x, t2)) + w|
c

∣∣∣∣ ≤ |x(t1 − r(x, t1))− x(t2 − r(x, t2))|
c

≤ L0

c
|(t1 − r(x, t1))− (t2 − r(x, t2))| < |(t1 − r(x, t1))− (t2 − r(x, t2))|.

Így az előzőek alapján pozitív baloldal előjele nem más mint (t1−r(x, t1))−(t2−r(x, t2))
előjele, ami így pozitív, azaz t− r(x, t) monoton nő t-ben.

3.4. Lemma. Feltehető, hogy a jelsebesség 2w.

Bizonyítás. Legyen y(t) = x
(

2w
c
t
)
. Ekkor

ẏ(t) =
2w

c
g

(
x
(

2w
c
t
)

+ x
(

2w
c
t− r(x, 2w

c
t)
)

2

)
=

2w

c
g

(
y(t) + y(t− c

2w
r(x, 2w

c
t))

2

)
.

Legyen g1(t) = 2w
c
g(t), és r1(y, t) = c

2w
r(x, 2w

c
t). Azaz

ẏ(t) = g1

(
y(t) + y(t− r1)

2

)
és

cr1 =
c

2w

[
|x(

2w

c
t− c

2w
r) + w|+ |x(

2w

c
t) + w|

]
=

=
c

2w

[
|y(t− r1) + w|+ |y(t) + w|

]
.

Ebből kapjuk, hogy

2wr1 = |y(t− r1) + w|+ |y(t) + w|,

azaz a transzformált egyenlet ugyanúgy teljesíti a feltételeket, és itt a jelsebesség 2w.

Továbbá r1(0, t) = 1.
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Lipschitz-folytonos állapotfüggés

r = r(x(t)) > 0 (3.3)

és r Lipschitz-folytonos egy Lr Lipschitz-konstanssal, azaz

|r(a)− r(b)| ≤ Lr|a− b|.

Tegyük fel továbbá, hogy

– r korlátos: ∃K > 0 : r(a) ≤ K,

– r(0) = 1,

– t− r(x(t)) monoton növő. (erre elegendő feltétel pl. [1]-ben)

3.5. Lemma. Ha tn, t ∈ R és xn, x : R → R megoldások az egész egyenesen, n ∈ N
és |tn − t| + supt∈R ‖xnt − xt‖ → 0, amint n → ∞, akkor r(xn, tn) → r(x, t), ahogy

n→∞.

Bizonyítás.

|r(xn(tn))− r(x(t))| ≤ Lr|xn(tn)− x(t)| ≤ Lr|xn(tn)− xn(t)|+ Lr|xn(t)− x(t)| ≤

≤ LrL0|tn − t|+ Lr‖xn − x‖ ≤ (Lr(1 + L0)) (|tn − t|+ ‖xn − x‖)
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4. Az előjelváltást számláló V funkcionál

A funkcionál és alapvető tulajdonságai

Legyen ϕ ∈ C(I,R)\{0} és I ⊃ [a, b]. Definiáljuk az előjelváltást számláló függvényt a

következő módon:

sc(ϕ, [a, b]) = 0, ha ϕ(s) ≥ 0 vagy ϕ(s) ≤ 0 minden s ∈ [a, b].

Különben:

sc(ϕ, [a, b]) = sup{k ∈ N : k ≥ 1,∃ (si)k0 ⊂ [a, b],

s0 < s1 < . . . < sk, ϕ(si−1)ϕ(si) < 0 minden 1 ≤ i ≤ k}.
(4.1)

Legyen

Ṽ (ϕ, [a, b]) =

sc(ϕ, [a, b]), ha az páratlan, vagy∞,

sc(ϕ, [a, b]) + 1, különben.
(4.2)

Továbbá, ha z : Dom(z) → R folytonos, ahol Dom(z) ⊂ R egy zárt intervallum, akkor

legyen

V (z) := Ṽ (z,Dom(z)). (4.3)

Definiáljuk az [a, b]-n reguláris függvényosztályt a következő módon:

H[a,b] = {ϕ ∈ C1([a, b],R), ϕ(b) 6= 0, vagy ϕ(a)ϕ̇(b) < 0,

ϕ(a) 6= 0, vagy ϕ̇(a)ϕ(b) > 0,

ϕ minden zéróhelye egyszeres. }

(4.4)

Ṽ a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

4.1. Lemma.

(i) Ṽ alulról féligfolytonos, a következő értelemben. Ha ϕ, ϕn nem nulla, folytonos

függvények rendre [a, b], [an, bn]-n és

max
s∈[a,b]∩[an,bn]

|ϕ(s)− ϕn(s)| → 0, an → a, bn → b, ahogy n→∞,

akkor

Ṽ (ϕ, [a, b]) ≤ lim inf
n→∞

Ṽ (ϕn, [an, bn]).

(ii) Ha ϕ ∈ H[a,b], akkor Ṽ (ϕ, [a, b]) <∞.

(iii) Legyen x : [−K,∞) → R megoldása (1.1)-nek. Ekkor V (xt,η) monoton csökkenő

t ≥ 0 esetén.
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(iv) Tegyük fel, hogy z : [ηz(c), d] = I → R folytonos, (c, d]-n differenciálható, és

a, b : [c, d]→ R folytonosak úgy, hogy

ż(t) = a(t)z(t) + b(t)z(η(t))

teljesül (c, d]-n. Ha z(t) 6= 0, t ∈ [c, d] és η3(t) ∈ I és V (zη3(t),η) = V (zt,η) < ∞,

akkor zt,η ∈ H[−r(zt),0].

(v) Ha ∃δ > 0 : ϕ ∈ C1([a − δ, b + δ],R) és ϕ|[a,b] ∈ H[a,b], akkor ∃ γ ∈ (0, δ) olyan,

hogy, ha

|a− c| < γ, |b− d| < γ, ψ ∈ C1([c, d],R), ‖ψ − ϕ‖C1([c,d],R) < γ,

akkor

Ṽ (ψ, [c, d]) = Ṽ (ϕ, [a, b]).

(vi) Legyen N ∈ 2N + 1 és a0, b0, b1 > 0 pozitív konstansok, b0 ≤ b1. Léteznek

L ∈ Z+, k ∈ R+, olyanok, hogyha t0 ∈ R és z : [ηL+1
z (t0), t0] → R folytonos,

(ηL(t0), t0]-n differenciálható, b : [ηLz (t0), t0]→ R folytonos függvény, melyre

b0 ≤ −b(t) ≤ b1, |a(t)| ≤ a0, ha t ∈ [ηLz (t0), t0]

és ż(t) = a(t)z(t) + b(t)z(η(t)) teljesül (ηL(t0), t0]-n és zηL(t0),η 6= 0,

V (zηL(t0),η) ≤ N , akkor igaz, hogy

‖zt0,η‖ ≥
1

k
‖zη(t0),η‖.

Bizonyítás. A bizonyítások megtalálhatóak [1]-ben, itt csak (iii)-at igazoljuk.

Legyen 0 < t1 < t2, célunk belátni, hogy V (xt1,η) ≥ V (xt2,η). Állítjuk, hogy elegendő

azt bizonyítani, hogy

∀t ∈ [0,∞) : ∃ ε0(t) > 0 : ∀ε ∈ [0, ε0(t)] : V (xt,η) ≥ V (xt+ε,η). (4.5)

Legyen

t∗ = sup
t1≤t≤t2

{t : V (xt1,η) ≥ V (xs,η) : t1 ≤ s ≤ t}.

Az előző állítás szerint t2 ≥ t∗ > t1. Válasszunk egy sorozatot a következő módon:

t1 ≤ sn ↗ t∗. Ekkor V (xt1,η) ≥ V (xsn,η). Használva a Ṽ (i) tulajdonságát kapjuk, hogy

V (xt1,η) ≥ lim infn→∞ V (xsn,η) ≥ V (xt∗,η), azaz ha t∗ < t2, akkor a fenti állítás szerint

ellentmondásba kerülünk t∗ definíciójával, tehát t∗ = t2.
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A segédállítást a következő módon bizonyítjuk: Ha V (xt1,η) =∞, akkor teljesül. Ha

véges és x(t1) 6= 0, akkor x folytonossága miatt létezik ilyen ε0(t1). Tehát az az eset

marad, hogy x(t1) = 0. Mivel V (xt1,η) véges, ezért ∃R = [η(t1), η(t1) + δ], olyan, hogy

x nem vált előjelet R-en. Tegyük fel, hogy itt x(t) ≥ 0. Ekkor

∃ ε0 = ε0(t1) : t ∈ [t1, t1 + ε0] =⇒ η(t) ∈ R.

x-hez (2.1) szerint van megfelelő y(t), melyre teljesül, hogy:

ẏ(t) = c(t)y(ηx(t)), tobábbá sgn y(t) = sgnx(t) és c(t) < 0.

Ekkor ẏ(t) ≤ 0 : t ∈ [t1, t1 + ε], ha 0 < ε < ε0 és y(t1) = x(t1) = 0. Így

y(t) ≤ 0, ha t ∈ [t1, t1 + ε].

Ha végig = van, akkor x = 0 ugyanott szintén, s így V (xt1,η) = V (xt,η) ezen az inter-

vallumon. Ha ∃ t̄ : y(t̄) < 0, akkor y(ηx(t̄)) > 0, amiből kapjuk, hogy x(η(t̄)) > 0 és

x(t̄) < 0. Létezik

γ ∈ (0, r(xt1)) : x(t) 6≡ 0,ha t ∈ [t1 − γ, t1], de nem vált előjelet.

Ha itt x(t) ≤ 0, akkor sc(x, [η(t1), t1]) = sc(x, [η(t1), t1 + ε0]). Ekkor nyilvánvalóan

V (xt1,η) = V (xs,η). Ha viszont x(t) ≥ 0, akkor

sc(x, [η(t1), t1]) + 1 = sc(x, [η(t1), t1 + ε0]) ≥

≥ sc(x, [η(t1 + s), t1 + s]) : s ∈ [t1, t1 + ε],

s mivel sc(x, [η(t1), t1]) páros, ezért V (xt1,η) ≥ V (xs,η). Ezzel a segédállítást igazoltuk.
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5. V korlátossága az attraktoron

5.1. Tétel. A V funkcionál korlátos a A\{0}-n.

A bizonyításhoz szükségünk lesz a következőkre:

Lehetőség a nemkorlátosságra a 0 környezetében

5.2. Lemma. Legyen (ϕn)∞0 ⊂ A\{0} olyan, hogy ϕn → ϕ ∈ A és V (ϕn0,η)→∞ amint

n→∞. Ekkor ∃ϕ 
 x : R→ R és σ ∈ [η(0),0] úgy, hogy x(ηk(σ)) = 0 minden k ∈ N
esetén. (η = ηx)

Bizonyítás. Bontsuk két esetre a problémát!

1.eset: ϕ-nek véges sok 0-helye van: {σ1, . . . σk}. Ekkor választható σ ∈ {σ1, . . . σk}
és (nk)

∞
0 úgy, hogy

sc(ϕnk , [σ − ε, σ + ε] ∩ [−K,0])→∞, amint k →∞

teljesül ∀ε > 0 esetén.

Mivel A kompakt így (ϕnk)∞k=0 
 (xk)∞0 egyenletesen korlátos, és (1.1) miatt (ẋk)∞0 is

az, így az Arzèla-Ascoli tétel, majd a Cantor-diagonalizáció alkalmazásával kapunk egy

(xkl)∞l=0 részsorozatot, melyre xkl → x lokálisan egyenletesen. (1.1) miatt x folytonosan

differenciálható és ẋkl → ẋ lokálisan egyenletesen. Ekkor x 
 ϕ. Mivel ϕnkl → ϕ és

ϕ̇nkl → ϕ̇, így x(σ) = 0, illetve ẋ(σ) = 0. A negatív visszacsatolásból következik, hogy

x(η(σ)) = 0. Állítjuk, hogy ẋ(η(σ)) = 0 is teljesül. A bizonyításhoz tegyük fel, hogy ez

nem igaz. Ekkor ∃ ε > 0 :

|ẋ(t)| > 1

2
|ẋ(ηx(σ))| > 0, t ∈ [η(σ)− ε, η(σ) + ε]

és ∃N0, hogy l ≥ N0 esetén

|ẋkl(t)| > 1

4
|ẋ(ηx(σ))| > 0, t ∈ [ηx(σ)− ε, ηx(σ) + ε].

Ugyanakkor ∃N1 ≥ N0 : l ≥ N1 :

[ηxkl (σ)− 1

2
ε, ηxkl (σ) +

1

2
ε] ⊆ [ηx(σ)− ε, ηx(σ) + ε]

és ∃ δ > 0 :

η−1
xkl

([ηxkl (σ)− 1

2
ε, ηxkl (σ) +

1

2
ε]) ⊃ [σ − δ, σ + δ],

illetve hasonlóan:

η−1
x ([ηx(σ)− ε, ηx(σ) + ε]) ⊃ [σ − δ, σ + δ].
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Ekkor xkl legfeljebb egy zéróhellyel rendelkezik ηxkl ([σ− δ, σ+ δ])-n, (2.1) alapján a

megfelelő ykl függvények szintén legfeljebb egy zéróhellyel rendelkeznek itt, így legfel-

jebb kettővel a [σ − δ, σ + δ] intervallumon, azonban ekkor ott xkl-nek is legfeljebb két

zéróhelye lehet, l ≥ N1. Azonban ez ellentmond a feltevésünknek, így ẋ(η(σ)) = 0

adódik.

Szintén (2.1) alapján

sc(xkl , [ηx(σ)− ε, ηx(σ) + ε])→∞ amint l→∞.

Így az egész érvelés alkalmazható újból xkl-re illetve ηx(σ)-ra. Azaz összegezve azt

kapjuk, hogy x(ηk(σ)) = ẋ(ηk(σ)) = 0 minden k ∈ N.

2.eset: ϕ-nek végtelen sok 0-helye van: Legyen σ ezeknek egy torlódási pontja. Innen

a bizonyítás hasonló módon folytatható.

5.3. Lemma. Legyen x : R→ R korlátos megoldása (1.1)-nek. Ha ∃σ ∈ [η(0),0] melyre

x(ηk(σ)) = 0 minden k ∈ N, akkor x ≡ 0.

Bizonyítás. (i) A threshold késleltetés esetén:

Legyen yk(t) = x(ηk(t+ σ)).

|ẏk(t)| =
∣∣∣∣f(x(ηk(t+ σ)), x(ηk+1(t+ σ))

d

dt
(ηk(t+ σ))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣[f(yk(t), yk+1(t))− f(0,0)]
d

dt
(ηk(t+ σ))

∣∣∣∣
≤ L1c2|yk(t)|+ L1c2|yk+1(t)|.

(5.1)

Ahol c2 egy felső korlát | d
dt

(ηk(t+ σ))|-ra :

d

dt
(ηk(t+ σ)) = η̇(ηk−1(t+ σ))η̇(ηk−2(t+ σ)) . . . η̇(t+ σ),

amire viszont a késleltetés definíciójából deriválással kapható, hogy:

η̇(t) =
a(x(t))

a(x(η(t)))
,

azaz ∣∣∣∣ ddt(ηk(t+ σ))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a(x(t))

a(x(η(t+ σ)))

a(x(η(t+ σ)))

a(x(η2(t+ σ)))
. . .

a(x(ηk−1(t+ σ)))

a(x(ηk(t+ σ)))

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ a(x(t+ σ))

a(x(ηk(t+ σ)))

∣∣∣∣ < c2(x) = c2.
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(ii) A vezérlési probléma esetén: Legyen yk(t) = x(ηk(σ)+t) = x(ηk(σ)+t)−x(ηk(σ)).

|ẏk(t)| =
∣∣f(x(ηk(σ) + t), x(η(ηk(σ) + t)))

∣∣ = |[f(x(ηk(σ) + t), x(η(ηk(σ) + t)))−

f(x(ηk(σ)), x(ηk+1(σ)))]| ≤ L1|yk(t)|+ L1|x(η(ηk(σ) + t))− x(ηk+1(σ))|

Vizsgáljuk meg külön az utolsó tagot :

|x(η(ηk(σ) + t))− x(ηk+1(σ))| =

=|x(η(ηk(σ) + t))− x(ηk+1(σ) + t) + x(ηk+1(σ) + t)− x(ηk+1(σ))| ≤

≤L0|ηx(ηkx(σ) + t)− (ηk+1
x (σ) + t)|+ |yk+1(t)| =

=L0|ηkx(σ) + t− r(x, ηkx(σ) + t)− ηkx(σ)− t+ r(x, ηkx(σ))|+ |yk+1(t)| =

=L0|r(x, ηkx(σ) + t)− r(x, ηkx(σ))|+ |yk+1(t)| ≤

≤L0

c
|x(η(ηk(σ) + t))− x(ηk+1(σ))|+ L0

c
|x(ηk(σ) + t)− x(ηk(σ))|+ |yk+1(t)|

Ebből

|x(η(ηk(σ) + t))− x(ηk+1(σ))| ≤ c

c− L0

(
L0

c
|yk(t)|+ |yk+1(t)|

)
=

L0

c− L0

|yk(t)|+
c

c− L0

|yk+1(t)|.

Ezt visszahelyettesítve kapjuk, hogy

|ẏk(t)| ≤ L1|yk(t)|+ L1

(
L0

c− L0

|yk(t)|+
c

c− L0

|yk+1(t)|
)

=

L1

(
1 +

L0

c− L0

)
|yk(t)|+ L1

c

c− L0

|yk+1(t)| ≤

L1

(
1 +

c

c− L0

)
(|yk(t)|+ |yk+1(t)|)

Legyen c2 = 1 + c
c−L0

.

(iii) A Lipschitz-folytonos késleltetés esetén:

Legyen yk(t) = x(ηk(σ) + t) = x(ηk(σ) + t)− x(ηk(σ)).

|ẏk(t)| =
∣∣f(x(ηk(σ) + t), x(η(ηk(σ) + t)))

∣∣ =∣∣[f(x(ηk(σ) + t), x(η(ηk(σ) + t)))− f(x(ηk(σ)), x(ηk+1(σ)))
]∣∣ ≤

≤ L1|yk(t)|+ L1|yk+1(t) + x(η(ηk(σ) + t))− x(ηk+1(σ) + t)| ≤

≤ L1|yk(t)|+ L1|yk+1(t)|+ L0|ηx(ηkx(σ) + t)− (ηk+1
x (σ) + t)| ≤

≤ L1(|yk(t)|+ |yk+1(t)|) + L0|r(x(ηk(σ) + t))− r(x(ηk(σ)))| ≤

≤ L1(|yk(t)|+ |yk+1(t)|) + L0Lr|yk(t)| ≤

≤ L1(1 + L0Lr)(|yk(t)|+ |yk+1(t)|)
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Legyen c2 = (1 + L0Lr).

Mivel x korlátos megoldása (1.1)-nek, ezért ∃M ≥ 0 : |yk(t)| ≤ M , |ẏk(t)| ≤ M

minden t ∈ R és k ∈ N esetén. Így (5.1) alapján

|yk(t)| ≤ L1c2

∫ t

0

|yk(s)|+ |yk+1(s)| ds , minden t ≥ 0. (5.2)

Legyen továbbá Y (t) = (y0(t), . . . , yk(t), . . .) ∈ l∞. A komponensek és deriváltjaik

egyenletes korlátosságából adódóan Y folytonos. Kapjuk továbbá a (5.2) egyenlőtlenség-

ből, hogy:

‖Y (t)‖∞ ≤ 2L1c2

∫ t

0

‖Y (s)‖∞ ds , minden t ≥ 0. (5.3)

Alkalmazva a Gronwall-Bellmann-Lemmát, kapjuk, hogy ‖Y (t)‖∞ ≡ 0, azaz

yk(t) = 0 minden k ∈ N, t ∈ R+
0, amiből x(t) ≡ 0 következik.

5.4. Állítás. Legyen (ϕn)∞0 ⊂ A\{0} olyan, hogy ϕn → ϕ ∈ A, V (ϕn0 ) → ∞, mikor

n→∞. Ekkor ϕ = 0.

Bizonyítás. Az 5.2 Lemma alapján ∃x 
 ϕ és ∃σ ∈ [η(0),0], hogy minden j ∈ N esetén

x(ηj(σ)) = 0. Az 5.3 Lemma implikálja, hogy x ≡ 0 =⇒ ϕ ≡ 0.

A 0-ban hozzárendelt lineáris egyenlettel való kapcsolat

5.5. Állítás. ∃U nyílt környezete 0-nak A-ban olyan, hogy ha x : R→ R (1.1) nemtrivi-

ális korlátos megoldása, akkor igaz, hogy:

(i) Ha xt ∈ U , t ≤ 0 =⇒ V (xt,η) ≤ N∗, t ∈ R.

(ii) Ha xt ∈ U , t ≥ 0 =⇒ V (xt,η) ≥ N∗, t ∈ R.

Bizonyítás. (i) Indirekten bizonyítunk:

Tegyük fel, hogy ∃ (ϕn)∞0 ⊂ A\{0} : sup(−∞,0] ‖xnt ‖ → 0 , ahogy n→∞,

és V (xntn,η) > N∗ teljesül valamely tn ∈ R-re, ahol xn 
 ϕn. Mivel ∃ sn ∈ (−∞,0],

melyre |xn(sn)| > 1
2

sup(−∞,0] ‖xnt ‖, s mivel V monoton csökkenő és (1.1) autonóm ezért

feltehetjük, hogy |x(0)| > 1
2

sup(−∞,0] ‖xnt ‖ és V (xt,η) > N∗ teljesül minden t ≤ 0

esetén. (2.1) alapján tudjuk, hogy létezik a következő formájú felbontás:

ẋn(t) = βn(t)xn(t) + γn(t)xn(ηxn(t))
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itt teljesül, hogy

βn(t)→ A, γn(t)→ B,

mivel xn → 0, ha n→∞ és f ∈ C1(R2,R). Legyen

yn(t) =
xn(t)

‖x0‖
.

Ekkor

ẏn(t) = βn(t)yn(t) + γn(t)yn(ηxn(t)) (5.4)

is teljesül és tudjuk, hogy

Ṽ (yn, [ηxn(t), t]) > N∗

és ‖ynt ‖ < 2, ha t ≤ 0 illetve ‖yn0 ‖ = 1. Így yn egyenletesen korlátos, és az előző fel-

bontás miatt egyenletesen folytonos is. Emiatt, alkalmazva az Arzèla-Ascoli tételt, majd

a Cantor-diagonalizációt, kapunk egy

ynk → y, ẏnk → ẏ

lokálisan egyenletesen konvergens részsorozatot az egész számegyenesen. Az előbbi meg-

fontolások miatt ‖y0‖ = 1, így y nem azonosan 0. A késleltetések elemzésénél látottak

miatt ηxn(t)→ t−1, amint n→∞. Így alkalmazva a határátmenetet az (5.4) felbontásra,

figyelembe véve, hogy mivel |yn(t)| < 2, így létezik Ly, hogy minden yn Ly-Lipschitz

folytonos, kapjuk, hogy

y(t) = Ay(t) +By(t− 1).

Így y egy nemtriviális megoldása a hozzárendelt lineáris egyenletnek, így annak a megol-

dásoperátorának a generátorának a sajátértékeinek egy polinomjával jól közelíthető (lásd

[1]). Mivel y korlátos (−∞,0]-án, ezért csak nemnegatív valós részű sajátértékek szere-

pelhetnek a polinomban. Azaz ∃ 0 ≤ N < k, ahol k a nemnegatív valós részű sajátérték

párok száma, ∃ ε > 0, ai, bi ∈ R, aN 6= 0, hogy

y(t) =
N∑
i=0

e<λi t(ai cos(=λi t+ bi)) + O(e(<λN+ε) t), amint t→ −∞.

Mivel <λN < <λN−1 < . . . < <λ0, ezért

y(t) = e<λN t [(ai cos(=λN t+ bi)) + o(1)] , amint t→ −∞.

Tudjuk, (lásd [1]), hogy 2jπ < |=λj| < 2jπ + π. Így V (yt,1) ≤ 2N + 1 minden elég

nagy negatív t-re. Azonban V monotonitása miatt akkor V (yt,1) ≤ 2N + 1 ≤ N∗, t ∈ R.

Ekkor alkalmazva Ṽ (iv) tulajdonságát kapjuk, hogy ∃T < 0, hogy yT,1 ∈ H[−1,0].
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A (v) tulajdonság szerint, felhasználva ynk lokálisan egyenletes C1-konvergenciáját

kapjuk, hogy

N∗ < lim
k→∞

Ṽ (xnk , [ηxnk (t), t]) = lim
k→∞

Ṽ (ynk , [ηxnk (t), t]) = V (yt,1) ≤ N∗.

Ami azonban ellentmondás.

(ii) bizonyítása:

Legyen N = N∗ − 1, a0 = |A| + 1, b0 = |B|
2
, b1 = 2|B|. Ezekhez Ṽ (vi) tulajdonsága

alapján léteznek megfelelő L, k számok.

Indirekten tegyük fel, hogy ∃(ϕn)∞0 ⊂ A\{0} : sup[0,∞) ‖xnt ‖ → 0, ahogy n → ∞, és

V (xntn,η) < N∗ teljesül valamely tn ∈ R-re, ahol xn 
 ϕn. (2.1) alapján tudjuk, hogy

létezik a következő formájú felbontás:

ẋn(t) = βn(t)xn(t) + γn(t)xn(ηxn(t))

Világos , hogy létezik ε > 0, hogy ha ‖xt,η‖ < ε, akkor |βn(t)| < a0 és b0 ≤ |γn(t)| ≤ b1.

Felhasználva V monotonitását, (1.1) autonomitását és, hogy ∃ sn ∈ [ηxn(0),∞),

melyre |xn(sn)| > 1
2

sup[ηxn (0),∞) ‖xnt ‖, az általánosság megszorítása nélkül feltehető,

hogy (ϕn)∞0 ⊂ A\{0} olyan, hogy sup[0,∞) ‖xnt ‖ → 0, ahogy n→∞,

|βn(t)| < a0 és b0 ≤ |γn(t)| ≤ b1, xnt 6= 0, V (xnηL(0)) < N∗,

minden t ≥ −LK, n ∈ N és

|xn(0)| > 1

2
sup

[ηxn (0),∞)

‖xnt ‖.

Alkalmazva Ṽ (vi) tulajdonságát kapjuk, hogy ‖xnt,η‖ ≥ 1
k
‖xnη(t),η‖, minden t ≥ 0 ese-

tén. Azaz ‖xnt,η‖ ≥ (mint∈[0,η−1
xn (0)] ‖xnt,η‖) exp(t log( 1

k+1
)) teljesül, ha t ≥ 0, ami azt je-

lenti, hogy x nem csökkenhet gyorsabban minden exponenciális függvénynél. Elvégezve

az (i) részhez hasonlóan a következő transzformációt :

yn =
xn

‖x0‖
,

majd az Arzéla-Ascoli tétel és a Cantor-diagonalizáció alkalmazásával kapott

ynk → y, ẏnk → ẏ

lokálisan egyenletesen konvergens sorozatra a határátmenetet :

ẏnk(t) = βnk(t)ynk(t) + γnk(t)ynk(ηxnk (t)),
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kapjuk, hogy y a hozzárendelt linearizált egyenlet nemtriviális megoldása, hiszen szük-

ségképpen ‖y0‖ = 1. Így szem előtt tartva y korlátosságát [0,∞)-n kapjuk, hogy közelít-

hető a nempozitív valós részű sajátértékek egy polinomjával,

azaz ∃ k1 ∈ N, ε > 0, a 6= 0, b ∈ R, hogy

y(t) = e<λk1
t(a cos(=λk1 t+ b)) + O(e(<λk1

−ε) t), amint t→∞,

ahol <λk1 ≤ 0, emiatt |=λk1 | > 2k1π ≥ 2kπ, s így V (yt,1) > 2k minden elég nagy

t-re. V monotonitása és N∗ definíciója miatt V (yt,1) ≥ N∗, ha t ∈ R. Ismét hasonlóan az

előző részhez, felhasználva Ṽ (iv) és (v) tulajdonságát igazolható, hogy

N∗ > lim
k→∞

V (xnk
t,η) = V (yt,1) ≥ N∗, ha t ≥ 0.

Ami ismét ellentmondás.

Bizonyítás. (tétel) Tegyük fel, hogy ∃ (ϕn)∞0 melyre V (ϕn0,η)→∞.A kompaktsága miatt

feltehető, hogy ϕn → ϕ ∈ A. Ekkor az 5.4 Állítás alapján ϕ = 0.

Így ∃N0 : V (ϕn0,η) > N∗, és ϕn ∈ U is teljesül, ha n ≥ N0.

Legyen k ≥ N0 rögzített ! Ekkor ∃xk 
 ϕk, xkt ∈ A. V monotonitása miatt

V (xkt,η) > N∗, ha t ≤ 0.

Az 5.5 Állításból következik, hogy ∃ t ≤ 0 : xkt /∈ U .

A folytonosság miatt ∃ tk < 0 : ψ := xktk ∈ ∂U .

(ψk)∞k=N0
⊂ A ∩ ∂U ,

ami kompakt, így feltehető, hogy

ψk → ψ ∈ A ∩ ∂U .

Erre V (ψk0,η) = V (xktk,η) ≥ V (ϕk0)→∞. Ismét alkalmazva az 5.4 Állítást ψ = 0 adódik,

azonban 0 /∈ ∂U , azaz ellentmondást kaptunk.
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6. A Morse-felbontás

A felbontás megadása

(SN)MN=1 diszjunkt, kompakt, invariáns részhalmazai A-nak, melyek az összekötő pá-

lyákkal együtt kiadják azA attraktort. Az SN halmazokat nevezzük Morse-halmazoknak,

illetve összességüket Morse-felbontásnak. A triviális felbontás, azaz A mindig létezik.

6.1. Definíció. A Morse-felbontása az A globális attraktornak egy véges, rendezett rész-

halmazrendszer S0 < S1 < . . . < SM , melynek tagjai kompaktak, invariánsak és páron-

ként diszjunktak. Teljesül továbbá, hogy minden ϕ ∈ A és minden x 
 ϕ esetén léteznek

N,K ∈ {0, . . . ,M}, melyekre N ≥ K és α(x) ⊆ SN , ω(ϕ) ⊆ SK illetve N = K esetén

igaz az, hogy xt ∈ SN , t ∈ R.

A következő módon defináljuk a Morse-halmazokat. Ha N ∈ 2N + 1 és N 6= N∗,

akkor

SN := {ϕ ∈ A\{0} : ∃ϕ 
 x : V (xt) = N , t ∈ R és 0 /∈ α(x) ∪ ω(ϕ)}.

Ha N = N∗, akkor

SN∗ := {0}, ha az origó hiperbolikus,

különben

SN∗ := {ϕ ∈ A\{0} : ∃ϕ 
 x : V (xt) = N∗, t ∈ R} ∪ {0}.

Más N-re legyen SN := ∅

6.2. Tétel. Az így megadott SN halmazok, A egy Morse-felbontását adják.

Mivel V korlátos A\{0} -n, ezért csak véges sok nem üres halmaz van az SN -ek

között. Legyen M = min{i ∈ N : Sj = ∅,∀j > i}. A definícióból következik, hogy a

Morse-halmazok diszjunktak. Először az invarianciájukat bizonyítjuk:
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Az invariancia és a Morse-tulajdonság

6.3. Lemma. Ha (ϕn)∞0 ⊂ A, és ϕ ∈ A, úgy, hogy ϕn → ϕ amint n → ∞, akkor

(ϕn)∞0 -nek van C1 normában ϕ-hez konvergáló részsorozata.

Bizonyítás. ∃xn 
 ϕn továbbá xnt ∈ A, ∀t ∈ R. Mint korábban is tettük, ebből kon-

struálható egy lokálisan egyenletesen konvergens részsorozat : xnk → x, ahogy k → ∞.

Erre az x-re így teljesül, hogy x 
 ϕ, xt ∈ A, ∀t ∈ R. Mivel (xnk
−K)∞k=0 ⊂ A és A

kompakt, ezért ∃xnkl
−K → ψ ∈ A, amint l → ∞, konvergens részsorozat. Ekkor a kezdeti

adatoktól való folytonos függés és (1.1) miatt :

‖xnkl
0 − x

ψ
K‖1 → 0 amint l→∞.

Azonban x
nkl
0 = ϕnkl → ϕ, ha l→∞. Így szükségképpen ϕ = xψK és ebből

‖ϕnkl
0 − ϕ‖1 → 0 következik.

6.4. Állítás.

(i) Ha ϕ ∈ A\{0}, N ∈ 2N + 1, x 
 ϕ és limt→∞ V (xt,η) = N , akkor V (ψ0,η) = N ,

∀ψ ∈ ω(ϕ)\{0}.

(ii) Ha x : R → R korlátos megoldása (1.1)-nek, N ∈ 2N + 1, V (xt,η) → N , amint

t→ −∞, akkor V (ψ0,η) = N , ∀ψ ∈ α(x)\{0}.

Bizonyítás. (i) bizonyítása: Legyen ψ ∈ ω(ϕ)\{0}, x 
 ϕ. Ekkor ∃ 0 ≤ tn ↗ ∞, hogy

limn→∞ xtn = ψ. A 6.3 Lemma alapján ∃ tnk
:

‖xtnk
− ψ‖1 → 0, ahogy k →∞.

Igaz, hogy egy ω(ϕ) 3 ψ 
 y korlátos megoldásra yt ∈ ω(ϕ). Az 5.1 Tétel és Ṽ (iv)

tulajdonsága alapján ∃T1 < 0 : yT1,η ∈ H[−r(yT1
),0], T2 > 0 : yT2,η ∈ H[−r(yT2

),0]. Mivel

yT1 ∈ ω(ϕ), ezért ∃ (t
′
n)∞0 : xt′n → yT1 , ha n → ∞. Alkalmazva ismét a 6.3 Lemmát

kapjuk, hogy ∃ ‖xt′nk
− yT1‖1 → 0 részsorozat.

Ugyanakkor ‖xtnk
+T2 − yT2‖1 → 0 is teljesül. Kapjuk, hogy:

V (yT1,η) = lim
k→∞

V (xt′nk
,η) = N = lim

k→∞
V (xtnk

+T2,η) = V (yT2,η).

Felhasználva V monotonitását kapjuk, hogy V (yt,η) = N minden t ∈ [T1, T2], speciálisan

V (ψ0,η) = N .

(ii) hasonló érveléssel bizonyítható.
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6.5. Állítás.

(i) Ha xϕ 
 ϕ ∈ A\{0}, V (xϕt,η) 6→ N∗, amint t → ∞, akkor ω(ϕ) = {0}, vagy

0 /∈ ω(ϕ).

(ii) Ha x korlátos megoldása (1.1)-nek, V (xt,η) 6→ N∗, amint t→ −∞,

akkor α(x) = {0}, vagy 0 /∈ α(x).

Bizonyítás. (i) bizonyítása: Legyen xϕ 
 ϕ ∈ A\{0}, xϕt ∈ A. Bizonyítjuk, hogy ha

ω(ϕ) 6= {0}, akkor 0 /∈ ω(ϕ).

Tegyük fel, hogy 0 ∈ ω(ϕ) 6= {0}. Legyen U1 nyílt, melyre A ⊃ U ⊇ U1 ⊃ {0}, ahol

U az amit az 5.5 állításban megadtunk, illetve ω(ϕ) 6⊆ U1. Ekkor xϕt végtelen sokszor

belép és kilép U1-ből, amint t → ∞. Mivel 0 ∈ ω(ϕ), így ∃ tn ↗ ∞, xtn → 0, amint

n→∞. Az is igaz, hogy ∃σn és τn, hogy tn − σn →∞, (tn − σn, tn + τn) diszjunktak,

xϕt ∈ U1, ha t ∈ (tn− σn, tn + τn) és xϕtn−σn
, xϕtn+τn ∈ ∂U1. Teljesül az is, hogy σn, τn →

∞, n→∞. ∃N0, hogy, ha n ≥ N0, akkor:

yn : R 3 t 7→ xϕ(tn − σn + t) ∈ R

zn : R 3 t 7→ xϕ(tn + τn + t) ∈ R

Mindkét sorozatra alkalmazva az Arzèla-Ascoli tételt majd a Cantor diagonalizációt

lokálisan egyenletesen konvergens részsorozatokat kapunk:

ynk → y, ẏnk → ẏ, amint k →∞

znk → z, żnk → ż, amint k →∞

Az előzőek alapján igaz, hogy: yt ∈ U1, t ≥ 0, y0 ∈ ∂U1 és zt ∈ U1, t ≤ 0, z0 ∈ ∂U1.

V monotonitása és az 5.5 Állítás miatt

V (yt,η) ≥ N∗ ≥ V (zt,η), ∀t ∈ R.

Speciálisan V (y0,η) ≥ N∗ ≥ V (z0,η) és y0, z0 ∈ ω(ϕ)\{0}, így

N∗ = V (y0,η) = V (z0,η) = lim
t→∞

V (xϕt,η) 6= N∗,

és ez ellentmondás.

(ii) hasonló érveléssel bizonyítható.
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6.6. Állítás. Legyen N ∈ (2N + 1)\{N∗}.

(i) Ha ϕ ∈ A\{0}, V (xϕt,η)→ N , ahogy t→∞, akkor ω(ϕ) = {0} vagy ω(ϕ) ⊂ SN .

(ii) Ha x korlátos megoldása (1.1)-nek, V (xt,η)→ N , ahogy t→ −∞,

akkor α(x) = {0} vagy α(x) ⊂ SN .

Bizonyítás. (i) bizonyítása: Tegyük fel, hogy ω(ϕ) 6= {0}. Ekkor a 6.5 Állítás alapján

0 /∈ ω(ϕ). Legyen ω(ϕ) 3 ψ 
 y, ekkor yt ∈ ω(ϕ), t ∈ R. Az is igaz, hogy

α(y) ∪ ω(ψ) ⊂ ω(ϕ),

ebből 0 /∈ (α(y) ∪ ω(ψ)). A 6.4 Állítás miatt V (yt,η) = N , ha t ∈ R, azaz ψ ∈ SN .

(ii) hasonló érveléssel bizonyítható.

Ezzel igazoltuk az invarianciát, illetve a Morse-tulajdonságot. A kompaktság maradt

még kérdéses, ehhez viszont elegendő SN zártságának megmutatása, hiszen az a kompakt

A részhalmaza.

A kompaktság

6.7. Lemma. ∀N ∈ 2N + 1\{N∗} : ∃V nyílt környezete az origónak, A-ban, melyre

SN ∩ V = ∅.

Bizonyítás. Indirekten tegyük fel, hogy létezik páratlan

N 6= N∗, és (xn)∞0 
 (ϕn)∞0 ⊂ SN ,

melyre teljesülnek a következők: ϕn → 0, ahogy n → ∞ és V (xnt,η) = N , t ∈ R és

0 /∈ (α(xn) ∪ ω(ϕn)).

Tegyük fel, hogy N > N∗. Ha ∃n : ω(ϕn) ⊆ U , akkor ∀y 
 ψ ∈ ω(ϕn), yt ∈ ω(ϕn)

esetén teljesül, hogy yt ∈ U . Emiatt V (yt,η) ≤ N∗, t ≤ 0. Azonban N = V (ψ0,η) a 6.4

Állítás alapján, így mivel ellentmondáshoz jutottunk, következik, hogy ∀n : ω(ϕn) 6⊆ U .

Emiatt ∃σn ↗∞ és minden elég nagy n-re xnt ∈ U , t ∈ [0, σn), és xnσn
3 ∂U . Ekkor

az yn : t 7→ xn(t+σn) függvénysorozatból az eddig megszokott módon, az Arzèla-Ascoli

tétel, illetve a Cantor-diagonalizáció segítségével, kapunk egy lokálisan egyenletesen kon-

vergens részsorozatot :

ynk → y, ẏnk → ẏ amint k →∞.

Teljesül, hogy y0 ∈ ∂U, yt ∈ U , ha t ≤ 0. Ekkor az 5.5 Állítás és V monotonitása

biztosítja, hogy V (yt,η) ≤ N∗, t ∈ R. Alkalmazva a 6.3 Lemmát:

∃T > 0 : yT,η ∈ H[−r(yT ),0] és ∃nk : ‖ynk
T − yT‖1 → 0, ha k →∞.
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Ebből V (xnk
σnk

+T,η) → V (yT,η), így N∗ ≥ V (yT,η) = N > N∗ azaz ellentmondást

kaptunk.

6.8. Állítás. SN zárt, ha N ∈ (2N + 1) ∪ {N∗}.

Bizonyítás. Legyen (ϕn)∞0 ⊂ SN , ϕn → ϕ ∈ A. Ha ϕ = 0 akkor a 6.7 Lemma szerint

N = N∗ és definíció szerint 0 ∈ SN∗ . Ha ϕ 6= 0 akkor tekintsük a megfelelő megoldá-

sokat : ϕn 
 xn, xnt ∈ SN , V (xnt,η) = N .

Az Arzèla-Ascoli tétel, a Cantor diagonalizáció és A kompaktságának felhasználásá-

val kapunk egy:

xnk → x, ẋnk → ẋ

lokálisan egyenletesen konvergens részsorozat, ahol az is igaz, hogy x 
 ϕ, xt ∈ A,

ha t ∈ R. Mivel ϕ 6= 0, ezért xt,η 6= 0, t ∈ R. Az 5.1 Tétel és Ṽ (iv) tulajdonságának

alkalmazásával ∃T1 < 0, T2 > 0 : xT1 , xT2 ∈ H[−K,0] és

V (xT1,η) = lim
t→−∞

V (xt,η), V (xT2,η) = lim
t→∞

V (xt,η),

és ‖xnk
T1
− xT1‖1 → 0, ‖xnk

T2
− xT2‖1 → 0, ha k →∞. Ebből kapjuk, hogy

V (xt,η) = N , t ∈ R.

Ha N = N∗, akkor ϕ ∈ SN∗ . Ha N 6= N∗, akkor a 6.7 Lemma alapján létezik V nyílt

környezete az origónak A-ban, hogy xnt ∈ A\V, t ∈ R, n ∈ N. Ebből

xt ∈ A\V = A\V, ha t ∈ N,

s így emiatt

(α(x) ∪ ω(ϕ)) ⊆ A\V.

Következésképpen 0 /∈ (α(x)∪ ω(ϕ)) azaz ϕ ∈ SN , és ezzel beláttuk, hogy SN zárt.
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