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1. Bevezetés

A természet jelenségeinek matematikai leirdsandl gyakran hasznalunk differencidlegyen-
leteket.

a(t) = f(t,2(t))
A késleltetés megjelenése azt jelenti, hogy az egyenlet jobboldala nem csak a vizsgalt

mennyiség aktudlis értékétdl fiigg, hanem egyes multbeli érték(ek)tdl is.

z(t) = f(t,x(t —ry),...,(x(t — 1))

Mindez azt a gondolatot tiikr6zi, hogy minden fizikai hatds véges sebességgel terjed.
Azonban, ha ez a sebesség még mindig nagysagrendekkel nagyobb a vizsgalt jelenség tar-
tomdnydban el6forduldkndl, akkor a késleltetés elhanyagolhatonak tekinthetd és kozon-
séges differencidlegyenlettel is kielégithetGen leirhatjuk a problémit.

A mai modern vildgban viszont egyre tobb olyan jelenséget ismertiink meg, mind
a technoldgia, bioldgia és a gazdasig terén, melyeknél a késleltetést mar nem lehet el-
hanyagolni. Ennek is kdszonhetd, hogy az utébbi félszdzadban nagyon sokat vizsgéltdk
ezen differencidlegyenletek elméletét.

A lehetséges késleltetésnek két fo fajtajat kell megkiilonboztetniink, ez pedig a kon-
stans, illetve az ugynevezett dllapotfiiggd késleltetés. Az utébbi esetben a késleltetés ak-
tudlis értéke fiigghet akdr x(¢) aktudlis értékétdl, vagy annak egy ¢-t megel6z$ korltos,
vagy akar nem korlatos szakaszatol. Az ilyen jellegii egyenletek tanulmanyozdsa egészen
Poisson idejéig nyulik vissza.

A dolgozatunkban a kovetkezd késleltetett differencidlegyenlettel fogunk foglalkozni :
w(t) = f(x(t), =(t — 7)) (1.1)

ahol f € C'(R*,R), K > 0,r = r(x,t) = r(z|,_g,). Hiromféle dllapotfiiggd
késleltetést fogunk tekinteni é€s a megolddsok aszimptotikus viselkedését fogjuk vizsgél-
ni. Ehhez bizonyitjuk egy ugynevezett globalis attraktor 1étezését, amelynek a dinamikéja
meghatdroz6 egy dltalanos megoldds aszimptotikus viselkedésében. A dolgozatunk végsod
célja az attraktor Morse-felbontdsdnak az elvégzése, amelynek kdszonhetden a dinamika
megértéséhez elegendd a Morse-halmazok vizsgélata is.

Mallet-Paret [3]-ban tanulményozta az

#(t) = f(a(t), =(t - 1))

konstans késleltetésti differencidlegyenletet, ahol f € C*(R,R) és teljesiti a negativ

visszacsatoldst a masodik véltozdban. [2]-ben hasonlé egyenletre hataroztak meg Morse-
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felbontdst, gyengitve a feltevést f € C'(R,R)-re. A mi dolgozatunk ezen kettd gondo-
latmenetét koveti. Az allapotfiiggd késleltetés tobb kisebb €s nagyobb nehézséget is felvet
majd. [1]-ben egy hasonlé modell tulajdonsdgait vizsgéltak r(z(t)) allapotfiiggd késlel-
tetés mellett. Az ebben a munkdban leirt eredmények nagyban segitették az el6bb emlitett
nehézségek kikiiszobolését.

A [7]-ben bevezetett A globdlis attraktor egy 6sszefiiggd, kompakt, invarians részhal-
maza az engedélyezett kezdeti fiiggvények terének, mely annak minden korlatos részhal-
mazdt vonzza. Ennek végezziik el egy tgynevezett Morse-felbontasat, melyet eldszor [8]-
ban definidltak. Ez nem mads, mint .4 kompakt, invarians részhalmazainak egy véges, ren-
dezett sorozata:

S1 < Sy < ... < Sy,

melyre igaz, hogy minden az egész egyenesen értelmezett korlatos megoldashoz 3N > K
gy, hogy a(x) C Sy és w(x) C Sk. A Morse-halmazok és az Gket Osszekotd palyak
kiadjak a globalis attraktort.

Tekintsiik most (1.1)-et és tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezdk :
— (HD) yf(0,y) < 0, hay # 0. Azaz negativ visszacsatolds a masodik valtozéban.
— (H2) a disszipativitasi tulajdonsag, azaz 31y > 0 :
f(z,y) < 0 minden olyan (z,y) € {(u,v) € R? : u > ro, |v| < u}
f(z,y) > 0 minden olyan (z,y) € {(u,v) € R? : u < —rg, [v| < —u}
- (H3)r: D, C C([-K,0],R) — [0, K] folytonos fiiggvény, amely
C = CL,([-K,0], [—70,70])-0n

L,-Lipschitz folytonos. Ezek a megfeleld intervallumon értelmezett korlatos értékd,
L Lipschitz-konstanssal Lipschitz-folytonos fiiggvények a szuprémum normaval.
Tovabbd r(0) = 1.

Legyen
- LO = Sup{|f(x,y)| : ‘l’|, |y| < TO}’
= Ly =sup{|Df(z,y)| : |2/, |y| <o},

— C1([a,b],R) az [a, b] intervallumon értelmezett folytonosan differencialhaté fiigg-

vények tere, a szokdsos '} normaval, azaz, ha = € C([a, b, R), akkor

[z]lc)(ap,r) = sup [z(¢)] 4+ sup [@(F)].
tefab] tela,b]



2. A fazistér és a globalis attraktor

A fazistér és fiiggvények szakaszai

Legyen z(t — r(zl;_g4)) = z(n:(?)), azaz 1,(t) =t — r(zf;_g,)- A késSbbiekben
n.(t)-bbl, ha az nem okoz félreértést az alsé indexet elhagyjuk és egyszerten 7(t)-ként
hivatkozunk rd. Azaz z(n(t)) mindig z(n,(t))-t jelent.

Legyen I C R egy intervallum, és

x: I+ [-K0 — R,
y: I+ [-K0 —R,
z:I14+[-100 =R

Ekkor definiédljuk a kovetkezoket:

v [FKO =R hogy a(s) = alt + 5)
Yy - [0y(t) —t,0] = R, hogy y,(s) =y(t+s) ,hatel
ze1:[—1,0] = R ,hogy z:1(s) = z(t + s)

Ekkor z(t — r) = x(t — r(z,)) formaban is irhat6.

A fazistérnek a C' = Cp,([—K,0],[—7ro,70]) teret vdlasztjuk a szuprémum normaval.
A kezdeti fiiggvények Lipschitz-folytonossdga és r Lipschitz-tulajdonsdga miatt minden
¢ € C kezdeti figgvényhez 1étezik o € (0, oo| és egyetlen nem folytathaté megoldas:
r: [—K,«a) — R, ami teljesiti (1.1)-et (0, a)-n és zo = o (lasd [1]).

Ezt a megoldast z¥-vel jeloljuk. A kezdeti adatoktdl valé fiiggés a kdvetkez6 modon tel-
jesiil: p € C,t >0, > 0esetén 36 > 0 : [2¥(s) — 2%(s)| < &, minden 1) € C esetén,
melyre || — ¢|| <4, s € [—K, t]-re.

Hap € Césx : R — R - nem feltétlen egyértelmii - megolddsa (1.1)-nek az egész
szdmegyenesen, o = ¢, akkor is alkalmazzuk az x = x¥ jelolést. Tovabba, ha egy ilyen

xr = x¥ : R — R korlatos megoldds, akkor ezt x = ¢, illetve x¥ = (-vel jeloljiik.

2.1. Lemma. Ha z : [— K, o) — R olyan folytonos fiiggvény, mely teljesiti (1.1)-et

t > 0-ra, akkor sup;c(g o) [|74]| < max{ro, [[zo|}-

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 36 > 0,¢ € [0,a) : [|z:|| > max{ro, |||} + J. Ekkor
Jt, > 0 minimélis, hogy |z(to)| = max{ro, ||zo||} + 0. Tegyiik fel, hogy x(t,) > 0. Igy
t(to) > 0, mivel ¢, minimélis. Ugyanakkor |x(n(t))| < max{ro, || zo||} + 0 = z(to),
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igy f disszipativ tulajdonsdga miatt @(ty) = f(z(to),z(n(to))) < 0, ami ellentmondds.
x(tg) < 0 esetén hasonléan jarhatunk el. O

2.2. Kovetkezmény. Legyen ¢ € C, v = 2% : [-K, ) — R nem folytathaté megolddsa
(1.1)-nek. Ekkor o = oco. Tovdbbd definidlhatjuk az

F:Rt*xCe€(t,p)r—af el

folytonos szemidinamikai rendszert. Mivel f(0,0) = 0, igy 0 € C egyensiilyi helyzete F -
nek. Bdr nincs visszafele egyértelmiiség, a 0 visszafele is egyértelmii a kovetkezd dllitds

miatt.

2.3. Allitas. Ha z : [—K,00) — R megolddsa (1.1)-nek, akkor 3y : [-K,0) — R
olyan, hogy 9(t) = c(t)y(n.(t)), t € (K, 00), és az is teljesiil, hogy sgny(t) = sgnz(t),
c(t) <.

Bizonyitds. Legyen (3(t) fo (n(t))) ds és ~(t fo ,(0,s2(n(t))) ds, ha
t > 0. Ekkor mivel z(t) (1.1) megoldasa, ezért

2(t) = f(x(t), z(n(t)) = B(t)2(t) + v (E)x(n(t)).

Igaz, hogy (3(t),~(t) folytonosak. Tovdbba (t) < 0, amiatt, hogy v(t) = B,

ha z(n(t)) = 0 és az egyenlet a masodik valtozéban negativ visszacsatolasd. Legyen

oo~ [ 50 &) 0120,
Ekkor sgn y(t) = sgn x(t), illetve
30 = exp - 56 ) at0) - st exp (- [ 69 a5 )t
~ o - 56 ) (30200 + @)l — ) exp (- [ 5(s) i) ol
—10exp (= [ 96) ) sta(e) = clonlo). har > K
@.1)

ahol ¢(t) = ~(t) exp (— Sb o B(s) ds> <o0. O

A globalis attraktor

2.4. Definici6. Globdlis attraktornak nevezziik az olyan A C C részhalmazt, mely kom-
pakt, invaridns, azaz F(t, A) = A, t > 0 és vonzza C dsszes korldtos részhalmazdt, azaz
VB C C korldtosra és VU D A nyiltra 3t > 0 : F([t,00) x B) C U.
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2.5. Allitas. Létezik A dsszefiiggd, kompakt, globdlis attraktor.

Bizonyitds. Mivel a fazistér kompakt €s a megolddsok az egész pozitiv félegyenesen
értelmezettek, igy F'(¢,.) korlatos és pont-disszipativ. Igy alkalmazva a 4.1.2-es tételt
[7]-bdl, kapjuk A 1étezését. O]

2.6. Allitas. A = {¢ € C : 3z korldtos megolddsa (1.1)-nek, z : R — R, zyp = ¢} =: B.

Bizonyitds. Legyen ¢ € B, ekkor 3x = ¢, és legyen X = {z; : t € R}. Nyilvénvalo,
hogy F(t,X) = X,t > 0és az is, hogy X korldtos. Emiatt minden U D A nyiltra igaz,
hogy X C U. A zartsdga implikalja, hogy X C A, azaz B C A.

A kompaktsaga és invarianciaja miatt A C B. 0
Haegy ¢ € C esetén x¥ korldtos megoldas, mely teljesiti, hogy x¢ = ¢, akkor
w(p) = {¢ € C: létezik (t,)5° C RT, ahol ¢, — oo és zf — 1), amint n — oo}

nemiires, kompakt, osszefiiggd, invaridns abban az értelemben, hogy Vi € w(y) 1étezik
egy = : R — R megoldés, melyre o = ¢ és z; € w(p), t € R.
Egy korlédtos z : R — R megoldésra legyen

a(z) ={y € C: létezik (t,);° C R, ahol t,, — —o0 és z;, — 1, amint n — oo}

ez a limeszhalmaz szintén nemiires, kompakt, 6sszefiiggé €s invaridns.

2.7. Allitas. Minden z - [— K, 00) — R olyan folytonos fiiggvényre, mely teljesiti (1.1)-et
(0, 00)-en, létezik ty > 0 olyan, hogy x5 € C, Vs > t.

Bizonyitds. A 2.1 Allitds miatt lathat6, hogy z sziikségképpen korldtos. Legyen | =
= lim;_o|2(t)]. Ha I < 7o, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil,
és | = lim,_ .2 (t). Ekkor f disszipativ tulajdonsaga miatt 35 > 0 :

flz,y) < —=d,ha (z,y) € [ = 6,1+ 6] x [l = 6,1+ 4.

[ definici6jabol kovetkezben 37T > 0 : x(s) <1+ §,Vs > T.
Allitjuk, hogy 3¢ : n,(t) > T, x(t) < | — 6. Ha ilyen nem lenne, akkor i végig —0

alatt maradna €s igy ellentmondéshoz jutndnk. Tehat ilyen ¢ 1étezik. Viszont ekkor

r(s)<l—906,s>t



adodik, hiszen, ha egy s > t esetén x(s) = [ lenne el8szor ¢ utdn, akkor ott, egyrészt
mivel x novekszik, @(s) > 0, masrészt 0 vdlasztdsa miatt @(s) < 0. Tehdt z(s) < [ — 0,
s > t valéban, azonban ez ellentmond [ definicidjdnak.

| = limy_o.(—2(t)) esetben analég érvelés alkalmazhato. O

2.8. Allitas. Haz : R — R egész egyenesen értelmezett korldtos folytonosan differen-

cidlhatd fiiggvény, mely teljesiti (1.1)-et R-en, akkor sup,cp |x(t)| < ro.

Bizonyitds. Mivel z(t) korldtos, ezért létezik K, > 0, hogy |z(t)| < K,. Tegyiik fel
indirekten, hogy K, > ro. A 2.7 Allitasban latotthoz hasonléan, ha s € [ry, K], akkor
1étezik 0(s) olyan, hogy

flz,y) < =d(s), ha (z,y) € (s —(s),s +0(s)) X (—s —d(s),s+d(s)) =T (s)
illetve
f(x,y) > d(s),ha (x,y) € (—s —d(s), —s 4+ d(s)) X (—s —(s), s+ d(s)) =T_(s)

Ekkor
T(s) =T (s)UT_(s), s € [ro, K]

nyilt fedése a kompakt
T ={(z,y) : K; > |z| > max{ro, |y|} }-nak.
Emiatt 1étezik: s1, ... s, véges sok index, hogy T = |J;_, T'(s;) D T'. Legyen
dy = %sup{/{ > 0: |t| € [ro, K] esetén (¢, |t| + k), (t, —|t| — k) € T}
illetve 6 = min;<;<,{0(s;), do }. Erre igaz, hogy minden
(@) : {la| € [ro, Ka], [yl € [0, |z] + 0]} esetén [f(x, y)| > o.
Legyen t olyan, hogy ro < ||z, || < K7 < K,. llyenkor igaz, hogy
lx(t)] < K1 —9d,hat >ty + 1.

Hiszen, ha t > ¢, olyan, hogy |=(t)| > K, — 6, akkor mivel |2(n(¢))| < K, a 2.1 Allitds
miatt, igy
(t) < —d,hax(t) > 0ési(t) >, hax(t) <O.

Ezért létezik so € [to,to + 1), hogy |z(so)| < K — ¢ és a 2.7 Allitdsndl alkalmazott

érveléssel bizonyithatd, hogy minden s > s esetén |z(s)| < K; — 0.
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Osszegezve azt kaptuk, hogy, ha a x egy szakaszdn a maximum nagyobb mint 7,
akkor 1 egységnyi id6 alatt a figgvény véglegesen az el6z6 (maximum - §) ald csokken.
Igy az (ro, K] abszolutértékekrdl véges (csak K,-t6l fiiggd) id6 alatt lecsokken 2 nagysa-
ga rg ald. Mivel a fiiggvényiink az egész egyenesen értelmezett, igy nem lehet, hogy
barhol is meghaladja az r, abszolutértéket, mert figyelembe véve az azt megel6z06 véges
(K,-tol fliggd hosszusagi) szakaszat és, hogy végig a K, korldt alatt marad, ellent-

mondasra jutunk. 0

A hozzarendelt linearis egyenlet

F-hez, és (1.1)-hez természetes médon hozzarendeliink egy linedris, konstans késleltetést

differencidlegyenletet (1asd [6]):

§(t) = Ay(t) + By(t — 1), 22
ahol of of
A= g @ Wlen=00, B =5 (@:9)len=00 @23)

és yo = . Ekkor (H4) B < 0, A+ B < 0 feltételek mellett a (2.2)-hoz tartoz6 (7'(t))+>0
folyam generdtoranak spektruma komplex konjugélt par sajatértékekbdl 4ll. Legyen M*

a nem negativ valds részi sajatértékek szama. Tovabb4, legyen

N M*, ha 0 hiperbolikus,
M*+1, kiilonben.



3. A késleltetések

Az egyenletiinket haromfajta késleltetéssel vizsgéljuk. » mindig egy K hosszu szakasztol

fiigg, azonban ezt két jeloléssel is kifejezziik: r(z;) = r(z,t) de ugyanazt értjiik alatta.

A threshold késleltetés

Tobb helyen is taldlkozhatunk az ugynevezett threshold késleltetéssel, példaul fert6zések,
immunvélaszok modellezésénél, ahol a késleltetés abbdl a sziikséges id6bdl adédik, amig
a fert6zés, vagy az antigén koncentracié eléri a megfelelS szintet a szervezetben (lasd
[9], [10]). Iterdlva a késleltetést, annak derivéltja korlatos lesz és ez kulcsfontossdgu a
késdbb bevezetett el§jelszdmlald funkciondlnak az attraktoron vald korlatossagéanak a bi-

zonyitdsdndl. A mi esetiinkben a kdvetkezé modon adjuk meg:

/tt a(xz(s)) ds =1, (3.1)

ahol
— a(.) > 0 folytonos fiiggvény,
- a(0) = 1.

Legyen

1
K= sup —.
yE€[—ro,70] a(y>
Mivel a folytonos, K > 0 véges. Igy C-n r j6l definilt. a pozitivitisa implikilja, hogy

t — r(x,t) t-ben monoton novekva.

3.1. Lemma. Ha t,,t € R és 2", : R — R megolddsok az egész egyenesen, n € N
és |t — t| + supyep ||z} — x4]| — 0, amint n — oo, akkor r(x™,t,) — r(x,t), ahogy

n — oQ.

Bizonyitds.

tn t
0=1-1= / a(x"(s)) ds —/ a(z(s)) ds =
tn—r(z",tn) t—r(z,t)

/tn r(@ i) "(s)) ds— t a(z"(s)) d9+/ttr(m) a(z"(s)) ds —

t—r(x,t)

_ / " ala(s)) ds + / T (s b+

n—T(J)",tn)

_|_

[
/ . ) — a(a(s))) ds

10



Az elsd integralt vizsgélva:

[ s @

Hasonldan a harmadikra:

/t_ ( t)(a(x"(S)) —a(x(s))) dS” <r(z,t) max |a(z"(s)) —a(z(s))| — 0,

sE[t—r(z,t),t]

< |t, — t| max{|a(z"(s))| : s € R} — 0, amint n — oo.

ha n — oo, mivel az a folytonos fiiggvény kompakt intervallumon egyenletesen folyto-

nos. Kovetkezésképpen

t—r(x,t)
/ a(z"(s)) ds — 0, amint n — oo.
t

n _T(l’n 7tn)

Léterik €, € [t — r(z, 1), tn — (2", 1)), melyre
/tt_it)t) a(2™(5)) ds = (£ — o + (2", £n) — (2, ))a(a" (&) =
= (t —tn)a(z"(&)) + (r(z", tn) — r(z,t))a(z" (&)
Az Bsszeg elsd tagia ismételten tart 0-hoz, hiszen
|(t —tn)a(z"(&))| < |t — ta| max{|a(z"(s))| : s € R} — 0,han — oo.
Emiatt kapjuk, hogy (r(z",£,) — (z, £))a(z"(€)) — 0, ha n — 0o, ebbél pedig:
0« [(r(z",tn) — r(z,1))a(z" (&) = |(r(2",t,) — r(z,t))| min{|a(z"(s))] : s € R},

azaz

|(r(z", t,) — r(x,t))| — 0, amint n — oo.

A vezérlési probléma

A vezérlési probléma modelljében egy egyenesen mozgé robot probdlja megtalédlni az
origot €s —w-nél egy fal taldlhatd, w > 0. A robot a fal irdnyéba jelet sugaroz és a vissza-
verddott hullam alapjan becsiili helyzetét. A késleltetés abbdl adddik, hogy a ¢ pillanatban

érkezd jel egy kordbbi dllapotrél hordoz informaciot:

cr = lz(t —r) +w| + |z(t) + w]. (3.2)

Altaldban az egyenlet a kovetkezd formdju:

Mﬂzf@@ﬂﬁ—rw=g(

(t) + ;;:(t - 7"))

valamely g € C'(R, R) fiiggvényre.
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Legyen K = 2224 > (), Tegyiik fel, hogy
— ¢ > 0 "nagy" (fénysebesség),
- ILy<e
g-re igy a kovetkezd feltételek adodnak:
- zg(x) <0,
= sup{lg(z)] : [z <o} <c.

3.2. Lemma. Ha ¢ € C, akkor r jol definidlt.

Bizonyitds. Legyen R = {t € [0, K] : ¢t = |p(0) + w| + |p(—t) + w]|}. Mivel

c0 =0 < |p(0) +w| + [o(0) + w| és cK = 2ro + 2w > |(0) + w| + |p(—K) + w|
és a két oldal folytonosan valtozik [0, K|-n, R nemiires. Most tegyiik fel, hogy t1, ¢, € R.
Ekkor

clty — tof = |p(—t1) + w| — |p(—t2) + w| < [p(—t1) — @(—t2)| < Loty — tof.
Azonban Ly < c miatt t; = t9, azaz R egy elemd, s igy r valoban 6l definialt. 0
3.3. Lemma.

(i) Hat,,t € Résx™, x: R — R megolddsok az egész egyenesen, n € N

és |t, — t| + supeg ||z} — 24| — 0, amint n — oo, akkor r(x",t,) — r(z,t),

ahogy n — o0.

(ii) t — r(x,t) monoton nd t-ben.

Bizonyitdas. Az (i) igazoldséhoz tekintsiik a kovetkezot:

cr(zp, ty) —r(z,t)| < |wp(tn —r(wn, ) — 2(t — r(z, )| + |2, (t,) — z(t)] <
<Nwp(tn — r(zn,tn)) — xp(t — (2, )| + |20 (t — r(2,t))—
—z(t —r(z,t)| + |zatn) — za ()] + 2 (t) — z(t)] <
< Lolt, —t+r(x,t) — r(x,, ty)| + |xn — || + Loltn — t| + ||z, — ]| <
< 2Lolt, — t| + 2|y, — || + Lo|r(z,t) — r(xn, tn)].

Amibdl kapjuk, hogy

2(Lo + 1)
"y

0

[7(2n, tn) —r(z,1)] < (Itn =t + [0 — []).
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(i1) bizonyitdsa:
Legyen t; > to. Ekkor

(ty —r(x,ty)) — (ta —r(z,t2)) =t1 —to + |:E(t1)c— vl - |:E(t2)c—i— w|+

|x(ty — r(x,t1)) + w| B |x(ty — r(x,ta)) + w|.

_|_

Ebbdl

(tl — T(l’,tl)) — (tg — T(l’,tg)) —

lz(t; — r(x,t1)) + w| — |x(ts — r(x, t2)) + w| _
|z(t1) + w| — |z(t2) + w\.

=t —ty+
Mivel

Lo
< —Jth — o] < [t —ta,
c c c

|z(t1) + w| = [x(ta) + wl ‘ < Lzt — 2(t)]

ezért az egyenletiink jobb oldaldnak az el6jele az ¢, —t, el6jele, azaz pozitiv. A bal oldalon

hasonldan
|z(t; — r(z,t1)) +w| — |z(te — r(x, t2)) + w| < |z(ty — r(z,t1)) — x(te — r(z, ta))]
c o c
Ly

< 7|(t1 —r(x, t1)) = (t2 — r(z, t2)| < |[(tr —r(z,t1)) — (ta — r(z,t2))].

7 7z

Igy az el6z6ek alapjan pozitiv baloldal el6jele nem mds mint (¢, —r(x, t,)) — (ty—r(x, t2))

elGjele, ami igy pozitiv, azaz t — r(x, t) monoton nd ¢-ben. O
3.4. Lemma. Feltehetd, hogy a jelsebesség 2w.
Bizonyitds. Legyen y(t) = x (22t). Ekkor

TORE (“Twi) ro ool %”t>>> - 2, (00 e )

Cc

Legyen g1 (t) = 229(t), és r1(y, t) = 5=r(x, 22t). Azaz

TR (R

2
és
& 2w c 2w
cr =5 [!x(Tt — %T) +w| + |$(7t) + w|] =
= o Itt =)+ o)+ ]
Ebbdl kapjuk, hogy

2wry = |y(t —r1) +w| + |y(t) + wl,

azaz a transzformdlt egyenlet ugyantgy teljesiti a feltételeket, €s itt a jelsebesség 2w.
Tovabbd r1(0,t) = 1. O

13



Lipschitz-folytonos allapotfiiggés
r=r(z(t)) >0 (3.3)
és r Lipschitz-folytonos egy L, Lipschitz-konstanssal, azaz
|r(a) —r(b)] < Ly|a—b|.
Tegyiik fel tovabba, hogy

— rkorldtos: 3K > 0:r(a) < K,

— t — r(z(t)) monoton n6vd. (erre elegendd feltétel pl. [1]-ben)

3.5. Lemma. Ha t,,t € R és 2", x : R — R megolddsok az egész egyenesen, n € N
és |t, — t| + supyeg ||z} — x¢]| — 0, amint n — oo, akkor r(z",t,) — r(xz,t), ahogy

n — oQ.
Bizonyitds.

(@ (tn)) = r(x(t))] < Le|oa(tn) —2(t)| < Lelzn(tn) — 2a(t)] + Lelza(t) — 2(t)] <
< LyLoltn — t] + Lyl|zn — zf| < (L (1 + Lo)) (|t — t] + [lzn — )
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70

4. Az elojelvaltast szamlalé V' funkcional

A funkcional és alapveto tulajdonsagai

Legyen ¢ € C(I,R)\{0} és I D [a, b]. Definidljuk az elGjelvaltast szamldlé figgvényt a

kovetkez6 modon:
sc(¢p, [a,b]) = 0, ha p(s) > 0 vagy ¢(s) < 0 minden s € [a, b].

Kiilonben:

sc(p, [a,b]) =sup{k € N: k> 1,3 (s))k C [a, ], @D
< st <. < sM (s p(s') < 0minden 1 < i < k}. '

Legyen

- sc(yp, |a, bl), ha az paratlan, vagy oo,
V(o b)) = {0 g ® (42)
sc(p, [a,b]) + 1, kiilonben.

Tovédbbd, ha z : Dom(z) — R folytonos, ahol Dom(z) C R egy zért intervallum, akkor
legyen
V(z) := V(z,Dom(z)). 4.3)

Definiéljuk az [a, b]-n regularis fiiggvényosztélyt a kovetkezd mddon:
Hioyy = {0 € C'([a,0],R), p(b) # 0, vagy ¢(a)p(b) <0,
p(a) # 0, vagy ¢(a)p(b) > 0, (4.4)
© minden zéréhelye egyszeres. }
V akovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik :

4.1. Lemma.

(i) V alulrél féligfolytonos, a kovetkezo értelemben. Ha ¢, ©" nem nulla, folytonos
fiiggvények rendre [a, b], [a", b"]-n és
max |p(s) —¢"(s)| = 0, a" — a, b" — b, ahogy n — oo,

s€la,b]N[a™,b™]

akkor
V (g, [a,b)) <liminf V(¢ [a", b"]).

n—oo

(ii) Ha ¢ € Hyy, akkor V(p, [a,b]) < oo.

(iii) Legyen x : [—K,00) — R megolddsa (1.1)-nek. Ekkor V (x,,) monoton csokkend
t > 0 esetén.
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(iv) Tegyiik fel, hogy z : [n.(c),d] = I — R folytonos, (c, d|-n differencidlhatd, és
a,b: [c,d] — R folytonosak iigy, hogy

£(t) = a(t)z(t) + b(t)z(n(t))

teljesiil (c,d)-n. Ha z(t) # 0, t € [c,d] és n>(t) € I és Vi(zgpwym) = V(zy) < 0o,
akkor 2ty € H[—r(zt),()]-

(v) Ha36 > 0: ¢ € C'([a—8,b+ 0],R) és ¢|(ap € Hiay), akkor 3~ € (0,6) olyan,
hogy, ha

b—d| <, e Ccd,R),

o —¢| <, ¥ —ellerear <

akkor

V@, [e.d]) = Vg, [a,b]).
(vi) Legyen N € 2N + 1 és ag, by, by > 0 pozitiv konstansok, by < b;. Léteznek
L € ZT,k € R, olyanok, hogyha ty € R és z : [nt(ty),te] — R folytonos,
(n*(to), to]-n differencidlhatd, b : [nt(ty), to] — R folytonos fiiggvény, melyre

b() S —b(t) S bl, a(t)| S Qao, hat € [’I’]f(to),to]

és 2(t) = a(t)z(t) + b(t)z(n(t)) teljesiil (n*(ty),to]-n és ZnL(t)n 7 0,
<

V(2L (1)) < N, akkor igaz, hogy

1
20l = 5 llzaeo) .l

Bizonyitds. A bizonyitdsok megtaldlhat6ak [1]-ben, itt csak (iii)-at igazoljuk.
Legyen 0 < t, < ty, célunk beldtni, hogy V (7, ,) > V(4,,). Allitjuk, hogy elegendd

azt bizonyitani, hogy
Vt € [0,00) : Fe0(t) > 0: Ve € [0,e°(t)] : V(zsyy) > V(Bies)- 4.5)

Legyen
t" = sup {t:V(ry,) > Vizs,) t1 <s <t}

t1<t<ts
Az el6z06 Allitas szerint t5 > t* > t;. Valasszunk egy sorozatot a kovetkez6 médon:
t) < s" /' t*. Ekkor V(x;,,,) > V(24 ,). Haszndlva a V' (i) tulajdonsagét kapjuk, hogy
V(x4 ) > liminf, o V(zen,) > V(24 ,), azaz ha t* < t,, akkor a fenti dllitds szerint

ellentmondasba keriiliink ¢* definicidjaval, tehat t* = t,.
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A segédallitast a kovetkez6 modon bizonyitjuk: Ha V' (z, ,,) = oo, akkor teljesiil. Ha
véges és x(t;) # 0, akkor x folytonossdga miatt 1étezik ilyen £°(¢,). Tehat az az eset
marad, hogy z(¢;) = 0. Mivel V' (zy, ,,) véges, ezért 3 R = [n(t1),n(t1) + J], olyan, hogy
x nem valt elGjelet R-en. Tegyiik fel, hogy itt z(¢) > 0. Ekkor

e =%ty) it € [ty t1 + %) = n(t) € R.
x-hez (2.1) szerint van megfeleld y(t), melyre teljesiil, hogy:
y(t) = c(t)y(n.(t)), tobdbbad sgny(t) = sgnx(t) és c(t) < 0.
Ekkor (1) <0 : ¢ € [ty,t; +¢],ha0 < e <e®ésy(t)) = x(t;) = 0. gy
y(t) <0,hat € [t1,t; + €.

Ha végig = van, akkor = = 0 ugyanott szintén, s igy V (z, ,) = V(z:,) ezen az inter-
vallumon. Ha 3¢ : y(f) < 0, akkor y(n,(t)) > 0, amibdl kapjuk, hogy x(n(t)) > 0 és
z(t) < 0. Létezik

v € (0,r(zy,)) = x(t) # 0hat € [t; — 7, 11], de nem vélt elGjelet.

Ha itt z(¢t) < 0, akkor sc(z, [n(t1),t1]) = sc(z,[n(t1),t1 + €°]). Ekkor nyilvdnval6an
V(x4 ) = V(xs,). Ha viszont z(t) > 0, akkor

sc(x, [n(ty), t]) + 1 = sc(z, [n(t), ¢ +€°]) >
> SC(I, [T](tl + S),tl + S]) S [tl,tl + 8],

s mivel sc(x, [1(t1), t1]) paros, ezért V(zy, ,,) > V(xs,). Ezzel a segédallitast igazoltuk.
]
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5. V korlatossaga az attraktoron

5.1. Tétel. AV funkciondl korldtos a A\{0}-n.

A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkezOkre :

Lehetoség a nemkorlatossagra a 0 kornyezetében

5.2. Lemma. Legyen (©")5° C A\{0} olyan, hogy ¢" — p € Aés V(y¢p,) — oo amint
n — oo. Ekkor 3o =z : R — R és o € [n(0),0] gy, hogy x(n*(c)) = 0 minden k € N
esetén. (n =n,)

Bizonyitds. Bontsuk két esetre a problémat!

L.eset: p-nek véges sok 0-helye van: {0y, . ..oy }. Ekkor vélaszthaté o € {0y, ...0.}

és (nx)g° ugy, hogy
sc(¢™, [0 —¢e,0 +¢]N[—K,0]) — oo, amint k — o0

teljesiil Ve > 0 esetén.
Mivel A kompakt igy (¢™)%, = (z*)5° egyenletesen korldtos, és (1.1) miatt (%)% is
az, igy az Arzela-Ascoli tétel, majd a Cantor-diagonalizici6 alkalmazédsaval kapunk egy
(zkr)e2 ) részsorozatot, melyre 2% — z lokdlisan egyenletesen. (1.1) miatt x folytonosan
differencidlhat6 és % —  lokdlisan egyenletesen. Ekkor z = . Mivel ¢ — ¢ és
O™ — p, igy x(o) = 0, illetve ©(0) = 0. A negativ visszacsatoldsbdl kovetkezik, hogy
z(n(o)) = 0. Allitjuk, hogy i(n(c)) = 0 is teljesiil. A bizonyitashoz tegyiik fel, hogy ez
nem igaz. Ekkor 4 > 0 :

[#0)] > l#(ma(o)] > 0.1 € o) — =,n(o) + ]
és ANy, hogy [ > N, esetén
#4(0)] > 11i00)] > 0, € (o) ~ &, 10(0) +<].

Ugyanakkor 3 N; > Ny : 1 > Ny :

1 1
[10(0) = 56 110(0) + 5] € 1a(0) — €. mu0r) +
és 36> 0: | .
77;;3;([%'@1 (U) - 557771:’“1 (U) + 55]) ) [U - 57 o+ 5}’

illetve hasonldan:
1y ([Ne(0) —e,m:(0) +¢]) D [0 — 6,0+ 4.
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Ekkor z*t legfeljebb egy zérchellyel rendelkezik 7, ([0 — , o + 6])-n, (2.1) alapjan a
megfelels y* fiiggvények szintén legfeljebb egy zéréhellyel rendelkeznek itt, igy legfel-
jebb kettével a [0 — &, 0 + §] intervallumon, azonban ekkor ott z*-nek is legfeljebb két
zéréhelye lehet, [ > N;. Azonban ez ellentmond a feltevésiinknek, igy #(n(c)) = 0
adddik.

Szintén (2.1) alapjén

sc(x* [n.(0) — &,mx(0) + €]) — oo amint | — oo.

Igy az egész érvelés alkalmazhaté djbél z"-re illetve ne(0)-ra. Azaz Osszegezve azt
kapjuk, hogy z(n*(0)) = @(n*(c)) = 0 minden k € N.
2.eset: p-nek végtelen sok 0-helye van: Legyen o ezeknek egy torlédasi pontja. Innen

a bizonyitas hasonlé médon folytathat6. ]

5.3. Lemma. Legyen = : R — R korldtos megolddsa (1.1)-nek. Ha 3o € [1(0),0] melyre
z(n*(c)) = 0 minden k € N, akkor x = 0.

Bizonyitds. (i) A threshold késleltetés esetén:
Legyen y,(t) = 2(n*(t + o)).

401 = [l + )0+ ) 0¥+ )

d

= ‘[f (v (1), y41(£)) = F(0.0)] = (n"(t + 0))‘ (5.1)

< Lycolyn(t)] + Licalyr (£)]-
Ahol ¢, egy fels6 korlat |4 (n*(t + o))|-ra:

d

Z 0 (t+0)) = 0" (¢t + )it + o) -t + o),

amire viszont a késleltetés definici§jabol derivdldssal kaphatd, hogy:

o a(e)
1 = )

4o | aG)  aGGito)  aG@lE o)
i T = G+ o) aleP o))l + o)

B a(z(t+ o)) o) = ¢

~lateti@r o] < =
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(ii) A vezérlési probléma esetén: Legyen y(t) = z(n*(0)+t) = z(n* (o) +t) —x(n*(a)).
O =[f (" (0) + 1), 2(n(n*(o) +1))| = |[f (2" (o) + 1), x(n(n"(0) + 1))~
f(if(ﬁk(ﬁ)), (" @] < Lalye ()] + Lalz(n(n®(0) + 1)) — 2(n**(0))]

Vizsgéljuk meg kiilon az utolsé tagot:

2 (9) + 1)) — ()| =
e (@) + ) — 20 (0) + 1) + 2 (0) + 1) — 2 (0)] <
< Lol (0) + £) — (1 () + )] + lypa (6] =
Lol (o) + £ — 1,1 () + £) — (o) — £+ 1 1 @) + s (8)] =
= Lolr (2, 7:(0) + 1) — v, (o)) + [y (8)] <
<anlof (o) + 1)) — 2l (@D] + el (0) + 1) — (0] + [y (r)
Ebbdl

o0 0) + 0) = 2l 0)] £ — 1 (Ll + (o)) -
c fOLO lye(t)] + —CLO |Yr+1(8)]-

Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy

01 < Dbl + 24

L (1
b1

c
c—Lo*

e (0)]) =

Lo
t
)]+

LO C
t L
_Lo)lyk( )|+ Lo —

t) <
ol ()] <

) (01 + b))

Legyency, =1 +

(ii1) A Lipschitz-folytonos késleltetés esetén:
Legyen yi(t) = 2(n*(0) + 1) = 2(n*(0) + 1) — 2(n"(0)).
O] = [f(z(n* (o) + 1), 2(n(n" (o) +1))| =

Hf(fc(n( )+t), (n(n* (o) + 1)) = f(x(n*(0), 2 (" (0))
< Lly(t)] + Lulyra (t) + 2(n(y* (o) + 1)) — x(n** (o) +
< Lilye(t)] + Lilyesr (8)] + Lolna (1 (0) + 1) — (1 (o) +
< La(|lye(0)] + lyrra (1)) + Lolr(x(n* (o) +
< La(lye®)] + [yrar (D)) + Lo L lyr ()] <
< Ly(1 4 LoLe ) (Jye(8)] + |y (£)])
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Legyen co = (1 + LoL,).

Mivel = korldtos megolddsa (1.1)-nek, ezért IM > 0 : |yp(t)] < M, |ye(t)] < M
minden ¢ € R és k € N esetén. Igy (5.1) alapjan
t
YA 0] < Licy / ()] + [y ()] ds, minden t > 0. (5.2)
0

Legyen tovabba Y (t) = (yo(), ..., yk(t),...) € [*°. A komponensek és derivaltjaik
egyenletes korlatossagdbol adéddan Y folytonos. Kapjuk tovabbd a (5.2) egyenlStlenség-
bdl, hogy:

t
Y (t)]o < 2L1c2/ Y ($)||sc ds, minden ¢ > 0. (5.3)
0

Alkalmazva a Gronwall-Bellmann-Lemmat, kapjuk, hogy ||Y (¢)||oc = 0, azaz
yr(t) = 0 minden k € N, ¢t € R*y, amibdl z(t) = 0 kovetkezik. O

5.4. Allitas. Legyen (¢")3° C A\{0} olyan, hogy " — ¢ € A, V(gl) — oo, mikor
n — oo. Ekkor ¢ = 0.

Bizonyitds. Az 5.2 Lemma alapjan 3x = ¢ és 3o € [(0),0], hogy minden j € N esetén
z(n’(0)) = 0. Az 5.3 Lemma implikalja, hogy * = 0 = ¢ = 0. O

A 0-ban hozzarendelt linearis egyenlettel valéo kapcsolat

5.5. Allitas. 3 U nyilt kornyezete 0-nak A-ban olyan, hogy ha = : R — R (1.1) nemtrivi-

dlis korldtos megolddsa, akkor igaz, hogy:
(i) Hox, € U, t < 0= V(2,,) < N, teR
(ii) Hazy € U, t > 0= V(z;,) > N, t € R.

Bizonyitds. (i) Indirekten bizonyitunk:
Tegyiik fel, hogy 3 (¢")5° C A\{0} : sup_ o |7¢']| — 0, ahogy n — oo,
és V(2 ,) > N teljesiil valamely ¢, € R-re, ahol 2" = ¢". Mivel 35, € (—00,0],

melyre 2" (s, )| > § sup(_. o [|#7']], s mivel V monoton csikkend és (1.1) autonom ezért

feltehetjiik, hogy

z(0)] > %sup(,oo,o] |z} || és V(z,) > N* teljesiil minden ¢t < 0

esetén. (2.1) alapjan tudjuk, hogy létezik a kovetkezd formdju felbontés:

(1) = B ()x" () + 7" (#)2" (nan (1))
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itt teljesiil, hogy
B (t) — A, 7"(t) — B,

mivel 2z — 0, han — oo és f € C1(R? R). Legyen

vO= Tl
Ekkor
y () = p"()y" () + 7" (O)y" (- (1)) (5.4)

is teljesiil és tudjuk, hogy
V(yn’ [nx”’(t)> t]) > N*

és |ly?|l < 2, hat < Oilletve ||yg|| = 1. Igy y" egyenletesen korlétos, és az el6z6 fel-
bontas miatt egyenletesen folytonos is. Emiatt, alkalmazva az Arzela-Ascoli tételt, majd

a Cantor-diagonalizaciot, kapunk egy

Yt =y, gt —y

lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozatot az egész szamegyenesen. Az el6bbi meg-
fontoldsok miatt ||yo|| = 1, igy ¥ nem azonosan 0. A késleltetések elemzésénél latottak
miatt 7,»(t) — t—1, amint n — oc. Igy alkalmazva a hatirdtmenetet az (5.4) felbontdsra,
figyelembe véve, hogy mivel |y"(t)| < 2, igy létezik L,, hogy minden y,, L,-Lipschitz
folytonos, kapjuk, hogy

y(t) = Ay(t) + By(t - 1).

Igy y egy nemtrividlis megolddsa a hozzérendelt linedris egyenletnek, igy annak a megol-
désoperatoranak a generatordnak a sajatértékeinek egy polinomjaval jol kozelithetd (lasd
[1]). Mivel y korlatos (—o0,0]-4n, ezért csak nemnegativ valds részi sajatértékek szere-
pelhetnek a polinomban. Azaz 30 < N < k, ahol £ a nemnegativ valds részii sajatérték

parok szama, d¢ > 0, a;,b; € R, an # 0, hogy

N
y(t) = Z ™t (a; cos(SAit + b)) + 0P amint t — —oo.
i=0

Mivel RAy < RAy_1 < ... < R\, ezért
y(t) = ™ (a; cos(SAn t + b;)) + o(1)], amint t — —o0.

Tudjuk, (lisd [1]), hogy 2j7 < |S)\j| < 2j7 + 7. Igy V(y.1) < 2N + 1 minden elég
nagy negativ ¢-re. Azonban V' monotonitdsa miatt akkor V'(y;1) <2N +1 < N*, t € R.
Ekkor alkalmazva V (iv) tulajdonsagét kapjuk, hogy 37 < 0, hogy yr., € H[—1,0].
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A (v) tulajdonsag szerint, felhaszndlva y"* lokélisan egyenletes C'|-konvergencidjat
kapjuk, hogy
N* < lim V(2™ [y (£),1]) = lim V(y™, [name (£),1]) = V(ye1) < N*.

k—o0 k—o0

Ami azonban ellentmondas.

(i1) bizonyitédsa:
Legyen N = N* —1,a0 = |A| + 1,by = 81 b, = 2|B|. Ezekhez V (vi) tulajdonsdga
alapjan léteznek megfeleld L, k szdmok.
Indirekten tegyiik fel, hogy J(¢")5° C A\{0} : supyy o) [|2}]| — 0, ahogy n — oo, és
V(x},,) < N* teljesiil valamely #,, € R-re, ahol 2" = ¢". (2.1) alapjdn tudjuk, hogy

létezik a kovetkez6 form4ju felbontds:

a"(t) = [ ()" () + 7" ()" (nen (1))

Vildgos , hogy létezik ¢ > 0, hogy ha ||z, || < €, akkor |3"(t)| < agésby < [y"(t)] < by.

Felhaszndlva V' monotonitdsat, (1.1) autonomitdsat és, hogy s, € [1(0),00),

melyre |2"(s,)| > §SUpy, . (0).00) |27l az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd,

hogy (¢™)5° C A\{0} olyan, hogy supg ) ||lz}|| — 0, ahogy n — oo,
B™(1)] < ag és by < [Y"(£)] < by, x} £ 0, V(aln ) < N,
mindent > —LK,n € Nés

2O > 5 sup[laf].
[n2n.(0),00)

Alkalmazva V' (vi) tulajdonsdgat kapjuk, hogy ||z}, || > iz ||, minden ¢ > 0 ese-
tén. Azaz ||, [| > (ming g, -1y 2, ) exp(tlog(;i7)) teljesiil, ha ¢ > 0, ami azt je-
lenti, hogy x nem csokkenhet gyorsabban minden exponencialis fiiggvénynél. Elvégezve
az (i) részhez hasonldéan a kovetkez transzformaciot :

n

n xz

B l|zo

’

majd az Arzéla-Ascoli tétel és a Cantor-diagonalizaci6 alkalmazdsaval kapott

Yyt =y, Yt —y

lokélisan egyenletesen konvergens sorozatra a hatdrdtmenetet:
() = B0y () + " (0)y™ (nam (1)),
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kapjuk, hogy y a hozzarendelt linearizilt egyenlet nemtrividlis megolddsa, hiszen sziik-
ségképpen ||yo|| = 1. Igy szem el6tt tartva y korlatossagat [0, oo)-n kapjuk, hogy kozelit-
hetd a nempozitiv valds részl sajatértékek egy polinomjdval,

azaz 3k; € Nje > 0, a # 0,0 € R, hogy

y(t) = ™t (acos(IAg, £+ b)) + O™ 72", amint t — oo,

ahol R\, < 0, emiatt |\, | > 2kym > 2km, s igy V(y1) > 2k minden elég nagy
t-re. VV monotonitasa és N* definicidja miatt V' (v, 1) > N*, hat € R. Ismét hasonl6an az

el6z6 részhez, felhasznélva V (iv) és (v) tulajdonsagat igazolhat6, hogy

N* > klggo V(zgy) = V(yea) > N*, hat > 0.

Ami ismét ellentmondas. L]

Bizonyitds. (tétel) Tegyiik fel, hogy 3 (¢™)5° melyre V (¢, ) — oo. A kompaktsdga miatt
feltehetd, hogy ¢ — ¢ € A. Ekkor az 5.4 Allitas alapjan ¢ = 0.
Tgy 3Ny : V(,) > N*, és o™ € U is teljesiil, han > Nj.

Legyen k > N rogzitett! Ekkor 3% = ©F, 2% € A. V monotonitdsa miatt

V(xf,) > N* hat <0,

Az 5.5 Allitasbol kovetkezik, hogy 3t < 0: 2F ¢ U.
A folytonossag miatt 3¢, < 0: ¢ := xfk e oU.

(W )2y, C AN,
ami kompakt, igy feltehetd, hogy
PP — e ANOU.

Erre V(U§,) = V(z} ) > V(gf) — co. Ismét alkalmazva az 5.4 Allitast ¢ = 0 adédik,
azonban 0 ¢ OU, azaz ellentmondast kaptunk. U
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6. A Morse-felbontas

A felbontas megadasa

(Sn)N_, diszjunkt, kompakt, invaridns részhalmazai A-nak, melyek az 6sszekotd pa-
lyakkal egyiitt kiadjak az A attraktort. Az Sy halmazokat nevezziik Morse-halmazoknak,

illetve 6sszességiiket Morse-felbontasnak. A trividlis felbontds, azaz A mindig 1étezik.

6.1. Definiciéo. A Morse-felbontdsa az A globdlis attraktornak egy véges, rendezett rész-
halmazrendszer Sy < S < ... < Sy, melynek tagjai kompaktak, invaridnsak és pdron-
ként diszjunktak. Teljesiil tovdbbd, hogy minden ¢ € A és minden x = ¢ esetén léteznek
N,K €{0,..., M}, melyekre N > K és a(x) C Sy, w(p) C Sk illetve N = K esetén
igaz az, hogy vy € Sy, t € R.

A kovetkezé médon definaljuk a Morse-halmazokat. Ha N € 2N 4+ 1 és N # N*,
akkor

Sy ={pe A\{0}: FJp=a:V(ry) =N,t e Rés0 ¢ a(r) Uw(p)}.
Ha N = N*, akkor
Sy« := {0}, ha az origé hiperbolikus,
kiilonben
Sy ={p e A{0}: FJp=u:V(xy) = N*, t € R} U{0}.
Mis N-re legyen Sy := )
6.2. Tétel. Az igy megadott Sy halmazok, A egy Morse-felbontdsdt adjdk.

Mivel V korlatos A\{0} -n, ezért csak véges sok nem iires halmaz van az Sy-ek
kozott. Legyen M = min{i € N : S; = 0,Vj > i}. A definiciébdl kovetkezik, hogy a

Morse-halmazok diszjunktak. E18sz6r az invariancidjukat bizonyitjuk:
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Az invariancia és a Morse-tulajdonsag

6.3. Lemma. Ha (¢")° C A, és ¢ € A, iigy, hogy ©" — ¢ amint n — oo, akkor

(©™)5°-nek van C' normdban @-hez konvergdlé részsorozata.

Bizonyitds. 32" = ¢" tovabba x} € A, Vt € R. Mint kordbban is tettiik, ebbdl kon-
strudlhat6 egy lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozat: ™+ — x, ahogy k — 0.
Erre az z-re igy teljesiil, hogy © = ¢, x; € A, Vt € R. Mivel (z".)2, C Aés A
kompakt, ezért Elxvzk}( — 1 € A, amint [ — oo, konvergens részsorozat. Ekkor a kezdeti

adatoktol valé folytonos fliggés és (1.1) miatt:
2™ — 2% ||, — 0 amint | — oo.

Azonban xgkl = "™ — @, hal — oo. Igy sziikségképpen ¢ = x}l’{ és ebbdl

lon™ — |1 — 0 kévetkezik. -
6.4. Allitas.

(i) Hap € A\{0}, N € 2N+ 1, & = ¢ és lim;_.oo V(x1,) = N, akkor V (1p,,) = N,
VY € w(p)\{0}-

(ii) Ha v : R — R korldtos megolddsa (1.1)-nek, N € 2N + 1, V(x;,) — N, amint
t — —oo, akkor V (v,) = N, Vi € a(z)\{0}.

Bizonyitds. (i) bizonyitasa: Legyen ¢ € w(¢)\{0}, x = ¢. Ekkor 30 < ¢,, /" 0o, hogy

lim,, oo ¥y, = 1. A 6.3 Lemma alapjan 3¢, :
|2, —[l1 — 0, ahogy k — oo.

Igaz, hogy egy w(yp) 3 1 = y korldtos megoldasra 3, € w(yp). Az 5.1 Tétel és V' (iv)

tulajdonsdga alapjan 377 < 0 : yny € Hi—r(yr )0 12 > 0 y1 0y € Hir(yp,)0- Mivel

YT,
yr, € wlyp), ezért (1) - Ty — yr, han — oo. Alkalmazva ismét a 6.3 Lemmat
kapjuk, hogy 3 ||z — yr, ||1 — O részsorozat.
"k
Ugyanakkor ||z, 47, — yr, |1 — 01s teljesiil. Kapjuk, hogy:
V(yTl,ﬁ) = ’}LI{.IC)‘/(:L.t;k,n) =N = lim V(xtnkJrTz,n) = V<yT2,n)-

k—o0

Felhaszndlva V. monotonitasat kapjuk, hogy V' (v, ,,) = N minden ¢ € [T}, T5], specidlisan

V(¢O,n) =N.
(i1) hasonl6 érveléssel bizonyithato. OJ
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6.5. Allitas.
(i) Ha 2¥ = ¢ € A\{0}, V(zf,) / N*, amint t — oo, akkor w(yp) = {0}, vagy
0 ¢ w(p).
(ii) Ha x korldtos megolddsa (1.1)-nek, V (z,) # N*, amint t — —o,

akkor a(x) = {0}, vagy 0 ¢ a(x).

Bizonyitds. (i) bizonyitdsa: Legyen z¥ = ¢ € A\{0}, ¥ € A. Bizonyitjuk, hogy ha
w(p) # {0}, akkor 0 & w(yp).

Tegyiik fel, hogy 0 € w(p) # {0}. Legyen U nyilt, melyre A D U O U; D {0}, ahol
U az amit az 5.5 dllitisban megadtunk, illetve w(yp) € U,. Ekkor z¥ végtelen sokszor
belép és kilép U,-bdl, amint t — oo. Mivel 0 € w(y), igy 3¢, /" oo, r,, — 0, amint
n — oo. Az is igaz, hogy 3 o, és 7,,, hogy t,, — 0, — 00, (t, — o, t, + 7,,) diszjunktak,
xf € Uy, hat € (t, —op, t,+1,) 8saf _, ,xf . € 0U;. Teljesiil az is, hogy o, 7, —

00, n — 00. 3Ny, hogy, ha n > N, akkor:
y" :Rot—a?(t,—o,+t) €R

"Rt — 2t + 1 +t) €ER

Mindkét sorozatra alkalmazva az Arzela-Ascoli tételt majd a Cantor diagonalizaciot

lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozatokat kapunk :
Y™ —y, "t — g, amint k — oo

Nk

2" — z, 2™ — Z, amint kK — oo

Az elézbek alapjan igaz, hogy: i, € Uy, t > 0,y0 € OU, és 2z € Uy, t <0, 2 € OU;.

V monotonitdsa és az 5.5 Allitds miatt
V(yey) > N* > V(zy), Vt € R.
Specidlisan V (yo,,) > N* > V(z0,,) és o, 20 € w(p)\{0}, igy
N = V() = V(o) = lim V(af,) # N°.

és ez ellentmondas.

(i1) hasonl6 érveléssel bizonyithato. OJ
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6.6. Allitas. Legyen N € (2N + 1)\{N*}.
(i) Ha ¢ € A\{0}, V(xfm) — N, ahogy t — oo, akkor w(p) = {0} vagy w(p) C S.

(ii) Ha x korldtos megolddsa (1.1)-nek, V (z;,) — N, ahogy t — —oo,
akkor o(z) = {0} vagy a(x) C Sy.
Bizonyitds. (i) bizonyitdsa: Tegyiik fel, hogy w(y) # {0}. Ekkor a 6.5 Allitas alapjan
0 ¢ w(p). Legyen w(y) > ¢ = vy, ekkor y; € w(p), t € R. Az is igaz, hogy

a(y) Uw(y) C wlyp),

ebbs1 0 & (a(y) Uw(1)). A 6.4 Allitds miatt V (y;,,) = N, hat € R, azaz ¢ € Sy.

(i1) hasonl6 érveléssel bizonyithato. [

Ezzel igazoltuk az invariancidt, illetve a Morse-tulajdonsagot. A kompaktsag maradt
még kérdéses, ehhez viszont elegendd Sy zartsdganak megmutatdsa, hiszen az a kompakt

A részhalmaza.

A kompaktsag

6.7. Lemma. VN € 2N + 1\{N*} : 3V nyilt kornyezete az origonak, A-ban, melyre
SyNV =0.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik paratlan
N # N¥, & (z")5° = (¢")5° C S,

melyre teljesiilnek a kovetkezdk: " — 0, ahogy n — oo és V(zy,) = N, t € R és
0 ¢ (afz") Uw(p™)).

Tegyiik fel, hogy N > N*.Ha3n : w(¢™) C U, akkor Vy = ¢ € w(¢"), yr € w(¢")
esetén teljesiil, hogy y; € U. Emiatt V (y,,,) < N*, ¢ < 0. Azonban N = V (i) a 6.4
Allitas alapjén, igy mivel ellentmondashoz jutottunk, kovetkezik, hogy Vn : w(p") € U.

Emiatt 30, /* 0o és minden elég nagy n-re 27" € U, t € [0,0,), és ), > OU. Ekkor
az y, : t — x"(t+o,) fiiggvénysorozatbdl az eddig megszokott médon, az Arzela-Ascoli
tétel, illetve a Cantor-diagonalizici6 segitségével, kapunk egy lokdlisan egyenletesen kon-
vergens részsorozatot:

Y™ — y, y"* — yamint k — oo.

Teljesiil, hogy yo € OU,y; € U, hat < 0. Ekkor az 5.5 Allitds és V' monotonitasa
biztositja, hogy V' (y;,,) < N*,t € R. Alkalmazva a 6.3 Lemmat:

AT > 0 : yry € Hi—ryp),0 € Ing : |lyp* — yr|li — 0, ha k — oo.

28



Ebbdl V(:UZ:kJrTm) — V(yry), igy N* > V(yr,) = N > N* azaz ellentmondast
kaptunk. =

6.8. Allitas. Sy zdrt, ha N € (2N + 1) U {N*}.

Bizonyitds. Legyen (¢")5° C Sn, ¢ — ¢ € A. Ha ¢ = 0 akkor a 6.7 Lemma szerint
N = N* és definici6 szerint 0 € Sy~. Ha ¢ # 0 akkor tekintsiik a megfelel6 megolda-
sokat: " = 2", 77 € Sy, V(2},) = N.

Az Arzela-Ascoli tétel, a Cantor diagonalizaci6 és A kompaktsdganak felhasznalasa-

val kapunk egy:

Nk

™ — x, 2™ —

lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozat, ahol az is igaz, hogy x = ¢, x; € A,
hat € R. Mivel ¢ # 0, ezért 2, ,, # 0,t € R. Az 5.1 Tétel és V (iv) tulajdonsdgdnak
alkalmazésdval 377 < 0,75 > 0 : op,, 27, € H_f o) €8

Viry) = lm V(z,), V(en,y) = lim V(z,),
és ||zt — xp |1 — 0, |lzgt — 21,[1 — 0, ha k — oo. Ebbdl kapjuk, hogy

V(xt,n) = N,t € R.

Ha N = N*, akkor ¢ € Sy-. Ha N # N*, akkor a 6.7 Lemma alapjan 1étezik V' nyilt
kornyezete az origénak A-ban, hogy =" € A\V, t € R, n € N. Ebbdl

r, € AA\V=A\V,hat € N,

s igy emiatt
(a(z) Uw(p)) S A\V.

Kovetkezésképpen 0 ¢ (a(x) Uw(yp)) azaz ¢ € Sy, és ezzel belattuk, hogy Sy zéart. [
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