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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Véletlen események
Val6szinlisége véletlen eseményeknek van,

@ melyekrdl nem tudjuk elére megmondani, hogy bekdvetkeznek-e,
vagy sem;
@ és amelyek

e vagy véletlen jelenségek megfigyelésével kapcsolatosak
(amikor a kordlményeket nem tudjuk befolyasolni),

e vagy pedig véletlen kimenetelii kisérletekkel kapcsolatosak
(amikor befolyasolni tudjuk a kérilményeket).




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Mindségellendrzés: n termékbdl kivalasztunk m darabot
(m < n), és megszamoljuk, hogy hany selejtes van;
lehetséges kimenetelek: az Q :={0,1,2,..., m} halmaz elemei;
@ Hagyomanyos lottdé: megjeldlink 5 szamot 90-bdl, és
megszamoljuk, hogy hany talalatunk van;
lehetséges kimenetelek: az Q := {0, 1,2, 3,4,5} halmaz elemei;
@ Ragalyos fert6zés terjedése, csapadékmennyiség alakulasa,
szeizmograf mozgasa, sorhosszlsag alakulasa pénztaraknal,
szerencsejatékok, tozsdei aringadozasok.



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Elemi események: a kisérlet/megfigyelés lehetséges
kimenetelei. Jeldlés: w.
@ Eseménytér: az elemi események halmaza; jeldlés: Q.
@ Esemeény: az eseménytér bizonyos A C Q részhalmaza, amit
ugy értiink, hogy ha az w € Q elemi esemény kdvetkezik be, akkor
@ w € A esetén bekévetkezik az A esemény is,
o w¢ A eseténaz A esemény nem kovetkezik be.
@ Biztos esemény: amely mindig bekdvetkezik;
be lehet azonositani az Q C Q részhalmazzal.

@ Lehetetlen esemény: amely sohasem kdvetkezik be;
be lehet azonositaniaz # ¢ Q Ures részhalmazzal.




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Logikai miveletek eseményekkel

@ Minden A eseménnyel kapcsolatban tekinthetjik az A ellentett
(komplementer) eseményét: ez pontosan akkor kévetkezik be,

amikor az A esemény nem kdvetkezik be; jeldlése: A.

@ Az A és B események 6sszege (unidja) az az esemény, amely
pontosan akkor kévetkezik be, amikor az A és B események
kdzul legalabb az egyik bekdvetkezik; jelélése: A+ B vagy AUB.

@ Az A és B események szorzata (metszete) az az esemény,
amely pontosan akkor kévetkezik be, amikoraz A és B
események mindegyike bekdvetkezik; jeldlése: A-B vagy AN B.

@ Az A és B események killonbsége az az esemény, mely

pontosan akkor kdvetkezik be, amikor az A esemény
bekdvetkezik, a B esemény pedig nem; jelélése: A— Bvagy A\ B.




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

A logikai miveletek tulajdonsagai

@ kommutativitas: A+B=B+A,
A-B=B-A
@ asszociativitas: A+ (B+ C)=(A+ B) + C,
A-(B-C)=(A-B)-C.
@ idempotencia: A+ A=A,
A-A=A
@ disztributivitas: A-(B+ C)=(A-B)+(A-C),
A+(B-C)=(A+B)- (A C).
@ de Morgan-féle azonossagok: A+ B=A-B,
+ B.

A-B
@ kiildnbség: A-B=A-B.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Diszjunkt események

Azt mondjuk, hogy az A és B események diszjunktak (kizarjak
egymast), ha egyszerre nem kdvetkezhetnek be.

Az A és B események akkor és csak akkor diszjunktak, ha A-B = (7).)

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,
haaz A esemény bekdvetkezése esetén mindig bekdvetkezik a B
esemény is; jelélése: A= B.

A kovetkez0 allitasok ekvivalensek:
e A= B;
e AcC B;
@ BCA;
e B= A




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Eseményalgebra

Egy Q eseménytér bizonyos eseményeibdl allé A rendszert
(esemeény)algebranak nevezilnk, ha tartalmazza a biztos eseményt,
és zart a komplementerképzésre és a véges unioképzésre.

Példaul Q 6sszes részhalmazainak A := 2 rendszere.

Ha A c 29 eseményalgebra, akkor A tartalmazza a lehetetlen
eseményt is, s zart a killbnbségképzésre és a véges
metszetképzésre is.

Természetes az a feltevés, hogy egy kisérlettel kapcsolatos
események rendszere eseményalgebrat alkot.

o-algebra

Egy eseményalgebrat o-algebranak neveziink, ha zart a
megszamlalhatd unidképzésre.




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Egy pénzdarab feldobasa esetén
Q = {fej, iras}.

De lehet a fejhez a 0, az irashoz pedig az 1 szamot

hozzarendelni, és igy

A kisérlethez tartoz6 eseményalgebra:
A=2%={0.{0}.{1}.0}.

Ekkor az elemi események szdma: |Q| =2, az dsszes
események szama pedig 29| = 4.



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© n-szer egymas utan dobva egy pénzdarabbal:
Q={w=(ay,a,...,an): a,a,...,anc {0,1} }.

Ekkor || =2" és a kisérlethez tartoz6 eseményalgebra
A =22 melyre |A| =2%".

Ha n darab egyforma pénzdarabot egyidoben dobunk fel, akkor
is lehet ugyanezt az eseményteret tekinteni, hiszen a kisérlet
kimenetelét nem valtoztatja meg, ha megszamozzuk a
pénzdarabokat. De lehet csak a megkililéonbdztethetd
kimenetelekre szoritkozni: ezek szama n+ 1. Az elsd
eseménytér altalaban alkalmasabb, mert példaul szabalyos
pénzdarab esetén az elemi események egyforma esélyliek!



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Egy zsdkban n kilénbdzd szinl golyé van. KihGzunk ezek kozll
k darabot; négy lehetéség van aszerint, hogy visszatevéssel
vagy visszatevés nélkiil hizunk (az utobbi esetben k < n
szlikséges), és aszerint, hogy a sorrend szamit vagy a sorrend
nem szamit.

Ez a kisérlet ekvivalens azzal a kisérlettel, amikor n rekeszbe
helyeziink el k targyat; az eldbbi négy lehetdség annak felel
meg, hogy egy rekeszbe tobb targy is kertlhet vagy csak egy,
illetve a targyak meg vannak kilénbéztetve, vagy nem.



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

sorrend
szamit
(variacid)

sorrend nem
szamit
(kombinacio)

visszatevés nélkdl
(ismétlés nélkdl)

(1)

egy rekeszbe
legfeljebb egy
targy kerllhet

visszatevéssel
(ismétléses)

)

egy rekeszbe
tébb targy is
kerllhet

a targyak
kilénbozoek

a targyak nem

kilonboznek




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n Kkilénbdzd elem kdzil hizunk visszatevés nélkll agy, hogy
a sorrend szamit, és kihlzzuk az 6sszes n elemet (ami azzal
ekvivalens, hogy n elemet sorbadllitunk; ezeket
permutacioknak nevezziik), akkor a lehetéségek szama

Q=nl:=1-2..... n,
hiszen az els6 huzasnal még n lehetéség van, a masodiknal
n—1, stb., és ezek szorzata adja az eredményt.

@ Ha n kilonbdzd elem kdzll k elemet hiizunk visszatevés nélkil
(ahol k < n) gy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétlés nélkdli

variacioknak nevezziik), akkor a lehetéségek szama
n

amit az el6z6h6z hasonl6é gondolatmenettel bizonyithatunk.



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilénb6z6 elem kdzlil k elemet hizunk visszatevéssel
agy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétléses variacioknak
nevezzUlk), akkor a lehetdéségek szama

Q| = n,
hiszen minden huzasnal n lehetdség van.

@ Ha n kilénbdzd elem kdzil k elemet hizunk visszatevés nélkil
(ahol k < n) Ugy, hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétlés
nélkili kombinacidoknak nevezziik), akkor a lehetéségek szama

Q| = n\ n! ~nn—1)---(n—k+1)
\k/) " kl(n—k) k! ’
hiszen a megfelel6 ismétlés nélkili variaciokat ugy lehet

megkapni, hogy a kihtzott k elemet az 6sszes lehetséges
maodon sorbarakjuk; ezek szama pedig mindig k!.




1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilénbdzd elem kdzil k elemet hlizunk visszatevéssel Ugy,
hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétléses kombinacidoknak
nevezzik), akkor a lehetdségek szama

n+k-—1
|9|—( p )

Ezt Ugy lehet belatni, hogy a kisérlet kimeneteleihez
egyértelmiien hozza lehet rendelni egy olyan sorozatot, mely
n—1 darab egyesbdl és k darab nullabdl all, mégpedig ugy,
hogy az elsd egyes elé irt nullak szama (ami 0 is lehet) jelenti az
elso fajta elembdl hlzottak szamat, az elsé és masodik egyes
kdzé irt nullak szama jelenti a masodik fajta elembdl hizottak
szamat, stb., az (n— 1)-edik egyes utan irt nulldk szama jelenti az
n-edik fajta elembdl hizottak szamat; az ilyen nulla—egy sorozatok
szama pedig nyilvan ("%=1), hiszen azt kell megmondani, hogy
az n+ k —1 hely kdézil melyik k helyre kerdljén nulla.



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Advavan n kartya; ezeket osztjuk szét k jatékos kozott tgy,
hogy sorban ny, no, ..., N, kartyat kapjanak, ahol
Ny +no+---+ ng = n, €s az egy jatékoshoz kerdld lapok
sorrendje nem szamit (ezeket ismétléses permutacioknak
nevezzlk). Ekkor az eseménytér elemeinek szama
[
2= o
1: 2! K-
hiszen a kartyak n! szamu permutacioit ugy lehet ezekbdl a
leosztasokbol megkapni, hogy az egy jatékoshoz kerdilt nq, no,
..., N, Kartyat tetsz6leges sorrendbe helyezziik.

© Addig dobalunk egy érmével, mig az elso fejet sikertl elérni.
Ekkor Q = {f,if,iif, iif, ..., i},

ahol i, azt alehetséges kimenetelt jeldli, amikor csak irast
dobunk a végtelenségig.



2. Val6szinliség

Gyakorisag, relativ gyakorisag

Ha egy A eseménnyel kapcsolatban n darab véletlen, fliggetlen
kisérletetet hajtunk végre, akkor A gyakorisaga az a szam,
ahanyszor A bekdvetkezik; ez egy véletlen mennyiség, melynek

lehetséges értékei: 0,1,...,n; jeldlése: ky(A).
. . < . Ka(A o
Az A esemény relativ gyakorisaga: r,(A) := ”,(7 ); ez is veletlen
. . et 12
mennyiseg, melynek lehetséges értékei: 0, FUPLEE ,% =1;

Tapasztalat:

ha n-et noveljik, azaz egyre tébb kisérletet hajtunk végre, akkor az A
esemeény relativ gyakorisaga egyre kisebb kilengésekkel ingadozik egy
P(A) szam korul; amit majd A valdsziniliségének hivunk.



2. Valoszinliség

Relativ gyakorisag tulajdonsagai

Tetszbleges n e N esetén

0 < ry(A) < 1 tetszdleges A esemény esetén.
() =0, rm(Q)=1.
@ ha A és B egymast kizar6 események, akkor
(AU B) = ry(A) + ra(B).
@ ha Ay, Ay,...egymast paronként kizaré események, akkor

I ( UA,) => " r(A).
j=1 j=1

rm(A) =1 —ry(A) tetszbleges A esemény esetén.
ha A C B események, akkor rp(A) < ra(B).

20



2. Val6szinliség

Valbszinliségi mez6 (Kolmogorov)

(,A,P) harmas, ahol
@ Q egy nemiires halmaz (az elemi eseményekbdl allé
eseménytér);
@ AcC 22 az Q bizonyos részhalmazaibél all6 o-algebra
(az események rendszere);
@ P: A — R olyan leképezés (halmazfliggvény), melyre
@ P(A) €[0,1] tetszbleges A c A esetén,

Q P(Q) =1,
@ ha A, A, ... € A paronként diszjunktak, akkor

P (UA,-) = Z P(A).
j=1 j=1

(Ezt a tulajdonsagot o-additivitasnak nevezziik).

Egy A esemény esetén a P(A) szamot az A valdsziniiségének,
a P: A— R leképezést pedig valdszinliségeloszlasnak
(valészinliségi mértéknek) nevezzik.

21



2. Val6szinliség

A valoszinliségeloszlasok tulajdonsagai
@ P(P) =0. (Hiszen ha P()) > 0 volna, akkor a c-additivitasban
Ay = A, = ... = () valasztassal ellentmondasra jutnank.)
@ Ha Ay, A, ..., A, € A paronként diszjunktak, akkor

P ( UA,-) => P(A).
j=1 j=1

(Haszndljuk a o-additivitast A,i1 = Apio = ... =0 esetére,
és alkalmazzuk azt, hogy P(()) =0.)
Ezt a tulajdonsagot véges additivitasnak nevezzik.
@ P(A)=1—-P(A).
(Hiszen Q = AU A diszjunkt felbontas, igy a véges additivitassal
1 =P(Q) = P(AUA) = P(A) + P(A).)

29



2. Val6szinliség

A val6szinliségeloszlasok tulajdonsagai
@ Ha A= B, azaz A C B, akkor
P(A) <P(B),  P(B\A)=P(B)—P(A).
(Hiszen AC B esetén B= AU (B\ A) diszjunkt felbontas, ezért
P(B) = P(A)+ P(B\ A) > P(A).)
Az elsb tulajdonsagot monotonitasnak nevezziik.
o Tetszbleges A, B € A esetén
P(Au B) = P(A) +P(B) — P(AN B),
hiszen
AUB=[A\(ANB)]U[B\(ANB)]U(ANB)

diszjunkt felbontas, ezért AnNBC A és AN B C B miatt
P(AUB) = [P(A) —P(ANB)] + [P(B) — P(AN B)] + P(AN B).

Ez a tulajdonsag a szita-formula specialis esete 2 eseményre.

29



2. Valoszinliség

A val6szinliségeloszlasok tulajdonsagai
o Tetszbleges A,B,C € A esetén
P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C)
—P(ANB)—P(ANC)—P(BN C)

+P(ANBN C),
hiszen

P((AuUB)UC) =P(AUB)+P(C)-P((AUB)NC)
és
P((AUB)NC)=P((ANC)U(BNC))
—P(ANC)+P(BNC)—P((ANC)N (BN C)),

ahol (AnC)N(BNC)=AnBnNC.
Ez a tulajdonsag a szita-formula specialis esete 3 eseményre.

v

24



2. Valoszinliség

A valoszinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ Szita-formula (Poincaré-formula): Tetszbleges A¢,...,Ap e A
esetén

n n
" (U Ak) =Y -0,
k=1 k=1
ahol

S}({n): Z P(A,‘1 ﬂ---ﬂAik), neN.

1<ii<lp<-+-<ix<n

Azaz, események n tagu unidjanak a valészinlisége az
események legfeljebb n tagl metszeteinek a valészinliségeivel
kifejezhetd.

Pl



2. Val6szinliség

Tovéabba,
20 n 201
S (-1k1s? <p (U Ak> S (1S, reN,
k=1 k=1 k=1

ahol S,((”) =0, ha k > n. Ez az egyenl6tlenség azt jelenti, hogy a
P(A1 U---UA)) valoszinliséget a szita-formuldban kifejez6

SN —s+8" -8 +...

eldjeles dsszeg paratlan szamu tagot tartalmazé részletésszegei
felllrdl, mig a paros szamu tagot tartalmazé részletésszegei alulrol
kozelitik.

Specidlisan, ¢ = 1 valasztassal: P ({Jy_; Ax) < > x_1 P(Ak), n € N,

melyet a valoszinliség o-szubadditivitasanak hivunk.

A valbszinliségeloszlasok tulajdonsagai

2R



2. Valoszinliség

Legyen Q nemires halmaz. Legyen minden ne N esetén A, C Q.
Ha Ajc A C ... és A:= U A,, akkor azt irjuk, hogy A, 1 A.

n=1

Ha Afj DA D... és A:= ﬂ An, akkor azt irjuk, hogy A, | A.

n=1

A val6szinliségeloszlasok tulajdonsagai
o Tetszbleges Ay,As,--- € A, A1 A esetén
nh_)n;o P(An) = P(A).
Ezt a tulajdonsagot alulrdl folytonossagnak nevezzik.
o Tetszbleges Ay,As,---€ A, A, | A esetén
nh_)n;@ P(An) = P(A).

Ezt a tulajdonsagot fellilrol folytonossagnak nevezzik.

27



2. Valoszinliség

Diszkrét valészinliségi mezo
Q véges vagy megszamlalhatéan végtelen, azaz

Q = {wy,wa,...,wn}

vagy
Q= {wi,wo,...}

alaku, és A = 29.

Val6szinliségek kiszamolasa diszkrét valdszinliségi mezdben
Tetszbleges A € A esemény eléall az

A= U {w)

iwi€A
diszjunkt felbontas alakjaban, igy

P(A)= > P{wi})-

iwi€A

28



2. Valoszinliség

Ezért diszkrét valdszinliségi mezbdben elég megadni az elemi
események valdszinliségeit, a

pi := P({wi}), i=1,2,...Nvagy oo

szamokat ahhoz, hogy tetsz6leges esemény valészinliségét ki tudjuk
szamolni.

Nyilvan szikséges az, hogy ezek a {py,po,...} szamok
nemnegativak legyenek és 6sszeglk 1 legyen, hiszen

Sp= Y Pl =P (Utad) = p@ = 1.
] ! ]
Az is igaz, hogy ha {p1,po,...} nemnegativ, 1 6sszegli szamok,
akkor a fentieknek megfeleléen bevezetett P : A — R flggvény
valoszinliség.
Haa {pi,po,...} szamok nemnegativak és 1 dsszegliek, akkor azt
mondijuk, hogy (diszkrét) eloszlast alkotnak.

29



2. Valoszinliség

Példa. Feldobunk egy olyan pénzdarabot egymas utan 10-szer,
melynél az iras valdszinlsége %, a fej valoszinisége 2.
(a) Adjunk meg egy, a feladatnak megfelelb valosziniiségi mezét!
(b) Mennyi a valésziniisége, hogy ugyanannyi fejet kapunk, mint
irast?
(c) Mennyi a valdszinlisége, hogy k fejet kapunk, ahol
ke {0,1,...,10}?
(d) Mennyi a valoszinlisége, hogy tobb fejet kapunk, mint irast?
(a): Legyen Q:={F,[}'°, azaz Q az 6sszes 10 hosszusagu fej-iras
sorozatok halmaza. Az elemi események tehat a 10 hosszusagu
fej-iras sorozatok. Legyen A :=29?, és P: A — [0,1], melyre

ren= () (2) wea

ahol kj(w) az w sorozatban levé irasok szama.

Ekkor (92, A4,P) nem klasszikus valoszinliségi mezd.
20



2. Valoszinliség

(b): Ekkor

5 5
P({5 fejet és 5 irast kapunk}) = <150> (;) (g) )

(c): Ekkor tetszdleges k € {0,1,...,10} esetén

10\ /1\'107k r2\k
P({k fejet és 10 — k irast kapunk}) = <k> (3) (3) .

(d): Ekkor

10

10\ /1)107F r2)\*
P({t6bb fejet kapunk, mint irést})zz<k> <3> <3> ,

1



2. Valoszinliség

Egyenletes eloszlas véges halmazon

Q = {wy,w2,...,wn},
és az elemi események egyenld esélyliek, azaz

P({w1}) = P({wz}) = ... = P({wn})

Valdszinliségek véges halmazon egyenletes eloszlas esetén

= ) P({w}) = Z 1= |A|

iwi€A / wi€A

\
\
N
N
\
|
Il
Il
2=
N o
\
A\

vagyis . ,
kedvez0 kimenetelek szama

P(A) = — . : .
(4) 0sszes kimenetelek szama

Ez a valoszinliség kiszamitasanak klasszikus képlete.

9



2. Valoszinliség

Klasszikus valdszinliségi mezd
Olyan (Q,.A,P) valoszinliségi mezd, ahol
@ Q véges,azaz Q = {wq,wo,...,wy} alaky, ahol N € N,
o A=29
° 1
P({wr}) = P({wz}) = ... = P({wn}) = -

Azaz, véges sok elemi esemény van, az elemi események tetszéleges

halmaza esemény, és az elemi események egyenl6 valészinliségiiek.

23



2 Valdszinliség

Példak:
@ Két szabalyos érmét feldobva mennyi annak a valdsziniisége,
hogy eqy fej és egy iras legyen az eredmény?

Ekkor a két érmét megklilonbdztetve az
Q = {ff, fi, if, ii}

eseményteret kapjuk, Iegyen, A =292 az elemi események
egyforma valdszinlségliek. Igy az

A = {fi,if}

esemény valdészinlisége

P(A) =
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2. Valoszinliség

Példak:

@ Mennyi a valdésziniisége, hogy egy n tagu tarsasagban van
legalabb két olyan személy, akiknek ugyanakkor van a
sziiletésnapja? (Feltessziik, hogy a sz6kénap nem lehet.)

Nyilvan n > 365 esetén (a ,,skatulya-elv” miatt) ez a biztos

esemény, igy ekkor a valészinliség 1.

Ha pedig n < 365, akkor az ellentett eseménnyel szamolva

P(A)=1—-P(A) =1—

365364 (365 — n+1)

3657
0.284
0.476

365! 0.507
" (365 n)!-365" ) 0.891
0.970
0.990

=1

ha n= 16,
ha n = 22,
ha n = 23,
ha n =40,
ha n = 50,
ha n=57.
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2. Val6szinliség

Egyenletes eloszlas R* véges mértékii részhalmazain

Q: R¥ egy véges (Lebesgue-)mértékii részhalmaza,

A: Q Borel-halmazaibol all6 o-algebra,

P: ,,minden pont egyenld esély(i”, pontosabban egy A€ A
részhalmaz valoszinlisége A mértékével aranyos, azaz

P(A) = 140,
1(€2)
ahol u azilleté halmaz k-dimenzids (Lebesgue-)mértékét jeldli:
@ k=1 esetén hossz,
@ k=2 esetén terllet,
@ k =3 esetén térfogat.
Ez a geometriai valdsziniiségi mezo, illetve a valosziniiség

geometriai kiszamitasi modja.
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2. Valoszinliség

Példa. Egy egységnyi hosszusagu szakaszt két, talalomra kivalasztott
ponttal harom szakaszra bontunk fel. Mennyi annak a valosziniisége,
hogy a harom szakaszbdl haromszdéget lehet szerkeszteni?

Az eredmény a [0, 1] x [0,1] négyzet azon részhalmazanak terllete,
melynek pontjaira fennallnak a kévetkez6 egyenldtlenségek:

O<x<y<1i, O<y<x<1,
T—y<x+y-x)=vy, vagy T-x<y+(x-y)=x,
x<(y-x)+(1-y)=1-x, y<x=-y)+(1-x)=1-y,
y—-x<x+Q1-y), X—y<y+(1-x),
azaz
1 1 1 1
{O<x<$<y< ) vagy 0<y<12<x< ,
y—x<sz, X—y<s.

Ezért a keresett valoszinliiség 1/4.
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2. Valoszinliség

Példa. Egy kikétbbe a nap 24 ordja alatt két hajo A és B érkezik
egymastdl figgetlendil, véletlen idépontokban. A munkasok az A
hajét 1, a B hajot 2 ora alatt tudjak kirakodni. Az elébb érkezb hajo
kirakodasat azonnal megkezdik. Amennyiben a masik hajo ugy
érkezik, hogy a munkasok az elsével még nem végeztek, a késébb
érkezb6 hajo kénytelen varakozni. Mennyi a valoszinlisége, hogy egyik
hajonak sem kell varnia?

Jeldlje ¢ az A hajé érkezési idejét (6raban), n pediga B hajé
érkezési idejét (6raban). Ekkor (&, 1) egyenletes eloszlasu a

[0,24] x [0,24] négyzeten. Legyen

S := {egyik hajonak sem kell varnia}

={(e.m) € 0,241 x [0,24] | € + 1 < n} U {(&,m) € [0,24] x [0,24] | n+2 < £},
igy a keresett valészinliség

22,2 5065
242 ~ 576

~ 0, 879.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Feltételes relativ gyakorisag

Ha n flggetlen kisérletet végzlink, akkor az A esemény feltételes
relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy a B esemény
bekovetkezett
kn(ANB) (AN B)

kn(B) —  m(B)

(A | B) :=

(Mivel a B esemény bekdvetkezett, ky(B) > 0 és rp(B) > 0.)

Feltételes valdszinliség

Az A esemény feltételes valosziniisége a B feltétel mellett (azaz
ha tudjuk, hogy a B esemény bekdvetkezett)

P(A| B)i= "

feltéve, hogy P(B) > 0.




3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

A feltételes valoszinliséget ugy is ki lehet szamitani, hogy az
eseményteret lesz{kitjik a feltételben szerepld eseményre.

Legyen (Q,.A,P) egy valoszinliségi mez0, és B € A egy esemény,
melyre P(B) > 0. Ekkor (B,.Ag,Pg) is valészinliségi mezd, ahol
Ag:={AnB:Ac A}, és Pg: Ag— [0,1], Pg(C) :=P(C| B),

C e Ag.

Legyen (Q,.A,P) egy valoszinliségi mez0, és B € A egy esemény,
melyre P(B) > 0. Ekkor (Q,.A,Pp) is valészinliségi mezd, ahol
Pg: A—[0,1], Pg(C):=P(C|B), Ce A.

40



3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Példak:

@ Mennyi a valdsziniisége, hogy egy kétgyermekes csaldadban
mindkét gyerek fiu, ha feltételezz(ik, hogy egy gyerek egyenl6
valészinliséggel lehet fii vagy lany, és tudjuk, hogy

e az idbsebb gyerek fiu;
o legalabb az egyik gyerek fia ?

Definicio szerint szamolva: Ekkor az eseménytér
Q = {FF,FL,LF,LL},

melynek elemei egyforman 1/4 valoszinliségiek, ahol pl. FL
annak felel meg, hogy az 1. (idésebb) gyerek fit és a 2. (fiatalabb)
gyerek lany. Tovabba, A =29, Legyenek

A := {mindkét gyerek fiu} = {FF},

By := {az id6sebb gyerek fiu} = {FF,FL},

B, := {legalabb az egyik gyerek fiu} = {FF, FL, LF}.
Nyilvan AN By = An B, = {FF}.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

lgy
2 1 3 1
P(B1)—Z—§a P(Bz)—z, P(Aﬂ B1)_P(AQBZ)_Z'
és ezért
P(ANB o
HMB”_ﬂWMO_?_Z
2
PANB) 4 1

Az esemeénytér lesziikitéesének modszere:
Ekkor (B1 , AB1 s PB1) és (BQ, 'ABZ’ PBZ) az alabbiak:

B, = {FF,FL}, B, = {FF,FL,LF},
Ag, ={ANBi:Ac A} =27 =12,
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

és Pg : Ag — [0,1], Pg(C)=P(C|B;), Cc Ag,i=1,2,
melyekre teljesul, hogy

Pe, ({FF}) = Py, ({FL}) = 1.

Pe,({FF)) = Pa,({FL}) = Pa,({LF}) = 1.
igy A={FF} € Ag,i=1,2, és

i

P(A| Br) = Pey(A) =

W= N =

P(A| Bz) = Pg,(A) =
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Q Az 52 lapos francia kartyat kiosztjuk 4 embernek, mindenki 13
lapot kap. Tudjuk, hogy az egyik ember 2 aszt kapott. Mennyi a
valoszinlisége, hogy a masik 2 asz a partnerenél van (csak egy

[

, . , 52!
partnere van)? Az dsszes leosztasok szama W’ ezek

RSP e 48 39!
egyforma valosziniiségliek. Ezekbdl <2> . (11> : W olyan
leosztas van, melynél az elso jatékos 2 aszt kap, és ezek k6zott

edi
pedig 4 48 37 26!
2 11 11 (131)2
olyan leosztas van, melynél a masik 2 asz a partnerénél van.
Tehat a keresett feltételes valdszinliség (az eseménytér
leszlikitésének modszerét hasznalva)

() ()G e 2

@ @) e 19
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Lancszabaly

P(A1 ﬂAgﬁ"'ﬂAn)

= P(A1) P(Ag ’ A1) P(A3 | A4 ﬂAg)”- P(An | AiNAn--- ﬂAn_1),
feltéve, hogy P(AinAxn---NA_1)>0.

A jobb oldal
P(A ) P(A1 ﬂAg) P(A1 ﬂAgﬂAg) P(A1 ﬂAgﬂ'~-ﬁAn_1 ﬂAn)
" P(AY) P(A1 N Az) P(AiNAz---NA—1)

ahol P(A1NAxN---NAs_1) >0 miatt P(A;) >0, P(AiNA2) >0,...,
P(A1 ﬂAQ'”ﬂAn_z) > 0.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Példa. Huzzunk ki a 32 lapos magyar kartyabdl harmat visszatevés
nélkdl. Mennyi a valdsziniisége, hogy az elsé és a harmadik kihizott
lap piros, a masodik pedig nem az?

Jeldlje i =1,2,3 esetén A, azt az eseményt, hogy az i-edik hizas
eredménye piros. Ekkor
8 1 — 24 — 7
= —=- A | A1) = — P(A3| At NAy) = —
P(A1) 32 47 P( 2‘ 1) 317 ( 3’ 1ﬂ 2) 30’
'9y _ 124 7 7

P(A1 ﬂAgﬂAg):Z-a-%:ﬁ.

Persze lehetne hasznalni azt az eseményteret is, amely az elsé harom
kihdzott lapbdl all a sorrendet is figyelembe véve; ekkor |Q2| = 32-31-30,
és a kimenetelek egyenl6 valészinliségliek. Mivel a kedvez0 esetek

szdma 8-24 -7, igy a keresett valoszinliség 552145 = 1t5-
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Telijes eseményrendszer

Az eseménytér megszamlalhato paronként diszjunkt felbontasa
eseményekre, azaz események Aq, Ao, ... véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sorozata, melyek egymast paronkeént
kizarjak, és unidjuk az egész eseménytér, vagyis

ANA =0 ha i#j, és A =Q.
i
i

Egy teljes eseményrendszer eseményei kdziil mindig pontosan egy
kovetkezik be, és
> P(A)=1.
i
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Teljes valoszin(iség tétele

Ha az Aq, A, ... pozitiv valoszinliségli események teljes
eseményrendszert alkotnak, akkor tetszéleges B eseményre

P(B) = Z P(B | A)-P(A).

Bizonyitas. Nyilvan B = U(Bn A;) diszjunkt felbontas, hiszen
I

B=BnQ=Bn(UA)=UBNA),
€s [ #j esetén ' :
(BﬂA,‘)ﬂ(BﬁAj)ZBﬂA,‘ﬂAjZ@,
ugyanis A;NA; = (. Ezért

P(B)=)Y P(BNA)=>Y_P(B|A)-P(A).
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Példa. Harom gép csavarokat gyart. A selejt aranya az elsé gépnél
1%, a masodiknal 2%, a harmadiknal 3%. Az 6ssztermék 50 %-at
az elsé gép, 30 %-at a masodik, 20 %-at pedig a harmadik allitja elé.
Mi a valésziniisége annak, hogy az 6ssztermékbdl véletlenszeriien
valasztott csavar selejtes?

Jelblie B azt az eseményt, hogy selejtet hizunk, i =1,2,3 esetén
pedig A; azt, hogy a kihlzott csavar az i-edik gépen készilt. Ekkor

P(B|A;) =0.01, P(B|A;) =002,  P(B|As)=0.03,
P(A1) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2,

igy
P(B) =0.01-0.5+0.02-0.3+0.03-0.2=0.017.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Bayes-formula
Ha A és B pozitiv valoszinliségli események, akkor

_ P(A)-P(B|A)
P(A| B) = ~rE
Bizonyitas: P(A| B) = P4gP) és P(ANB) =P(A)-P(B| A).

Bayes-tétel
Ha az Aj, A, ... pozitiv valészinliségli események teljes
eseményrendszert alkotnak és P(B) > 0, akkor

_ P(A)-P(B|A)
PAB) = BB A) - PA)
J

Bizonyitas: A Bayes-formulaval P(A; | B) = %. A teljes

valésziniiség tételevel P(B) = > P(B|A))-P(A).
i
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

o

Példa. Mennyi a feltételes valdsziniisége az el6z6 példaban annak,
hogy az els6, masodik, illetve harmadik gépen gyartottak a kivalasztott
csavart azon feltétel mellett, hogy az selejtesnek bizonyult?

0.5-0.01 5 6 6

P(A|B)=—F57 =770 PAI[B == PA|B)=_.
0.017 17 17 17
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Példa. Vandorlasai kézben Odlisszeusz egyszer egy harmas
utelagazashoz ért. Tudta, hogy az egyik ut Athénba, a masik
Miikénébe, a harmadik pedig Spartaba vezet. Azt is tudta, hogy az
athéniak atlagosan minden harmadik alkalommal mondanak igazat, a
mikénéiek fele hazudozo, a spartaiak pedig becsliletesek, sosem
hazudnak. Kockadobassal dontétte el, hogy melyik utat valassza,
egyforma valdszinliséget adva mindegyiknek. Ezutan addig ment mig
egy varosba nem ért. It az els6 szembejévé embert6l megkérdezte,
hogy mennyi kettd meg kettb, és valaszként 4-et kapott. Mennyi a
valdsziniisége, hogy Athénba érkezett?

Vezessik a kdvetkezd eseményeket:

A1 := {Odisszeusz Athénbe érkezett},

Ay := {Odisszeusz Mikénébe érkezett},

As := {Odisszeusz Spartaba érkezett},

B := {Odusszeusz kérdésére igaz valaszt kapott}.

A P(A; | B) feltételes valoszinliséget kell meghatarozni.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Ekkor

P(AY) = P(A2) = PlAs) = 5.

és
1

P(BIA) =3 P(BlA)=5  P(BlA)=1.

N =

A Bayes-tétel alapjan

P(A1 |B): P(B|A1)P(A1)

P(B| A1) P(A1) + P(B| Az) P(A2) + P(B | A3) P(As)
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Flggetlen események
Azt mondjuk, hogy az A és B események fiiggetlenek, ha
P(AN B) = P(A) - P(B).

v

Ha A, B és B pozitiv valdsziniiségli események, akkor a kbvetkez6
allitasok ekvivalensek:

@ A és B fliggetlenek;
P(A[B) = P(A);
P(B|A) = P(B);

A és B fluggetlenek;
P(A| B) = P(A| B).

Ha P(A) =0 vagy P(A) =1, akkor A tetszbleges B eseménytdl
figgetlen.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Példa. Egy szabalyos dobokockaval n-szer dobunk. Jeldlje A azt az
esemeényt, hogy az els6 m dobas soran nincs 6-os, B pedig azt,
hogy az els6 n dobas kézt nincs 1-es, ahol m < n.

Fliggetlen-e A és B?

Ekkor Em . gn-m  gm 5
es
P(AN B) = P({az els6 m dobas kbzétt nincs 1-es és 6-0s,
az utolsé n — m dobas kdzétt nincs 1-es})
4m . gn—m 4m gn—-m
T e 6™ e

Meg kell vizsgélni, hogy teljesll-e, hogy P(AN B) = P(A) P(B).
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Ekkor

4m 5n—m 5m 5n
67 67 6 6

P(AN B) = P(A)P(B)

4m 52m
= e gm min(4/6) =2min(5/6)
< In(2/3) =1In(25/36) <= 24 =25,

mely ellentmondas, ezért A és B nem fliggetlenek.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Paronként fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, Ay, ... események paronként
fuggetlenek, ha kézilik barmely két kiilonbdz6 esemény fliggetlen.

(Teljesen) fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, Az, ... események (teljesen) fliggetlenek,
ha tetszbleges i, i, ..., ix paronként kiilonb6zo6 indexekre

P(A,'1 N A,'2 AR Aik) = P(A,’1) P(A,’z) coc P(A,’k).

Lehetséges, hogy példaul harom esemény paronként fliggetlen, de
nem (teljesen) fliggetlen.
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3. Feltételes valoszinliség, fliggetlen események

Paronként fliggetlenség = fliggetlenség

Dobjunk fel egy szabalyos pénzdarabot kétszer egymas utan. Legyen
A = {az els6 dobas fej}, B := {a masodik dobas fej},
C := {a két dobas eredménye kilénb6z6} .

1 1 2 1 1
= P(B):Ea P(C):ZZE, P(AQB):Z,

P(AN C) = P(az elsd dobas fej, a masodik dobas irés) =

)

P(Bn C) = P(az els6 dobas iras, a masodik dobas fej) =

9

E NI N

kapjuk, hogy A, B és C paronként fliggetlenek. Azonban,

P(AN BN C):P(Q))zosé%-5-%=P(A)P(B)P(C)7

igy A, B és C nem flggetlenek.
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4. Val6észinliségi valtozok

Val6szinliségi valtozo / véletlen mennyiség, eloszlasfliggvény
Ha (Q,.A,P) valoszinliségi mezd, akkora ¢ : Q — R leképezés
valosziniliségi valtozd/ véletlen valtozo/ véletlen mennyiség, ha
tetszbleges x € R esetén {{ < x}:={w e Q:{(w) < x} € A.
Ekkoraz F¢:R — [0,1],

Fe(x) :=P({¢ <x}), xE€R,

flggvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Eloszlasfliggvény jellemzése

Egy F:R — [0,1] fuggvény akkor és csak akkor lehet
eloszlasfiggvénye valamely ¢ :Q — R véletlen valtozénak, ha

@ F monoton ndvekvo,

@ F balrdl folytonos,

Q@ Iim F(x)=0, lim F(x)=1.
X——00 X—r+00
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4. Val6észinliségi valtozok
Példa. Ledobunk egy pontot véletlenszeriien a [0,2] intervallumra.
Valaki felirja a ledobott pont helyét a jegyzbkényvbe, ha a ledobott
pont a [0,1] intervallumba esik, és a 0 értéket irja be, ha ez a pont
az (1,2] intervallumba esik. Jeldlje ¢ a jegyz6kényvbe irt szam
értékét! Adjuk meg ¢ eloszlasfliggvényét!

Jelblie 1 aledobott pont helyét! Ekkor F¢: R — [0, 1],

Fe(x) = P(§ < x)
{P(@) ha x <0,
= P{ne(,2}u{ne(o,x)}) ha 0 < x <1,
P({ne(1,2l}u{nel0,1]}) =P(Q) ha x> 1

0 ha x <0,

=¢3* ha0<x<1,

1 ha x > 1.
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4. Val6észinliségi valtozok

Eloszlasfiggveny
Legyen ¢ valdszinlségi valtozé F; eloszlasfliggvénnyel.
Tetszbleges a,b € R, a< b esetén

P{a < ¢ < b} = Fe(b) — Fe(a).
Tetszbleges ¢ € R esetén

P{{ <c}=Fc)= QT"; Fe(x), P{{<c}= |XT): Fe(x) = Fe(c +0),

igy P{¢ =c} az F¢ ugrasaa c pontban, azaz

P{{=rc}= I):ir; Fe(x) —lim Fe(x) = Fe(c+ 0) — F¢(c).

xtc
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4. Val6észinliségi valtozok

Diszkrét véletlen valtozo

A £:Q — R véletlen valtozo6 diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

A ¢ diszkrét véletlen valtozo eloszlasa aza P, mértéka ¢
lehetséges értékeinek X := {xq, xo,...} halmazan, melyre
Pg({Xi}) = P({w eN: §(w) = X,'}), Xj € X.

Diszkrét véletlen valtozé eloszlasfliggvénye

Egy ¢ diszkrét véletlen valtozé eloszlasfiiggvénye olyan l1épcsos
figgvény, mely a lehetséges értékeknél ugrik, és az ugras nagysaga
az illetd érték valészinlisége. Ha a ¢ lehetséges értékeinek halmaza
X = {xy, Xo,...}, akkor

Fex)= ) Pe({x}), xeR.

{i:xi<x}




4. Val6észinliségi valtozok

Példak:
@ Két szabalyos kockat dobva a dobott szamok dsszegét jeldlje .
Hatarozzuk meg ¢ eloszlasat!

Ekkor ¢ diszkrét véletlen valtozé; lehetséges értékeinek halmaza:
X =1{2,8,...,12},
eloszlasa:

T ha2<k<7,

P{{ =k} =
ha 7 <k <12.
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4. Val6észinliségi valtozok

@ Binomialis eloszlas.

n flggetlen kisérlet, n € N

A esemeény, p:=P(A) €[0,1]

A gyakorisaga: ¢ := kn(A) diszkrét véletlen valtozé;
¢ lehetséges értékeinek halmaza:

X ={0,1,2,...,n},

eloszlasa
n _
Ple=k) = ()P k. ke X,

melyet (n,p) paraméterii binomialis eloszlasnak nevezink.
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4. Val6észinliségi valtozok

Példa. Tizszer feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Jeldlje ¢ azt,
hogy hanyszor kapunk paratlan szamot. Hatarozzuk meg ¢ eloszlasat,
és annak a valosziniiségét, hogy a 10 dobasbol pontosan annyi
paratlan értéket kapunk, mint parosat!

Ekkor ¢ binomialis eloszlasu (n, p) = (10,0.5) paraméterrel.

Tovabba,
P({10 dobasbdl pontosan annyi paratlan értéket kapunk, mint parosat})

=P(¢(=5)= (15()) (0.5)5 - (0.5)105 = <150> (0.5)"% ~ 0.24609.
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4. Val6észinliségi valtozok

© Elsorendii negativ binomialis eloszlas.
kisérlet, A esemény, p:=P(A) € (0,1]
Addig ismételjik egymas utan fliggetlenll a kisérletet, mig A
eloszor bekdvetkezik.
¢ := az ehhez sziikséges ismétlések szama;
lehetséges értékeinek halmaza:

X={1,2,...,00},
eloszlasa: k=1,2,... esetén
, Plc¢=kl=p-(1-p)",
gy
Plg¢ =00} =1-P{g<oo}=1-% P{¢=kl=1-p) (1-p)" =0
k=1

k=1

Ekkor ¢ eloszlasat elsorendii p paraméterii negativ
binomialis eloszlasnak (vagy geometriai eloszlasnak) nevezzik.
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4. Val6észinliségi valtozok

Példa. Minimaliaban egy vonaljegy 300 Forintba kertil, és ha valakit
jegy nélkil talal az ellenér, akkor 8000 Forint birsagot kell fizetnie.
Tegylik fel, hogy minden jaraton egymastdl figgetlentil 10% eséllyel
talalkozunk ellenérrel. Addig bliccellink amig egyszer el nem kap az
ellenér, jeldlje a blicceléseink szamat £. Adjuk meg & eloszlasat!
Mi a valosziniisége, hogy a blintetés kifizetése utan még mindig
jobban jarunk anyagilag, mintha minden eddigi alkalommal jegyet
vettiink volna?

Ekkor ¢ geometriai eloszlasu 0.1 paraméterrel, azaz ¢ értékkészlete
{1,2,...} és

P(¢ =k)=0.9"01, k=1,2,....

Amikor elkap az ellenér 6sszesen 300¢ Forintot sporélhatunk meg,
azonban ki kell fizetnlink a 8000 Forintos birsagot (az ellenér azon
utazas dijat nem fizetteti ki pluszban, amikor elkapott).
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4. Val6észinliségi valtozok

igy akkor jarunk jol anyagilag, ha 300¢ — 8000 > 0, melynek
valoszinlsége:

P(300¢ — 8000 > 0) = P (5 > @) - P(¢ > 27),

ahol felhasznaltuk, hogy ¢ egészértéki. A valészinliség o-additivitasa
alapjan

- iP(fzk 209" 101—209“%1

k=27 k=27

;
=0.1- 09262091_01 09261_09_0.92%0.0646.
j=0
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4. Val6észinliségi valtozok

© Hipergeometrikus eloszlas.
Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkil huzunk ki n golyét (n < N).
¢ := akihuzott piros golydk szama;
lehetséges értékeinek halmaza: olyan k értékek, melyekre
teliesil 0 <k<n k<M, és n—k<N-M,

eloszlasa:
() ()
k n—k
P{¢ =k} = N .
n
Ekkor ¢ eloszlasat (n,M,N — M) paraméterii
hipergeometrikus eloszlasnak nevezziik.
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4. Val6észinliségi valtozok

© Poisson eloszlas.

Mazsolas kalacsot siitlink; 1000 gramm tésztaba n =50 darab
mazsolat teszlink. Egy szelet sulya 25 gramm, tehat N = 40
szelet készil. Minden mazsola egyforma valészinlséggel keriilhet
bele barmely szeletbe, és a mazsolak egymastol fliggetlendl
,,mozognak”. Jeldlje ¢ egy kivalasztott szeletbe kerlil6 mazsolak
szamat. Ekkor ¢ lehetséges értékeinek halmaza

X ={0,1,...,50}, eloszlasa

= () () ()" e

ugyanis annak a valdszinlisége, hogy egy konkrét mazsola a
kivalasztott szeletbe kerll 1/40. Tehat ¢ eloszlasa n-edrendi
1/N paraméterl binomidlis eloszlas.

Mi torténik, ha noveljik a tészta mennyiségét, ill. ezzel aranyosan
a mazsolak szamat?
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4. Val6észinliségi valtozok

Ha n mazsolat hasznalunk fel 20 - n gramm tésztahoz, akkor

N =20-n/25 szelet készll, igy a szobanforgd binomialis eloszlas
n-edrendli és p,:=1/N = \/n paraméter(l, ahol X\ :=5/4(= ) az
egy szeletre atlagosan juté mazsolak szama. Ekkor

lim (Z)pﬁﬁ — pn)" K

n— o0

g XD () (1)

o =) (=K 1) <1 _?7)”(1 _)\)k

n—o00 kink n

L N _>\k “A _
_HA .e 1_Fe , k_o,1,2,...
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4. Val6észinliségi valtozok

Ha egy n véletlen valtoz6 lehetséges értékei a nemnegativ egész
szamok és k=0,1,... esetén

e
P(n=k)="7e A,

ahol X > 0, akkor azt mondjuk, hogy 7 eloszlasa )\ paraméteri
Poisson-eloszlas.

Val6ban diszkrét val6szinliségeloszlast adtunk meg, mert a megadott
szamok pozitivak (igy nemnegativak) és
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4. Val6észinliségi valtozok

Véletlen valtoz6 slirliségfliggvénye
Ha (Q,.A,P) valoszinliségi mezd, ¢ : Q — R véletlen valtozé és
létezik olyan f; : R — R (Borel-mérhetd) figgvény, melyre

Fe(x) =P(£ < x) = /_X fe(t) dt, X € R,

akkor az f; fuggvényta ¢ siiriségfliggvényének nevezzik, és azt
mondjuk, hogy a ¢ véletlen valtozd, illetve ¢ eloszlasa abszolut
folytonos.

(Abszolut folytonos véletlen valtoz6 esetén annak siriiségfliggvénye
nem egyértelmiien meghatarozott!)

Sirliségfuggvény jellemzése

Egy f:R — R flggvény akkor és csak akkor slrliségfliggvénye
valamely ¢ véletlen valtozénak, ha (Borel)-mérhet6, Lebesgue
majdnem mindenitt nemnegativ és [~ f(t)dt = 1.
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4. Val6észinliségi valtozok
Példa. Egy 2 &tfogdju egyenlé szari derékszégii haromszég
belsejében véletlenszerlien valasztunk egy pontot. Legyen & a
kivalasztott pont és az atfogo tavolsaga. Hatarozzuk meg ¢ slriiség-
figgvényét!

Ekkor ¢ eloszlasfuggvénye F¢:R — [0, 1],

0 ha x <0,

(1=v2x)?2
2 ha 0 < x < %2,

1.
=z
1 ha x>§.

Fe(x) =P <x)=

0 ha x <0,
={1-(1-2v2x+2x3) =2v2x—2x2 ha 0 < x< 2,

1 hax>§.

igy ¢ slriségfuggvénye f: : R — [0,00),

22 -4x ha 0<x< ¥,
fe(x) = .y
0 egyébként.
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4. Val6észinliségi valtozok

Abszolut folytonos véletlen valtozo

Legyen ¢ abszolut folytonos véletlen valtozo £ sirlisegfiggvennyel.

Ekkor F¢ folytonos, és tetszbleges a,b € R, a < b esetén
P{a<¢< b} =Feb /fg
Altalanosabban: tetszéleges B c R (Borel-halmaz) esetén
P{¢ e B} = /Bfg(t) dt.

Tetszbleges c € R esetén

P{¢=c}=0.

Ha az f. slrliségfliggvény folytonos az x € R pontban, akkor
Fe(x) = f(x).

78



4. Valbészinliségi valtozok

Egyenletes eloszlas az (a, b) intervallumon

Ha az (a,b) intervallumon valasztunk véletlenszerlien egy ¢ pontot
ugy, hogy egy A C (a, b) részhalmazba esés valdszinlisége az illetd
részhalmaz mértékével aranyos, akkor ¢ eloszlasfliggvénye nyilvan

0 ha x < a,
X —a X—a
F&(X):m]l[a,b)(x)'f']l[b,oo)(x): & ha a<x<b,
1 ha x > b.

Ekkor a ¢ véletlen valtozot egyenletes eloszlasuinak nevezzik az
(a, b) intervallumon. Tovabba az

1 —— haa<x<b,
fg(X) = m:ﬂ.(a,b)(x) = b_ a i )
0 egyébként

flggvény slrlségfiiggvénye ¢-nek. Jeldlés: ¢ ~ U(a, b).
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4. Valbészinliségi valtozok

Normalis eloszlas

Ha a ¢ véletlen valtozo slrliségfiggvénye (Gauss-gorbe,
haranggorbe)

202 X eR

alaku, ahol m € R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ normalis
eloszlasu (m,o?) paraméterekkel. Jel6lés: ¢ ~ N(m,o?).
Standard normalis: m=0 és o =1, jeldlés: &~ N(0,1).
Standard normalis eloszlasfliggvénye: ®.

A o(x) = \/% J* e ¥/2du, x € R, figgvény értékeinek kzelitései
tablazatokban megtalalhatok.

Legyenek me R és o > 0.

Ha 1~ AN(0,1), akkor o -1+ m~ N(m,o?).

Tovabba, ha ¢ ~ N(m,o?), akkor = ~ N(0,1). (Ekkor a &=
véletlen valtoz6t a ¢ standardizaltjanak hivjuk.)
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4. Val6észinliségi valtozok

Legyen m:=0és o :=1. Az, hogy [~ f(x)dx =1, abbdl
kbvetkezik, hogy

()= (o) ([ /zdy> [ s
(e

ahol a masodik Iépésben egy integraltranszformaciot hajtottunk végre:
X = rcoso, y = rsiny, re[0,0), ¢ €[0,27).
Ezen transzformacié Jacobi matrixa:

cos —rsinp
sinp  rcosp

melynek determinansa rcos® ¢ + rsin®p = r.
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4. Val6észinliségi valtozok
Példa. Legyen ¢ normalis eloszlasu véletlen valtozo m =3 és o = 2

paraméterekkel. Mekkora legyen legalabb az A € R szam, ha azt

szeretnénk, hogy ¢ a (2,A) intervallumba /ega/a'bb% valosziniiség-
gel essen?

Ekkor

P(¢ € (2,A)) >

N =

£€-3 _(2-3 A-3 1 A-3 1 1
A P( 2 e ( 2 2 >)>§ — ¢(T)*¢(*§>>§'
Felhasznalva, hogy ¢(—1/2) = 1 — ®(1/2), kapjuk, hogy

1 A-3 1 1
P(£€(2,A))>§ — q)(T) 21+§—¢<§).
Mivel ® szigoruan monoton névekvd, kapjuk, hogy

1 A-3
PEc@A)2; = —

>0 (15-d(1/2)) <= A>20""(1.5—d(1/2)) +3,

ahol (1/2) ~ 0.6915, igy
20-1(1.5 — (1/2)) + 3 ~ 26-1(0.8085) + 3 ~ 4.74.
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4. Val6észinliségi valtozok

Exponencialis eloszlas

Jelblie a ¢ véletlen valtozé egy radioaktiv atom élettartamat. Ez
rendelkezik az Ugynevezett 6rokifju tulajdonsaggal: ha t,h > 0,

air P{E> t+h€ >t} = P(€> h),

vagyis annak ellenére, hogy tudjuk, hogy az atom mar megélt t idot, a
még hatralevd élettartam eloszlasa éppen olyan, mint a teljes
élettartam eredeti eloszlasa. Mivel

Ple>trhlesty="

{E=t+hn{e=> 1)
P{¢> 1} ’
és P({c > t+hn{¢>1}) =P{{ > t+h}, ezérta G(t) :=P{¢ >t}
tulélési fliggvényre teljesil
G(t + h)

NORE G(h), azaz  G(t+h) = G(t)G(h), t=0,h>0.
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4. Val6észinliségi valtozok

Exponencialis eloszlas
Be lehet latni, hogy ha G folytonos, akkor létezik olyan A > 0, hogy

G(ty=e, hat>0.
Mivel P{¢ >t} =1, ha t <0, kapjuk, hogy ¢ eloszlasfliggvénye
Fe(x) = P{¢ <x}=1-P{{ > x} =1-G(x)
B {O ha x <0,
1—e ™ hax>0

alakd, ahol X\ > 0. Ezt az eloszlast \ paraméterii exponencialis
eloszlasnak nevezzik. Létezik sliriségfliggvénye:

f(x) = 0 ha x <0,
ST Y ae ™ hax>o0.

Jeldlés: € ~ Exp()).
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4. Val6észinliségi valtozok

Exponencialis eloszlas

N
N

N
~

N
N
N

Bomlasi allandd: tetszbleges t > 0 esetén,

1 P({t <

E<t+hn{c=>1t})

I|m P{t E<t+hlE> }—Il
1P{t

P{¢ > t}
E<t+h}

mo h P{¢ >t}

1(1—e

—/\(H-h)) o (

1—e )

h¢0 h et
= lim %(1 —e M=)
Azaz tetszbleges t > 0 esetén,
P{t<&{<t+h|E>t)~Mh amint h | 0.
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4. Val6észinliségi valtozok

Példa. Annak a valésziniisége, hogy egy benzinkutnal a tankolasra 6
percnél tovabb kell varni a tapasztalatok szerint 0.1. Feltételezve, hogy
a varakozasi idb hossza exponencialis eloszlasu, mennyi a valoszini-
sége, hogy véletlenszeriien a benzinkuthoz érve 3 percen bellil sorra
kerdil(ink?

Jelblie ¢ varakozasi idd hosszat percben. Ekkor £ exponencialis
eloszlasu valamely )\ > 0 paraméterrel. A megadottak alapjan
P(( > 6)=0.1, ésigy

01=1-P(<B)=1-PE<B)=1-F(6)=1—(1-e ) =e5"
Ezért

P(<8)=F(3)=1-e*=1-1e6 =1-101~0.68377.
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4. Val6észinliségi valtozok

Véletlen vektor

§:Q- RN azaz €= (&,..,&),
ahol &:Q — R, i=1,..., k véletlen valtozok;
eloszlasfiiggvénye: F;:RK - R,

Ff(X'Iw"vXk) = P{g'l <X1a'~-7‘£k <Xk}a (X17~"7Xk) ERK‘

Peremeloszlas/marginalis eloszlas

Egy ¢ = (&,...,&) veéletlen valtozo peremeloszlasai/marginalis
eloszlasai alatt &, i =1,...,k, eloszlasait értjik.

Peremeloszlasok eloszlasfliggvényei

Ha ¢ és 1 egylttes eloszlasfuggvénye F;,, akkor

¢ eloszlasfliggvénye Fe(x) = limy_,o Fe (X, y), X €R,

és n eloszlasflggvénye F,(y) = limx_ o Fep(X,y), y € R.




4. Val6észinliségi valtozok

Példa. A (¢,7) véletlen vektor eloszlasfiiggvénye F :R? — [0,1],

1+e*Y—-e*X—eV hax>0,y>0,

F(x,y) =
(x.y) {O egyébként.

(a) Hatarozzuk meg ¢ és n eloszlasfliggvenyét!
(b) Szamitsuk kia P(§ < 1,7 < 1) valosziniiséget!
Ekkor
1—e* hax>0
F, = lim F(x,y) = ’
((x) = lim F(x.y) {o ha x <0
és

Fy(y) = lim F(x,y) =

X—00

1—e hay>0,
{0 ha y <0.
igy ¢ és n exponencidlis eloszlastiak 1 paraméterrel.
Nyilvan, F(x,y) = (1 —eX)(1 —e™¥), x,y > 0.

Tovabba, P(¢ <1,np<1)=F(1,1) = (1 —e 1)2 ~ 0.3995.
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4. Valbészinliségi valtozok

Diszkrét véletlen vektor

A ¢:Q — R véletlen vektor diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato. A ¢ diszkrét
véletlen vektor eloszlasa az a P, mérték a ¢ lehetséges értékeinek
Z :={z, zp,...} halmazan, melyre

Pe({z}) = P({w e Q:{(w) = z}), zi € Z.

Ha (&,n) : Q — R? diszkrét, akkor ¢ és 7 is diszkrét. Ha ¢ és 7
lehetséges értékei xi,xo, ..., illetve yq,y,..., akkor (&,7)
lehetséges értekeinek halmaza {(x;, y;) :i,j=1,2,...}.

Ha ismerjik (¢,7) eloszlasat, azaza P{¢{ =x;, n=y}, i,j=1,2,...
valoszinliségeket, akkor ki tudjuk szamolni ¢ és n eloszlasat is:

Ple=x}=) Ple=x,n=y}, Pln=y}=> P{=x,n=y}
] i

A diszkrét esetben ¢ és n egylttes eloszlasat, azaz (&,n)
eloszlasat, szokas kontingencia tablazattal is megadni.
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4. Val6észinliségi valtozok

Példa. Egy dobozban 4 j6, 3 hibas és 3 selejtes termék van.
Egymas utan visszatevés nélkil kiveszlink ket terméket. Legyen

0 ha elsére selejteset huzunk, 0 ha mdsodikra selejteset huzunk,
£ := <1 haelsére hibasat htizunk, n:= <1 ha masodikra hibdsat htizunk,
2 ha elsére jot huzunk, 2 ha masodikra jot huzunk.
Hatarozzuk meg £ és n egylittes eloszlasat!
Ekkor
32 1 3.3 1
3-4 2 3-3 1
3:2 1 3-4 2
4.3 2 4.3 2
4.3 2

—
o
(o]
—
(6]
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4. Val6észinliségi valtozok

A ¢ és n egylttes eloszlasat megado kontingencia tablazat:

n

¢ 0 1 2

0 | 1/15 [ 1/10 | 2/15 | 3/10

1 [1/10 | 1/15 | 2/15 | 3/10

2 | 2/15 | 2/15 | 2/15 | 6/15
3/10 | 3/10 | 6/15 | 1
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4. Val6észinliségi valtozok

Polinomialis eloszlas

n flggetlen kisérletet hajtunk végre egy A, Ao,..., A, teljes
eseményrendszerre, p; := P(A;) (ekkor pi +po+---+pr=1).

Ekkor A; gyakorisaga: & := kn(A;), €s &= (&1,&,...,&) diszkrét

véletlen vektor; lehetséges értékeinek halmaza:

{(k1,k2;...,kr)€Zr:k,'>0, k1—i—k2—|-...+kr:n}7

eloszlasa
I

n!
P{é1 =k, o=ko,....& =K} = mpf‘p?...pf’,

melyet (n,p1,p2,...,pr) paraméterii polinomialis eloszlasnak
nevezink.

Peremeloszlasai binomialis eloszlasok:

n! _ o
PL& = K} = fecn ey P =P, k=0,
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4. Val6észinliségi valtozok

Példa. Tekintsiik a Poisson-eloszlas motivaciojanal targyalt mazsolas
példat: n mazsolat hasznalunk fel 20 - n gramm tésztdhoz, mely
esetben N =20 - n/25 = n/\ szelet készll, ahol A = 5/4.

Jeldlje &1, illetve & két kivalasztott szeletbe keriild6 mazsolak szamat.

Ekkor (¢1,&2) eloszlasa (n, 2, 2,1 — 2) paraméter( polinomidlis

eloszlasu. Igy & és & is (n, %) paraméter(l binomialis eloszlasu.
Tovabba, tetszbleges ki, ko € {0,1,2,...} esetén

lim P& = ki, &2 = ko)

, n! AN\ K /a0 2)\\ "Rk
- n“%n;O k1 !kg!(n— k1 — kg)' (n) (n> <1 B n)

nn=1)--(n—ki —ke+1) 1k (1 _2)\>n<1 _2>\>_k1_k2
n

= |im

n—o0 ki !kz!nk1 +he n
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4. Val6észinliségi valtozok

1

\Ktke o—23 4

~ ki lky!
Ky ko!

= lim P(& = ki) - lim P(&2 = ko).

A fentiek alapjan elegendden nagy n esetén a kivalasztott két szelet-
ben a mazsolak szamanak egylttes eloszlasa kozelithetd

(n1,12) eloszlasaval, ahol 7y és 7, fuggetlen \ paraméter(i Poisson
eloszlasu véletlen valtozok.
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4. Valbészinliségi valtozok

Polihipergeometrikus eloszlas

Egy dobozban N darab szines golyé van; a szinek szama r, az
i-edik szinbdl N; golyé van (N = N; +---+ N;). Ha visszatevés
nélkdl huzunk ki n golyét (n < N), és &; jeldli az i-edik szinbdl hizott
golydk szamat, akkor & = (&1,&2,...,&r) olyan (ky, ko, ..., k)

értékeket vehet fel, melyekre minden i =1,2,...,r esetén teljesul
0< Kk <N és ki + ko +---+ k- = n, tovabba

Ny\ (N Nr

(k) (i) -+ (i)

Pl =ki, o=he,....& =k} = @)
n
Ekkor ¢ eloszlasat (n,Ny,...,N,) paraméterii
polihipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.

Peremeloszlasai hipergeometrikus eloszlasok:
N\ (N—N;
() (nk)

P{&i = kit = ™
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4. Valbészinliségi valtozok

Véletlen vektor slirliségfliggvénye

Ha létezik olyan f : R — R (Borel-mérhetd) fiiggvény, melyre

I'_£X1,...7 / / t1,..., dt1 t

teljestil minden (xi,...,Xx) € RK pontban, akkor az f; fuggvényt ¢
suriaségfliiggvenyének nevezzik, és azt mondjuk, hogy a ¢ véletlen
vektor, illetve ¢ eloszlasa abszolut folytonos.

Sirliségfiggvény jellemzési tétele

Egy f:RX — R fliggvény akkor és csak akkor slr{iségfliggvénye
valamely k-dimenzids véletlen valtozénak, ha (Borel) mérheto,
Lebesgue-majdnem mindenditt nemnegativ és [, f(x)dx = 1.

Ha ¢ abszolut folytonos eloszlasu véletlen vektor, akkor
eloszlasfliggvénye folytonos.
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4. Val6észinliségi valtozok

Véletlen vektor slirliségfliggvénye

Legyen ¢ abszolut folytonos véletlen vektor f: slrliségfliggvénnyel.
Tetszlleges a;, b € R, aj<b;, i=1,...,k, esetén

by by
P{ai<§i<b;,i:1,...,k}:/ fg(t1,...,tk)dt1...dtk.
a ak

Tetszbleges B c R¥ (Borel-halmaz) esetén

P{(§1a---,fk)6B}Z/-”/fg(ﬁ,...,tk)dh...dtk.
B

Ha F; k-szor folytonosan differenciélhat6, akkor

. 8"F5(x1 5000 ,Xk)
N 0Xq...0Xk ’

ff(x‘h"' 7Xk)

o4



4. Val6észinliségi valtozok

Haa (&, 7n) véletlen vektornak létezik f, slrisegfuggvenye, akkor a
&, illetve n véletlen valtozonak is létezik sirliségfliggvénye,
mégpedig

fg(X):/ fen(X,y)dy, mm. x €R,

fn(y):/ fen(x,y)dx, mm. y e R.

Ezek (¢,7) peremeloszlasainak / marginalis eloszlasainak a
slirliségfliggvényei.

QR



4. Val6észinliségi valtozok

Példa. A (&, n) véletlen valtozo sdriiségfiiggvénye legyen

Ax+%) had<x<1, 0<y<2,

f(x,y) = .
(x.¥) {0 egyebkent,

ahol A > 0. Hatarozzuk meg A értékét, illetve & és n slirliség-
figgvényeit!
Ekkor A>0 és

1 2 1 27y=2
Yy Yy
1:/ /Ax+ d dx:A/ [x +]
0 (0 (x+3) y) o V4],

1 X2 1
:A/(2x+1)dx:A[2+x] = 2A,
0 2 0

N =

igy A

OR



4. Val6észinliségi valtozok

Tovéabba,

0 ha x ¢ (0,1),
= 27y=2
bR ay =4+ %] =x+h naxe@n.

és
f,(y) = f(x,y)dx
0 hay ¢ (0,2),
— x=1
Jod(x+%)ax=1 [X;%X}X:O =4+1 haye(0,2).
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4. Val6észinliségi valtozok

Kétdimenzids egyenletes eloszlas

A (&,n) véletlen vektort egy T C R? (Borel-mérhetd) halmazon
egyenletes eloszlasunak nevezilink, ha a strliségfiggvénye:

|17| ha (x,y)eT,

f X,y) =
(e (X.¥) {0 egyébként,

ahol |T| a T teriletét jeldli. Ekkor tetszéleges B C R?
(Borel-mérhetd) részhalmaz esetén

BnT
P((f,n)EB):/Bf(M)(x,y)dxdy:| |f;| |,

o]



4. Val6észinliségi valtozok

Flggetlen véletlen valtozok

A ¢ és n véletlen valtozdkat akkor nevezziik fliggetleneknek, ha
tetszdleges x,y € R esetén

P{E<x,n<y}=P{E<x}P{n <y},
azaz Fe,(x,y) = Fe(x)F,(y)-

Flggetlen véletlen valtozok

Ha ¢ diszkrét véletlen valtozd xq, xo, ... lehetséges értékekkel és 7
diszkrét véletlen valtozé yq, y»,... lehetséges értékekkel, akkor & és
n flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

vi,j  P{&=xi,n=y;} =P{E=x}P{n=y}

Ha létezik (&, n)-nak f;, slrlségflggvénye, akkor ¢ és n
flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

V. yeR  fey(xy) = £0Oh(Y).
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4. Val6észinliségi valtozok

Val6szinliségeloszlasok konvolucidja

Haa ¢ és n véletlen valtozok fliiggetlenek, akkor azt mondjuk, hogy
£+ eloszlasaa ¢ és n eloszlasanak konvolucioja.

Val6szinliségeloszlasok konvoluciéja

Ha ¢ és n flggetlen diszkrét véletlen valtozok, és a lehetséges

értékeik nemnegativ egész szamok, akkor a
k

{ern=k=Jde=Nn{n=k-j})

=0
paronként diszjunkt felbontas jalapjén
k

P{+n=k}=> P{é=j}P{n=k—j}, k=01, .
j=0
Haa ¢ és n fuggetlen véletlen valtozoknak léteznek az f; és f,
slrlségfliggveényei, akkor ¢ + n-nak is létezik slirliségfliggvénye:

fein(X) = /OO fe(u)f,(x — u)du = /Oo fe(x — u)f,(u) du, x eR.
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4. Val6észinliségi valtozok

Példak:

@ Ha ¢ és n flggetlen binomialis eloszlasuak (nq, p) illetve
(no, p) paraméterekkel, ahol ny,n, € N, p € (0,1), akkor ezek
konvolucioja ismét binomialis eloszlas, mégpedig (ny + n2, p)
paraméterekkel:

retn=k= > ()= (%)pt - pr
ij:itj=k ! J

0<i<m,0<j<m2

ny +n
- ( ' Z)Pkﬁ =) k=01, m 4 np.
@ Ha ¢ és 7 fuggetlen normdlis eloszlasuak (my,o?) illetve
(ma, 03) paraméterekkel, akkor ezek konvoluciéja ismét normalis
eloszlas, mégpedig (my + my, 0% + 05) paraméterekkel:

o g lemPy el 1 o mp?
252 202 - 2(02+a2)
€ 1 e 2 du= e §to3)
—0o V2701 V2roo /o 012 + ag
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5. Varhato érték

Intuicio:

Tekintslink egy ¢ : Q — R diszkrét véletlen valtozot xi, ..., xy
lehetséges értékekkel.

n flggetlen kisérletet hajtunk végre.

Ay = {¢ = xx} relativ gyakorisdga

kn(Ak) _

p rn(Ak) = P(Ax) = P{£ = Xk},

ezért az x, értéket korulbelll n-P{{ = xx} esetben kapjuk, hiszen
kn(Ak) = n- rm(Ax) = n-P{{ = x}.
Igy a megfigyelt értékek atlaga koriilbeliil

N N
%Zxk-n- P{{=x(} = ZXK‘P{f:Xk}-
k=1 k=1
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5. Varhato érték

Véletlen valtozo6 varhaté értéke

Ha ¢:Q — R diszkrét véletlen valtozé xq, xo,... lehetséges
értékekkel, akkor az

E(€) :=> Xk P{&=xc}
k=1
mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez a sor
abszolut konvergens, azaz ), |xk| - P{{ = X} < oo.

Ha ¢:Q — R egy abszolut folytonos véletlen valtozé, melynek
sUrliségfuggvénye f. : R — [0, 00), akkor az

E(¢) := /Oo X fe(x) dx

—00
mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez az
improprius integral abszolut konvergens, azaz [~ [x|fs(x) dx < oc.




5. Varhato érték

Példak:
@ Ha ¢ n-edrendi és p-paraméterii binomidlis eloszlasu, akkor

E©) =Yk (i) P01 =PI = .
k=0

© Ha egy egységnyi oldalu négyzetben valasztunk egyenletes
eloszlas szerint egy pontot, és ¢ jeldli a pontnak a legk6zelebbi
oldalt6l valo tavolsagat, akkor E(¢) = §, hiszen

0 ha x <0,

4-8x haxel0, 1]
Fe(x)=<1-(1-2x)2 h 0,1], f(x)= .
<(x) ( X) aX€[172]= (%) {0 egyébként,

x=1/2

1/2
E(¢) = /o x(4 — 8x)dx = [2x‘2 - :83x3] L - ;
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5. Varhato érték

rov s

©Q Az A és B jatékosok a kdvetkezd jatékot jatsszak. Felvaltva
dobnak egy szabalyos érmét; A kezd, és az nyer, akinek el6szor
sikertil fejet dobnia. Az elsé dobasnal 2-2 forintot tesznek be, és
minden dobas elbtt duplazzak a tétet, azaz ha az n-edik dobasra
sikertil fejet dobni és n paratlan, akkor A nyer 2" forintot B-t0l,
ha pedig n paros, akkor B nyer 2" forintot A-tol. Mennyi az A
illetve B jatékos varhato nyereménye?
A jaték 1 valoszinliséggel véges sok Iépésben véget ér, mert a
jaték befejezéséig tértént dobasok szama geometriai eloszlasu %
paraméterrel. Jeldlie ¢ az A jatékos nyereményét (mely pozitiv,
ha A nyer, és negativ, ha A veszit). Ekkor ¢ lehetséges értékei
2,-4,8,-16,... és P{¢ =2} =1, P{¢=-4} =1, ... Mivel
1 1 1 1
‘2"§+’_4|‘Z+|8|'§+‘_16|'ﬁ+m

1 1 1 1
—2._ 41 4.- e 4 16— =11+ =
2-5+4 7 +8-g+16- 2+ +14+1+ 00,
igy ¢ varhat6 értéke nem létezik!
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5. Varhato érték

© Legyen £ olyan véletlen valtozd, melynek siirliségfliggvénye
fe(x) = m x € R (Cauchy-eloszlas). Ekkor nem létezik

E(¢), mert [ — XL _dx =00

oo 7(1+x2)

Valéban,

o |x] /°° X 1 5
/_Oo (14 x?) ax o m(1+x?) ax 77[ n(1 45" = o
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5. Varhato érték

A varhato érték tulajdonsagai

Ha ¢ és n (diszkrét vagy abszolut folytonos) véletlen valtozék (hogy
varhat6 értéklk létezik és véges) és a,b € R, akkor

@ E(a¢) = aE(¢) (homogenitas)

E(§ +n) = E(&) + E(n) (additivitas)

E(a¢ +bn) =aES{+ b En (linearités)

ha ¢ és n flggetlenek, akkor E(&n) = E(€) - E(n)

ha ¢ <n, akkor E(§) < E(n) (monotonitas)

ha ¢ > 0, akkor E(§) > 0 (nemnegativitas)

ha £ >0 és E(§) =0, akkor P({ =0) =1

|E(O)] < E(I€])

E(|¢n]) < VE(£2) E(n?) (Cauchy-Schwarz egyenlétlenség)
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5. Varhato érték

Véletlen valtoz6 figgvényének varhato értéke
Legyen g: R — R (Borel-mérhetd) fliggvény.

Ha ¢ diszkrét véletlen valtozd xi, xo, ... lehetséges értékekkel, akkor
E(9(6) = g(xk) - P{& = X},
k=1

amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha ¢ abszolut folytonos véletlen valtoz6 f. slrliségfuggvénnyel,

akkor oo
E(g(£)) = / 9(x) - £e(x)dx,

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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5. Varhato érték

Példa. Legyen ¢ egy abszolut folytonos véletlen valtozo, melynek
striségfiggvénye:

x2 hax>1,
fe(x) =
0 ha x < 1.

Hatarozzuk meg % varhato értékét!
Ekkor

1 © 1 o0 X271 A
E(— :/ -x‘zdx:/ x3dx = [] = —.
<€> 1 X 1 -2, 2

Ellenérizhet6 az is, hogy % egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon.
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5. Varhato érték

Véletlen vektor fliggvényének varhato értéke

Legyen g:R? — R (Borel-mérhetd) fliggvény.

Ha ¢ és n diszkrét véletlen valtozdk xq, xo, ..., illetve yq,yo,...
lehetséges értékekkel, akkor

E(g(fﬂ?)) = Z g(Xkayﬁ) : P{é = Xk, N = }/Z};
k(=1
amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha (¢,7m) abszolut folytonos veéletlen vektor f;,, sirliségfliggvénnyel,

akkor 0 oo
ege) = [ [ gy falxp)axay,
amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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5. Varhato érték

Véletlen valtoz6 varianciaja / szorasnégyzete

Legyen ¢ egy véletlen valtozd, hogy E(&) létezik és véges. Ekkor
var(€) := D?(€) := E [(€ — E(€))?].

Variancia / szérasnégyzet kiszamolasa
var(€) = E [¢2 — 2€ E(€) + (E(€))?] = E(¢%) — 2 E(€) - E(¢) + [E(E)IP
= E(¢%) - [E(9),

igy ha ¢ diszkrét véletlen valtozd xq, xo, ... lehetséges értékekkel,
akkor

o0 S8 2
var(§) = fo -P{& =Xk} — (Z Xk - P{{= Xk}) )
k=1 k=1

ha pedig ¢ abszolut folytonos véletlen valtozo f: strliségfliggvény-

nyel, akkor . i, 5
var(€) :/ X2 fe(x) dx — (/ xfg(x)dx> .
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5. Varhato érték

Variancia / szérasnégyzet tulajdonsagai

Ha ¢ és n véletlen valtozok és a,c € R, akkor
@ var(§) >0
@ ha var(¢{) =0, akkor P({ =E&) =1
@ var(¢ + a) = var(¢) (eltolasinvariancia)
@ var(c- &) = 2 -var(€)

@ ha ¢ és n flggetlenek, akkor var(¢ + n) = var(§) + var(n)
(additivitas)

Véletlen valtoz6 szérasa
Legyen ¢ egy véletlen valtozd, hogy E(&) létezik és véges. Ekkor

D(¢) := /D2(¢) = \JE [(€ — E(©))?] = \/E(€?) - (E(€))2.
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5. Varhato érték

p paraméter( Bernoulli-eloszlas

Tekintsunk egy kisérletet, ebben egy A eseményt, melyre p:= P(A).
Ekkor

1 ha A bekdvetkezik,
0 ha A nem kovetkezik be

£ =ki(A) = {

diszkrét véletlen valtozd; lehetséges értékei: 0 és 1, eloszlasa
P{¢=1}=p, P{¢=0}=1—-p.

Ezt az eloszlast p paraméterii Bernoulli-eloszlasnak nevezzik,
mely nemmas mint elsérendli p paraméter{i binomialis eloszlas.

Nyilvan
E()=1-p+0-(1-p)=p,
E(?)=12-p+0°-(1—p)=p,
var¢ = E(¢?) — [E()P = p— p* = p(1 - p).



5. Varhato érték

n-edrend(, p-paraméter( binomialis eloszlas

A esemény, p:=P(A); n flggetlen kisérlet; A gyakorisaga:
€ := kn(A) diszkrét véletlen valtozo; lehetséges értékeinek halmaza:
{0,1,2,...,n}, eloszlasa

P{¢ =k} = (,'Z)p"ﬂ -p)"~.

Ha

i=1,...,n,

¢ = 1 ha A bekov. az i-edik alkalommal,
" 10 egyébként,

akkor £ =& +---+&p, és &4,...,& flggetlen, p paraméteri
Bernoulli-eloszlasuak. Ezért

E(E) = E(&1) + - + E(&n) = np,
var(¢) = var(¢y) + - - + var(én) = np(1 — p).
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5. Varhato érték

p paraméterii elsérend( negativ binomialis eloszlas

A esemény, p:=P(A), melyre 0 < p < 1. Jeldlie £:= az A elsd
bekdvetkezéséhez sziikséges fliggetlen kisérletek szamat; lehetséges
értékei: 1,2,...,00, eloszlasa: P{{ =0} =0, és

Plc=kl=p-(1-p)*', k=12...
Mivel oo - P(§ = o0) = 0o - 0 := 0, kapjuk, hogy

Zk p(1—p —kaq"1

ahol g:=1—p, és

Kt kv [N ok /_ T\
qu =20 )‘< 0q>‘<1—q>‘(1—q)2’
gy 1 1

E(f):p'W:E-
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5. Varhato érték

ahol
o0 0o oo " 1 I 5
> kk=1)g2=> (¢")" = (qu> = <1 — ) s
k=1 k=1 k=0 q q
igy
1 2 2-p
E(?) = - +pq- — '
(&) =5 +pa a8~
Veégll

P PP PP

var(g) = 252 - L 1P
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5. Varhato érték

A paraméterl Poisson-eloszlas
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5. Varhato érték

E(f):ZkN_ 5N = 5

E(£?) _ZN:kZ.;V_ N(N+16)I£IZN+1) _ (N+1)é2N+1)7

N+ 1)(2N + 1 N+L1)2 N2 _1
var(§) = +)é +)_( ‘Zr)_ —

1} halmazon, és

Z\N

Ekkor & egyenletes eloszlast az {;;,

EN_N+1 1 3 L .
E(N)_ 2N _>2 es <N> 5 amint N — cc.
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5. Varhato érték

Egyenletes eloszlas az (a, b) intervallumon

0 ha x < a,
_ <x<
Fﬁ(X): 2_: ha a< x < b, f&(X)z{ba haa<x<b
1 ha x > b. 0 egyébként

Ekkor ¢ ~ a+ (b— a)-n, ahol n egyenletes eloszlasu a (0,1)
intervallumon, hiszen

x O
>
Q
>
1K
VI
/AN

» O

|

)
>
QO

x O o

AN
O“T
N

P{a+(b—a)-n<x}:P{n<X_a}: x=a
]

>
Q
i
D [0
\Y
-
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5. Varhato érték

ezért

E(¢)=a+(b—a)E(n)=a+

(b—a)?

var(§) = (b — a)?var(n) = o
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5. Varhato érték

A paraméteri exponencialis eloszlas

h
fo(x) = {o aX<0, hol A>0.

Xe ™ ha x>0,

Ekkor parcialis integralassal kapjuk, hogy

_ > —AX _ | ya—AX X=e0 Oo—/\x _ _1 —AX X:w_l
E(g)—/ox)\e dx—[ xe ] +/Oe dX—[ 3© ] =5

x=0 x=0
0o X— 0o
E(€%) = / x?xe M dx = [—xze’“] ~ g 2/ xe M dx
0 x=0 0

2 [ 2
== [ xdeMdx=—
A/o © 2’

1 1

2
Var(é.)zp—pzﬁ
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5. Varhato érték

Standard normalis eloszlas

1929



5. Varhato érték

Ha pedig ¢ normalis eloszlasu (m,o?) paraméterekkel, akkor
f =o-n+m,
ahol

E—m

n=— (ez ¢ standardizaltja)

standard normalis eloszlasu, hiszen n eloszlasfliggvénye

Fy(x)=P{n<x}=P {’5 ;m < x} = P{€ < o-x+m} = Fe(o-x+m),

ahol x € R, igy n slrlségfliggvénye

fn(X) = Fé(X) =0- Fé(ax + m) =0- fg(UX—}- m) — \/127 e7)(2/2’
™

ahol x € R, ezért

E(€)=0-E(n)+m=m,  var(§) =o?-var(n) = 0.
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5. Varhato érték

Momentumok, ferdeség, csucsossag / lapultsag
Legyen ¢ véletlen valtozo, k pozitiv egész. Ekkor
o k-adik momentum: E(¢K)
o k-adik centralis momentum: E [(¢ — E&)K]
o k-adik abszolit momentum: E (|¢|¥)
o k-adik abszolut centralis momentum: E [|¢ — E¢|¥]
E[(€-E¢°] _ E[(€—E¢)]]
(El€ —EQHY®  (var(€))*®
E[€-EQT ., E[E-EOT

@ csucsossag: -

(E[(€ — E€)2))? (var(€))?

o ferdeség:

Tehat E(¢) az els6 momentum, var(¢) pedig a masodik (abszolut)
centralis momentum.



5. Varhato érték

Ha a,beR és a+#0, akkor £ és a& + b ferdesége, illetve & és
a¢ + b cslucsossaga megegyezik. J

Példa. Legyen n standard normalis eloszlasu. Ekkor E(n) = 0,

var(n) =1, ( x2/2 0
E(n°) - dx =0,
r/

1 & _

1 7X2/2 3 /
= —— |-x° + — X
V 27T |: © ]X__OO V 27T —00

ezeért n ferdesége és cslucsossaga is 0.

2x*/2 4x = 3E(n?) = 3,

Ha ¢ normalis eloszlasu (m,o?) paraméterekkel, akkor ¢ = o+ m,
ahol n standard normalis eloszlasu, ezért ¢ ferdesége és
csucsossaga is 0.
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5. Varhato érték

Véletlen valtozok kovarianciaja

Ha ¢ és n véletlen valtozok, hogy E(¢2) < oo és E(1?) < oo, akkor

cov(&,m) ==E[(€—E&)(n—En)].

Kovariancia kiszamitasa és addicios képlet

Ha ¢ és n véletlen valtozok, hogy E(¢?) < oo és E(n?) < oo, akkor

cov(&,m) = E(&n) — E(§) E(n),
var(§ £ n) = var(§) £ 2 cov(&, n) + var(n).

Valéban,

cov(&,m) =E(En —EEn—nEL+EEED)
= E(&n) — E(€) E(n) — E(n) E(§) + E(§) E(n)
= E(&n) — E(§) E(n)-
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5. Varhato érték

Véletlen valtozok korrelaciés egydtitthatoja
Feltéve, hogy 0 < var(§) < co és 0 < var(n) < oo,

corr = SOl o)
(&m): var(§) - var(n)'

Ha corr(¢,n7) =0, azaz cov(&,n) = 0, akkor azt mondjuk, hogy
¢ és n korrelalatlanok.

Ha

corr(§,m) >0, azaz cov(&,n) >0,
akkor ¢ és 7 pozitivan korrelaltak, ha pedig

corr(§,m) <0, azaz cov(&,n) <0,
akkor ¢ és 1 negativan korrelaltak.

Ha ¢ és n flggetlenek, akkor £ és n korrelalatlanok, de ez forditva
altalaban nem igaz (lasd a kovetkezd példat).
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5. Varhato érték

Példa. Legyen a (&,n) véletlen vektor egyenletes eloszlasu a
(-1,0), (0,-1), (0,1) és (1,0) pontokon, azaz

Ple=—1,n=0}=P(£=0,1=—1)=P{c=0,n=1} =P(e=1,1=0) = .
Ekkor E(§) = E(n) =0 és E({n) =0 miatt
cov(€. n) = E(n) — E() - E() =0,

azaz ¢ és n korrelalatlanok, viszont a peremeloszlasok

Ple=—-1) =P(e=1} =,

Pln=—1)=P{y=1} =
ezért ¢ és n nem flggetlenek, hiszen példaul

Ple=1,n=0y=5,  Ple=1}-Plp=0}=¢

. Ple=0}=

, P{n=0}=

)

)

NN
N = N =
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5. Varhato érték

Kovariancia és korrelacios egyutthato tulajdonsagai
@ var(¢) = cov(¢, €)

@ Ha ¢ és n véletlen valtozék, akkor

cov(&,n) = cov(n, &), corr(&,n) = corr(n, §) (szimmetria)

@ Ha &,...,&, és n1,...,nm Véletlen valtozok és
at,...,an, by,...,bm € R, akkor

n m n m

cov (Z a;&;, Z bjnj) = Z Z a,-b,- COV(&,’, 17/') (biIinearités)

i=1 j=1 i=1 j=1

@ |corr(¢,m)| <1, és |corr(&,n)] =1 akkor és csak akkor, ha
valamely a# 0 és b valés szamokkal P{n=a-&{+ b} =1
teljesdl; itt a > 0 illetve a < 0 aszerint, hogy corr(&,n) =1
illetve corr(¢,n) = —1.
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5. Varhato érték

(n, M;N — M) paraméter(i hipergeometrikus eloszlas

Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkil huzunk ki n golyot (n < N), és ¢ jeldli a kihGzott
piros golyok szamat. Ekkor ¢ olyan k értékeket vehet fel, melyre
teliesil 0 <k <n, k<M, és n— k< N-— M, eloszlasa

()

(%)

akkor & =&+ +&n,

Pig = K} =

0 egyébkeént,
ésa &,...,&, véletlen valtozok %—paraméterﬁ Bernoulli-eloszlasuak,
DE NEM FUGGETLENEK! Példaul i+ j esetén

Pla=1.6=1 = jy—1 Pla=1=PlG=1=17.

Ha ¢ — {1 ha az i-edik goly6 piros,
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5. Varhato érték

E(¢) =E(&)+---+E(&)=n-—

var(£) = cov(¢, §) = cov <Zn:5iv i@')

i=1 j=1

— ZZcov(&;,gj) = Zvar(&') +2 Z cov(&;, &),

=1 =1 i=1 1<i<j<n
ahol
M M M(M — N
verle) =y <1 B N>’ cov(¢),§)) = (( 1;
igy

var(g):n.AA/I,.<1_M>.N—n
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5. Varhato érték

Véletlen matrix

kxt
§= (5i,j)1<i<k,1gj<g :Q — RYE,

ahol §;:Q—=R, ie{l,...,k}, je{1,...,£} véletlen valtozok.

Véletlen matrix varhatd érték matrixa

Legyen & = (&j)1<i<k,1<j<e 1 2 — RK*C yéletlen matrix.
Ha tetszbleges i€ {1,...,k} és je {1,...,¢} esetén E(| ) < oo,
akkor ¢ varhato érték matrixa

E(¢) = (E(&J))1<i<k,1<j<€ € RF

Varhato érték matrix tulajdonsagai

Legyen & = (& j)1<i<k, 1<j<e - 2 — Rk*¢ véletlen métrix, melyre
tetszbleges i€ {1,...,k} és je {1,...,¢} esetén E(|;|) < oo.
Ha Ac R™K és Bc R*S, akkor E(A(B) = AE(¢)B.
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5. Varhato érték

Véletlen vektor kovarianciamatrixa (szérasmatrixa)

Legyen & = (&,...,&) : Q — RY véletlen vektor. Ha E(]|¢]|?) < oo,
azaz E(¢2) < oo, ..., E(£8) < oo, akkor ¢ kovarianciamatrixa

cov(€, §) == E | (¢ — E€))(§ — E(§)| e R,
melynek elemei cov(&;, &) == E [(& — E(&))(& — E(§))], 1 <i,j<d.
Kovarianciamatrix tulajdonsagai

Legyen & = (&,...,&4) - Q — RY véletlen vektor, E(]|£]|?) < oo.
@ cov(&, &) szimmetrikus: cov(é,€)T = cov(§, €).
@ cov(¢, &) pozitiv szemidefinit, azaz VX € Rd esetén

x " cov(€,€)x = (cov(€, €)X, x) ZZCOV (&, &) xix; >

i=1 j=1

N
N
|

@ Ha AcR™9 és beR’, akkor
cov(AE + b, A + b) = Acov(&,€)AT.
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6. Feltételes varhato érték

Feltételes valészinliség

Legyen (Q2,.A,P) egy valoszinlségi mez0, és B € A, hogy P(B) > 0.
Ekkora Pg:. A —[0,1], Pg(A) :=P(A| B), Aec A, halmazfuggvény
valészinliségi mérték az (Q2,.4) mérhetd téren, azaz (2, A, Pp)
valészinliségi mezo.

Feltételes valészinliség

Legyen (2, .A,P) egy valoszinliségi mezo, és B € A, hogy P(B) > 0.
Legyen tovabba Ag:={ANB:Ac A}. Ekkor Ag oc-algebra és a
Pg: Ag — [0,1], Pg(A) :=P(A| B), A< Ag, halmazfliggvény
valoszinliségi mérték a (B, .Ag) mérhetd téren, azaz (B, .Ag, Pp)
valoszinliségi mezo.
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6. Feltételes varhato érték

Diszkrét véletlen valtozo feltételes eloszlasa, feltételes varhatd
ertéke, feltételes variancigja

Legyen B egy pozitiv valészinliségl esemény. Ha X diszkrét
véletlen valtozé P(X = xx), k =1,2,..., eloszlassal, akkor X-nek a
B-re vonatkoz¢ feltételes eloszlasa

P(X = xx | B) = Pg(X = xx), k=12,...,
feltételes varhato értéke
X|B ZXK —Xk|B):ZXk-PB(X:Xk),
k

amennyiben ez a sor abszolut konvergens, azaz
> Xk - P(X = x| B) < 0, feltételes varianciaja pedig
k

var(X|B) := E [(X — E(X|B))?|B] = E(X?|B) - [E(X|B)]*
2
:fo-P( = xx | B) — <Zxk :xk|B)>,
k

amennyiben a Y, x2 - P(X = x| B) sor konvergens.
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6. Feltételes varhato érték

@ Ha X diszkrét véletlen valtozo, akkor a P(X = x| B), k € N,
szamok eloszlast alkotnak, hiszen nemnegativak, és 6sszegiik 1:

1
;P(X:Xk\B):P(B);P({XZXk}ﬂB)

1 1
=P X = = —— =
5(B) (ij({ X} N B)) 5(B) P ((ij{x xk}> n B)
1
(B) ( )
@ Specialisan, ha B egy olyan esemény, melyre P(B) = 1
(pl.: B =Q esetén), akkor X-nek a B-re vonatkozo feltételes
eloszlasa, varhato értéke, ill. varianciadja megegyezik
X eloszlasaval, varhato értékével, ill. variancigjaval.
@ Ha E(|X|) < oo, akkor tetszdleges pozitiv valészinliségli B
esemeény esetén E(|X| | B) < occ.

o
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6. Feltételes varhato érték
Mi a két szabalyos dobokockaval dobott szamok eltérésének feltételes
eloszlasa azon feltétel mellett, hogy a dobott szamok 6sszege ( ?
Jel6lje a dobott szamokat X és Y. Nyilvan ¢ € {2,3,...,12} és
£l ha2<0<7
PX+Y=0={3% ™ !
Bl ha 7<e<12,
Tovdbba |X — Y| lehetséges értékei 0,1,2,3,4,5, és (€ {2,...,6}
esetén a szébanforgo feltételes eloszlas valészinliségei:

PIX-Y|=0|X+Y=2)=1, PIX-Y|=1|X+Y=3)=1,

PIX—Y|=0|X+Y=4)=-, P(X-Y =2|X+Y=4)=

9

PX—Y|=1|X+Y=5)= P(X—Y|=8|X+Y=5)=

Y )

9

Q=N =2 W= =
AN =Wl

PIX—Y|=0|X+Y=6) =1, PIX—Y| =2|X+Y=6)=
P(]X—Y]:4]X+Y:6):§.
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6. Feltételes varhato érték

A fenti feltételes valdszinliségek ¢ = 6 esetén az alabbi moédon hata-
rozhatéak meg. Mivel

(X+Y=6}={X=1,Y=5}u{X=2Y=4}
U{X=3,Y=3lu{X=4Y=2}U{X=5Y=1}
az {X + Y = 6} esemény bekdvetkezése esetén | X — Y| lehetséges
értékei 0,2,4, és
{IX=Y[=0}={X=3,Y =3},
{IX=-Y=2}={X=2,Y=4}U{X=4Y =2},
{X=Y|=4}={X=1,Y=5,u{X=5Y=1}L

Ezért

P(X—Y|=4,X+Y=6)
P(X+Y=6) -

P(X—Y|=0,X+Y=6 1
P(X—Y|=0|X+Y—6)="0 P()|(+Y:6) ) _ -1
P(X—Y|=2,X+Y=6 2
P(X—Y|=2|X+Y=6)= "l P()|(+Y:6) ) _ -2
2

2

Sl lolg Glolg~

PIX-Y|=4|X+Y=6)=
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6. Feltételes varhato érték

Abszolut folytonos véletlen valtozo feltételes eloszlasa, feltételes

varhat6 értéke
Egy tetszbleges valos értéki X véletlen valtozénak a B pozitiv

valoszinliségli eseményre vonatkozo feltételes eloszlasfiiggvénye
Fx|3 ‘R — [0, 1],

Fx|a(x) :== P(X < x| B) = Pg(X < x), x cR.

Ha létezik egy olyan Borel-mérhet0 fx|g : R — R flggveny, melyre
X

FXB(X):/ fxip(u) du

teliestl tetszbleges x € R esetén, akkor az fy g fliggvényt X-nek a
B-re vonatkozo feltételes siriiségfiiggvényének nevezziik.

Az Fx; feltételes eloszlasfliggvény nemmas, mint X-nek a Pp valdszinliségi mérték
melletti eloszlasfliggvénye. Az fy s feltételes siirliségfiiggvény amennyiben Iétezik
Borel-mérhet6, Lebesgue-majdnem mindendiitt nemnegativ és [~ fx;p(u)du =1, és

igy (szokasos) slrliségfuggvény. .



6. Feltételes varhato érték

Abszolut folytonos véletlen valtozo feltételes varhato értéke és

varianciaja

Ha létezik az fyp feltételes siirisegfliggveény, akkor X-nek a B-re
vonatkozo feltételes varhato értéke

E(X|B) := /OO x - fxg(x) dx

—0oQ
amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens, azaz
J75 x| - fxa(x) dx < oo; feltételes varianciaja pedig

var(X|B) := E [(X — E(X|B))?|B] = E(X?|B) - [E(X|B)]®

= /_Z X2 - fyyp(x) dx — </_ZX - Fxi8(X) dx>2,

amennyiben [ x2 - fyg(X) dx < <.

Ha létezik az fxp felteteles siirisegfliggvény és E(|X|) < oo, akkor

tetsz6leges pozitiv valészinliségli B esemény esetén E(|X| | B) < .
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6. Feltételes varhato érték

Példa: Legyen X standard normalis eloszlasu, és B := {X > 0}.
Ekkor P(B) =1/2, és

PO< X< x 0 ha x <0,
FX|B(X)=—( )Z{

P(X > 0) 2P(0< X <x) ha x>0.

Ha x > 0, akkor tehat
2 X
Fxa(x) = 2(®(x) — ¢(0)) = \/>/ e /2 4u.
T Jo

igy X-nek a B-re vonatkozo feltételes stir(iségfliggvénye:

2e-x2/2 pg x>0,
fx8(X) = {\/;e

0 ha x <0.
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6. Feltételes varhato érték

Ezért X-nek a B-re vonatkozo feltételes varhato értéke:

E(X|B):/_ X - fxg(x dx_/ \/>_X/2dx
e s

Tovédbba, ha Y :=|X|, akkor

ha x <0,
P(—x < X <x) ha x>0,
)0 ha x <0,
~ |2P(0< X <x) ha x>0,

Fy(x) = P(IX] <x) =

= Fxg(x),  x€R,

azaz X-nek a B-re vett feltételes eloszlasa megegyezik |X]|
eloszlasaval.
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6. Feltételes varhato érték

Abszolut folytonos véletlen valtozéra vonatkoz6 feltételes
sUrliségfiggveny, feltételes varhato érték

Legyen (X, Y) abszolat folytonos véletlen vektor fx y slrliség-
flggvénnyel. Ekkor X feltételes siiriiségfiiggvényeaz Y = y
feltételre nézve (ahol y € R):

fX,Y(va)
fxy(Xly) = { fy(y) ha fy(y) 70, X € R,
h(x) ha fy(y) =0,

ahol fy az Y slrlségfliggvénye, és h tetszbleges slrliségfliggvény.
X feltételes eloszlasfliiggvénye az Y = y feltételre nézve:

X
PX<x|Y=y) ::/ fxy(uly)du, x e R.

X feltételes varhato értéke az Y = y feltételre nézve:

(e.9]

EXIY =y)i= [ x-Bay(xly) ax,

—00

feltéve, hogy a jobb oldalon all6 integral abszolut konvergens.
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6. Feltételes varhato érték

Megjegyzés. Legyen (X, Y) abszolit folytonos véletlen vektor fx y
sliriségfiiggvénnyel. Legyen y € R és tekintsik X feltételes stirliség-
figgvenyétaz Y =y feltételre nézve: R > x — fy y(x|y).

Ekkor a valés szamok R halmazat felruhazva a Borel-halmazok B(R)
c-algebrajaval, a

B(R) 5 B /B ey (uly) du

halmazfliggvény valdszinliségi mérték (R, B(R))-en.

Tovabba, tetszbleges x € R esetén, ezen valoszinliségi mérték szerint
a (—oo, x) halmaz (esemény) valdszinlisége eppen P(X < x | Y = y),
az (x,00) halmaz (esemény) valoszinlisége pedig

/ fyy(uly)du=1-P(X <x|Y =y).
X

144



6. Feltételes varhato érték

Abszolut folytonos véletlen valtozora vonatkozé feltételes
variancia, regresszios gorbe

X feltételes varianciajaaz Y = y feltételre nézve:
var(X|Y = y) .= E [(X —E(X|Y = y))?|Y = y]
2
= E(X?|Y = y) — [E(X|Y = )]
(oS o0 2
:/ X2 -y (xly) dx — (/ X'fX|Y(X|y)dX) :
feltéve, hogy [ x? - fxy(x|y)dx < co.
X regresszios gorbéje az Y feltételre nézve:
az R> y— E(X|Y = y) fuggveny.

Ez minimalizélja az E [(X — f(Y))?] mennyiséget, azaz ha E(X?) < co
és f:R — R olyan Borel-mérhetd fiiggvény, hogy E [f(Y)?] < oo,

akkor E[(X — E(X|Y))?] <E[(X - f(Y))3].

145



6. Feltételes varhato érték

Teljes varhato érték tétel teljes eseményrendszerre vonatkozéan

diszkrét esetben

Haa By, B, ... pozitiv valészinliségli események teljes
eseményrendszert alkotnak, X egy diszkrét véletlen valtozé és

E(|X]) < oo, akkor
= Y E(X| Bx) - P(B).
K

Bizonyitas. Legyen X diszkrét veletlen valtozo xq, xo, . ..
lehetséges értékekkel. Ekkor

D E(X|Bk) P(Be) =Y xP(X=x|By)-P(Bx)

k k

=ZijP({X=xj}mBk) =3 %3 PUX = x} N By)
. 2

ahol az E(\X|) < oo feltételt a szummak felcserélésénél hasznaltuk.
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6. Feltételes varhato érték

Diszkrét véletlen valtozé teljes eseményrendszerre vonatkozé

feltételes varhat6 értéke

Legyen X egy diszkrét véletlen valtozo, hogy E(|X]|) < oo, és legyen
G egy Bi, B, ... pozitiv valoszinliségli eseményekbdl allé teljes
eseményrendszer. Ekkor X-nek a G-re vonatkozo feltételes
varhato értékén az

E(X|G):=) E(X|By)lp,
k

diszkrét véletlen valtozét értjik.

Az E(X | G) véletlen valtozd a By eseményen az E(X | B) értéket
veszi fel.
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6. Feltételes varhato érték

Példa:
Szabalyos dobokockaval addig dobunk, mig az els6 6-os megjelenik.
Legyen X := az ehhez sziikséges dobasok szama.
Ekkor X geometriai eloszlasu %—paraméterrel, igy E(X)=6.
Az alabbiakban a teljes varhaté érték tétele alapjan is meghatarozzuk
E(X)-t.
Ekkor By := {az els6 dobas k}, k=1,...,6, pozitiv (1/6)
valészinliségli eseményekbdl allé telijes eseményrendszer.
Mivel E(|X|) < oo, ateljes varhato érték tétele alapjan
6
E(X) =) _E(X| Bx)-P(Bx)

k=1

Megmutatjuk, hogy

1+E(X) ha 1<k<5,

E(X | B) =
(X1 Bi) {1 ha k = 6.
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6. Feltételes varhato érték
Nyilvan, P(X =1|Bg) =1 ésigy E(X|Bs)=1-1=1.
Ha 1 < k <5, akkor
E(X|Bk) =E(1+X—1|Bx)=1+EX—-1]|Bg) =1+ E(X),
ahol az utolsé Iépés abbdl kévetkezik, hogy X — 1-nek a By-ra
(k =1,2,3,4,5) vonatkozé feltételes eloszlasa megegyezik X

eloszlasaval, ugyanis X — 1 értékkészlete Z. = {0,1,2,...},
P(X—1=0]|Bx)=0 és

P(X—1 :n|Bk): P(X—1 :n,Bk) B P(X:n+1,Bk)

P(Bk) - P(Bk)
_ P({azelsd dobas k} N {a2.,...,n. dobas nem 6-0s} N {az (n+ 1). dobas 6-0s})
P(Bx)
1 (5\n—1 1 n—1
_s (6 s 1 B\ o
= T 5 <6> =P(X=n), neN
Ezért 1
E(X) = 6(1 +5(1 + E(X))),

amibdl E(X) = 6.
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6. Feltételes varhato érték

Az E(X | Bk), 1 < k <5, feltételes varhat6 értékeket (is)
szamolhatjuk direktben (definici6 alapjan).

Ha 1 < k<5, akkor P(X =1 |Bx) =0 és

P(X =n| B)
_ P({azelsd dobas k} N {a2.,...,(n—1). dobas nem 6-0s} N {az n. dobas 6-0s})
P(Bx)
1 (5\N—2 1
_ 5 (8) s
1
6
n-2
> n=23,
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6. Feltételes varhato érték

gy k=1,...,5 esetén

E(X | BY) < 52 1 & 5\ 1 &, L,
| Bk) Znem—an s =507
n=2 n=2
0o / /
1 N 1/ x?
5(;2)() X=5/6 5(1—x>

12x — x?2
5(1—x)

x=5/6

x=5/6

X= 5/6

Ezért E(X)={(1+5-7)=6.
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6. Feltételes varhato érték

Tovabba, X-neka G :={Bj,...,Bg} pozitiv valészinliségl
eseményekbdl all6 telies eseményrendszerre vonatkozé feltételes
varhato értéke az

E(X‘g):7(]]'B1 +”'+]]-Bs)+1 ':H.Be :7.]]_9\86_’_1 .:[]_BG
diszkrét véletlen valtozd. Azaz

7 ha w%Be,
1 ha we B;s.

E(X|9)(w) = {
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6. Feltételes varhato érték

Teljes valoszinliség- és teljes varhato érték tétele egyiittesen

abszolut folytonos esetben

Legyen (£, A, P) valészin{iségi mezd, és (X, Y) : Q — R? egy abszol(t
folytonos véletlen vektor fx y slrliségfliggvénnyel.
Jelblje fy az Y slriiségflggvényét.

@ Ekkor tetszbleges x € R esetén teljesdl, hogy

o0

P(X < x) :/ PIX<x|Y=y)fy(y)dy.

—0o0

@ Ha E(|X]) < oo, akkor

EX) = [ EX|Y =iy

—0o0
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6. Feltételes varhato érték

Példa: Valasszunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot a (0, 1)
intervallumon, jeldlje ezt Y. Tekintslk a (0, Y) véletlen intervallumot
és legyen X egyenletes eloszlaslu ezen az intervallumon. Hatarozzuk
meg X varhat6 értékét!

A feltételek alapjan Y egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, és
tetszbleges y € (0,1) esetén X-nekaz Y = y feltételre vonatkozd
feltételes slirliségfliggvénye:

1 haxe(0,y),

fxy(xly) = {é ha x ¢ (0, y),

x € R.

A teljes varhato érték tétele alapjan

E0= [ EXIY =iy = [ EXIY =y,
ahol . ,
E(X | Y:y):/_oox~fx|y(x\y)dx:/o x~;dx:§.

Ezért

1
y 1
E(X) = ~dy = —.
) /02 =3
154



7. Nagy szamok térvényei

Markov-egyenldtlenség

Ha ¢ egy nemnegativ véletlen valtozd, akkor tetszdleges ¢ > 0
esetén

P&%K@.

Bizonyitas: Ha ¢ diszkrét véletlen valtoz6 nemnegativ xq, xo, . ..
lehetséges értékekkel, akkor

=D X PlE=x}> D X P{E =X}
k=1

k: Xk26

>e Y P{l=x}=¢e-P{{>e}

k: X;(BE

Ha ¢ abszolut folytonos nemnegativ valdsziniiségi valtozd f;
sUrliségfuggvénnyel, akkor f:(x) =0 ha x <0, ezért

E(¢) = /OOO Xfe(x)dx > /:O xfe(x / fe(x)dx = e-P{& > €}.
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7. Nagy szamok térvényei

Csebisev-egyenlotlenség

Tetszbleges ¢ véletlen valtozd, melyre E(¢) létezik és véges, és
e >0 esetén var(§)
R

P{I¢ —E(¢) > e} <

S

Bizonyitas: A Markov-egyenl6tlenséget alkalmazva

Plle — ()] > &) = P{(e — E(©)2 > &) < TLEZEEFT_ verl)

e2
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7. Nagy szamok térvényei

Bernoulli-féle nagy szamok térvénye
n flggetlen kisérlet

A esemény, p:= P(A)

A gyakorisadga: kn(A)

Ekkor tetszbleges ¢ > 0 esetén

IimP{M—p‘Qa}zo.
n—o00 n

Kn(A)
n
Kn

Szimbolikusan:
N p ha n— oo,

és azt mondjuk, hogy g ) sztochasztikusan konvergal p-hez,

amint n — co.

157



7. Nagy szamok térvényei

Nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek &q, &, ... paronként korrelalatlan, azonos eloszlasu
véletlen valtozok, melyeknek véges a masodik momentumuk. Ekkor
tetszbleges ¢ > 0 esetén

5} =0.
Szimbolikusan:
G+ +6

lim P{ cdddd
n—o0 n
" PLE(&)  ha n— oo

\

\
|
N

—E(&1)| 2

Bizonyitas: Legyen S, =&+ -+ &y, neN.
Ekkor E ($2) = 5327 E(&) = E(1)

€s var (Sn) = o var(Sy) = 75 Sy var(g) = e,
ezért a Csebisev-egyenldtlenséggel

p{%_ (51)‘>g}<var(51)—>0 ha n— oo. u
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7. Nagy szamok térvényei

Mivel kn(A) =¢&1+---+&n, ahol &,...,&, flggetlen p paraméteri
Bernoulli-eloszlasuak, ezért ebbdl kovetkezik a Bernoulli-féle nagy
szamok térvénye.

Csebisev-egyenlotlenséggel P {’@ — p‘ > 5} < ”(,17;”).

Példa. Hanyszor kell egy szabalyos érmét feldobni, hogy a fejek
szamanak relativ gyakorisaga legalabb 0.95 valdsziniiséggel 0.1-nél

kevesebbel térjen el a valdsziniiségtdl (1/2-t61)?

Jeldlje a szikséges dobasok szamat n. Olyan n-et kereslink, melyre:

g

A fentiek alapjan

kn(A)—1‘<0,1}>O.95 & P{
n 2

k"(A)—1‘>0,1}<0.05.
n 2
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7. Nagy szamok térvényei

igy a kévetelmény biztosan teljesiil, ha
1

4.(0.1)2-n

vagyis az érmével legalabb 500-szor kell dobni.

< 0.05, azaz n > 500,

Nagy szamok erds térvénye

Legyenek &, &, ... (teljesen) fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok, hogy E(|{1]) < oco. Ekkor

P{ lim M:E(&)} =1.

n—oo n
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8. Centralis hatareloszlas-tételek
Jeldlie ¢, 2 az (m,o?) paraméteri (m € R, o > 0) normalis

(x—m)2
eloszlas slrseégfuggvenyét, azaz ¢p, ,2(X) := ;Me_ 22 x €R.
Lokalis hatareloszlas-tétel
n fuggetlen kisérlet, A esemény, p := P(A) € (0,1),

A gyakorisaga: kn(A)
Ekkor n
PUk(A) = k) = ()1 =PI
1 (k—np)?

e 2nmp(1-p)

~ _ k =sE

Pnp,np(1 p)( ) 27rnp(1 _p)

Pontosabban, ha (yn)52; egy olyan valés szamsorozat, melyre
Y= 0o(n?/?) ha n— oo, azaz lim n=2/3y,, = 0, akkor

P{kn(A) = k}

sup
Pnp,np(1 —p)(k)

k: |k—np|<tn

—1‘—)0 ha n— co.
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8. Centralis hatareloszlas-tételek

Jeldlie ¢ a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvényét, azaz

X
(x) := \/12?/ e ¥/2du,  xeR.

Moivre-Laplace-tétel ("globalis” alak)
n flggetlen kisérlet

A esemény, p:=P(A) € (0,1)

A gyakorisadga: kn(A)

Ekkor lim P2 =M L _ 40 xeR, sbt
w5\ V(= p)

ka(A) — np
p {\/ﬁ € [a, b)} — (®(b) — ®(a))

lim sup
N—=00 _ ro<a<b<+oo

=0.




8. Centralis hatareloszlas-tételek

Példa. Hanyszor kell eqgy szabalyos érmét feldobni, hogy a fejek
szamanak relativ gyakorisaga legalabb 0.95 valdszinliséggel 0.1-nél
kevesebbel térjen el a valosziniiségtél (1/2-t61)?

A fejek szamanak kn(A) gyakorisagara tetszdleges a > 0 esetén
fennall, hogy

lim P {""(A)Z €[-a, a)} = ®(a) — d(-a),
2(1-3)
igy

n—oo

lim P { k”gA) -

Ezért elég nagy n-re:
o [[kn(A) 1 N
n 2 Z\f
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8. Centralis hatareloszlas-tételek

Mivel a

2¢(a) — 1= 0.95, 0.1

a J—
2v/n

Osszefliggésekbdl a =~ 1.96 (tablazat alapjan) és n~ 96 adddik, igy

g

Tehat elég koriilbeliil 96-szor dobni egy szabalyos érmével ahhoz,
hogy a fejek szamanak relativ gyakorisaga kordilbeldil 0.95 valészin(-
séggel 0.1-nél kevesebbel térjen el a valoszinliségtol (1,/2-t0l).

kn(A 1
n )2’<0,1}z0.95 ha n~ 96.
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8. Centralis hatareloszlas-tételek

Centralis hatareloszlas-tétel ("globalis” alak)

Legyenek &q, &, ... teljesen fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok, hogy E(£2) < co és var(&) # 0. Legyen

Sni=&i++én nEN

Ekkor

. Sn — E(Sn) 1 /X e

lim P{ 2220 b = (X)) = —— e U2du,  xeR,

Nn—o0 { \/Var(Sn) ( ) V 2T —00

Sn—E(Sn) . . . -
azaz W] eloszlasban konvergal a standard normalis eloszlas
- : . Sn—E(S») D

hoz, ha n — co. Szimbolikusan: B en) — N(0,1), ha n— occ.

Mivel kn(A) =&+ -+ &n, ahol &,...,&, flggetlen p paraméteri
Bernoulli-eloszlasuak, ezért ebbdl kdvetkezik a Moivre-Laplace-tétel
(elsd része).
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