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1. Mértékelméleti el6készités, valdszintiségi mez6, véletlen
(valdszintiségi) valtozok

Jelolje Z, N, Z., R, R, és C az egész-, pozitiv egész-, nemnegativ egész-, valos, nemnegativ
valos-, illetve komplex szamok halmazat. Ha (2 egy nemiires halmaz és A egy részhalmaza
Q-nak, akkor ezt A C Q modon fogjuk jelolni (ahol C nem feltétleniil szigora tartalmazast
jelol, azaz A C Q esetén A=) is lehetséges).

1.1. Definicié. Legyen $Q eqy nemiires halmaz. Az ) bizonyos részhalmazaibol dllo H

halmazrendszert halmazalgebrdanak nevezzik, ha
(i) QeH,
(i) zdrt az unicképzésre, azaz tetszdleges A, B € H esetén AUB € H,
(iii) zdrt a komplementerképzésre, azaz tetszdleges A€ H esetén A:=Q\ A€ H.

Az A halmazalgebrdit o—algebrdnak nevezzik, ha (i) kovetkezd erdsebb vdltozata teljestil :

o0
(ii") zdrt a megszdmldlhato unicképzésre, azaz tetszdleges {A,}2, C A esetén U A, €A

n=1

Ekkor az (Q,A) pdrt mérhetdségi térnek (mérhetd térnek) nevezzik.

Megjegyezziik, hogy az 1.1. Definicioban az (i) feltétel helyettesithet§ azzal, hogy H # 0,
hiszen ekkor létezik A € H, és a (iii) tulajdonsag miatt A € H is teljesiil, melybdl a (ii)
tulajdonsag miatt Q= AUA € H is fennall. Megjegyezziik tovabba, hogy az 1.1. Definici6
jelolései mellett, ha H az () nemiires halmaz bizonyos részhalmazaibol 4ll6 halmazalgebra,
akkor teljes indukcioval belathato, hogy tetszéleges n €N és tetszbleges Ay eH, k=1,...,n,
halmazok esetén | J,_, A, € H.

1.2. Definicié. Legyen 2 nemiires halmaz és H az ) bizonyos részhalmazaibol dllo hal-

mazalgebra. Azt mondjuk, hogy a p:H — [0,00| halmazfiigguény

— végesen additiv, ha tetszileges A, BE€H diszjunkt halmazok esetén p(AUB)=pu(A)+
+u(B).

— mérték, ha () =0 és o—additiv, azaz tetszéleges olyan {A,}5°, CH pdronként

diszjunkt halmazok esetén, melyekre U A, €H, teljesiil, hogy

n=1

H (U An) = Zﬂ(An)-
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Azt mondjuk, hogy a p:H —[0,00] mérték
— véges, ha u(Q) < co.
— valdsziniségt mérték, ha () =1.

~ o—véges, ha léteznek olyan {Q}32, CH halmazok, hogy Q=J;—; U, és pu(Q) < oo,
k e N.

Azt mondjuk, hogy a p:H —[—00,00] halmazfigguény el&jeles mérték, ha elddll = py— o
alakban, ahol py, o mértékek, és legaldbb az eqyik véges.

1.3. Megjegyzés. Az 1.2. Definicio jelolései mellett, ha p:H—[0,00] végesen additiv halmaz-
fiiggvény, akkor teljes indukcioval belathato, hogy tetszéleges ne€N és tetszGleges {Ag}y_ CH
paronként diszjunkt halmazok esetén p(Uy_; Ax) =D r_q #(Ak). O

1.4. Definicié. Legyen ) nemiires halmaz. Legyen minden n € N esetén A, C ).

Hoa A CAyC... és A:= U A,, akkor azt irjuk, hogy A, T A, ha n— oo.

n=1
Hoa A1 DAyD ... és A:= ﬂ A,, akkor azt irjuk, hogy A,l A, ha n— oco.

n=1

1.5. Allitas. Legyen Q nemiires halmaz és H az Q  bizonyos részhalmazaibol dllé hal-
mazalgebra. Legyen P :H — [0,00| olyan végesen additiv halmazfiigguény, melyre P(2) = 1.
Ekkor

(i) P(0)=0;

N

(ii) tetszdleges A€ H esetén 0<P(A)<1;

(iii) tetszoleges A€ H esetén P(A)=1-P(A);

(iv) P momnoton, azaz tetszdleges A,BeH, AC B esetén P(A) <P(B), tovdbbd P(B\
\A) =P(B)-P(A);

(V) a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek;:
(a) P o-additiv.

(b) P alulrdl folytonos, azaz tetszéleges {A,}00, CH, A, TA és AcH esetén
lim P(4,) =P(A).
n—oo

(c) P feliilrél folytonos, azaz tetszdleges {A,}5°, CH, A, LA és AcH esetén
lim P(A,) =P(A).
n—oo
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(d) P feliilrél folytonos az iires halmazon”, azaz tetszbleges {A,}5°, CH és
A, L0 esetén lim P(A,)=0.
n—oo

1.6. Allitas. Legyen (Q,A) mérhetd tér és P: A —[0,1] wvaldsziniségi mérték. Ekkor

(i) P wvégesen additiv;

(ii) P o-szubadditiv, azaz tetszileges {A,}22, C A esetén P (U An> < Z]P(A
n=1

n=1

Bizonyitas. (ii). Mivel P végesen additiv és monoton, tetszGleges A, B € A esetén
P(AUB)=P(AU(BNA))=P(A)+P(BNA) <P(A)+P(B),
és teljes indukcidval adodik, hogy
P(A1U---UA,) <P(A)+---+P(A,), n € N.

Tovabbé, minden k£ € N esetén

(UA) 1)+ +IP’Ak+IP<UA>

n=k+1
A By:=U ", Ay, k€N, jeloléssel Byl 0, ha k — oo, és felhasznalva, hogy P feliilr6l
folytonos az iires halmazon (1.5. Allitas (v) része), kapjuk, hogy lim, .. P(B;) = P(0) = 0,
amibd6l kovetkezik az allitas. 0

Nyilvidn o-algebrak tetszéleges, nem nulla szdmossagi halmazénak metszete o—algebra.

1.7. Definicié. Legyen Q nemiires halmaz és H az €0 bizonyos részhalmazaibol dlle hal-
mazalgebra. Legyen T' nemiires halmaz és minden €D esetén A, cH. Az A, yeT,
halmazokat tartalmazé o-algebrdk metszetét az {A, :~ € I'} halmazok dltal generdlt
o—algebrdnak nevezzik. Jelolése: o(A,:vyel).

Felhivjuk a figyelmet, hogy az 1.7. Definiciébeli o(A,:v €T') generdlt oc-algebra jolde-
finidlt ugyanis o-algebrak tetszéleges, nem nulla szamossagu metszete is o-algebra és az 2
hatvanyhalmaza (azaz Q Osszes részhalmazabol all6 halmaz) egy olyan o-algebra, mely tar-
talmazza az {A,:~y €T'} halmazrendszert. Tulajdonképpen o(A,:vyel) az a legsziikebb
o-algebra, mely tartalmazza az A,, v €I, halmazokat. Megjegyezziik tovabba, hogy az 1.7.
Definiciébeli generalt o-algebra definicidja megfogalmazhato tetszéleges, nem feltétleniil egy

halmazalgebrahoz tartoz6 A, CQ, v €I, halmazrendszer esetén is.

1.8. Tétel. (Carathéodory kiterjesztési tétele) Legyen Q nemiires halmaz és H az €
bizonyos részhalmazaibol dllo halmazalgebra. Legyen p:H — [0,00] o-véges mérték. Ekkor
létezik egy egyértelmiien meghatdrozott v:o(H)—[0,00] o-véges mérték gy, hogy tetszdleges
AeH esetén v(A)=pu(A).
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1.9. Definici6é. Valdszinidségi mezd alatt olyan (2, A,P) hdrmast értink, ahol (£2,.A)

mérhetd tér és P: A—[0,1] wvaldszintiségi mérték.

Az Q elemeit elemi eseményeknek, az A4 elemeit pedig eseményeknek nevezziik. Az

Q0 a biztos esemény, az () iires halmaz pedig a lehetetlen esemény.

1.10. Definicié. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezé, (X,X) mérhetd tér. Azt mondjuk,
hogy a &:Q — X leképezés véletlen vdltozd (valdszinidségt vdltozd), ha mérhetd, azaz

tetszdleges B € X esetén
£ (B)={¢eB}={weN:{w)eB}e A
A £:Q—= X waldszindségi vdltozo eloszldsa a Pe: X — R,
P(B):=P( € B)=P(¢\(B)), Bex

halmazfiggvény, mely nyilvin valdszintségi mérték az (X, X) mérhetd téren.

Azt mondjuk, hogy a &:Q — X wvaldszindségi vdltozo diszkrét, ha értékkészlete, a £(2)
halmaz megszdmldlhato. Azt mondjuk, hogy a & :Q — X waldsziniségi viltozo egyszerd, ha
értékkészlete véges halmaz.

Ha &£:Q— X, n:Q— X waldszintiségi viltozok és P(§ =n) =1, akkor azt irjuk, hogy
& =n P-m.b. (egyenldek P-majdnem mindeniitt).

1.11. Megjegyzés. (i). Ha X =R, illetve X =R9 akkor mindig az X := B(R), illetve
X = B(RY) valasztasokkal éliink. Igy egy f:R — R fiiggvény mérhetésége esetiinkben azt
jelenti, hogy f~1(B) € B(R) tetszéleges B € B(R) esetén (felhivjuk a figyelmet, hogy ezt a
mértékelméletben Borel mérhetGségnek nevezik, f mérhet&ségén pedig alapértelmezés szerint
Lebesgue-mérhetGséget értenek). Annak, hogy egy f: R — R fiiggvény mérhetGségén Borel
mérhetdséget értiink tobb olyan kovetkezménye is van, melyek Lebesgue mérhetGség feltételezése
esetén nem feltétleniil teljesiilnének. Példaul, egy f:R — R bijektiv, Borel mérhetd fiiggvény
inverze is Borel mérhets. Valoban, ha f:R —R egy bijektiv fiiggvény, akkor g modon jeldlt

inverze akkor és csak akkor Borel mérhets, ha tetszéleges B € B(R) esetén
g (B)={z€R:g(z) e B} ={z€R:(fog)(x) € f(B)} ={z eR:z € f(B)} = f(B) € B(R)

teljesiil, azaz tetszGleges Borel halmaz f 4ltali képe is Borel halmaz. Ismert, hogy ez a tulajdon-
sag tetszGleges injektiv, Borel mérhets f: R — R fliggvény esetén (igy esetiinkben is) teljesiil.
Megjegyezziik, hogy egy olyan f:R — R Borel mérhetd fiiggvényt, melyre tetszéleges B € B(R)
esetén f(B) € B(R) teljesiil bi-mérhetének nevezziik.

Ha ¢:Q — R? valoszintiségi valtozo, akkor a véletlen vektor elnevezést is hasznaljuk.
Ha nem nevezziik meg egy valoszintiségi valtozo értékkészletét, akkor tgy értjiik, hogy R az

értékkészlet.
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(ii). Ha példaul £:Q—R? egyszert valoszintiségi valtozo és az értékkészlete £(Q)={x1,..., x1},
ahol z1,...,7; € RY paronként kiilénbozsek, akkor

k
52 ijI]-Aja
j=1

k
ahol A;:={weQ:{(w)=1x,;}€A, j=1,...,k, paronként diszjunkt események és (J A;=Q,
j=1
azaz Ai,..., A, teljes eseményrendszert alkotnak.
(iii). Ha (FE,p) metrikus tér, akkor azt mindig a Borel-halmazok B(FE) o-algebrajaval latjuk

el (vagyis a nyilt halmazok altal generalt o—algebraval). U

1.12. Definicidé. Legyen I' nemdires halmaz, és minden v€l' esetén (X, X,) mérhetd tér,
és & :Q — X, waldszindségi vdltozd. A {&,:v €T} wvaldszindségi vdltozok dltal generdlt
o—algebra:

o(&y:vel)=0( ' (B):vel, BeX,).

1.13. Megjegyzés. (i). A {& :veI'} valoszintségi valtozok altal generalt o-algebra az a
legsztikebb o-algebra, melyre nézve az Gsszes {&,:v €'} valoszintiségi valtozé mérhetd.
(ii). Legyen (X,X) egy mérhets tér. Egyetlen &:Q — X valoszintiségi valtozo altal generalt
o—algebra nyilvan

0(§) =& 1(X):={¢(B): Be X},

hiszen egyrészt {€71(B): B€ X} Co(€), masrészt {£71(B): Be X} egy o-algebra, és igy, a
generalt o-algebra definicioja miatt, o(§)C{{H(B):BeX}. A {¢1(B): BEX} halmazrendszer
valoban o-algebra, mivel az Gskép képzés felcserélhets a halmazelméleti kiilonbség képzéssel és

unioképzéssel :
S Q= (X) e (B): BeX),
— Legyen B e X. Ekkor
Q\EHB) = (X)\H(B) =& (X\B),
és X\ B € X, hiszen X o-algebra. [gy Q\¢Y(B) e {¢71(B): Be X},
— Legyenek B, € X, n €N, adottak. Ekkor

Ue&' B =¢" (U Bn>

n=1

és U, B, €X, hiszen X o-algebra. Igy |22, &H(B,) € {¢1(B): Be X}
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A fentiek alapjan az X o-algebranak a & altali Gsképe o-algebra.

A o(§) o-algebra éppen azokbdl az A eseményekbdl all, melyekrsl ¢ megfigyelésével (€(w)
ismeretében) eldonthetd, hogy bekovetkeztek—e vagy sem (w € A teljesiil-e vagy sem).

(iii). Felhivjuk a figyelmet, hogy ha o(§) =o(n), akkor altalaban véve nem igaz, hogy P(§ =
=n)=1. Példaul, ha n:=£+1, akkor o(&)=o0(n), hiszen

on)={{weQ:nw)eB}:BeBR)} ={{weQ:{(w)eB-1}: BeBR)}
={{weQ:¢w)eC}:CeBR)} =0(¢),

ahol felhasznaltuk, hogy egy B C R halmaz akkor és csak akkor Borel mérhets, ha a B—1
halmaz Borel mérhets. Ugyanakkor P(§ =n)=P(=£+1)=0.

(iv). Az 1.12. Definiciobeli generalt o-algebra definicioja megfogalmazhato tetszéleges, nem
feltétleniil mérhetd fiiggvényekbdl allo fliggvényrendszer esetén is. Példaul, egy tetszéleges ¢ :
Q) — R? fiiggvény altal generdlt o-algebra o(g) := o(¢g~Y(B) : B € B(R?)) = g7 (B(R?Y)) =
={g7YB): B € B(RY)}, és o(g) az a legsziikebb o-algebra, melyre nézve g mérhetd. O

1.14. Definicio. Legyen (Q, A, P) wvaldszintségi mezd, (X,X) mérhetd tér, £:Q — X
valdszintségi vdltozo, és F CA rész-o-algebra. Azt mondjuk, hogy & F-mérhetd, ha ¢ Y(B)e
eF, VBeX, vagyis o(§) CF.

1.15. Definicié. Egy metrikus teret szepardbilisnak neveziink, ha van megszdmldlhato minde-
niitt stird részhalmaza. Eqy metrikus tér eqy A részhalmazdt akkor nevezzik szepardbilisnak,

ha az mint metrikus tér szepardbilis az eredeti metrikdnak az A X A-ra vald megszoritdsdval.

1.16. Lemma. Legyen (E, o) szepardbilis metrikus tér. Tetszdleges £:Q— E wvaldszinidségi

vdltozd esetén léteznek olyan {£,}5°, egyszertd valdszinidségi vdltozok, hogy tetszdleges w € §)

esetén lim &,(w)=¢&(w). Ha (E,|.||) szepardbilis normdlt tér, igy &, vdlaszthato gy, hogy
n—oo

1€l < Igll, v n e N,

1.17. Lemma. Tetszdleges n: € — R nemnegativ valosziniségi viltozo esetén létezik nem-
negativ egyszerid valdszinidségi vdltozokbol dlle {n,}5°, sorozat ugy, hogy tetszdleges w € 2
esetén n,(w) Tn(w), ha n— oco. Példdul az

n2m
M= (F=1)2 "L nenepejpny,  NEN,
=1
vagy .
=Y (=12l 1pnepejpmy+nlpzny,  neEN,
j=1

sorozatok megfelelnek.
1.18. Allitas. Legyen (X, X) mérhetd tér, €:Q— X waldszinidségi viltozo.

8
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(i) Ha (Y,Y) mérheté tér, g: X —Y mérhetd figgvény, akkor a go&:Q—Y dsszetett

figgvény o(&)-mérhetd valdszintségi vdltozo, azaz o(go&) C o(§).

(ii) Ha n:Q—R? o(&)-mérhetd valdsziniségi viltozd, akkor létezik olyan g: X —RY mérhetd
figgvény, hogy 1= go&.
Bizonyitas. (i). Abbol kdvetkezik, hogy tetszéleges D€) esetén (go&)~'(D)=¢"1 (g H(D))e
€ A, hiszen ¢ }(D)e X és £ valoszintiségi valtozo. Az 1.13. Megjegyzés (ii) része alapjan
ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy (go&)~1(D) € o(€) is teljesiil tetsz6leges D €Y

esetén.

(ii). Ha n:Q—R? egyszerti valoszintiségi valtozo, akkor léteznek olyan paronként kiilonbozé
Y1, Yo, - .-, ye € R pontok, hogy n(Q) = {vy1,y2,...,y}. Ekkor A;:={weQ:nw)=y}=

¢
1({y;}), 7=12,...,¢, paronként diszjunktak, |J 4; = és
j=1

¢
n= Z Yila,.
j=1

Mivel RY\{y;} nyilt, kapjuk, hogy {y;} € B(RY), j=1,2,...,¢, ésigy n o(£)-mérhetdsége
miatt

Aj=n""({y;}) €o(§) ={¢7(B): Be X}.
Igy léteznek olyan B; € X, j=12,...,¢ halmazok, hogy A;=¢71(B;). Itt By,..., B, nem
feltétleniil diszjunktak, az viszont teljesiil, hogy & 1(B;NB;) =& H(B;)NEH(By) =A,NA; =10
minden i#j,4,j=12,...,¢ esetén, azaz ekkor B;NDB; nem része § értékkészletének. Az

alabbiakban a By, ..., By halmazrendszert paronként diszjunkttd tessziik. Legyen Ej = B;\
\(Ug;l Bi> €X, j=1,...,4 ahol ), B;:=0. Ekkor, felhasznalva, hogy A;-k paronként

diszjunktak,
j—1 j—1
By =B\ (U 5_1(31‘)) = A;\ (U Ai) =A
i=1 i=1
és igy

Tekintsiik azt a g: X — R fiiggvényt, melyre g(z)=vy;, ha z € éj valamely j=1,2,...,¢
esetén, és g(z) =yo egyébként, ahol y, € R? tetszblegesen rogzitett pont, azaz

L

9= _uil5,+vlay, 5
j=1
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Ekkor nyilvin ¢ mérhets, és n=gof, ugyanis ha w € A;, akkor egyrészt A; definicioja
miatt 7(w) =y,;, masrészt we A; = 5*1(53-) miatt {(w) € éj, igy, felhasznalva, hogy Ej,
j=1,...,¢, paronként diszjunktak, (go¢&)(w)=g({(w))=y;.

TetszSleges 1 : ) — R? esetén az 1.16. Lemma alapjan létezik egyszerii valoszintiségi
vektorvaltozokbol allo {n,}5°, sorozat ugy, hogy tetszéleges w € ) esetén lim,, o 7, (w) =
=n(w). Legyen g,:X — R? olyan mérhets fiiggvény, hogy 7, = g,0& (az el6zéek alapjan

ilyen g, létezik, hiszen 7, egyszeri valoszintiségi valtozo). Ekkor
H:={reX: lim g,(z) létezik} € X,
n—oo
ugyanis, mivel R teljes,

H={z€ X :(gu(x))nen Cauchy sorozat}

1
=AU N {rexlom@-a@i<}

peENreNm>r,n>r

“NU N G- ({rerilzl<}) e,

peENreNm>r,n>r

hiszen ¢,, — g, mérhets. Tovabba, tetszbleges w € Q esetén &(w) € H, ugyanis g¢,({(w)) =
=np(w) = n(w), ha n— oco. Legyen

lim g,(z) ha zeH,
Yo ha = ¢ H,

ahol gy, € R? tetsz6legesen rogzitett pont. Ekkor felhaszndlva, hogy H € H és azt, hogy
mérhet§ fiiggvények pontonkénti hatarértéke mérhetd, kapjuk, hogy ¢ mérheté és n=gof. U

A kovetkezd allitast a ,,jo halmazok” mddszerének is szokas nevezni.

1.19. Allitas. Legyenek (Q,A) és (X, X) mérhetd terek, £ C X, és £:Q — X egy leképezés.
Ekkor o(§1(E)) =0 (E)). Tovdbbd, feltételezve, hogy o(E) =X, a & leképezés akkor és csak
akkor véletlen vdltozd, ha £71(E) C A.

Bizonyitas. Az 1.13. Megjegyzés (ii) része alapjan (o-algebra £ altali Gsképe is o-algebra),
kapjuk, hogy
HE) CEH(o(E)) = a(E7(a(E))),

és igy, a generalt o-algebra definicidja alapjan, adodik, hogy o(§71(E)) C 71 (a(E)).
A forditott irdnyu tartalmazas belatédsahoz, vezessiik be az alabbi jelolést:

o= {A co(€):67(A) e a(g*(a)}.

Ekkor & C o(&). Megmutatjuk, hogy & egy o-algebra:

10
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~ Qe &, mert Q) =X €a(£71(E)), hiszen o(671(E)) egy o-algebra,
— legyen A € &. Ekkor Q\ A€o (€) és

EHANA) =TI\ (A) =X\ (A) €a(€71(E)),
mert {1 A) € 0(E7HE)) és a(67HE)) egy o-algebra,

— legyenek A, € &, neN. Ekkor |J2, A, € 0(€) és

¢t (U An) =& A eale(©)),

mert £ 1(A4,) €0(E7HE)), ne€N, és (7)) egy o-algebra.

Mivel & egy olyan c-algebra, hogy & C o(€), a generalt o-algebra definicija alapjan adodik,
hogy & =0 (E). Ezért & definicidja miatt, tetszbleges A € o(E) esetén 1 (A) € o (671(E)), azaz
o (&) CalETHE)).

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy o(€) = X'. Ekkor a mér bizonyitottak alapjan

a(£71(E) =& (o (£)) =£71(X). (1.1)
Ha ¢ véletlen véaltozo, akkor £H(X) C A, és igy (1.1) alapjan o(£71(€)) C A, melybdl speciélisan
kovetkezik, hogy £71(€) C A.
Ha £71(€)CA, akkor (1.1), a generalt o-algebra definicioja és A o-algebra volta alapjan, kapjuk,
hogy
EHX)=a(EHE) C A
melybdl kovetkezik, hogy & véletlen valtozo. U

1.20. Allitas. Legyen (Q,.A) egy mérhetd tér. Eqy €:Q — R? leképezés akkor és csak akkor
valdszintiségi vektorvdltozo, ha tetszdleges x € R esetén {weQ:E(w) <} e A.

Egy €:Q — R? leképezés akkor és csak akkor valdszintséqi vektorvdltozd, ha tetszdleges
z€R? esetén {weN:{(w)<x}eA

Egy £:Q—Re leképezés esetén a o(€) o-algebra az a legszikebb rész-o-algebra, melyre

nézve & mérhetd.

Bizonyitas. Tetsz6leges x € R? esetén
{weQ:é(w)<zy={weN:&W) <rp,...,&W) <zgy=E1 (X?Zl(—oo,ﬁj)) :

ésa {x1_(—o0,x;) :x € R} alaku téglak a B(R?) o-algebranak egy generatorrendszerét
alkotjak, ezért ha ennek a generatorrendszernek az Gsképe benne van az A o—algebraban, akkor
az egész B(RY) o-algebra Gsképe benne van A-ban. Valoban, a ,,j6 halmazok” modszerével
élve (lasd 1.19. Allitas), egyrészt, ha tekintjiik azon B € B(RY) halmazokat, melyekre teljesiil,
hogy ¢71(B)e A, akkor ezek o-algebrat alkotnak, mésrészt ez a o-algebra tartalmazza a fent

emlitett generatorrendszert, igy tartalmazza B(RY)-t is. O

11
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1.21. Allitas. Legyen (Q, A) egy mérhetd tér, dEN, és &1,... €4 Q — R leképezések. Legyen
0o R E(w) = (&(w), ..., &(w)), we Q. Ekkor a & leképezés akkor és csak akkor R%-beli
értéki véletlen vdltozo, ha &, 1=1,...,d, valds értéki véletlen vdltozok.

Bizonyitas. Tetszbleges x = (11, ..., 74) € R? esetén

€ (s (—00,21)) = ()& (o0, 2).

Tegyiik fel, hogy &i,...,&; véletlen valtozok. Ekkor 5’1((—oo,oci)) ceA i=1,...,d, és igy
N, & ((—oo, 7;)) € A, amibél kovetkezik, hogy £~ (x%, (—00,2;)) € A. Mivel a

{x?¢ (—00,2;)  m1,..., 24 ER}

halmazrendszer generalja a B(R?) o-algebrat, az 1.19. Allitas alapjan kapjuk, hogy & véletlen
valtozo.

Tegyiik fel, hogy & véletlen véltozo. Tetszéleges i€ {1, ..., d} esetén legyen p;:RI—R, p;(z) =1,
x=(x1,...,74) € R Ekkor p;, i = 1,...,d, folytonosak és igy (Borel-) mérhetsek is. Ezért a

& = p;o& Osszetett leképezés is (Borel-)mérhetd, azaz véletlen valtozo. O

1.22. Definicié. Ha a,b€R?, akkor a<b, illetve a<b azt jelenti, hogy minden j=1,...,d
esetén a; <bj, illetve a; <b; teljesiil, és jelilje [a,b):={r €R:a <z <b}.

1.23. Definicié. A £:Q — R, &= (&,...,&) valdszintségi vdltozd eloszldsfiiggvénye
Fg ‘RY— [0,1],

Fe(z) =P <2)=P(& <21,...,8 <), = (zy,...,2q) €RL

Legyen g:R?— R, a;,b; €R, a;<b;, je{l,...,d}, és A(] R R? — R,

(Afi]) b )g)( r) = g(r,. .. i1, 05, Ty, - ,2q) —g(x1, ... y Lj—15 Gjy Tjp1s - - , Tq), z € R

Ekkor tetszéleges x € R esetén
NS A — —1) Xk 1.2
( [a1,b1) " " [ad,bd)g)(x) (=1 gl ... ca), (1.2)
(€1,e-,6q)€{0,1}2

ahol ¢y :=cepar+(1—ep)b, k=1,...,d, és mivel az Osszegzés a 0 és 1 szamokbdl 4ll6 Gsszes
lehetséges (1,...,£q4) sorozatra kiterjed a fenti dsszegnek 2? szamu tagja van. Igy kapjuk,

hogy A[al b Afd) 9 konstans fiiggvény.

1.24. Allitas. Az F:R*=R figguény akkor és csak akkor eloszldsfiigguénye valamely &:Q—R?

valoszintségi vdltozonak, ha

(1) F' minden vdltozdjaban monoton niévekvd,

12
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(2) F minden vdltozdjaban balrdl folytonos,

(3) lim F(z)=1, és
min{z1,...,zq}—00
lim F(zy,...,%1,%Tiv1, ..., 2q) =0
Ti—>—00
minden i€ {1,...,d} és T1,...,Ti 1,%Tir1,...,Tq € R esetén,
(4) tetszdleges a,b €R?Y, a<b esetén Afa)b A[(a()1 by £ 2 0.

1.25. Megjegyzés. (i). Ha d =1, akkor az 1.24. Allitasbeli (4) feltétel kovetkezik az (1)
feltételbsl, ugyanis Afiz’bl)F = F(by)— F(a;). Ha d>2, akkor altalaban nem igaz, hogy az
1.24. Allitas (4) feltétele kovetkezne az (1), (2) és (3) feltételekb6l. Valoban, legyen d:=2, és
F:R?> >R,

0 ha <0 vagy z+y <1 vagy y <0,

F(z,y) =

1 egyébként.
Ekkor az 1.24. Allitasbeli (1), (2) és (3) feltételek teljesiilnek, azonban ha példaul a=(ay,as):=
= (1Y) és b= (b,by):=(1,1), akkor

373

(2)
la1, bl)A[GQ b2)

A F:F(bl,bg)—F((ll,bg)-F(bl,a2)+F(a17a2):1—1—1+0:—1<0,

fgy az 1.24. Allitas (4) feltétele nem teljesiil.
(ii). Megmutatjuk, hogy az 1.24. Allitasbeli (3) feltételben a

lim F(zy,...,%1, % Tiv1, ..., 2q) =0
Ti—>—00
minden i€ {1,...,d} és xy,..,T; 1,Tit1,...,2q € R esetén feltétel kicserélhets arra, hogy

min{z1,...,zq4 }—>—00

Az ezen cserével felirt (3) feltételt jelolje (37).

Belatjuk eldszor, hogy ha F eloszlasfiiggvény, akkor (1), (2), (3’) és (4) teljesiilnek. Ha
F eloszlasfiiggvény, akkor az 1.24. Allitas alapjan (1), (2), (3) és (4) teljesiilnek. Meg kell még
mutatnunk, hogy (3') is teljesiil. Ha lim, . min{z{", ... 20"} = —c0, akkor az (2™),ex
sorozat felbonthato legfeljebb d darab paronként diszjunkt részsorozatra (azaz a részsoro-
zatokhoz tartozo szigortian monoton névekvs leképezések értékkészletei a természetes szamok
halmazanak egy osztalyozasat alkotjak) oly modon, hogy az els6 részsorozat tagjainak elsé koor-
dindtai —oo-hez konvergalnak, a méasodik részsorozat tagjainak mésodik koordinatai —oo-hez

konvergélnak, stb. Az alabbiakban az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy d darab ilyen

o)
részsorozat létezik, és jelolje ezeket (x(”l(el)))keN, o (x(”i(cd)))keN. Ekkor limy_ xf ) — —00,
i=1,...,d. Igy, ha lim,_ min{xgn), . ,xé")} = —o00, akkor
(nf") (ng") () (nf)) (")
F(x)™ o =P <™, Ga<agt ) <SPEG<a™ ) =0, ha k — oo,

13
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ahol (&,...,&;) egy F eloszlasfiiggvényi véletlen vektor. Felhasznélva, hogy ha egy so-
rozatnak van egy paronként diszjunkt részsorozatokbol &llo felbontésa, amely felbontasban
szerepl§ részsorozatok konvergensek és mindegyik ugyanahhoz az értékhez tart, akkor az ere-
deti sorozat konvergens és ugyanahhoz az értékhez tart, kapjuk, hogy F(2™) — 0, ha
limy, oo min{a\™, ... 20"} =—o0, azaz adédik (3"). (Megjegyezziik, hogy ha min(z,, y,)——00
teljesiil, akkor még nem kévetkezik, hogy x,——o0 vagy y,— —oo. Példaul, ha (zo,,y2,):=(—
—2n,2n), n€N, és (Tan11,Y2n11):=2n+1,—(2n+1)), neN, akkor min(z,,y,)=—n— —o0,
azonban nem teljesiil, hogy =z, — —oo és az sem, hogy v, — —oco. Ez az oka a fentiekben
latott paronként diszjunkt részsorozatokra valo felbontésnak.)

Belatjuk most, hogy ha (1), (2), (3’) és (4) teljesiilnek, akkor F' eloszlasfiiggvény. Az
1.24. Allitas alapjan elég belatni, hogy ha (3°) teljesiil, akkor (3) is teljesiil. Ha (3°) teljesiil,
akkor V e >0 esetén létezik olyan M. € R, hogy minden olyan x € R? esetén, melyre
min(xy, ..., x4 < M., fennall, hogy |F(z)|<e. Ha ie{l,...,d} és mgn) — —00, ha n— o0,

ahol 2™ = (2", ... ,xén))T, neN, Rbeli értéki sorozat, akkor barmilyen >0 esetén azon
z™-ekre, melyekre :L’En) < M., fennall, hogy |F(z™)|<e (ugyanis xE”) < M_.-bol kivetkezik,
hogy min{x&”), . ,a:fln)} < M.), igy fennall (3). O

1.26. Allitas. Ha &:Q—RY waldszindségi vdltozd, akkor tetszéleges a,beR?, a<b esetén

Pe(a,0)) = P(€ € [a,0) = Ay ) Af) ) Fe >0,

l[a1,b1) " * " Taa,ba

ahol F a & eloszldsfiggvényét jeloli. Tehdt Pe az Fe eloszldsfiggvényhez tartozo Lebesgue-
Stieltjes mérték.

Bizonyitas. Csak d =2 esetén. Az a= (aj,as) és b= (by,by) jeloléssel, ha a <b, akkor
(1.2) alapjan

A(l) AE2) )F§ = Fg(bl, bg) —Fg(bl, CLQ) —Fg(&l, bg) +F§(a1, CLQ)

[a1,b1) " [a2,b2

=P(& <b1,& <by) —P(& < b1,6 <ag) —P(& < a1, § < b)) +P(§ < ar, & < ag)
=P(& <byyas <& <by) —P(& <ar,as <& <by) =Plag <& <by,as <& < by)

=P(§ € a,b)).
Az allitds masodik része a mértékelméletbdl tanultakbol kovetkezik. O

1.27. Allitas. Legyenek &,1m:Q —R? wvaldsziniségi vdltozdk. Ekkor Pe=P, < F.=1F,.

Azaz az eloszlds és az eloszldsfiigguény kdlcsondsen egyértelmien meghatdrozza egymdst.

1.28. Allitas. Legyenek F:R —[0.1] és G:R — [0,1] egydimenzids eloszldsfigguények.
Ha F és G minden kizos x € R folytonossdgi pontjiban F(x)= G(z), akkor F =G.
Altaldnosabban, ha S CR egy olyan siird részhalmaza R-nek, hogy F(z) = G(x) minden
x €S esetén, akkor F=G@.

14
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Bizonyitas. Mivel egy egydimenzios eloszlasfiiggvény monoton névekves, egy egydimenzios el-
oszlasfiiggvénynek csak megszamlalhato sok nem folytonossagi pontja lehetséges. Igy F és G
kozos folytonossagi pontjaibol 4ll6 halmaz stir( részhalmaza R-nek. Mivel F' és G balrél

folytonosak is, kapjuk az allitast. O
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2. Fiiggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 torvénye
Legyen (92, A4,P) egy valosziniiségi mezs, T' # () egy (index)halmaz.

2.1. Definicié. Legyen minden v €1 esetén F, rész—o-algebrdja A-nak. Azt mondjuk,
hogy az {F,:~v €T} o-algebrdk fiiggetlenek, ha a T pdronként kilénbozd elemeibdl dllo
minden {V1,...,7} véges részhalmaz esetén és minden A, €F,,..., A, €F, wvdlasztdssal
teljestil, hogy

P(A, N...NA, )=P(A,,) --P(4,,).

Legyen minden ~ €D esetén A, € A. Azt mondjuk, hogy az {A,:v €T} események
fiuiggetlenek, ha a hozzdjuk rendelt {{@, A, Q\A,, Q}:ve F} o—algebrdk fiiggetlenek.

Legyen minden vy eI esetén (X, X,) mérhetd tér és &,:Q— X, waldsziniségi vdltozo.
Azt mondjuk, hogy a {& :~v €'} waldszintségi vdltozok fliggetlenek, ha a hozzdjuk rendelt
{o(¢):v €T} (generdlt) o—algebrdk figgetlenek.

2.2. Megjegyzés. A £:Q — R és n:Q — R valosziniiségi valtozok akkor és csak akkor
fiiggetlenek, ha F¢,(z,y)=Fe(2)F,(y), =,y €R, ahol Fe,, Fr és F, a (§,n), &, illetve 7
eloszlasfiiggvényét jeloli. Ennek az allitdsnak az odafele irdnya egyszertien igazolhat6, ugyanis,
ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor mivel tetszéleges x, y €R esetén {{<x}eo(§) és {n<y}e€a(n),
kapjuk, hogy

Fep(r,y) =P <z,n<y)=PE <z)P(n<y) = Fe(v)F(y).

A megforditas bizonyitasa azon milik, hogy tetszéleges a = (a1, as), b= (by,by) € R?, a < b,

esetén, az 1.26. Allitas alapjan

P((&n) € la,b)) =P((&,n) € [a1,b1) X [az, bs))
€< blﬂ] < bg) (5 < b1,77 < ag)—IP)(f <ap,n< b2>+]P)<€ <ap,n< ag)

(&,

P(

P(§ <b1)P(n < by) —=P(§ < b1) P(n < az) —P(§ < a1) P(n < bz) +P(§ < a1) P(n < az)
P(

P(

€<bl) ( <n<b2)—P(£<a1)P(a2<77<62):IP’(a1<£<b1)P(a2<n<62)
§ € [a1,b1)) P(n € [az, b2)).

Igy tetszoleges a = (ay, as), b= (b, by) € R?, a < b, esetén
P(¢ € [a1,01),n € [az, b2)) =P(£ € [a1,b1)) P(n € [az, b2)),
azaz a {£€a1,b)}€0(&) és {n€laz,be)} €0(n) események fiiggetlenek. O

2.3. Lemma. Haa £:Q—RF és n:Q—= R wvéletlen vektorok fiiggetlenek, akkor tetszdleges
g:RF R, h:R—=RP mérhetd fligguények esetén a go&:Q—R" és hon:Q—RP wvéletlen
vektorok is fiiggetlenek.
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Bizonyitas. Az 1.18. Allitas alapjan o(go&) C o(&) és a(hon) C o(n), igy o(&) és o(n)
fiiggetlensége maga utan vonja o(go&) és o(hon) fiiggetlenségét. O

2.4. Lemma. Ha az FoCA és Gy CA rész-halmazalgebrdk fiiggetlenek abban az értelemben,
hogy tetszdleges A€ Fy és B e Gy esetén

P(ANB) =P(A)P(B),
akkor a generdlt F :=o(Fy) és G:=0(Gy) rész—o—algebrik is fiiggetlenek.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy B € Gy eseményt. Tekintsiik az (Q,F) mérhetdségi téren a
u(A):=P(ANB), AcF ésa v(A):=P(A)P(B), A€ F nemnegativ halmazfiiggvényeket.
Ezek a P o-additivitasa miatt o-additivak lesznek Fy-n. Valoban, ha A, € Fy, n €N,
paronként diszjunktak, hogy J '~ A, € Fo, akkor A,NBe€ A, neN, paronként diszjunktak,
és igy

M(gAn>:P<<gAn>ﬂB>:P<gA ﬂB) Z]P’A NB) = ip(A)

Tovabba p és v megegyezik az Fy halmazalgebran, mely generalja F-et, és u és v
o-véges halmazfiiggvények (végesek is, hiszen p(A) < P(B) és v(A) < P(B), A € F), ezért a
mértékek Carathéodory-féle kiterjesztési tétele (1.8. Tétel) alapjan p és v megegyezik F-en:
P(ANB)=P(A)P(B), A€ F. Megjegyezziik, hogy az, hogy p és v o-additivak F-en a u és
v definiciojabol kozvetleniil kdvetkezik. Valoéban, ha A, € F, n € N, paronként diszjunktak,
akkor A,NB e A, neN, paronként diszjunktak, és igy

u(gAn>:P(<gAn>m3) (QA ﬂB) ZIP’A NB) = nf;u(A

Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy pu és v altaldban nem valdsziniiségi mértékek, hiszen
w(2) =v(Q) =P(B) nem biztos, hogy 1-gyel egyenls. Rogzitsiink most egy A € F eseményt;
az el6z6hoz hasonlo gondolatmenettel teljesiil P(ANB)=P(A)P(B) minden A€ F és Beg

esetén. O

2.5. Definicié. Legyen minden ~ €l esetén F., rész-o-algebrdja A-nak. Legyen Fy:=
={0,Q} (azaz a trividlis o-algebra). Ha A CT, A#0, akkor legyen

.7:,\::\/.7:7::0(.7:7:76/\) ::U<U}—7>'

yeEA YEA

Ha Ay C Ay C T, ahol A; # (), akkor Fp, C Fp,. Haqp €T és A :={}, akkor

IA:F{vo}:U U -F :U 'Yo):f’m'

v€{10}

17



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Tovabba, hogy ha &, v € I', véletlen valtozok és F., :=o(&,), v € I', akkor

Fi=o (U o@) —o (U{é;l(B) : BeB(R)}) —o ({&(B): BEB(R), y€T}) (2.1)

yel yel
=0(&:yel), (2.2)

ahol az utols6 egyenlséget az 1.12. Definicio értelmében értjiik.

2.6. Lemma. Ha {F,:veTl'} figgetlen rész—o—algebrdi A-nak, és Fy,F, véges, diszjunkt

részhalmazar I'—nak, akkor Fp, és Fp, figgetlenek.

Bizonyitas. Megmutatjuk el6szor, hogy ha F C ' véges, akkor az Fr =0 (UieF E) o—
algebrat generédlja az a halmazalgebra, mely a (),.p A; metszetek véges, paronként diszjunkt
uni6ibol all, ahol A; € F;, ha i€ F. Jelolje H a széban forgd halmazrendszert. Be kell
latnunk, hogy

(1) H C .FF,
(ii

) H halmazalgebra,
(iii) H generdlja Fp-et (azaz, hogy a H-t tartalmazo legsziikebb o-algebra Fr).
(

i) indoklasa: tetszGleges i € F és A; € F; esetén teljesiil, hogy

AiEECU]‘-jCU<U}—j>:}-F;

jEF jEF
és 1gy (Viep Ai € Fp (hiszen Fp o-algebra), illetve az ilyen metszetek (véges, paronként
diszjunkt) unioi is elemei Fp-nek. Tehat H C Fp.

(ii) indoklasa: el@szor azt latjuk be, hogy a H halmazrendszer megegyezik a szoban forgo
metszetek nem feltétleniil paronként diszjunkt, véges uniéibol all6 halmazrendszerrel, melyet
jeloljon K, majd belatjuk, hogy K halmazalgebra (bizonyitva ezzel, hogy H halmazalgebra).

(ii)/(a): H =K bizonyitdsa. Nyilvin H C K. A K C H tartalmazast csak abban a
specialis esetben latjuk be, amikor F' elemszama 2, az altalanos eset hasonld gondolatok
felhasznalasaval ellenérizhets. Legyen F:={1,2}, Ay, By € F; és Ay, By € F». Ekkor

(A1NA2)U (BN By)
= [(Al \ B1)N(Az\ BQ)] U [(Al \ B1)N (AN Bz)] U [(Al NBy)N(Az\ Bg)}
U[(A1NB1)N(A2NBy) U [(Bi\ A1) N (B \ A2)| U [(B1\ A1) N(B2NAs)]
U[(BiNA)N (B2 \ 4o)],
ahol az unioban szerepl§ metszetek egyrészt megfelel§ alaktuak (hiszen F; és Fp halmazalgeb-
rak, és egy halmazalgebra zart a metszetképzésre és a kiillonbségképzésre), masrészt paronként

diszjunktak.
(ii)/(b): K halmazalgebra, hiszen
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- QeF, ieF, ésigy Q=cp A€, ahol A;:=Q, icF,

— zart a komplementer képzésre, ugyanis, ha neN, Agj) eF;, i€F, je{l,...,n}, akkor

o\JNa2=N (Q\ﬂA§j>> -AUa),

Jj=lieF i€l j=lieF
ahol O\AY e 7, ie F, je{1,... n}, és felhasznélva, hogy
(AUB)N(CUD) = (ANC)U(AND)U(BNC)U(BND),

kapjuk, hogy Q\U;‘:l Nicr Agj) felirhato [(,cr B; alakt metszetek véges uniojaként,
ahol B,c F;, icF.

— zéart az uni6 képzésre, ugyanis a szoban forgé metszetek nem feltétleniil paronként disz-
junkt véges unidinak véges unidja is megfelelg alakti metszetek nem feltétleniil paronként

diszjunkt metszetek véges unidja. Ennél a 1épésnél hasznéltuk azt, hogy H = K.

(iii) indoklasa: tetsz6leges A, € F;, 1 € F, esetén A; = ﬂjeF Bj, ahol Bj:=A;, j=1, és
B;:=Q, ha j#i, jeF, ésigy A;€H, i€ F, amibdl adodik, hogy |J;,.r Fi C H. Mivel
H Co(H), a generalt o-algebra definicioja alapjén kapjuk, hogy Fr =0 (U,cp Fi) C o(H).
Mivel az (i) rész alapjan H C Fr, és Fp o-algebra, kapjuk, hogy o(H)C Fr. gy o(H)=Fr.

Legyenek most F, F,CT' véges, diszjunkt részhalmazok. Jelolje Hy, illetve Hy a [),cp A,
A; € F;, 1€ Fy, alaku metszetek, illetve a ﬂj€F2 B;, B; € F;, je&F;, alakt metszetek véges
paronként diszjunkt uniéibol all6 halmazalgebrat. A feltételek alapjan tetszéleges [V;cp Ai
alaka metszetre (ahol A; € F;, ha i€ Fy) és tetsz6leges [
B; € Fj, ha je€F,) teljesil, hogy

((0)n(n2))

~(Ieen) (Iz00) == (04) 2 (015

Megjegyezziik, hogy a (2.3)-beli els6 egyenlGség szarmaztatasanal hasznaltuk, hogy FyNFy =0,

icrm, Bj alakd metszetre (ahol

(2.3)

ugyanis ekkor az [Fj-beli és Fy-beli indexekbdl felépitett véges hosszussagi I'-beli sorozat
paronként kiilonbo6z6 elemekbdl all.

A valoszintiség additivitasa és (2.3) alapjan P(ANB) =P(A)P(B) tetszbleges A € H,
és B € Hy esetén. Valoban, A, illetve B felirhato véges sok, szoban forgd alakt metszet
paronként diszjunkt uniojaként. Ha példaul A = M; U My, ahol M; és M, megfelel§ alaku
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diszjunkt metszetek, akkor (2.3) alapjan kapjuk, hogy

r(ro(02) = lon(2)) = (o (2)

=P(M;)P (ﬂ Bj> +P(M,) P ( N Bj>

JEF, JEF,

= (P(My) +P(M,)) P ( M Bj)

JEF,

= P(M,UM,) P ( N Bj> =P(A)P (ﬂ Bj> .
JEF, JjEF
Mivel H;, i =1,2, halmazalgebrak, és o(H;) = Fp, i=1,2, a 2.4. Lemma alapjan az Fp,
és Fp, o-algebrak fiiggetlenek. O

A 2.6. Lemma felhasznaldsaval hasonldéan bizonyithato a kovetkezs eredmény is.

2.7. Lemma. Ha {F,:vy €T} figgetlen rész-o—algebrdi A-nak, és Fy,Fy diszjunkt rész-
halmazai U'-nak, akkor Fr, és Fg, figgetlenek.

Bizonyitas vazlat. A bizonyitas fontos lépése annak megmutatasa, hogy tetszéleges A C T’

esetén

L= U Fr halmazalgebra, (2.4)

{F:F CA, F véges}
és
L generdlja az Fp o-algebrat. (2.5)

Nyilvan, Q€ L, hiszen Q€ Fp tetsz6leges F C A esetén. Tovabba, L zart a komplementer
képzésre, ugyanis, ha A € L, ugy létezik olyan F C A véges részhalmaz, hogy A € Fp, és
igy, mivel Fr o-algebra, kapjuk, hogy Q\ A€ Fr ésigy Q\ A€ L. Belatjuk, hogy L zart a
véges unio képzésre is. Ha neN és Ay, ... A, € L, ugy léteznek olyan Fy, ..., F, CI' véges

halmazok, hogy A, € Fp,1=1,...,n. Mivel tetszbleges i =1,...,n esetén

AieFrp =0 (U .7-"7> Co ( U ]:»y> = FFU-UFy;

vyeF; yEF1U---UFy,
kapjuk, hogy
U AZ - -FF1U~--UF,,, C ﬁ,
i=1
hiszen FyU---UF, CI' véges halmaz. Igy £ halmazalgebra. Végezetiil, £ azért generélja az

Fa o-algebrat, mert A egyelemt részhalmazait valasztva F-nek, kapjuk, hogy |J. ., Fy C L,

YEA
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azaz az L halmazalgebra tartalmazza J, ., F,-t, mely dltal generalt o-algebra (definici6
szerint) Fy, ésigy az |J c\ F, altal generdlt o-algebra, azaz Fj, megegyezik az L altal
generdlt o-algebraval. A bizonyitds a 2.6. Lemma bizonyitasanak végéhez hasonléan a 2.6.

Lemma és a 2.4. Lemma segitségével fejezhets be. U

A 2.7. Lemmabdl specialis esetként kdvetkezik, hogy ha &, n€N, fiiggetlen véletlen valtozok,
és F1 CN, F5,CN olyanok, hogy F1NFy=0, akkor a(UieFl a(fi)) és J(Uj€F2 a(ﬁj)) fiiggetlenek,
melybdl (2.1) alapjan kovetkezik, hogy a o(&;:i € Fy) és o(&; : j € F) o-algebrak fiiggetlenek.

2.8. Definicié. Legyen minden v €1 esetén F, rész—o-algebrdja A-nak. Azt mondjuk,
hogy az {F,:v €'} o-algebrdikhoz tartozo farok—o—algebra:

TZ: m JT"F\F

{F:F CT, F véges}

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 2.8. Definiciobeli T (valoban) o-algebra, mert o-algebrak
tetsz6leges, nem nulla szdmossagi metszete is o-algebra, és a fenti metszet nemiires, ugyanis

T és (0 véges halmaz.

2.9. Példak.

(i) Ha T véges, akkor (7 definiciojaban F'=I" valasztassal) T={0,Q}, ésigy P(A)e{0,1}
minden A €7 esetén.

(ii) Egy {F.}5o, rész—o-algebra sorozat esetén a farok—o-algebra:
T= ﬂ o(Fr:k>=n),
n=1

ahol o(F,:k>n)l T, ha n— oo. Valoban, a farok—o—algebra definici6ja alapjan a

.....

I':=N valasztéassal kapjuk, hogy o(Fn, Fry1,-..) = Fn(1,..n-13 O T, nEN, igy
() o(Fo Fusr,-) D T.
n=1

Tovabb4, ha A e (', o(Fn, Fut1,--.), akkor A€ o(F,, Fuir,...), n € N. Tegyik
fel indirekt modon, hogy A & T. Ekkor létezik olyan F C N véges részhalmaz, hogy
A ¢ Fnp. Mivel N feliilr6l nem korlatos, kapjuk, hogy létezik olyan ny € N, hogy
FcA{l,....,no}, ésigy N\FDON\{1,...,no}. Ezért

FN\F D ./T"N\{l not = O’(.Fno+1, fn0+2, .. ) > A,

.....

ami ellentmondés, hiszen A¢Fy p. Végezetiil, mivel o(F,, Fni1,...)D0(Fni1, Fut2,---),
n €N, kapjuk, hogy o(Fr:k>n)lT, ha n— co.
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(i) Ha {&,}°°, valosziniiségi valtozok, akkor a kovetkezs események benne vannak a {o(&,)}22

o—algebrakhoz rendelt farok—o—algebraban:

{w €Q: lim &,(w) létezik} :

n—o0

wEQ:lim&L(w)<x}, r €R,

n—o0

wGQ:limsupfn(w)gx}, z € R,

n—oo

: lim SIORSSRRIC)

n—00 n

:limsupfl(w)+'..+$n(w) <:1:}, r €R.

létezik} ,

€
m
>

_/__/_E e ——
m
2

noo /2nloglogn
Viszont az
{wEQ:én(w)zo, VnEN}
esemény nincs benne a {0(§,)}°°, o-algebrakhoz rendelt farok—o—algebraban.
(iv) Ha {&,}52, valoszintiségi valtozok, akkor a {o(§,)}5°, o-algebrakhoz rendelt farok—

o—algebraban éppen azok az események vannak benne, melyek bekovetkezését nem befo-

lyasolja véges sok &, értékének megvaltoztatasa. Valoban, minden N € N esetén

T: ﬂ U(gnufn—i-lv .- ) - n O-(gn’fn"'l’ o ')’
n=1 n=N

ahol felhasznaltuk, hogy a (ii) rész alapjan o(&,,&n41,...) 47T, ha n— oc.

2.10. Allitas. Legyen T egy megszdmldlhatdan végtelen halmaz és minden v € I esetén F
rész—o—algebraja A-nak. Legyenek tovabba F, CT', n €N, olyan véges részhalmazai T'-nak,
hogy F, 1T, ha n— oco. Ekkor az {F,:v€l'} o-algebrikhoz tartozd farok-o-algebra:

T: m fF\Fn'
n=1

Specidglisan, ha T =N, akkor T=(._,0(Fx:k>=n) (ahogyan azt mdr a 2.9. Példa (ii) részében
lattuk).

Bizonyitas. A T farok—o—algebra definicioja alapjan
T C ﬂ FF\Fn-
n=1

A forditott iranyu tartalmazés belatasahoz, legyen F'CI' egy véges részhalmaza I'-nak. Mivel
F,1TT, ha n— oo, kapjuk, hogy létezik olyan N € N, hogy F C Fy, ésigy '\ Fy CT'\ F.
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Felhasznéalva, hogy Fy C Fo C--- C Fy_1 C Fy miatt T\ Fy CT\F,, n=1,...,N, kapjuk,
hogy

0o N

ﬂ Jnr, C ﬂ Frr, = Fr\ry C Fr\F-

n=1 n=1

A bal oldalon levs o—algebra nem fiige F-t6l, igy

ﬂ fp\Fn - m fr\F =T.

n=1 {F:FCT, F véges}

A T'=N specialis esetben az F, :={1,...,n}, n € N, valasztasokkal élve, kapjuk, hogy
T= mzozl F{n+1,n+2,...} = mzozl «F{n,nJrl,...}y hiszen FN = F{l,Q ..... } D) F{n+1,n+2,...}> n €N, O

2.11. Tétel. (Kolmogorov 0 vagy 1 torvénye) Ha {F,:ye€l'} figgetlen rész-o—algebrdi
A-nak, és T jeloli a hozzdjuk tartozo farok—o—algebrdt, akkor tetszdleges A € T  esetén
P(A)=0 wagy P(A)=1.

Bizonyitas. Tetsz6leges F C T véges részhalmaz esetén FN(C\F) =10, igy a 2.7. Lemma
alapjan Fp & JFp\p fiiggetlenek. Ezért, felhasznélva, hogy T C Fp\p, adodik, hogy Fp és
T is fiiggetlenek. Felhasznalva (2.4)-t és (2.5)-t (éljink a A =T valasztassal), kapjuk, hogy
az Jr o-algebrat generdlja az

L= U ./TF

{F:F CT, F véges}

halmazalgebra. Tovabbé, az el6z6ek alapjan, az £ halmazalgebra ésa T o-algebra fiiggetlenek
abban az értelemben, hogy tetsz6leges A€ L és BeT esetén P(ANB)=P(A)P(B). Valoban,
ha A€ L, akkor létezik olyan F)y CTI', hogy F)4 véges és A€ Fp,, igy, mivel Fp, és T fliggetlenek
adodik, hogy P(ANB) =P(A)P(B). Ezért a 2.4. Lemma alapjan Fr=o0(L) és T =0(T) is
fiiggetlenek. Mivel T C Fr (a T 2.8. Definicidjaban szereplé metszetben tekintsiik az F = ()-
nak megfelel tagot), igy 7T fiiggetlen 6nmagatol: P(ANB) =P(A)P(B) minden A,BeT
esetén. Tehat minden A € T esetén P(A) =P(ANA)=P(A)?, amibsl P(A) € {0,1}. O

2.12. Kovetkezmény. (Kolmogorov 0 vagy 1 torvénye) Legyenek {&,}5°, figgetlen va-
l6szintségi vdltozdk és jelolje T =(\,— 0 k>=n) a {o(&)}, o-algebrdkhoz rendelt
farok-c—algebrdt. Ekkor tetszdleges A €T esetén P(A)=0 wvagy P(A)=1.

2.13. Példa. Ha {¢,}5°, fiiggetlen valosziniiségi valtozok és

n=1

Gt
n Y

S neN,

akkor
P ({Sn};>, konvergens) € {0,1},
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hiszen az {w € Q: {S,(w)};2, konvergens} esemény benne vana {o(&,)}52, o-algebrakhoz
rendelt farok—o—algebraban, ezért alkalmazhatjuk Kolmogorov 0 vagy 1 térvényét. Tovabba tet-
sz6leges x € R esetén az {w € Q:limsup,, .. Sp(w) < x} események is benne vannak ebben
a farok—c—algebraban, ezért Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye alapjan P(limsup, .. S, < ) €
€{0,1}, z€R. Mivel az R >z P(limsup,,_,. S, <) fiiggvény monoton ndvekvs és balrol
folytonos (hiszen ez a limsup,, ,._ S, kiterjesztett valos értéki véletlen valtozo eloszlasfiiggve-
nye), kapjuk, hogy létezik b € [—o00, 00| tgy, hogy P(limsup, .. S, <2z)=0, ha z<b és
P(limsup,, .. S, <z)=1, ha x>b, amibél kévetkezik, hogy
P (hm sup S, = b) =
n—o0
Hasonloan, létezik a € [—o00, 00] gy, hogy

P (liminf?n = a) =1.

n—oo
Mivel lim inf,,_,o, S, <limsup, ... S, és két 1 valosziniiségti esemény metszete is 1 valoszintiség
esemény, kapjuk, hogy a<0b. Ezért, ha P ({gn}ff:l konvergens) =1, akkor létezik ceR ugy,

hogy
P(lim gn:c>:1.

n—o0

2.14. Definici6. Legyen minden n € N esetén A, C ). Fkkor jelélje

limsup A4,, := ﬂ U A, ={weQ:we A, végtelen sok n €N esetén},

n—00 n=1k=n

liminf A,, := U ﬂ Ay ={weQ:we A, véges sok n €N Fkivételével}.

e n=1k=n
Nyilvéan, liminf,, ., A, Climsup,,_,. A,. Ha (Q, A, P) valoszintiségi mezd és A, €A, neN
események, akkor liminf, . A,€A éslimsup,, .. A,€A, azaz liminf, ., A, éslimsup,,_,. A,
is események. Tovabba, lim sup,,_, . A, pontosan akkor kdvetkezik be, ha végtelen sok bekovet-
kezik az A,, n € N, események koziil; illetve liminf,,_,,, A, pontosan akkor kiovetkezik be, ha

véges sok kivételével minden A, n € N, esemény bekovetkezik.

2.15. Megjegyzés. Legyenek {A,}°°, események az (€2, A,P) valoszintiségi mezGben, azaz
A, e A, neN. Ekkor a limsup,_ . A, és liminf, , A, események benne vannak a
{{@, Ap, Q\ A, QY in e N} o—algebréakhoz tartoz6 farok—o—algebraban. Valoban, az F,, :=
={0,A,,Q\ A4,,Q}, n e N, jeloléssel, a 2.9. Példa (ii) része alapjan az ezen o-algebrakhoz
tartoz6 farok—o—algebra

T ﬂo—fn,fn+1,---—ﬂ (Ufk>

n=1

= [ o(An, O\ An, Apr, O\ Ay, ) = [ 0(An, Ay, ).
n=1 n=1
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Mivel Up—,, Ax D Upeni1 Ak n €N, kapjuk, hogy

thUpAn: ﬂ UAkGO-<AN7AN+1;AN+2;~~-); NGN,
nee n=N k=n

és igy limsup,_, . A, €7T. Kevésbé formalisan ezt igy is megkaphatjuk, hogy, felhasznalva azt,
hogy véges sok eseményt kicserélve az A,,, n € N, események koziil a limsup,,_,., A, esemény
nem valtozik meg, kapjuk, hogy limsup, . A, €7T. Ha A,, neN, fiiggetlenek is, akkor a
Kolmogorov 0 vagy 1 térvény (2.11. Tétel) alapjan

P(limsup A,,) € {0,1},

n—oo

azaz vagy 1 valésziniiséggel végtelen sok esemény bekovetkezik ezek koziil, vagy pedig 1 valoszi-
niiséggel legfeljebb csak véges sok. Azt, hogy melyik eset all fenn, a kdvetkez6kben targyalandé
Borel-Cantelli lemmak alapjan lehet eldonteni. 0

2.16. Lemma. (Borel-Cantelli lemmak, 1909, 1917) Legyeneck {A,}5°, események.

) Ha ZIP’ ) < oo, akkor

n=1

P (lim sup An> =0
n—oo

(vagyis ezen események kizil 1 valdszintiséggel legfeljebb csak véges sok kivetkezik be).

(ii) Ha az {A,}5°, események figgetlenek és ZIP’(An) =00, akkor

n=1

P (lim sup An> =
n—oo
(vagyis ezen események kizil 1 valdszintiséggel végtelen sok kivetkezik be).

Bizonyitas. (i). A P folytonossaga (lasd 1.5. Allitas) és o—szubadditivitasa (ldsd 1.6. Allitas)

alapjan

P (11?5;313 An) =P <ﬂ U Ak> = lim P (U Ak>

n=1k=n

hmsupZIF’ (Ag) = lim ZIP’ Ag) =0.

n—oo n—oo
(ii). Mivel N2, Ax C Nrenss Ak, n € N, hasznalva Gjra P folytonossagat, kapjuk, hogy

() o (00) < (01 ()

N300 n=1k=n n=1k=n
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Tovabbé, tetszGleges n € N esetén

00 N N
((17)- (7)o

N N N
.. —P(AR) _ i . 1 . o

< thaloIéf L e = thJo%f exp { kz ]P’(Ak)} = ]\}520 exp { kZIP’(Ak)} =0,

ahol felhasznéaltuk, hogy az A,, n €N, események fiiggetlensége maga utan vonja az A,,

n € N, események fiiggetlenségét (ugyanis o(A,) =o(4,), n €N), azt, hogy P folytonos,

illetve azt, hogy tetszéleges = € R esetén 1—x < e (a Taylor-féle maradék tétel szerint

tetszéleges v € R esetén e‘”ﬂ:l—:H—%xz, ahol 6 a 0 és x kozotti valos szam). Ezért

P (limsupAn> =1-P <limsupAn) =1—1lmP <ﬂ Zk> =1—1im 0=1.
n—oo n—oo

n—00 n—00
k=n

O

2.17. Megjegyzés. Tetszbleges w € Q esetén jelolje N (w), hogy hany darab A,, n €
€ N, esemény esetén teljesiil, hogy w € A,. Nyilvan, N(w) € {0,1,2,...}U{cc}, N =
=35> 14,, melybdl kovetkezik, hogy N (kiterjesztett valos értékii) valoszintiségi valtozo
(hiszen pontonkénti hatarértéke a SN 1, valoszintiségi valtozoknak, amint N — oc), és a

varhato érték késobb targyalando tulajdonsagai miatt (lasd 3.7. Tétel (xi) része)

E(N)=E (i 1An> = i]P’(An).

A Borel-Cantelli lemma (i) része azt allitja, hogy ha véges a bekovetkezd események szamanak
varhato értéke, akkor a bekovetkez$ események szama 1 valdszintiséggel véges. Tovabba, mivel
lim sup,, , ., A, = {N = o0}, a Borel-Cantelli lemma (ii) része alapjan kapjuk, hogy fiiggetlen
események esetén, ha a bekovetkezs események szaméanak varhato értéke végtelen, akkor N,

azaz a bekovetkezd események szidma 1 valoszintiséggel végtelen. 0
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3. Varhato érték

Ha ¢:Q — R egyszeri valoszintiségi valtozo, és &(Q) = {x1,...,x¢}, ahol zy,...,2,€R
paronként kiilonbozdéek, akkor

¢
£= Z%‘HAJ-,
j=1

‘
ahol A;:={weQ:{(w)=z;} €A, j=1,...,¢, paronként diszjunkt halmazok, és J A; =K.

j=1

3.1. Definici6. Legyen £:Q—R egyszerd valdsziniségi vdltozd, és £(Q2) ={x1,..., e}, ahol
x1,...,2p € R pdronként kiilonbézdek. Ekkor az

- | ) Praw Za:j E=a1y)

mennyiséget a & wvdrhato értékének nevezziik.

3.2. Megjegyzés. Legyen ¢:Q — R nemnegativ egyszeri valoszintiségi valtozo, és £(§2) =

={x1,..., 24}, ahol xy, ..., 2y paronként kiilonb6zs, nemnegativ valos szamok. Ekkor
E(¢) = (PeA) ({(w,t) e AxR:0<t <E(w)}),
ahol P ®\ a P valosziniiségi mérték és az R-en adott A Lebesgue-mérték szorzatat jeloli. Valoban,

az A ={weQ:{(w)=ua;} €A, j=1,...,0 jeloléssel,

J4
PN ({(w, 1) €QxXR:0<E<EW)Y) =Y (PO ({(w,t) € QxR:0< < E(w)}N(A; xR))

Jj=1

M~

4
(PN ({(w,t) € A;xR:0<t < 2;}) ZIP’@A x [0, 2;])

1

<.
Il

MN

P(A;)A([0, z;]) Zx] ->=Za:jP(5:

1

<.
Il

Nyilvan a varhato érték végesen additiv és monoton az egyszeri véletlen valtozokon.

3.3. Allitas. Legyen &:Q — R nemnegativ valdszindségi vdltozd.

(i) Ha ¢ és {n,}>2, nemnegativ egyszerd valdsziniségi vdltozok, és tetszdleges w € )
esetén np(w) TE&(w) = ((w), akkor lim, . E(n,) = E(().

(i) Ha {n.}2, és {(.}o2, nemnegativ eqyszerd valdszindségi vdltozok, és tetszdleges we )
esetén 1, (w) TE(W), Ga(w) T&(w), akkor limp o E(n,) = limy, oo E(Gn).-
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Bizonyitas. (i). Nyilvan a lim, . E(n,) € [0,00] hatarérték létezik, hiszen a  {E(n,)}>,
sorozat monoton ndvekvd, ugyanis a varhaté érték monoton az egyszerd véletlen valtozokon.
TetszGleges € >0 esetén A, :={w € Q:n,(w) = ((w) —e} 1, ugyanis tetszéleges w € Q
esetén lim,, . 1, (w) =&(w) > ((w) —¢, igy tetszdleges w € ) esetén létezik olyan n(w) € N,
hogy mp(w) > ((w)—e, ha k>n(w), ésigy we Ag, ha k>n(w). Ezért P(A,) 11, ha
n — 0o, amibél P(4,) 10, ha n—oo. Mivel 7, =n,14, = ((—¢)la,, igy felhasznélva,
hogy a varhat6 érték végesen additiv és monoton az egyszeri véletlen valtozokon és azt, hogy
14, =1—14, kapjuk, hogy
E(n.) 2 E((C—e)la,) =E(¢)—E (¢1z,) —eP(A,) > E(¢) —P(A,) max ((w) —e,

we
ahol max,cq ((w)€R (hiszen ¢ egyszeri valoszintiségi valtozo). Igy lim, . E(n,) =E(() —e.
(ii). Mivel minden meN esetén &(w)>(n(w), we, (i) alapjan kapjuk, hogy lim E(n,)>
n—oo
E(Gn), ezért lim E(n,) > lim E((,). Hasonloan lim E((,) > lim E(n,,). O
n—oo m—0o0 n—oo m—0o0

3.4. Definicid. Legyen £:Q—R nemnegativ valdszindségi viltozo. Legyen {£,}°2, nemnega-
tiv eqyszerd valdszinidségi vdltozokbol dllo sorozat dgy, hogy tetszdleges we) esetén &,(w)té(w),
ha n—oo. (Ilyen {&,}0°, sorozat az 1.17. Tétel szerint létezik.) Ekkor az

E(¢) := / £(w) P(dw) = lim E(&,)

n—oo

mennyiséget a & wvdrhato értékének nevezziik.

A 3.3. Allitas alapjan egy nemnegativ & valdszintiségi valtozo varhato értéke E(€) € [0, oc]

egyértelmien van definidlva. Tovabba
E(&) =sup{E(n) : n egyszerii véletlen valtozo, hogy 0<n<E}.

Ha £:Q—R valoszintségi valtozo, akkor £ :=max{{,0} és & :=—min{{,0} is nemnegativ
valoszintiségi valtozok, és =&t —¢7, |€] =& 4+¢. A &F) illetve £ véletlen valtozokat a

& pozitiv, illetve negativ részének hivjuk.

3.5. Definici6. Legyen & :€Q — R waldsziniségi vdaltozo. Azt mondjuk, hogy E-nek létezik
vdrhatd értéke (integrdlja), ha az E({T) és E(E) wvdrhatd értékek kizil legaldbb az eqyik

véges, €s ekkor
BE) = | €w) Pldw) = BEN—EE).

Azt mondjuk, hogy &€-nek véges a vdrhatd értéke (integrdlhatd), ha az E(£T) és E(¢)

vdrhato értékek végesek.

A 3.5. Definici6 alapjan, ha egy £:Q2— R valoszintiségi valtozonak 1étezik a varhato értéke,
akkor E(&) € [—o0, 00].
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3.6. Megjegyzés. (i). Mivel [{|=¢T+&7, igy &nek akkor és csak akkor véges a varhatod
értéke, ha E(|¢]) < oo, azaz e L'(Q, A, P). Ezért £ akkor és csak akkor integralhato, ha €|
integralhato.

(ii). A fentiekben egy valos értékd & véletlen valtozd varhato értékét definidltuk. Esetenként
sziikség lesz kiterjesztett valos értékii véletlen valtozo varhato értékének a fogalméara is (példaul,

a 3.7. Tétel (xi) részében), de ennek formalis kiépitésétdl eltekintiink. O

A kovetkez6 tételben Osszegytjtottiik a varhato érték legfontosabb tulajdonsagait (a tulaj-
donsagok felsorolasanak sorrendje azt nem tiikrozi, hogy a sorrendben egy adott helyen szerepld

tulajdonsag bizonyitasaban esetlegesen ne kelljen felhasznalni egy késébb szerepld tulajdonsé-

got).

3.7. Tétel. (A varhato érték tulajdonsagai) Legyenek £, 1, (§n)nen valdszindségi vdltozok

az (2, A, P) wvaldszindségi mezdn.

(i) € akkor és csak akkor integrdlhatd, ha |§| integralhatd.

(ii) Ha létezik E() és ceR, akkor létezik E(c€), és E(cf)=cE(E).

(i) Ha létezik E(§) > —oco és € <n P-m.b., akkor létezik E(n) és E(&) <E(n).
(iv) Ha létezik E(E), akkor |E(&)| <E(|£]).

(v) Ha létezik E(E), akkor tetszdleges A€ A esetén létezik E(E14); ha E(|€]) <oo (azaz
¢ integrdlhatd), akkor E(|(|14) < oo (azaz &1, integrdlhatd).

(vi) Ha E(€), E(n) léteznek, és az E(§)+E(n) kifejezés értelmes (azaz nem oo—oo wvagy
—oco+o0 alaki), akkor E(§+n) létezik és E(E+n) =E()+E(n).

(vii) Ho £€=0 P-m.b., akkor E(£)=0.
(viii) Ha £=mn P-m.b. és E(&) létezik, akkor E(n) is létezik, és E(£) =TE(n).
(ix) Ha £€>0 P-m.b. és E(§) =0, akkor £€=0 P-m.b.

(x) Momnoton konvergencia—tétel: Ha tetszileges neEN esetén &,>n P-m.b., E(n)>—o0,
és &, 1€ P-m.b., akkor E(&,) TE(E) ha n—oo. (Az E(&,), n €N, wdrhato értékek
(1ii) alapjdn léteznek és E(&,) > —oo, hiszen E(n) > —o0.)

n=1

(xi) Ha {&,}°2, nemnegativak, akkor E (i §n> :iE(ﬁn)
n=1

(xii) Fatou-lemma:

(a) Ha tetszileges n€N esetén &,>=n P-m.b. és E(n)>—o0, akkorE (liminf, . &,)<
liminf, . E(&,).
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(b) Ha tetszéleges n€N esetén &,<n P-m.b. és E(n)<oo, akkorlimsup,_ . E(&,)<
E (limsup,,_,. &n)-

(¢c) Ha tetszdleges n€N esetén |€,|<n P-m.b. és E(n)<oo, akkor E (liminf, . &,)<
liminf, . E(&,) <limsup,,_,. E(&,) < E (limsup,,_,.. &)-

(xiii) Domindlt (majordns) konvergencia—tétel: Ha tetszbleges n € N esetén |&,| <n
P-m.b., E(n)<oo, és &, —& P-m.b., akkor E(|¢])<oo, E(&,)—E(&) és E(|¢,—£|)—0,
ha n — oo.

(xiv) Altaldnositott domindlt (majordns) konvergencia—tétel:

(a) Ha tetszdleges n€N esetén [€,|<n, P-m.b., E(n,)<oo, & —¢& P-m.b., n,—n
P-m.b., és E(n,) — E(n), ha n— oo, ahol E(n) < oo, akkor E(|£]) <oo és
E(&,) — E(&), ha n— oo.

(b) Ha tetszileges n € N esetén |&,] <n P-m.b., E(n) <oco, és &, sztochasztikusan
konvergdl &-hez, ha n— oo, akkor E(|¢]) <oo, E(&,) —E() és E(]&,—¢&|) — 0,

ha n — oo.

(xv) Cauchy—Schwarz—egyenlétlenség: Ha E(E?), E(n?)<oo, akkor E(|&n|)<\/E(£2) E(n?).
(xvi) Jensen—egyenldtlenség:

(a) Ha E(|¢]) < oo, I CR olyan nyilt (nem feltétlenil korldtos) intervallum, hogy
Pel)=1, és g: 1 —R konver, akkor E(§) el és g(E()) <E(g(€)).

(b) Legyen C CR egy nemiires, Borel-mérhetd, konvex halmaz, g:C —R egy konvex
figgvény, £:Q— C egy olyan véletlen vdltozd, hogy E([€|) <oco és gof: Q2 —R
is véletlen vdltozd. Ekkor E(§) € C, az E(g(§)) vdrhato érték létezik és E(g(€)) €
€ (=00, +o0], tovdbbd g(E(£)) <E(g(¢))-

A Jensen-egyenlétlenség tobbdimenzidban is teljesil, lasd a 3.40. Allitdst.
(xvii) Ljapunov—egyenlétlenség: Ha 0<s<t, akkor (E(|€]*))"*< (E(]§|t))1/t.

(xviii) Hélder—egyenlétlenség: Legyenek p,q € (1,00) olyanok, hogy p'+q ' =1. Ha
E([¢]7) < 0o és E([n|7) < oo, akkor E(|&n|) < (E(|€[7)"” (E(In|7)"".

(xix) Minkowski—egyenlétlenség: Legyen p € [1,00). Ha E(|{]P) <oo és E(|n|P) < oo,
akkor (E(|&+n[")"" < (BAEP)"”+ E(ni)" .

(xx) Markov—egyenlétlenség: Ha £ >0 P-m.b., akkor P({ > c) < B pirmilyen ¢ >0

C
eseten.
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(xxi) Csebisev—egyenldtlenség: Ha E(£2) < oo, akkor P(|€—E(€)| > c) < Y& minden

c>0 esetén.

(xxii) Ha E(§) létezik, akkor

E(f):/OOOIP’(§>x)dx—/O IF’({<x)dx:/ooo(1—F§(x))dx—/o Fe(z) da.

Ha £>0 P-mb., akkor E(§) = [["P(& > x)de = [[7(1— Fe(x)) dx. Specidlisan, ha
P €Zy)=1, akkor E(§) =37, P({>n).

(xxiii) Ha E(|€])<oo, E(|n])<oco és & n figgetlenek, akkor E(|En|)<oco és E(&n)=E(&) E(n).
Ha & és n nemnegativak és figgetlenek, akkor E({n) =E(&) E(n).

Bizonyitas. (xii). Mivel &,, n €N, véletlen valtozok, kapjuk, hogy

liminf &, = lim mf & = sup inf &
n—00 n—oo k> neN k=2n

kiterjesztett valos értékd véletlen valtoz6. Mivel infy>, & T liminf, ,&,, ha n — oo és
infys, & >n P-m.b.,, ne€N (ugyanis megszamlalhato sok 1 valoszintiségii esemény metszete is

1 valoszintiségii esemény), és E(n) > —oo, a monoton konvergencia tétel alapjan kapjuk, hogy

E(liminf&,) = E( lim inf &) = lim E(inf &) = hm 1anE(1nf &)

n—00 n—oo k>n n—o0 k>n k>

< liminf inf E(&;) < liminf E(&,),
n—oo

n—oo k>n

ahol az utolsé el6tti egyenlStlenség abbdl kévetkezik, hogy infi>, & <& P-m.b., k> és

igy (iii) alapjan E(infy-, &) <E(&), k=
A (b) és (c¢) részek az (a) rész, illetve az (a) és (b) részek kovetkezményei.

(xiii). A Fatou-lemma és a feltételek alapjan

E([¢]) = E( lim [&,]) < lim inf (|6, ) < limsup E(|&,) < E(n) < oo.

n—oo

Tovabba, felhasznédlva, hogy n+¢&,, ne€N, é& n—¢&,, n €N, nemnegativ véletlen valtozok,
a Fatou-lemma és a feltételek alapjan kapjuk, hogy

E(n+¢) =E(liminf(n+¢,)) <liminf E(n+¢&,) = E(n) 4+ lim inf E(n,,),
n—oo n—oo n—oo
és

E(n—¢) =E(liminf(n—¢,)) <liminf B(n—&,) = E(n) +liminf E(=¢,) = E(n) —lim sup E(&,).

n—0o0

Atrendezve a fenti egyenlétlenségeket, kapjuk, hogy

E(¢) <liminfE(¢,) és E(¢) > limsup E(&,).

n—o0 n—o00
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Igy
E(¢) =liminf E(¢,) = limsup E(&,),

n—00 n—00

azaz lim, ., E(§,) = E(&).
(xiv). A Fatou-lemma és a feltételek alapjan

E(|¢])) =E(lim [£,]) <liminf E(|,]) <limsup E(|,|) <limsup E(n,) = lim E(n,) =E(n) < co.

n—oo n—oo

Tovabba, felhasznalva, hogy n,+&,, neN, és n,—¢,, ne€N, nemnegativ véletlen valtozok,

a Fatou-lemma alapjan kapjuk, hogy

E(y-+€) = E(lim inf(n, + €,)) < liminf E(y, +&,) = lim inf (E(n,) +E(E,).
és

E(n—&) = E(lm inf(, ~&,)) < lm inf E(n, —&,) = lim inf (E(n,) ~ E(E,).

Mivel lim, . E(n,) =E(n) € R, kapjuk, hogy

liminf (E(n,)+E(&)) =E(n) +lirr_1>inf E(&,),

és
h}fl}g.}f (]E<77n) - E(&n)) = E(U) +h§l}iogf<_ E(&n)) = E(U) —lim sup ]E(fn)
Igy
E(n+¢) <E(n) +1lim inf E(&,)
és

E(n—¢§) <E(n) —limsup E(§,).

n—00

Atrendezve a fenti egyenlétlenségeket, kapjuk, hogy

E(¢) < lirginfE(fn) és E(¢) > limsupE(&,).
Igy
E(¢) =liminf E(,) = limsupE(¢,),

n—00 n—00
azaz lim, ., E(§,) =E(). Ezzel adodik az (a) rész allitasa.
A (b) rész bizonyitasa. A késGbbiekben targyalando és bizonyitandé 7.6. Tétel (iv) része
alapjan, mivel &, sztochasztikusan konvergdl &-hez, ha n— oo, kapjuk, hogy pozitiv egészek
barmely ny<n,<... sorozatanak van olyan ny, <ny, <... részsorozata, &, konvergal {-hez

majdnem biztosan, ha i — oo. A (szokésos) dominalt konvergencia tételt alkalmazva a &, ,
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i €N, sorozatra, kapjuk, hogy E(|¢|) <oo, E(,, ) —E(), ha i— oo, ¢ E([,, —£|) —0,
ha ¢ — oco. Felhasznalva azt, hogy ha egy valds sorozat tetszéleges részsorozatanak van olyan
részsorozata, mely konvergél 0-hoz, akkor az eredeti sorozat konvergens és hatarértéke 0, kapjuk
a (b) rész allitasat.

(xvi)/(a). Aszerint, hogy I végpontjai végesek vagy végtelenek, négy esetet lehet megkii-
16nboztetni. Ha [=(a,b) alakd, ahol a<b, a,beR, akkor P(a<{<b)=1 és a varhato érték
monotonitasa miatt (lasd (iii)) kapjuk, hogy a <E(§) <b, azaz E({) € [a,b]. Megmutatjuk,
hogy E(§) =a, illetve E(£) =b nem lehetséges. Tegyiik fel indirekt modon, hogy E(&) = a.
Ekkor mivel £—a >0 P-m.b. (igy £—a >0 P-m.b. is teljesiil) ¢s E(—a) =0, a (ix)
tulajdonsag alapjan adodik, hogy € —a=0 P-m.b., azaz ¢ =a P-m.b., mely ellentmondas,
ugyanis £ >a P-m.b. Az E({) =b eset hasonloan zarhato ki.

Felidézziik, hogy a ¢g: I — R fiiggvény konvex volta azt jelenti, hogy barmilyen xq, x5 € [
és barmilyen p,q € [0,1], p+qg=1, esetén

g(px1 +qxa) < pg(a1) +qg(z2).

Ismert, hogy ¢ akkor és csak akkor konvex, ha barmely pontjdban van olyan egyenes, mely
alatt nem megy a gorbe. Ismert tovabba, hogy a ¢:I — R konvex fiiggvény (ahol T CR egy
nyilt intervallum) folytonos is. A fentiek alapjan ¢(&) valoszintségi valtozo, és mivel E(§) €1,
g(E(§)) értelmezett és g(E(£))€R. A fentiek miatt g konvexségébdl kivetkezik az is, hogy az
(E(£),g(E(£))) ponthoz létezik egy olyan egyenes: y=m(x—E(£))+g(E(§)), = €R, melyre

g9(x) = m(z—E(£))+g(E(E)), zel.
Igy go&=m(E—E(€))+g(E(€)). Varhato értéket véve mindkét oldalon kapjuk, hogy E(g(¢))

letezik és E(g(€)) €] — oo, +00], valamint

E(9(6) =E(g0€) = E (m(§—E(€)) +9(E(€))) = mE(§ —E(£)) +g(E(S)) = g(E(¢)).

A kovetkezdkben (a teljesség kedvéért) részletesen leirjuk annak indoklasat, hogy E(g(¢))
letezése hogyan kovetkezik. Ehhez azt kell igazolni, hogy ¢(§) pozitiv, illetve negativ részének
varhato értéke koziil legalabb az egyik véges. Megmutatjuk, hogy ¢(§) negativ részének varhato
értéke véeges, azaz E(g(£)7) < 4oo. Mivel g(&§) >m(§—E(&))+g(E(E)) kapjuk, hogy

min(g(€).0) > min (m(¢ ~ (&) +9(E()).0),

és gy g€)" < (m(€—E(©)+9(E(©) . Mivel €5+ —¢] és €7 30,6 >0 kapjuk, hogy
£ < ¢, ésigy
9(&)~ < Im|(I€]+EE)]) + g (E(S))]-
Mivel ¢ véges varhato értéki valoszintségi valtozo, E({T) < 400, E(£7) < 400, és ezért
E(|¢]) < +oo. Tgy
E(g9(£)7) <2im|E([¢]) +|g(E(£))] < +oc.
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Ebbdl a gondolatmenetbdl az is adodik, hogy E(g(§)) €] — oo, +o0.
(xvii). Emeljiik a bizonyitand6 egyenl6tlenséget a t-edik hatvanyra:
(E(€1)+ <E(]).
A Jensen-egyenl6tlenséget (lasd (xvi)/(b)) alkalmazhatjuk a C:=R, és g:R, =R, g(z):=x*,

x € R, valasztasokkal. Ekkor ¢ konvex és folytonos, mert

t t ([t t
g(x) ==+, reR,, g"(x)=- <——1) rs 2 >0, reR,.
s s \s

A Jensen-egyenl6tlenség alapjan (lasd (xvi)/(b))
(E(IE]) = g(B(IE]") < E(g(I€]*) =E(¢])-

(xx). Minden ¢>0 esetén
P& > ¢) =P(§ € [¢,00)) = P(£7([¢,00))) = E(Le-1(fe0)))
— [ Lot (@) B(0) = [ Loy (€)) P(d),
Q Q

ahol a harmadik egyenlGség az egyszerii véletlen valtozok varhato értékének a definicija miatt
kovetkezik. Ezért

t
s

Pez o)< [ 0060 Pl < [ el Plaw) ==

C

ahol az utolso el6tti 1épésben hasznaljuk, hogy &€ >0 P-m.b..

(xxi). A Markov—egyenlGtlenség szerint minden ¢ >0 esetén

P~ E(©)] > ) = P B(OF > &) < SUE—EOF _ Vorle)

(xxii). Mivel E(¢) létezik, az E(£T) és E(£7) varhato értékek koziil legalabb az egyik véges,
és E(&) =E(¢t)—E(£7). A Tonelli-tétel alapjan kapjuk, hogy

/Ooo P> 2)dr = /OOO (/Q Liz,00) (€ (w)) P(dw)> dz :/Q (/OOO Ly o) (E()) d:(:) P(dw)

- /{weﬁzﬁ(w)<0} (/OOO Lo (£12)) dx) Pld) +/{we§2:£(w)>0} </ooo Heoo (6() dx) Hle)

_0+ / £(w) P(dw) = E(€Lgez0) = E(€7),
{weN: £(w)=0}

és hasonléan

/_io P(¢ <z)dr = /_io (/Q Lo, (§(w)) P(dw)> dx :/Q (/:O L (oo (€(w)) da:) P(dw)
o (et [ ([ tewoten) s

0
= 1de ) P(dw)+0 = P
/{weng(w)d)} (/f(w) x> ( w) /{weQ:E(w)<0} 5((*)) (w>
=—E({L{e<0p) =E(£).
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Ezért

/0 " (e > 2) do— / P(¢ <o) dr = E(6%) ~ E(€) = E(9).

—00

Tegyiik most fel, hogy £ >0 P-m.b. Hasonléan, az el6zGekhez, a Tonelli-tétel alapjan kapjuk,
hogy

/O TR 2y da = /0 ) ( /Q Loy (€() P(dw)) de = /Q ( /0 oy (E)) dx) P(dw)
— [ €(w) Paw) = (@)

Megjegyezziik, hogy a fentiekben azért nem a Fubini-tételt hasznaljuk, mert nem biztos, hogy
E(§) < o0.
Ha P(( €Z,)=1, akkor

E(¢) = /OOO P(¢ > 2) do = fj/(] B(¢ > o) de = fj/(] P(€ > n) do = nfjl]?(s >n),

ahol felhasznaltuk, hogy f{o} P({>x)dx=0, ésazt, hogy x€(n—1,n] esetén P({=x)=P({=n)
teljesiil (hiszen P(£ € Z,)=1).

(xxiii). Tegyiik fel elGszor, hogy £>0, n>0, E(§) <oco, E(n) <oo, és & n flggetlenek.
Tetsz6leges n € N esetén legyenek

o , Ny
G Tliceenny b M=) gy,
o =0

Ekkor minden n € N esetén 0<§&, <& |6 —¢ <2 & 0<n,<n, |np.—n| <2 Igy

lim,, o0 &n(w) =&(w), weQ, & lim, o Np(w)=n(w), weQ. Mivel E(§) <oo és E(n) < oo,
a dominalt konvergencia tétel alapjan (lasd (xiii)) kapjuk, hogy
lim B(E,) =E(§)  és lim E(n,) = E(n).
Mivel £ és n fliggetlenek, felhasznalva (xi)-et is, minden n € N esetén
Kt  k(
E&ntm) = Z n_E<1{’“<5<’““}1{ an<tily) = > ﬁE(ﬂ{%«%})E(ﬂ{%m‘#})
k=0 k=0

=E (&) E(nn).

Tovabba,

| E(&nmn) —EEn)| < E([&um —&nl) < Bl — &) +EE]m —nl)

1 1 1 1 1
EE(ﬁn)ﬂL E(§) < EE(W 77|)+EE(71)+5E(5)
<%+%E(n)+%E() ha n — oo.
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Igy
E(&n) = lim E(&unn) = lim E(&,) E(n,) = lim E(&,) lim E(n,) = E(£) E(n),

amibdl az is kovetkezik, hogy E(£n) < oo.
Tegyiik most fel, hogy E(|{]) <oo, E(|n])<oo, és &, n fiiggetlenek. Ekkor a [|=E&T+&,
E=¢t—¢ eésnl=nt+n", n=nT—n" felbontasok alapjan

Enl =& Inl =&+ T+ +E7,
En=&nT =&t =T+,
ahol &4, &, m ,nt >0, (§%,&7) és (nt,n7) fiiggetlenek, és E({T), E({7) < oo, E(n') <

<00, E(n7) < 0. Igy az el6z6ek alapjan, felhasznalva a varhato érték linearitasat is (lasd (ii)
és (vi)):

B ") +EE ") +EE 0 )+E(E )

E(ET)E(n) +E(E) E() +EE) E(n) +E(E)E(n7)
E(§"+&7) E(n™ +n7) =E(¢]) E(In)),

E(l¢n])

amibdl az is kovetkezik, hogy E(|€n]) < oo, és hasonldan

E(&n) =E(E ") —E(E n")—E()+EE )
E(T)E(m™) —E(E)E(™) —EE)E(n ) +EE)E(n7)
=E(T =& )E("—n") =E(&) E(n).

Az aldbbiakban egy masik bizonyitast is mutatunk. Tegyiik fel, hogy E(|{]) < oo, E(|n|) <

< oo, és &, n fiiggetlenek. Ekkor felhasznédlva azt, hogy F¢, = F¢F,, a Fubini-tétel és a

ik
késGbb szerepld Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) alapjan kapjuk, hogy

B(lgn) =B(€lla) = [ Il dFe(o0) = | lallyldFele)dF )
= [ IelaFe(o) [ 1v1dF () = E(ED ECaD.

Az E(&n) =E(§)E(n) Osszefiiggés hasonloan bizonyithato. Ha £ >0, n >0, E(§) < oo,
E(n) <oo, és &, n fiiggetlenek, akkor a fenti gondolatmenetben a Fubini-tételt Tonelli-tételre
cserélve kapjuk a bizonyitandé allitast.

Vegyiik észre, hogy ha £ és n olyan nemnegativ, fiiggetlen véletlen valtozok, hogy példaul
E(§) =00 és E(n) =0, akkor is teljesiil a (mér bizonyitott) E(¢n) =E() E(n) egyenlSség, melyet
direkt modon is belathatunk. Mivel n nemnegativ és E(n) =0, a (ix) rész alapjan kapjuk, hogy
n=0P-m.b., és igy {én=0 P-m.b., melyhdl kovetkezik, hogy E(&n)=0. Mivel E(§) E(n)=00-0=0
(ahol a masodik egyenl&ség definicio szerint teljesiil), kapjuk, hogy E(&n) =E(&) E(n). O
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3.8. Tétel. (Transzformacié-tétel) Ha &:Q — R wvéletlen vektor és g:RY— R mérhetd
fugguény, akkor

Bo(€) = [ 9l@) Paw) = [ o(o) Peldo) = [ o@)aFia)
abban az értelemben, hogy az integralok ugyanakkor léteznek, és ha léteznek, egyenldek.

Bizonyitas. Legyen elGszér ¢ egy nemnegativ, egyszerd mérhetd fiiggvény:

l
g= Z Cj]lBj7
j=1

ahol g(RY) ={cy,...,c}, LEN, c1,...,¢c, €R? paronként kiilonbézsek, és Bj:={g=c;} €
€ B(RY), je{l,...,0}. Ekkor B;, j€{l,...,¢}, paronként diszjunktak. Mivel tetszéleges
BCRY és weN esetén

§(w) €eBb < WGS_I(B) = ]]_571(3)((,0):1,

kapjuk, hogy £1(B;) €A, je{l,...,¢}, paronként diszjunktak és

14

/Rd (z) Pe(dz) / (ZC]ILB> ) Pe(dz) = ZC] Pe(Bj) =) ¢;P((7(By))

Jj=1

=E (Z Cﬂl»:l(Bj)) :/Q (Z Cﬂsl(Bj)) (w) P(dw)
J—e J= f
:/Q (Z Cj]lBj(f(W))> ]P’(dw):/Q ((ZC]']IBJ) O§> (w) P(dw)

. /Q(gog)(w) P(dw) = E(g(¢)),

amivel az integralok létezésére vonatkozo allitast is belattuk (g nemnegativ, egyszert mérhetd
fiiggvény esetén). Ha ¢ nemnegativ mérhets, akkor létezik nemnegativ, egyszerti mérhetd
fiiggvényeknek egy olyan (g,)nen sorozata, hogy g¢,(z) 1 g(z), ha n— oo minden z € R?
esetén. Igy a monoton konvergencia-tételt (3.7. Tétel, (x) rész) kétszer is alkalmazva, elgszor az
(RY, B(RY),P¢) valoszintiségi mezdén a g, : R =R, neN, és g:R? =R véletlen véiltozokra,
majd az (2, A, P) valosziniiségi mezén a g,0:Q =R, neN, és gof:Q — R véletlen
valtozokra, kapjuk, hogy

[ o6@) Befao) = i [ gu(o) Petda) = Jim [ (g,06)(w) Pla)

n—oo Rd n—oo [

(3.1)
— Jim B(g,0¢) = B(go¢) = [ (496)) P(d),
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hiszen  [o, 91(2) Pe(dz) > —00, (gno&)(w) T 9({(w)), ha n— oo minden w e esetén, és
gno& > g10&, ahol E(gj0&) > —oco (mivel ¢ egyszerd mérhets fiiggvény, Pe valoszintiségi
mérték (RY B(RY))-n, és E(1p(E)) =P € B), B B(RY), lathato, hogy az is teljesiil, hogy
Jpa 91(2) Pe(dz) e R és E(gi0&) €R).

Az altalanos eset abbol adodik, hogy (go&)t=gtof és (gof)” =g o&, mely Osszefiiggéseket
egyszeriien indokolhatunk. Valéban, ha w € Q olyan, hogy (go¢)(w)=g(&{(w)) =0, akkor
a pozitiv rész definicioja folytan (go&)t(w) = (go&)(w) és ¢gT(&(w)) = g(&(w)), és ezért
(9o8) " (w)=g"({(w)). Ha we olyan, hogy (go&)(w)=g({(w)) <0, akkor (go&)*(w)=0 és
g (€(w))=0, ésezért (go&)T(w)=g"({(w)) ebben az esetben is. A bizonyitas befejezéseként,
ha példaul E(gto&) <oo és E(g~ 05) < 00, akkor (3.1) alapjan

Blgot) =Blg" 06)~Blg o¢) = [ o"(e) Peldo)= [ g7(o) Pelda) = [ (5" =g7)(a) Pl

= [ 9(e) Belao)
U

3.9. Tétel. (Nemnegativ véletlen valtozo fliggvényének varhato értéke) Legyen £ egy
nemnegativ véletlen vdltozo Fe eloszldsfiggvénnyel, legyen tovdbbd ¢g:R. — R egy monoton
és abszolut folytonos figguény (azaz barmely >0 esetén létezik 6 >0 gy, hogy ha k€N,
0<a <by<as<by<...<a,<bp és Z§:1(bj —aj) <9, akkor Z?Zl lg(b;) —g(a;)] <e).
Ekkor -

B©) =9(0)+ | g @)1~ Fila) dr

melyet gy értink, hogy ha a kifejezés valamelyik oldala véges, akkor mdsik oldal is véges, és a

két oldal egyenld.

Bizonyitas. Mivel ¢ abszolit folytonos, kapjuk, hogy majdnem mindeniitt derivalhato és a
¢ modon jelolt derivaltja Lebesgue-integralhato a [0,y] alaku intervallumokon, ahol y € R,
tovabba

9(y) =9(0) +/0y g'(x)dz,  yeR,. (3.2)

Mivel g monoton is, ¢’ egy Lebesgue szerint null mértékd halmaztol eltekintve azonos elGjeli.
Mivel g monoton, igy g mérhets, és ezért g(&) véletlen valtozo, tovabbéa az E(g(€)) véarhato
érték létezik (esetlegesen +oo vagy —oo), mert ¢(§)>¢(0), ha g monoton névekvd, illetve
9(&£) <g(0), ha g monoton csdkkend. Mivel ¢ egy Lebesgue szerint null mértékd halmaztol
eltekintve azonos elGjeld, az R, >y — foy ¢'(z)dz fiiggvény monoton, és igy f(f g (z)dz is
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véletlen valtozo. Mindezek miatt (3.2) és a Tonelli-tétel alapjan

B0©) =90)+& [ dw1ar) =o0)+8 ([ gwtezq ar)
50+ [ Bl e do
60+ [ g @Bl do
50+ [ g0
40+ [ g1~ F@)d.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fentiekben a Tonelli-tétel alkalmazésakor sziikség volt arra, hogy
g monoton legyen, mert ez garantilja, hogy ¢’ azonos elGjeli (Lebesgue szerint null mérték
halmaztol eltekintve). O

3.10. Kovetkezmény. Legyen & egy nemnegativ véletlen vdltozo Iy eloszldsfiigguvénnyel.

(1) Tetszdleges o >0 esetén

E(Y) =« /000 21— Fe(z)) da.

Tovdbbd, ha E(£*) < oo wvalamely o >0 esetén (azaz, ha &-nek az o« >0 rendd
momentuma véges), akkor

lim 2 ' P(¢ > x) = lim 2* ' (1— Fg(x)) =0.

T—r00 T—r00

Specidlisan, ha n € N, akkor & n-edrendi momentuma végességének eqy sziikséges

n—1

feltétele, hogy a P(§ > x), x>0, farokvaldsziniségek legaldbb x (polinomidlis)

rendben csengjenek le a végtelenben.

(11) Tetszdleges r € R esetén
E(e™) = 1+r/ e (1—Fe(x))de.
0

Tovdbbd, ha TE(e™) < oo wvalamely r € R esetén (azaz, ha & momentumgenerdld
fliggvénye létezik valamely r € R pontban), akkor
lim e P(§ > x) = lim e"(1— F¢(z)) =0.

T—00 T—r00

Specidlisan, ha r >0, akkor annak, hogy & momentumgenerdlo fiigguény létezzen az r
pontban egy sziikséges feltétele az, hogy & farokvaldsziniségei legalabb €™ (exponencidlis)

rendben csengjenek le a végtelenben.
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Bizonyitas. Mind az (i), mind a (ii) rész esetén az allitasok elss fele a 3.9. Tételbdl kovetkezik.
Példaul az (i) rész esetén a g(z) := 2%, x € R, valasztassal, melyre ¢'(z)=az®™, = >0,
tetszéleges o >0 esetén (ha a€(0,1), akkor ¢ az x=0 pontban nem differencialhato, de
{0} Lebesgue-szerint 0-mértéki halmaz). Ekkor g abszolat folytonos, mert g(z)= [; ¢/(s) ds,
reR,.

Az (i) rész esetén, ha «a € (0,1), akkor 2z '—0, ha z— oo, és, mivel P(é>x)—0, ha
x— 00, kapjuk, hogy z* 'P({>x)—0, ha z—o0o. Ha a>1, akkor a dominalt konvergencia
tétel alapjan adodik, hogy x* 'P(§ > x) = E(z* '1ieyy) — 0, ha z — 0o, ugyanis

o tetszlleges w € () esetén xa_l]l{g(w)%} — 0, ha =z — o0,

o tetszlleges x >0 esetén

a—1
—1 -1 —15 —1
x® 1{5295} =z ﬂ_{gafl}xafl} < x” povs) =£477,

ahol E(£71) < oo.

Hasonloan, a (ii) rész esetén, ha r <0, akkor ¢*—0, ha x— o0, és, mivel P({>xz)—0,
ha z—o00, kapjuk, hogy e P({>x)—0, ha z—o00. Ha r>0, akkor a dominélt konvergencia
tétel alapjan adodik, hogy e P({ > x) = E(e""1ez0y) — 0, ha 2 — 0o, ugyanis

o tetszleges w € (1 esetén € “lie)>2y — 0, ha z— oo,

o tetszGleges x>0 esetén

ers

T rT rT T
[§ 1{623;} =€ ]l{er£>erz} < e eﬁ =e é’

ahol E(e™) < oo.

O

3.11. Definici6. (megallasi id6) Legyenek X, n € N, wvéletlen vdltozok. Azt mondjuk,
hogy eqy 7:Q — NU{oo} wéletlen viltozé megdlldsi idépont az X, n €N, wvéletlen vdltozok

sorozatdra vonatkozdan, ha {T <n} € o(Xy,...,X,) tetszdleges n €N esetén.

3.12. Allitas. (Wald-azonossag) Legyenek X,, ne€N, figgetlen, azonos eloszldsi véletlen
vdltozok, hogy E(|Xi|) < oo, éslegyen N eqy nemnegativ egész értékd (azaz 7, -értéki)
véletlen vdltozd, hogy E(N) < oo. Tegyiik fel tovibbd, hogy

(i) N figgetlen az X,, n €N, wéletlen viltozoktdl,

vagy
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(11)) N megdlldsi idé az X,, n €N, wvéletlen viltozdkra vonatkozdan. (Ekkor P(N € N) =1,
azaz N pozitiv egész értékd, hiszen a 3.11. Definicid alapjin P(N € NU{oco}) =1, és
az E(N) <oo feltétel miatt P(N =o00)=0.)

Ekkor
(ZX) E(X;+ -+ Xy) =E(N)E(X)).

Bizonyitas. El6szor belatjuk, hogy tetszdleges n € N esetén {n < N} és X, fiiggetlenek.
Ha (i) teljesiil, akkor ez azonnal kivetkezik. Ha (ii) teljesiil, akkor

{n<N}=O\{n>N}=0\{n—-1=>N}eo(Xy,...,Xn1), n>2 neN.

Mivel a feltevés miatt X, fiiggetlen az Xi,..., X, véletlen valtozoktol, a fentiek alapjan
fiiggetlen az {n < N} eseménytdl is. Az n=1 esetben {n< N} =, mely fiiggetlen az X;
véletlen valtozotol.

Igy a 3.7. Tétel (xiii) (dominalt konvergencia tétel) és (xxii) részei alapjan

N o)
E (Z Xn> =E (Z Xn]l{ngN}> =E (JEEOZX 1{n<N}) = lim E (ZX 1{n<N})
n=1

n=1 n=1
k

= Jim 3B (XaLrem) = lim 2;E<Xn>E<n{n<N}>

k 00
=E(Xy) lim Z E(1neny) =E(X1) Y E(1neny)

n=1

E(X4) ZP E(X1) E(N),

ahol a harmadik egyenlGségnél a domindlt konvergencia tételt azért hasznalhatjuk, mert
e tetszGleges k € N esetén ‘22:1 Xn]]_{ngN}’ <O 1 X Ly

e a 3.7. Tétel (xi) és (xxii) részei és a fentiekben igazolt fiiggetlenség alapjan

E <Z ‘Xn‘]l{néN}) = ZE (‘Xnm{néN}) = ZE(’an) E (ﬂ{néN})

n=1 n=1

= E(|X,]) ZE (Lpneny) =E(1X1]) ZIP’

n=1

= E([X1]) E(N) < o0,
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3.13. Allitas. (Wald-azonossag egy altalanositasa) Legyenck X,, n€N, figgetlen, azo-
nos eloszldsi RY-beli értéki véletlen vektorvdltozok, h:R? — R egy olyan mérhetd figguény,
hogy E(|h(X1)|) < oo. Legyen tovibbd N eqy pozitiv egész értéki (azaz N-értékid) véletlen
vdltozo, mely megdllasi idé az X,, n €N, wvéletlen viltozékra vonatkozdan és E(N) < oo.
Ekkor

(Zh ) E(h(X1)+---+h(Xy)) = E(N)E(h(X,)).

Bizonyitas. Hasonléan bizonyithato, mint a Wald-azonossag (3.12. Allitas) felhasznalva, hogy
abbol, hogy tetszéleges n€N esetén {n<N}eo(Xy,...,X,—1) és X, fliggetlenek kovetkezik,
hogy {n< N} és h(X,) is fiiggetlenek (az 1.18. Allitas (i) része alapjan). O

3.14. Definicio. Legyen (X, X) mérhetd tér. Azt mondjuk, hogy a p:X —[—00, 00| halmaz-
fligguény abszolit folytonos a v:X —[—o00,00] halmazfigguényre nézve, ha minden B € X,
v(B)=0 esetén u(B)=0. Jelolése: p<v.

Legyen v:X —[0,00] o-véges mérték. Azt mondjuk, hogy a &:Q— X waldsziniségi vdltozo
abszolit folytonos eloszldsi a v mértékre nézve, ha P < v. Azt mondjuk, hogy a
£:Q—RY waldszinidségi vdltozé abszolit folytonos eloszldsi, ha abszoliit folytonos eloszldsi

a d-dimenzids \g Lebesgue—mértékre (pontosabban \g-nek B(R?)-re vald leszikitésére) nézve.

3.15. Tétel. (Stirtiségtétel) Legyen (X, X) mérhetdségi tér, v:X — [0,00] mérték, g:
X — R, nemnegativ mérhetd figgvény. Ekkor a p:X — [0, 00],

u(B) = /B g(z)v(dz), BeX,

halmazfiiggvény mérték, amely pontosan akkor véges, ha g integrdlhato. Tovdbbd, p < v, és

tetszdleges h: X — R mérhetd fligguény esetén

[ ntan) = [ nwpgt) v (33
b's b's
abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egqyenldek.

Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy p mérték. Az integral tulajdonsigai miatt

(@) = /@ g(x) v(dz) = /X 9(2)L(2) v(dr) = /X 0v(dz) =0,

és ha B, € X, neN, paronként diszjunktak, akkor

% (L:Jan) :/U°° N g9(x) V<dx):/Xg(x)]lUZ"—an(x)V(dx):/)(g(x);ﬂgn(x)y(dx)

/Z gLp,)(x) v(dz) Z/ (gL, )(x U(dx):nio;/ng(x)y da
Zgu(B
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ahol az 6todik lépésnél felhasznéltuk, hogy ¢ nemnegativ, és igy u o-additiv.
Mivel u(X)= [,g + 9(z)v(dz), kapjuk, hogy p pontosan akkor véges, ha ¢ integralhato.
Megmutatjuk most, hogy p <. Legyen Be X, hogy v(B)=0. Minden n €N esetén
legyen ¢,(x):=min(g(x),n), € X. Ekkor g, mérhetd, és g,(z)1g(x), ha n— oo minden
v € X esetén. gy (g.1p)(x) T (glp)(z), ha n— co minden z € R esetén, és a monoton

konvergencia tétel szerint

0<p(B)= /X (915)(x) (dx) = lim | (9,15)(x) () =limsup /X (gall) () v(da)

n—o0 n—00

< lim sup /X(n]lB)(:L’) v(dz) = lim (nv(B)) =0,

n—00 n—00

és igy u(B)=0.
Végezetiil megmutatjuk, hogy (3.3) teljesiil. Legyen elGszor h egy egyszerti, nemnegativ

mérhetd fiiggvény:

4
h= ZCjﬂBj,
j=1

ahol h(X)={c1,....,ct}, LE€N, ¢c1,...,c0 € R paronként kiilonbozsek, és B; :={h =¢;},
jeA{l,...,¢}. Ekkor

/X wa =Z / g(x) ’/(dx):jécj/)(g(m)h;j(x)u(dm)
:/XQ(?C) <Z Cj]lBj> (x)u(dw):/xg(x)h(x) v(dx),

mely az integral létezésére vonatkozo allitast is igazolja (h egyszertd, nemnegativ mérhets
fiiggvény esetén).

Ha h nemnegativ mérhetd, akkor létezik nemnegativ, egyszert mérhetd fiiggvényeknek egy
olyan (hp)nen sorozata, hogy h,(x)1h(z), ha n— oo minden z€ X esetén. Igy a monoton
konvergencia tétel szerint

/Xh(:c) pw(de) = lim [ h,(x)p(dz) = lim | g(x)h,(z)v(dz) = /Xg(x)h(a;) v(dx),

ahol az utolso6 lépésben azt is felhasznaltuk, hogy mivel ¢ >0, igy g(x)h,(x) T g(z)h(x),
n — oo, minden x € X esetén, és azt is, hogy mivel hy; >0, teljesiil, hogy g¢(z)h,(z )
g(x)hy(x) 20, x€ X, neN.
Az altalanos eset abbdl adodik, hogy (hg)™ = ght és (hg)™ = gh~, hiszen g > 0. O
A 3.15. Tétel elnevezését (stirtiségtétel) a 3.17. Definicio vilagitja meg.

3.16. Tétel. (Radon-Nikodym tétel) Legyen (X,X) mérhetd tér és v:X — [0,00]| egy

o-véges mérték. A X — [—00,00| eldjeles mérték akkor és csak akkor abszolit folytonos
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a v mértékre nézve, ha létezik olyan ¢g: X — [—o00,00] mérhetd figguény, hogy tetszdleges
BeX esetén

mmzlguwwm

A g figguény v—m.m. egyértelmien meg van hatdrozva, azaz ha egy h: X —[—00, 00| mérhetd

fiigguényre is teljestil
u(B) = [ hia) o)
B
minden B € X esetén, akkor v({x € X :g(x)# h(x)})=0.

A Radon-Nikodym tételben létezd (v-m.m. egyértelmiien meghatéarozott) ¢ fiiggvényt a u

mértéknek a v mértékre vonatkoz6é Radon-Nikodym derivaltjdnak nevezziik, melynek jeldlése
d

-+

3.17. Definici6. Legyen (Q, A, P) wvaldsziniségi mezd, £:Q—RE abszolit folytonos (eloszldsi)

véletlen vektor. Ekkor az (RY, B(RY)) mérhetd téren adott Pe mértéknek az (RY B(RY))
— dPe

mérhetd téren adott (arra leszikitett) d-dimenzids Ag Lebesgue-mértékre vonatkozd fe:= an

Radon—Nikodym derivdltjat & stridségfiggvényének nevezzik.

Ha £:Q— R? abszolut folytonos véletlen vektor fe stirtiségfiiggvénnyel, akkor a Radon-
Nikodym tétel (3.16. Tétel) alapjan fgl(B) €B(RY) tetsz6leges BeB(RY) esetén és Pe(B)=
=[5 fe(z) Aa(dz), BeB(R?). Ha d=1, akkor specidlisan

ZHQZP@<@=PAwaD=/

(_OO7I)

ﬁ@mmwzﬁxﬁ@a, 2ER.

3.18. Allitas. Egy f:R? =R figguény akkor és csak akkor striségfigguénye valamely d-

dimenzids véletlen vdltozonak, ha (Borel) mérhetd, Lebesgue-majdnem mindenditt nemnegativ
€s  Jpa fx)dr=1.

3.19. Allitas. A ¢:Q— R wéletlen vdltozo akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha az Fe
eloszlasfiigguénye abszolut folytonos, azaz barmely e >0 esetén létezik & >0 gy, hogy ha
KEN, a1<bi<ay<by<...<ap<by és Y (bj—aj) <8, akkor S, (Fe(b)—Fe(a;)) <e.

A 3.19. Allitas kapcsan emlékeztetiink ra, hogy egy H C R halmaz Lebesgue-szerint null-
mértéki, ha barmilyen >0 esetén létezik olyan {(a,,b,),n € N} intervallumrendszer, hogy
Hc U (an,by) és > 00 (bp—ay) <e.

A stiriiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény kapcsolatat irja le a kovetkezd allitas.

3.20. Allitas. Ha a &:Q—R? wéletlen vektor abszolit folytonos, akkor fe(x)=0;...04F¢ ()
Na-m.m. © € RY. (A 0y...0,F:(x) parcidlis derivdlt lélezése Ng-m.m. x € R? esetén a
monoton fligguények majdnem mindendtti differencidlhatésdagdra vonatkozo Lebesgue-tétel ko-

vetkezménye. )
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Abszolut folytonos véletlen vektor fiiggvényének varhato értékét a kovetkezé modon szamol-
hatjuk.

3.21. Allitas. Ha ¢ :Q — R? abszolit folytonos véletlen vektor és g :R?* — R  mérhetd
figguény, akkor

Blol) = [

[ 9(0)fe(x) da

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létexik, és ha léteznek, eqyenldek.

Bizonyitas. Az allitas a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) és a Strdségtétel (3.15. Tétel) ko-
vetkezménye. Valoban, mivel P; abszolut folytonos a d-dimenzidos N; Lebesgue-mértékre

(pontosabban B(R%)-re vett megszoritasira) nézve és % = fe, kapjuk, hogy

Blo(€) = [ o) Peao) = [ o) (G55 ) @) Md) = [ o) felo)d

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenlGek. U
Abszolut folytonos véletlen valtozo alkalmas transzforméltja, példaul szigordan monoton,
folytonosan differencialhato, nem elting derivalta transzformaltja, abszolat folytonos, melynek

strtiségfiiggvényét a kovetkezd modon szamolhatjuk.

3.22. Allitas. Legyen €:Q — R abszolit folytonos véletlen vdltozd, fe sdriségfigguénnyel.
Legyen D C R nyilt halmaz, melyre P(§ € D) = 1. Legyen tovibbd ¢g: D — R folytono-
san differencidlhato fiigguény, mely kolcsondsen egyértelmd D-n, és derivdltja seholsem nulla.
(Analizisbdl ismert, hogy ekkor g(D) C R nyilt halmaz, és a h:g(D) — D inverzfiggvény
folytonosan differencidlhato, nemnulla derivdlttal.) Ekkor a g(§) wvéletlen vdltozd is abszolit

folytonos, és siiriségfiigguvénye

Fe(h() W (y)] = B4 hy y e g(D),

Jao (W) =
? 0, eqyébként.

Bizonyitas. Csak abban az esetben igazoljuk az allitast, amikor ¢ szigortian monoton novekvd
is. Ekkor h szigorian monoton névekvé és igy |h'| =h'. Legyen n:=g(&).
Ha y € g(D), akkor az x = h(v) helyettesitéssel, kapjuk, hogy

h(y)
Fy(y) =P(n<y) =P(g(€) <y) =PE<h(w)) = |  fe(z)dz= / felz) da

(—oc0,h(y))ND
- /‘]((—oqh(y))mD) fg(h(v))h’(v) dv :/ f&(h(v))h/(v) dv = /_OO fn(v) dv,

(—o0,y)Ng(D)

ahol az 6t6dik lépésben felhasznaltuk, hogy P({ € D) =1 miatt fe(z) =0, z € R\ D.
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Ha y ¢ g(D), akkor legyen ¢:=sup{z € g(D):z<y}. Ekkor, mivel P(ne€ g(D))=1, és
letezik olyan (z,)nen sorozat, hogy z,€g(D), z,<y, n€N, és z,17y, ha n— oo, kapjuk,
hogy

n(y) =P <y) =P <y +PG <n<y) =Pn<§)+Pn=7) = lim F,(z,)
—tim [0 dv—/ fwdo= [ g0
ahol felhasznaltuk, hogy a Transzformacio-tétel (lasd, 3.8. Tétel) alapjan
Pl =) = B(9(€) = ) = E(Li (6(9) = [ Li(o(e) Pe(d)
—Pe(g™ (7)) = P(€ € 7 (7)) =

hiszen ¢ abszolut folytonos eloszlasi és g1 ({g}) legfeljebb egyelemt halmaz. O
Fiiggetlen, abszolut folytonos eloszlasi véletlen valtozok Osszegének, szorzatdnak és hanya-

dosanak siirtiségfiiggvényét a kovetkez6 modon szamolhatjuk.

3.23. Allitas. Legyenek & és n figgetlen, abszolit folytonos eloszldsi véletlen vdltozok fe,
illetve  f,, striségfiggvénnyel. Ekkor

(i) a £+n véletlen vdltozo is abszolit folytonos eloszldsi, és

fean(z / fe(x)fp(z—x dx—/ fe(z—vy) fu(y) dy, Ai-m.m. z € R.

Ezt a formuldt konvolicids formuldnak is hivjdk.

(ii) a &n véletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és

fen(2 / fe(x fn | | / fe ( )fn( ) — Ik A-m.m. z € R,

(1ii) a % véletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és
]_ > €T oo
N 5/ Je(@)fy <Z> o] dz = / feC) oyl dy,  Ai-mom. z €R.

Bizonyitas. Mivel ¢ és n fiiggetlenek és abszolut folytonos eloszlasuak, (£,7) is abszolut
folytonos eloszlasu és strtségfiiggvénye fe,(x,y) = fe(x)f,(y), z,y € R.
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(i). Mivel f¢ és f, mérhetSek, a Fubini-tétel alapjan kapjuk, hogy a Rz [7 fe(z—
—y) fy(y)dy fiiggvény is mérhets. Tovabba, tetszéleges z € R esetén

Feiny(2)=PE+n<z)=PE+n e (—00,2))

:P((f,n)6{($,y)€R2:$+y<z}):// fen(z,y)dedy

{(z,y)ER2: z4+y<z}

_ / /{ N o) f,(y) da dy = / N ( / _Wf( )dy) fe(w)dz
- [ (/ folu— x)du)fg( o=/ (/ Je(@) fy =) d )u
/f£+n

(ii). Mivel f¢ és f, mérhetGek, a Fubini-tétel alapjan kapjuk, hogy a ]Razr—>f_°°00 fe(x) fy (%) do

||

fiiggvény is mérhets. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy P(£ > 0) = 1.
Ekkor fe(x)=0, A;-m.m. x € R, és igy azt kell igazolnunk, hogy

fen(2 / fe(z fn Ai-m.m. z € R.

Tetsz6leges z € R esetén

Fey(2) = P(¢n < 2) =P ((&,m) € {(z.y) € (0,00) xR :cy<z})

://(wy 000, xy@}f( z) fy(y) de dy = / / fe(x) fr(y) da dy
- [ st (/ fly dy)dx—/ fela (/_mfn(g)id@dx
[ ([ rwn(®) ;dm) du= [ fou)du

A bizonyitast Ggy is befejezhettiik volna, hogy a fenti levezetéshdl adodo
an / fg z€eR,

egyenlGség mindkét oldalat z-szerint d1fferenc1aljuk felhasznalva a 3.20. Allitést
(iii). Mivel n abszolat folytonos eloszlasa, kapjuk, hogy P(n = 0) =0, igy > £ P-m.m. jol-
definialt. Tegyiik fel az egyszeriség kedvéért, hogy P(n > 0) = 1. Ekkor azt kell igazolnunk,

hogy
:/ ff(zy)fn(y)y dy, A-mm. z € R.
0

Tetsz6leges z € R esetén

F5(2)2P<%<Z> =P ((&n) €{(z,y) eRx(0,00) : §<z})

-/ fe() fy(y) do dy.
{(z,y)€R % (0,00): $<z}
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Ha z >0, akkor felhasznalva, hogy [ f,(y)dy =1, kapjuk, hogy

Fe(2) :/_(; /OOO fe(@) f(y) dxdy+/ooo /OO fe(x) £, (y) dz dy
- /(; fe(@) dgch/OOo fe(x) ([XJ £.) dy) Qo
- 1_/000 fe(2) (1—[)0 Fay) dy) dz

=1—/Ooofs(w) (/0 fn(y)dy> dz
=1—/Ooofs(l’)Fn =

és igy z-szerinti derivalassal adodik, hogy

_ /O h fe(@)f, @) ;_f da = /O N fe(zt) fy(t)tdt,  Ap-mom. z >0

Ha z <0, akkor

re= [ [ rwnwew= [ e (/ iy dy)dx—/ fela "

és igy z-szerinti derivalassal kapjuk, hogy

£(2) :/_[;O fe(x) fy (% —d:c—/ fe(zt) f, (D)t dt, Ar-mam. z < 0.

Az fe(2)-re vonatkozo masik Osszefiiggést a mar levezetett formuldbol a zy=x helyettesitéssel

n
kaphatjuk. O
A 3.23. Allitas altalanositasaként megadjuk egyiittesen abszolut folytonos eloszlast véletlen

valtozok Gsszegének, szorzatanak és hdnyadosanak stiriiségfiiggvényét.

3.24. Allitas. Ha & és n egyiittesen abszolit folytonos eloszldsi véletlen vdltozdk fem

eqyiittes sturiséqfigguénnyel, akkor

(i) a £+n véletlen vdltozo is abszolit folytonos eloszldsi, és
fein(2) / fen(z,z—2)de = / fen(z—y,y) dy, A-m.m. z € R.

(i) a &n véletlen vdltozo is abszolit folytonos eloszldsi, és

fsn(z)Z/_ fgn< )%—/_oofgn( >H A-m.m. z €R,
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(11i) a % véletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és

22

f%(z) 1 / fen (2 ( ) |z| do = /_Z fen(zy,y)ly| dy, Ai-m.m. z € R.

Bizonyitas. Hasonléan bizonyithat, mint a 3.23. Allitas, az alabbiakban csak a (iii) rész
bizonyitasat részletezziik. Mivel n abszolut folytonos eloszlasu, kapjuk, hogy P(n=0) =0, igy
% P-m.m. jol-definialt. Ezért tetszéleges 2z € R esetén, a Fubini-tétel alapjan, kapjuk, hogy

Fe(z)= (€<z n>0)+P(§]<z,n<0):P(§<zn,77>0)+IP’(£>zn,n<O)

P

/ooo ( fen(,y d:c) dy+/ooo (/:f&n(x,w dx) a

/OOO ( Fea(uy.y ydu> dy+/ooo (/OO fs,n(uy,y)ydu> 0
/oo (/ fen(uy, y ydy> du+/; (/_(; Fenuy, y)(—y) dy) »
- /oo (/oo Fen(uy, y)ly| dy) du,

melybdl a stiriiségfiiggvény definicidja alapjan kovetkezik a (iii) rész allitdsaban szerepl maso-

3

dik formula. Az els6 formula a masodik formulabol adodik az y = £ helyettesitéssel (feltéve,
hogy z # 0). O

3.25. Definicié. Legyen (X,X) mérhetdségi tér, p:X — [—oo,00] eldjeles mérték.
Azt mondjuk, hogy a 1 eldjeles mérték egqy B € X halmazba koncentrdlédik, ha p(X\

\B) =

Ha pegy B € X halmazba koncentralodik és BeX olyan, hogy B C E, akkor p a B
halmazba is koncentralodik.

3.26. Definicio. Legyen &:Q —RY egy diszkrét véletlen vektor (azaz az 1.10. Definicidban
az X =R wdlasztdssal élve £(Q) megszamldlhatd halmaz). Azt mondjuk, hogy & egy B €
€ B(R?) halmazba koncentrdlddik, ha P¢ a B halmazba koncentrdlddik, ezzel ekvivalens mddon
Pe(B)=P({€ B)=1. Az ilyen tulajdonsdgi halmazok metszetét (azaz a legszikebb ilyen halmazt)

a P mérték tartéjanak nevezzik. Jelolése: supp(§).

3.27. Allitas. A ¢:Q — R diszkrét véletlen vektor tartdja a P mérték atomgaibol dll,
azaz

supp(§) = {z € R*: Pe({z}) >0} = {z e R": P({ =) > 0} .
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3.28. Allitas. A €:Q—R? diszkrét véletlen vektor eloszldsa

Pe= )  PE=1),

zesupp(€)

ahol © €R? esetén 0, az x pontba koncentrdlédd Dirac-mértéket jelili, azaz 6,(A)=1, ha
reA, és 0,(A)=0, ha z¢ A.
A £:Q—=RY diszkrét véletlen vektor eloszldsfigguénye Fe:RY—[0,1],

Fe(w)= Y P(E¢=y), =zeR’
{yesupp(§) : y<z}

3.29. Megjegyzés. Ha ¢&:Q — R diszkrét véletlen valtozo és x € supp(€), akkor
F(w+0)— Fe(w) = P(¢ < o)~ P(¢ <) = P(£ =) >0,

¢és igy F¢ nem folytonos az x pontban.
Ha &= (&,&):Q— R? diszkrét véletlen vektor és x = (1, z2) € supp(£), akkor

) 1 1
Fe(a+0) = Fe(w) = lim F (@14~ a0+~ ) = Fe(ay, 2)

1 1
= lim ]P(fl <$1+ﬁ,52 <x2+ﬁ)_P(£l <l‘1,52 <x2)

n—oo

=P(§ < 21,6 <a2) —P(§ < 21,6 < 1)

=P (6((—00, x1] X (—00, 272]))

=P(& = 71,5 < 2) +P(§1 = 71, § = 72) + P(§1 < 21,62 = 712)
2P =21, =19) =P({=1) >0,

és igy F¢ nem folytonos az x pontban. O

3.30. Allitas. Legyen ¢:Q — R? diszkrét véletlen vektor és g :R*— R mérhetd figguény.

A g(&) véletlen vdltozonak akkor és csak akkor véges a vdrhatd értéke (integrdlhatd), ha
E(lg))= Y lg(@)|P(=1z) < oo,
zesupp(§)

és ekkor

zesupp(€)

(Ez az dllitds a Transzformdcio-tétel (3.8. Tétel) specidlis esete.)

3.31. Definicio. Legyen (X,X) mérhetdségi tér. Azt mondjuk, hogy a p: X — [0,00] és
v:X—10,00] mértékek szinguldrisak egymdsra (nézve), ha léteznek olyan diszjunkt A, B€
€ X halmazok, hogy i az A halmazba, v pedig a B halmazba koncentrdlodik. Jeldlése:
wluv.
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3.32. Definici6. Azt mondjuk, hogy a &:Q — R? wvéletlen vektor szinguldris, ha Pe és Ay
(pontosabban \g-nek B(R?)-re vett megszoritdsa) szinguldrisak egymdsra (nézve), ahol \g a
d-dimenzids Lebesque-mértéket jelili, ekvivalens modon, 3 B € B(R?) gy, hogy A\q(B)=0 és
P eB)=1.

Megjegyezziik, hogy a 3.32. Definicioban a Py és A; mértékek szingularitasa a 3.31.
Definicié szerinti értelemben azt jelenti, hogy léteznek olyan A, B € B(RY) halmazok, hogy
ANB =0, \y(R*\ A) =0 és P¢(R?\ B) =0. Mivel P¢ valosziniiségi mérték, kapjuk, hogy Pe(R?\
\ B) =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha P¢(B) =1, azaz P({ € B) = 1. Mivel ANB =0, adodik,
hogy B CRI\ A, ésigy A\g(B) < \g(R?\ A) =0, amib6l kovetkezik, hogy A\g(B) = 0. Tovabba,
ha C € B(R?) olyan, hogy M\s(C) =0 és P(€ € C) = 1, akkor \; az X \ C € B(R?), P pedig
a C € B(R?) halmazba koncentralodik. Megmutattuk tehéat, hogy a 3.32. Definicioban jogosan
irhattuk azt, hogy “ekvivalens modon, 3 B € B(RY) 1gy, hogy M\¢(B)=0 és P(e€ B)=1".

Egy ¢:Q—R? diszkrét véletlen vektor nyilvan szinguléris, ugyanis supp(€) € B(R?) (hiszen
megszamlalhato unioja a £ atomjaibol &llo6 egyelemd halmazoknak), P(£ € supp(§)) =1 és

Aa(supp(§)) =0, mert supp(§) megszamlalhato.

3.33. Allitas. A ¢:Q — R wéletlen vdiltozé akkor és csak akkor szinguldris, ha F{(x) =0
A-m.m. z € R.

3.34. Tétel. (Lebesgue-féle felbontasi tétel) Legyen (X, X) egy mérhetd tér, p és v
o-véges mértékek X-en. Ekkor létezik olyan f: X — [0,00] mérhetd figguény és olyan v
mérték X-en, hogy p L v, és

V(A):/Afd,u—i-vs(A), AeX.

Az f figgvény p-majdnem mindenitt egyértelmien meghatdrozott, azaz ha g: X — [0, 00]
egy olyan mérhetd figguény, melyre v(A)= [, gdu+v,(A), Ae X, akkor

p{z e X f(x) # g(x)}) = 0.
A fenti felbontdst v-nek a p-re vonatkozo Lebesgue-féle felbontdsdinak nevezziik.
3.35. Tétel. Tetszbleges F:R —[0,1] eloszlasfigguény egyértelmien felbonthatd
F =piFa+poFas+psFis

alakban, ahol pi,pa,p3 =0, pr+pe+ps=1, Fy egy diszkrét, Fu eqy abszolit folytonos,
Fis egy folytonos szinguldris eloszldsfiigguény (azaz Fy egy diszkrét véletlen vdltozo, Fa egy
abszolit folytonos véletlen vdltozo, Fy pedig eqy szinguldris véletlen vdltozo eloszldsfiigguénye,
hogy Fis folytonos is).

3.36. Definicid. Legyen &:Q — R wéletlen vdltozo.
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— Legyen a€R,. A ¢ a-adik abszolit momentuma: E(|¢|*) € [0, cc].

-~ Ha keN, és & k-adik abszolut momentuma véges, akkor
¢ k-adik momentuma: E(¢F) €R,
¢ k-adik centrdlis momentuma: E (((-E(£))*) eR.

— Ha & mdsodik (abszolit) momentuma véges, akkor & mdsodik centrdlis momentumdt &
variancidjénak (szordsnégyzetének) nevezzik. Jeljlése: Var(€) :=D?*(&) :=E (({—

—E(€))?).

3.37. Definicio. Legyen £=(&1,...,1):Q— R wvéletlen vektor. Ha E(|&])<oo,. .., E(|&]) <

< o0, akkor & wdrhato érték vektora

E(€) := (E(&),...,E(&))" e R

3.38. Definicio. Legyen &= (&,...,&) : Q — R? wéletlen vektor. Ha E(||€]|?) < oo, azaz

E(&}) < oo,...,E(£2) < 0o, akkor & kovarianciamdtriza

Cov(€) =E [(§~E()(E~E(¢))'] e R™,
melynek elemei Cov(&;, &) =E[(&—E(&))(&—E(E))], 1<14,j<d.

A kovarianciamatrix tulajdonsigait irja le a kovetkezg allitas.

3.39. Allitas. Legyen &= (£1,...,&): Q— R wéletlen vektor, melyre E(||€]|?) < co. Ekkor
— Cov(§) szimmetrikus: Cov(€)" = Cov(€).

— Cov(§) pozitiv szemidefinit, azaz ¥V x € R? esetén

d d

x" Cov(€)r = (Cov(é)r, x) = Z Z Cov(&;, &)z > 0.

i=1 j=1

— Ha AeR™® és beR", akkor E(AE+b)=AE(&)+b és Cov(AE+b)= ACov(§)AT.
3.40. Allitas. (Jensen-egyenl6tlenség tobbdimenziéban) Legyen & :Q — R wéletlen
vektor, melyre E(||£]|) < co.

(i) Ha K CR? nemiires, konvex, zirt és P(¢ € K)=1, akkor E(¢) € K.

(ii) Ha g:RY—R konvezr és E(|g(€)|) < oo, akkor g(E(¢)) <E(g(€)).

A 3.40. Allitas (ii) részében g¢(¢) valoban véletlen valtozo, hiszen ismert, hogy R? egy
konvex, nyilt halmazan értelmezett valos értéki konvex fliggvény folytonos és igy mérhetd is,
ezért alkalmazhatjuk az 1.18. Allitas (i) részét. Felhivjuk a figyelmet, hogy a késobbiekben
a tobbdimenzios Jensen-egyenlGtlenségnek ismertetjiik és bizonyitjuk az tn. feltételes alakjat

(lasd 8.6. Tétel), melynek a (nem feltételes) tobbdimenzios Jensen-egyenléGtlenség specialis esete.
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3.41. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy komplex értéki £:Q—C, E=Re&+ilm¢ waldsziniségi
vdltozonak véges a vdrhato értéke (integrdlhatd), ha az E(Ref) és E(Im¢) wvdrhato

értékek végesek, és ekkor
E(&) :=E(Re&)+iE (Im¢).

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 3.41. Definiciéban egy komplex értéki valoszintiségi valtozo
esetén a "véges a varhato értéke (integralhato)” csak egy elnevezés, egy komplex szam végességét
nem definidljuk. A 3.41. Definiciéban azt, hogy & :Q — C komplex értékid véletlen valtozd
az 1.10. Definicié specialis eseteként értjiikk (X, X) := (C,B(C)) valasztassal. Mivel a C 3
>z Re(z) és C3 2z Im(z) valos, illetve képzetes rész fiiggvények folytonosak, az 1.18.
Allitas (i) része alapjan kapjuk, hogy ha ¢:Q — C komplex értéki véletlen valtozo, akkor
Re(§) és Im(§) valos értéki véletlen valtozok. Tovabbéa, ha n:Q — R és (: Q — R (valos
értéki) véletlen valtozok, akkor £ :=n—+i(: 2 — C egy komplex értéki véletlen valtozo, ugyanis
E=f(n,¢), ahol f:R*—C, f(x,y):=z+iy, (r,y) €R? egy homeomorfizmus (azaz bijektiv,
folytonos és az inverze is folytonos) és (n,() egy 2-dimenzios véletlen véaltoz6. Nyilvan, ha a
£:Q — C valoszintiségi valtozonak véges a varhato értéke, akkor a & :Q — C valoszintiségi
valtozonak is véges a varhaté értéke és E(§) =E& =E (Reé) —iE (Im¢).

3.42. Megjegyzés. A ¢:Q— C valdszintiségi valtozonak akkor és csak akkor véges a varhato
értéke, ha E(|¢]) < oo, ahol [¢] =+/(Re&)?2+(Im&)2. Valoban, ha az E(Re&) és E(Im¢)
varhato értekek végesek, akkor a 3.6. Megjegyzés (i) része szerint E(| Re|)<oo és E(|Im¢|) <

< 00, igy a haromszog egyenlGtlenség szerint E(|¢|) < E(|Re&|+|Im¢]) < co. Megforditva,
ha E(¢]) < oo, akkor E(|Reé|) SE(|]) <oo és E(|Im¢|) < E(¢]) < oo. Igy tjra a 3.6.
Megjegyzés (i) részét hasznalva, az E (Re&) és E (Im¢) varhato értékek végesek, ami a 3.41.

Definici6 szerint azt jelenti, hogy ¢ varhato értéke véges. ([l

3.43. Allitas. Ha ¢:Q — C waldszintiségi vltozd és E(|€]) < oo, akkor |E(€)] <E(|¢]).

Bizonyitas. Nyilvan

|E($)| = |E(Re&)+iE (Im¢&)| = J(E (Re€))*+ (E (Im¢))*
<E (y/(Reg)" + (m)*) =B

N—

hiszen a ¢g:R? - R, g(x,y):=/22+y2, (x,y) € R? fiiggvény konvex, igy alkalmazhatjuk
a (2-dimenzios) Jensen—egyenlStlenséget (1asd a 3.40. Allitast a (Re&,Im¢): Q — R? véletlen

vektorra és a megadott ¢ fiiggvényre alkalmazva). A ¢ fiiggvény valéban konvex, hiszen
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tetsz6leges (1,y1), (12,72) ER? és A€ (0,1) esetén a haromszog-egyenlGtlenség alapjan

g(A @1, y1) + (1= (22, 42)) = g((Az1 4+ (1= Xz, Ayr + (1= N)y2))

1

= (@1 (1= Va2 + (g + (1= Ne)?)

1Az, Ayn) + (1= N)aa, (1= N)ys)]|

1Oz, Ay |4 1((L = Az, (1= N)ga) |

A S (1= A (224 12)2 = Aglay, y) + (1= N)g(2, 1)

N

xl‘f'yl)

U

3.44. Definicio. Legyen T' # 0 egy (index)halmaz, és minden ~ €T esetén & :Q — C
valdszinidségi vdltozd. Azt mondjuk, hogy a {&,:v €'} wvaldszinidségi viltozok fiiggetlenek, ha
a {(Re&,Im¢&,) v el'} waldsziniségi vdltozok figgetlenek.

Megjegyezziik, hogy mivel o(&,) =o((Re&,,Im¢,)), v€TI', a {& v e} valosziniségi
valtozok fiiggetlensége a 3.44. Definicio6 értelmében ugyanaz, mint a 2.1. Definicié értelmében (az
(X5, &,):=(C,B(C)), veI, valasztassal). Tetszéleges y€I' esetén a o(§,)=0((Re&,,Im¢,))
egyenléség annak a kovetkezménye, hogy R? > (x,y)— T(x,y) :=r+iy € C homeomorfizmus

(azaz bijektiv, folytonos és az inverze is folytonos), mely megérzi a nyilt halmazokat. Belatjuk,

hogy T megérzi a Borel-halmazokat is. Vezessiik be az alabbi jel6léseket :
U:={U CR*: U nyilt} és V:={V CC:V nyilt}.

Ekkor o(U)=B(R?) és o(V)=B(C). Mivel T és T~ folytonosak, kapjuk, hogy T-*(V)elU
tetszdleges V € V esetén, és T(U) = (T71)"Y(U) € V tetszbleges U € U esetén. Igy az 1.19.
Allitas alapjan
T (B(C) =T (¢(V)) = (T (V) C o(U) = B(R?),
és
T(BR?) = (T~ (BR*) = (T7) (o)) =c((T")"'U)) S a(V) = B(C).
Ezért B € B(R?) akkor és csak akkor teljesiil, ha T(F) € B(C), azaz T meg6rzi a Borel-

halmazokat.

3.45. Allitas. Ha &,,...,&, : Q — C  fiiggetlen valdszindségi vdltozdk, hogy TE(|&]) < oo,
i=1,...,n, akkor E(|& - &) <oo és E(& &) =E(&)---E(&).

Bizonyitas. Csak n =2 esetén bizonyitunk, altaldban teljes indukcioval lehetne. Legyen
U;:=Re(;), j=12, és V;:=Im(¢;), j=1,2. Ekkor

Re(&1&) = U Uy — ViV, Im(&&) = U Va+ UV,
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ahol a 3.42. Megjegyzés alapjan E(|U;]) <oo, i=1,2, é¢s E(|Vi])<oo, i=1,2. Mivel & és &
fiiggetlenek, kapjuk, hogy (U, V1) és (U, Vs) fliggetlenek, ezért Uy és Us; Vi és Vo Uy és Vi,
illetve Uy és V) is fiiggetlenek, hiszen az R?3 (z,y)—z és R?>(x,y)—y koordinatafiiggvények
folytonosak (specidlisan mérhetéek), igy hasznalhato a 2.3. Lemma. Ezért a 3.7. Tétel (xxiii)

része alapjan

E(| Re(662)]) S E(|U1U2]) +E([ViV2|) = E(|UL]) E(|U2]) + E([V1]) E(|V2]) < oo,
E(|Im(6:£2)]) < E(|U1Va]) +E(|U2VA]) = E([UL]) E([Va]) +E(|U2]) E([VA]) < oo,

és igy a 3.42. Megjegyzés alapjan E(|{1€s]) <oo. Tovabba, felhasznalva djra a 3.7. Tétel (xxiii)
részét kapjuk, hogy

E(Re(&1€2)) = E(U1Us) —E(ViVa) = E(Uy) E(Us) —E(Vh) E(Va),
E(Im(&:&2)) = E(UiVa) +E(UxVh) = E(Uy) E(Vz) +E(Uz) E(V1),

ezért

E(&182) = E(Uy) E(Uz) —E(V1) E(V2) +1(E(Uy) E(V2) +E(Uz) E(V1))
= (E(U) +E(W))(E(Uz) +1E(V2)) = E(&) E(&)-
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4. Karakterisztikus fiiggvény, generatorfiiggvény, Laplace-

transzformalt

4.1. Definicié. Az X : Q — R? wéletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye ¢x :R? — C,

ox () = B(etX)) — / ) Py (dr) = E(cos({t, X)) +i E(sin((t, X)),

Rd
ahol t € RY.

Ha X diszkrét véletlen vektor {zy, k€ N} értékkészlettel és {pi, k€ N} eloszlassal, akkor

[e.9]

px(t) =Y etp,  teR’,
k=1

illetve, ha X abszolut folytonos eloszlast fx strtségfiiggvénnyel, akkor

ox(t) = / et £y (z) du, t e R
R4
4.2. Tétel. A karakterisztikus fligguény tulajdonsdgai:

(1) lex| <1, és ¢x(0)=1.

(ii) ¢x egyenletesen folytonos.

(iii) Tetszéleges t € R esetén @x(—t)=px(t), azaz px Hermite szimmetrikus.

(iv) Bochner-tétel: A ¢ :R? — C figguény akkor és csak akkor karakterisztikus fiiggué-

nye valamely véletlen vektornak, ha ¢(0) =1, folytonos és pozitiv szemidefinit, azaz

.....

mdtriz pozitiv szemidefinit, azaz tetszdleges zi,...,z, € C esetén
n n
j=1 =1

(v) Tetszéleges A€ R heR? és t€RY esetén waxyp(t) =Wy (ATH).
(vi) Egyértelmiiségi tétel: Px =Py akkor és csak akkor, ha ¢x = @y.

(vii) X1:Q—=R4 .. X,:Q—RY% akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha tetszdleges t, €RY ...,
te € R% esetén
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(viii)

(ix)

(xi)

(xii)

Ha Xi,...,X::Q—=R? fiiggetlenek, akkor tetszbleges t € R esetén

‘
PX14+X, (t) = H X, (t)
7j=1
Ha X=(X1,...,X3):Q—R? véletlen vektor és E(]| X||") <oo walamely n €N esetén,

akkor @x n-szer folytonosan differencidlhato, és tetszdleges ry,...,rq, T1+--+ra<n

nemnegativ egészek esetén

a{‘l o a(’;'dng (t) — {rtotra E(XII .. 'le'd ei(t,X))7 te ]Rd,

ot .o 0
E(X{l"'ng): 1 d (PX( )

iritetra ’
tovdbbd,
ir1+-~~+rd .. T
px()= Y T L TREG X Ralt), tERY
ez

ahol R,(t) =O(|[t||") és R.(t)=o(||t|") ha t— 0, mégpedig

im0 <3 m(x)), remt gm0

=0 [lef»

Példdul, d=1 esetén, ha E(|X|") < oo wvalamely n € N esetén, akkor gog?)(t) =
=i"E(X"e™X), teR, E(X")=L1P(0), és

= (i)
px(t) = (r,) E(X")+R,(t), teR.
r=0 ’
Ha X :Q — R véletlen vdltozo és cpg?n)((]) létezik és véges valamely n € N esetén,

azaz gpg?n)(O) ER, akkor E(X?")<oo. (Altaldban abbdl, hogy a karakterisztikus fiigguény

differencidlhaté a 0-ban még nem kivetkezik, hogy létezik a vdrhato érték.)

Ha tetszdleges n € N esetén E(]| X||") < oo, és

R:= € (0, o0,
lim sup {/E(|| X||")/n!

n—0o0

akkor tetszéleges t = (t1,...,tq)" €RL, ||t|| < R esetén

> O jritetra E(X{ - X0, ,
@X(t)zzz 7“1|---17“d' d tll..-tdd.
r1=0 rq=0 ’ ’

Legyen d=1. Ekkor ox(t) €R, teR, akkor és csak akkor, ha X szimmetrikus, azaz
D
X=-X.
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Bizonyitas. (i). A 3.43. Allitas alapjan |px (t)] = | E(e'“X)| < E(|e®X)]) =1, t € RY

(ii). TetszGleges t,h € R? esetén a varhato érték linearitdsa és a 3.43. Allitas alapjan
o (i) — o (6] = [E(EHF5) — o) | = [l () —1)| < B ™) — 1))
A majorans konvergencia-tétel alapjan lim;_,o E(]e!*) —1|) =0, ugyanis

lim |e'"X (@) 1] =0, w e Q,
h—0

XD 1) <2, heRY weQ,  ahol E(2) < oo

Igy
lim sup |px(t+h) —ex(t)] =0.
h=0 4epa

(iii). Tetsz6leges t € R? esetén

px(—t) =E(e %) = E(elt:X)) = E(eiX))
= E(cos((t, X))) —iE(sin((t, X))) = ox (t).

(iv). Ha X :Q—R? véletlen valtozo, akkor tetszéleges n €N, tetszéleges t,...,t, € RY

és tetszlleges z1,...,2, € C esetén
n n n n n n
Z Z o(t; —t)zZ = Z Z E(l b=t 277 = Z Z E (ei(tj,X)Zj ei(tz,)ng)
j=1 =1 j=1 =1 j=1 =1

2

WV
o

=F (Z ei(tj,X>Zj Z ei(tg,X)Ze) )
j=1 /=1

n
Jj=1

A masik irdnyt nem bizonyitjuk.
(v). SOAX—i-b(t) _ E(ei<t,AX+b>) — eiltd) ]E(ei<ATt,X)) _ ei(t,b)QOX(ATt% t € RY.
(vi). Csak d=1 esetén bizonyitjuk.
Tegyiik fel elészor, hogy Py =Py. Ekkor a karakterisztikus fiiggvény definicidja alapjan

ex(t) = /Rem Py(dz) = /Reim Py (dz) = @y (1), teR.

Tegyiik most fel, hogy ¢x=py. El6szor egy motivaciot adunk a bizonyitas soron kdvetkezs

lépéseihez. A @x = py feltétel azt jelenti, hogy E(e'™X) =E(e"), t e R, azaz
E(cos(tX)+isin(tX)) = E(cos(tY) +isin(tY)), t eR,
és igy

E(cos(tX)) =E(cos(tY)), teR, és E(sin(tX)) = E(sin(tY)), teR.
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A bizonyitandé Px =Py egyenléség az 1.27. Allitas alapjan azzal ekvivalens, hogy Fx(r) =
= Fy(x), v €R, azaz azzal, hogy

E(]l(—OO,J:)(X)> = IP)(X < ZE) = P<Y < I) = E<ﬂ(—00,x)<y))7 zeR.

%)
n=1

[—n,z— L] és szinuszok és koszinuszok (véges) linearis

Arra gondolva, hogy (—o0,z) =/
kombinacioival (azaz trigonometrikus polinomokkal) Weierstrass masodik approximacios tétele
alapjan jol kozelithetiink folytonos periodikus fliggvényeket, a valoszintiség folytonossagat is
figyelembe véve természetesnek tiinhet, hogy egy [a,b] intervallum indikatorfiiggvényének
approximaciojaként vezessiik be az alabbi f) modon jeldlt, trapéz alaka fiiggvényt, ahol
e>0:

0 ha r<a—¢,

f(x—a)+1 ha a—e<z<a,

) =<1 ha a <z <b, (4.1)
—L(x—b)+1 ha b<z<b+e,
0 ha =z >b+e.

Ezen f© fiiggvényt Weierstrass masodik approximacios tétele alapjan approximalhatjuk majd
fff), neN, modon jelolt trigonometrikus polinomokkal. A kiindulési feltétel miatt E( A (X))=
=IE( A (Y)), neN, >0, és azt reméljiik, hogy el6szér n— oo, majd €] 0 hatardtmenetet
véve megkapjuk, hogy E(Lp(X))=E(Ljy(Y)).

A kovetkezSkben ezen motivacios részt tessziik precizzé, felidézve elGszor a trigonometrikus
polinomok definicidjat és Weierstrass mésodik approximacios tételét.
Definicié (trigonometrikus polinom). Valos értéki trigonometrikus polinom alatt egy (27-
szerint periodikus) S:R — R,

S(x) = Z(ak cos(kx) + by sin(kx)), r €R,

fiiggvényt értiink, ahol N € Z,, a;, b, € R, k=0,1,... N.

Tétel (Weierstrass masodik approximacios tétele, 1885). Legyenek a,beR, a<b, és f:[a,b]—R
egy folytonos fiiggvény, melyre f(a) = f(b). Ekkor Ve >0 esetén létezik olyan S:R — R

trigonometrikus polinom, melyre

o525

Kovetkezésképpen létezik olyan S :R — R trigonometrikus polinom, melyre

<e, V€ la,b.

~ 2m
— R
‘f(x) S(b_ax>‘<€, VzeR,
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ahol fv az f-nek a (b—a)-szerint periddikus R-re vald kiterjesztését jelli.

1. Lépés. Legyenek a,b€R, a<b, és ¢>0. Tekintsiik a (4.1)-ben definidlt £ :R—[0,1]
fiiggvényt. Legyen n €N olyan, hogy [a—e,b+¢] C[—n,n|, és (d)wen olyan sorozat, melyre
0y<1, €N, és 0,10, ha ¢ — oo. Mivel f(€)|[,n7n] :[=n,n] = R olyan folytonos fiiggvény,
melyre f(e)\[,n,n](—n) = f(5)|[,n,n] (n) =0, Weierstrass masodik approximécios tétele alapjan
(a=—n, b=n és =4, valasztasokkal) kapjuk, hogy létezik olyan SO RSR trigonometrikus
polinom, melyre

fE(z)—5© (%x)‘ < On, x € [-n,n].

Az S¢ fiiggvény fiigghet 0,-t6l is, de ezt kiilon nem jeloljiik. Az egyszertiség kedvéért vezessiik
be az i (x):= Sfla)(%x), z€R, jeldlést (ez megtehetd, hiszen S a valés szdmok halmazan

van értelmezve). Igy

up 1O () = £ ()] < 6, (4.2)
re|—n,n

minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C [—n,n].

2. Lépés. Belatjuk, hogy

sup | 7 (x)] < 2 (4.3)
zeR
minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C[—n,n|. Az 1. Lépés alapjan, felhasznéalva
azt is, hogy |f©)| <1, kapjuk, hogy

sup |f9(2)| < sup [fP(2)— fO@)|+ sup [fO) <5 +1<1+1=2.

z€[—n,n] z€[—n,n] TE€[—n,n|

A trigonometrikus polinomok definicioja alapjan

fff)@) = 5’7(15) (ﬂ—nx) = f: <ak coS (k‘%) + by, sin (k%)) , r e R,

alkalmas N €Z,, ax, b €R, k€{0,1,..., N} konstansokkal, melyek fiigghetnek a-tol, b-tdl,
e-tol, n-tél, és 0,-t6l, de ezt a fiiggést nem jeloljiik. Lathato, hogy fT(f) 2n-szerint periodikus
fiiggvény, igy a fentiek alapjan (4.3) teljesiil. Ha példaul N =n=2 és ay=a; =as =1,
bo =b; = by =1, akkor

N
Z (ak cos <k%> + by sin (k%)) = 1+cos (gaﬁ> +sin (gx> +cos (mx)+sin (rz), xR,

k=0

és ezen fiiggvény peridodusa 4, lasd az 1. abrat. Az 1. dbra alapjan lathato, hogy ez a fliggvény
korlatos, de 2 nem korlitja. Ez nem mond ellent (4.3)-nak, azaz annak, hogy f,(f) korlatos
2-vel, ugyanis az f,(f) képletében szerepld Ne€Z,, ap, bR, k€{0,1,..., N} konstansok nem
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1. dbra. Az RSz 1+4cos (32) +sin (3) 4 cos (7z) +sin (rz) fiiggvény, melynek periodusa 4.

tetszélegesek (azok fiigghetnek a-tol, b-t6l, e-tol, n-tdl, és 0,-t61). A 1. Abran minddssze egy
fovzo (ak CoS (k ) + by sin (k )) x€R, trigonometikus polinomot abrazolunk adott NeZ,,
ag, by €R, k€ {0,1,..., N} konstansok esetén.

3. Lépés. Belatjuk, hogy
E(fP(X)) =E(f7(Y))

minden € >0 ¢és minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C [—n,n]. Ekkor

R ECORIED))
I R )
(o () oo (7))

FO))

minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C [-n,n|, ahol a harmadik egyenl&ségnél

&=

E(f (X)) =

tlﬁz

k

M-

=5

I
= 7

hasznaltuk, hogy ¢x = py.
4. Lépés. Megmutatjuk, hogy

E(f9(X) =E(f9(Y)), Vex>o.

Az f© fiiggvény definicidja és n valasztasa miatt ) (x) =0, ha |z|>n, igy

|E(/O(X) ~E(FO (V)] = [EGO (X) Lpxjeny) —EGO V) yieny)|
< |E(fO(X)Lyx)en) — E(fé)(X)ﬂﬂXKn})}
+HED(X) Lxi<n) =BT (V) Lgyicny) |
+HESO (V)L vicny) —EFO V) Lyicn)|

= T TT4 111
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Itt (4.2) alapjan

L= [E((f9X) = £12(X)) Lxienp) | SEFOX) = £ (0L x12ny) < 80 P(X] < 1) < G,

és teljesen hasonloan II1<6,. Tovabba, a 3. Lépés és (4.3) alapjan kapjuk, hogy

< [E(f7(X) Lyxieny) =B (X0)] + [E(f7 (X)) —E(f7 (V)
+[ESE ) =B ) gyvi<ny)|
= |E(— £ (X) Lyxsn) |+ [ EFD V) Lyisn)|
S2E(Lyxsny) F2E(Lgysny) = 2P(|X]| > n) +2P(|Y| > n).

Osszefoglalva,
[E(f© (X)) —E(fO V)] <26, +2B(IX| > n) +2P(]Y| > n)

minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+e] C[—n,n]. Mivel §,]0, ha n— o0, ésegy
eloszlasfiiggvénynek a +oo-beli hatarértéke 1, kapjuk, hogy

lim (26, +2P(|X|>n)+2P(|]Y|>n)) =0,

n—oo

és igy E(fO(X)) =E(fO(Y)), £>0.
5. Lépeés. Belatjuk, hogy Fx(b) = Fy(b), b€ R. A dominalt konvergencia tétel alapjan

lmE(/O(X) = E(Luy(X)) & ImBE(OY) = E(Luy(¥V)),

ugyanis hmawf( (2) = Lp(z), z€R & |fO(z)] <1, z€R. Mivel a 4. Lépés alapjan
E(f©(X))=E(f9(Y)), €>0, kapjuk, hogy

P(X € [a,b]) = E(Luy (X)) = lim B(FO(X) = lim E(/O (V) = E(Loy(¥)) = P(Y € [a,b)

minden a<b, a,beR esetén. Mivel (—o0,b) =" [-n,b—2%] és [-n,b—1]C[-m,b—=2],
ha m >n, a valdsziniiség folytonossaga alapjan kapjuk, hogy

Fx(b) =P(X € (—00,b)) = lim P (XE [—”7”_1]) = Jim P <Y€ [_n’b_lD

n—o00 n n—00

—P(Y € (—00,b)) = Fy(b), beR.

(vil). A dy=---=dy=:d esetben irjuk le a bizonyitast, az altalanos eset hasonloan kezelhetd.
Ha X;,...,X,:Q— R? fiiggetlenek, akkor tetszéleges ti,...,t, € R? esetén a 2.3. Lemma

t1,X1)7 o te,Xe)

bizonyitasahoz hasonloan el el fiiggetlenek, és igy a 3.45. Allitas alapjan

PXi,..., Xg(tl,...,tz):E(eXp {i<(t1T7"'>t€T)7<X1T7" Xf )>} (eXp {12 })
) (H ei<tj7Xj>> = HE(ei<tj’Xj>) = H ox;(t;)
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Ha Xi,...,X,:Q—R? véletlen vektorok, és tetszéleges tq,...,t, € R? esetén
Ox1,x (ts st HSDX

akkor legyenek Yi,...,Y;:Q—R? olyan fiiggetlen véletlen vektorok, hogy Py =Px;, j=1,..., L.
llyen Yi,...,Y, véletlen vektorok az alapul vett, eredeti valoszintiségi mez6 egy alkalmas
kiterjesztésén léteznek. Itt és a tovabbiakban is (€, A,P) egy ilyen alkalmas kiterjesztett
valoszintiségi mez6t jelol. Igy (vi) szerint ¢y, = ¢x,, j=1,...,(, ezért az el6zSek alapjan

tetszGleges ti,...,t, € R? esetén

¢ l
LY,y Yz(tla s 7t€) = H Py; (tj) - H@Xj (tj> = ¢X1,---7X£<t1’ s 7t€>7
7j=1 Jj=1
igy (vi) alapjan Px, x, =Py, v, Ezért tetsz6leges z1,...,7, € R? esetén
L l
FXI,”.’XZ(xl,...,x) FS/17 LY, J}l,..., H :HF
j=1 j=1

ahol (kétszer is) felhasznaltuk, hogy egy véletlen valtozo eloszlasa és eloszlasfiiggvénye kol-
csondsen egyértelmtien meghatirozzak egymast (lasd, 1.27. Allitas). Ebbdl kovetkezik, hogy
X1, X : Q= R? fiiggetlenek, azaz a o(X;), j=1,...,¢, o-algebrak fiiggetlenek (lasd a

2.1. Definici6 utani megjegyzést).

tX1> i(t,X )

(viii). Tetszéleges t € R? esetén a 2.3. Lemma bizonyitasahoz hasonléan e el
fiiggetlenek, és igy a 3.45. Allitas alapjan

L

4 l
OXy ot Xy (t) _ E(ei(t,Xl-i-..-—i-Xg)) —F (H ei(t,Xj>> — HE(ei<t,Xj>) = H VX, (t)
j=1 =1

j=1

(ix). Ha d=n=1, akkor tetszileges t € R esetén a majorans konvergencia-tétellel

_ ' ihX _ .
@X(t+h; ox(t) —F {eltX (e h_lﬂ —E (iXe‘tX) ) ha h — 0.

Valoban, tetszGleges u € R esetén |e—1|=] [ie” dz| < fow 1dz = |u|, melyet masként agy
is indokolhatunk, hogy a Taylor-féle maradék tétel szerint tetszéleges u € R esetén
2
e —1]* = (cos(u) — 1)*+ (sin(u))* = 2 — 2 cos(u) = 2 (1 —(1- % cos(@))) = u? cos() < u?,

ahol 0 a 0 és u kozotti alkalmas valos szam. Igy tetszéleges w € Q és h € R\ {0} esetén

itX (w) |
X ()| <IX@), E(X]) <00
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és

h—0 h

ahol felhasznaltuk, hogy tetszéleges x € R esetén

) ihX (w) _ 1 )
lim X ) (—e ) =1iX (w)e™ )

ihx _ s o
lim & 1 lim cos(hz) —1+isin(hx)
h—0 h—0 h

=z cos'(0) +ix sin’(0) = iz.

Ezért ¢y (t) =E(iXe™ ), t € R, amibdl kovetkezik, hogy E(X) =14 (0). A ¢y :R—C,
O () =1E(Xe"™X), teR, fiiggvény folytonos is, mert ha ty€R és (t;)en olyan valos sorozat,
hogy t;, —ty, ha ¢ — oo, akkor a dominalt konvergencia tétel alapjan

lim ¢y (t,) =iR(X lim ) = iE(Xe™) = 'y (),
f—00 {—o0
hiszen |Xe'X| <|X|, €N, és E(|X]|) < oo. Tovabba,
ex(t) =1+t E(X)+ Ry (1), teR,

ahol
Ri(t) = ox(t)—1—itE(X) = E(e™ —1—itX).

Ekkor

|[Ri ()] SE(le"" —1—itX]) <E(|e"* — 1)) +[¢| E(|X])
< HE(XD + [ E(X]) = 26 B(IX]) < 3¢ E(IX]),  teR,

és a dominalt konvergencia tétel alapjan

Rt X _1—itX
| 1()’<E S —0 ha t—0,
12 t
ugyanis tetszéleges w € () esetén
itX(w)_]__'tX itX(w)_l
lim © X (w) zlime——iX(w) =iX(w)—iX(w) =0,
t—0 t t—0 t

és
<2X|,  t#0,teR,

X 1 —itX ‘
t

ahol E(|X|) < oc.
A tovabbiakban legyenek d,n € N tetsz6legesek. Tetsz6leges y € R esetén

n—1 ,. .

. o )" (y)" .

e =cosy+isiny = Z (i/') + ( z? (cos(Vh(y)y) +isin(da(y)y)),
r=0 ’ ’
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ahol ¥41(y),v2(y) € (0,1). Valoban, tetszéleges n € N esetén

el

cos(y) +isin(y)

n— (r) (n) n—1 . (r)

COS 0 COS 0 . Sin 0 sm )

'( )yr ( '1(y)y)yn 1§ '< )yr i ( '2( ) )yn
r. n. T n.

|_I

ﬁ
Il

)
.
|

=)

S
|

cos(z) +isin(z))™|,—0 § isi
(cos(z)+ (7))o= y’"+y'(cos (191( )y )+1Sm(”)(z§‘2(y)y))

I
(]

r=0 n:
_n_1<eix)( | y" oy ) (i cos(Pi(y)y) +i" sin(V2(y)y)), ha n paros,
= v=0" "7+

r=0 rbonl L sin(9y (y)y) +i7 cos(Pa(y)y)),  ha n paratlan,

ahol 91 (y),Y2(y) € (0,1). Igy tetszéleges t € R? esetén

QHEX) S (i{t, X)) 4 (i, X)) (cos(1§17t<t,X>)+isin(1§2,t<t,X))),

— 7l n!
ahol 5 Q= R, 5 Hw) =9;((t, X(w))) € (0,1), ha j=1,2. Megjegyezziik, hogy az nem
biztos, hogy 191 o =12, teRY valosziniségi valtozok, azonban
i(t, X)) ~ ~ . < (i(t, X
M(cos(ﬁlgt, X)) +isin(q4(t, X})) — !t _ M
n! 7!

\3
Il
=)

valoszintiségi valtozo tetszéleges t € RY  esetén, mely elegendd szamunkra az aldbbiakban

szerepld varhato érték vételéhez. Ezért tetszGleges ¢t € R esetén
n—1
i(t, X)) i(t, X))" ~ L
=) E (#) +E <M(coswu<t, X)) +isin(Dg,(t, X>))) ,

n.
r=

és igy

wx(t)—iE <M)+Rn(t), t € R4,

7!
ahol "
" n _ N
R,(t):=E (u(cos(ﬁl,t@, X)) +isin(dq,(t, X)) — 1)) :
Nyilvan |R,(t)] < 3||t]|" E(||X||™)/n!, és felhasznalva, hogy 5j7t € (0,1), j =1,2 kapjuk, hogy
0 g (11
n!

[l

cos(ﬁl,t@,X>>+isin(52,t<t,x>)—1‘) 0, ha {0,

a majorans konvergencia-tétel alapjan (hasznalva, hogy E(||X||") < oco). Végezetiil, a polino-

mialis tétel alapjan

E ((i<t,X>)T) i Z ety E(X” o X,

r! rile-org!
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melybdl kovetkezik a bizonyitandé allitas.

(x). Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n =1, akkor

©'x (2h) — ¢’ (0) @' (0) — ¢’y (—2h)

1" T .
‘PX(O)_}ZE% oh _,1111% 2%h
alapjan
v o L[ Px(2h) =0k (0) | @y (0) =@ (=2h)\ _ . ¢y (2h) — i (—2h)
Px(0) = lim o 7 + 20 = Hn 4h ’

igy a L’Hospital-szaballyal (kiilon a valds és kiilon a képzetes részre)

v 1o Px(2h) =20 (0) +@x (—2h)
P (0) = limy 4n?

ihX . —ihX\ 2
(L) ] — _limE
2h h—0
A Fatou-lemmaval kapjuk, hogy

E(X?) =E (iii% (™ X>>2> - (%ﬂn (5 X))2)
. li%n_j(r)le ((Sin<;];X))2> = limE ((Sin(}lzX)>2>

Ezért

E(eQihX)_2+E(e—2ihX)
" R T T
#x(0) =g e ~ i E

. . 2
ahol az els egyenldség abbol kovetkezik, hogy lim,_q % =1 miatt limy_, (M> =

h
= X?(w), w e .
. PR p (2n+2) p 12 P (2n+2)
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz 1,...,n-re, és py  (0) létezik és véges, azaz ¢y (0)€
€ R. Ekkor az indukcios feltevés miatt E(X?") <oo. Ha E(X?")=0, akkor X =0 P-m.b.,
igy E(X?"™2)=0. Legyen a toviabbiakban E(X?")>0. Legyen y € R esetén

E(Xgn]l{X<y})
E(X?2)

F(y) =

Ekkor F:R — R egy eloszlasfiiggvény. Legyen Y : ) — R egy olyan valosziniiségi valtozo,
melynek eloszlasfiiggvénye Fy = F. Nyilvan tetsz6leges y € R esetén

Py ((—00,y)) = Fy(y) = m /_y " Px(dx),

ezért a Carathéodory kiterjesztési tétellel (1.8. Tétel) tetsz6leges B € B(R) esetén

Py (B) = m/gx% Py (dz),
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tehat Py <Px és %(ﬁ) = mxzn, r€R. Az indukcios feltevés és (ix) alapjan tetszéleges

teR esetén TV (1) =E [(iX)e"X], ezért a stiriiségtétellel (3.15. Tétel)

()" (1) _ B(Xe™Y) [T ae' Px(dr) /oo

EOC B E(O HP ) =) = ()

[e.e]

Mivel @gnw)(o) €R, kapjuk, hogy cp( )(0) € R, és alkalmazva az allitast n=1 esetén az Y
valoszintiségi valtozora adodik, hogy E(Y?) < co. Mivel

E(Y?) = /oo B [ a2 Px(dx) E(X22)

? Py(dz) = =
A G GO
és E(X?) < oo, adodik, hogy E(X?"?) < oo.
(xi). Csak d =1 esetén bizonyitjuk. A (ix) rész alapjan tetszéleges n € N esetén

n

"E(X7)
t)= —t"+ R, teR
pxll) =3 SR, teR
ahol

tTL
R0 <3

Mivel R e (0,00], kapjuk, hogy + =limsup,_ ., {/E(|X|*)/n! €[0,00), és igy tetszoleges
e >0 esetén létezik ny € N 1ugy, hogy barmely n > ny esetén

E(X[)\*_ 1
n! R 7

azaz E(|X|") <n!(4+4¢)", ha n>mn,. Igy

1 n
|Ra ()] <3 (|t| <Ti +5>) — 0, ha n — oo,

amennyiben |t < (%—i—e)_l. Mivel (%—i—&“)_l <R és limg (%4—5)_1 = R, kapjuk, hogy
limy, 0o Rn(t) =0 barmely || < R, t€R, esetén. BEzért ox(t) =30 “EEDyr 4 < R.

r=0 r!
Megjegyezziik tovabba, hogy a > 2 ”E?E—X)t” hatvanysor konvergenciasugara

E(1X]").

E(X™)|/n! > 1

lim sup {
n—oo

(xii). Tegyiik fel el6szor, hogy ¢x(t) € R, t € R. Ekkor (iii) alapjan

p-x(t) =px(—t) =px(t)=px(t), teR.

Igy (vi) alapjan X 2 _x.
Tegyiik most fel, hogy X 2 _X. Ekkor minden g:R — R korlatos, mérhetd és paratlan
fiiggvény esetén E(g(X))=0, ugyanis ekkor E(g(X))eR és E(g(X))=E(g(—X))=—E(g(X)).
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Speciélisan, tetszéleges t € R esetén a ¢g:R — R, g(x) :=sin(tz), v € R, valasztassal, kapjuk,
hogy E(sin(tX))=0. Igy

ox(t) =E(cos(tX))+iE(sin(tX)) = E(cos(tX)) € R, teR.
U

4.3. Tétel. (Inverzidés formula eloszlas- és stirtiségfiiggvényre) Legyen X :Q—R? egy

véletlen vektor, Fx az eloszldsfligguénye, ©x pedig a karakterisztikus fiigguénye.

(i) Hao d=1 és a<b, a,beR, akkor

P(X — P(X = 1 ¢ —ita _ ,—ith
(X =a)+1( )+IP’(a<X<b):hm—/ %%{@)dt-

2 ctoo 4T

Specidlisan, ha Fx folytonos a-ban és b-ben, akkor

1 c e—lta _ e—ltb
Fx(b)— Fx(a) = lim — / ———ex(t)dt.

ctoo 2

Tovdbbd, tetszdleges d €N és a<b, a,bcR?, esetén

d
1
E (H <§]1{Xje{ajﬁbj}} + ﬂ{aj<xj<bj}>>

lta]_ —it;b;
< it )@X(tl,...,td)dtl...dtd
J

(i) Hao ox € LYRY), azaz [plex(t)|dt < oo, akkor X eloszldsa abszolit folytonos, és

eqy striségfigguénye

cToo

1 .
fx(z)= / e WP o (t) dt, z e R

(2m)? Jpa
Ekkor fx korldtos és folytonos.

A 4.3. Tételt nem bizonyitjuk, minddssze egy heurisztikus gondolatmenetet mutatunk az
alabbi megjegyzés (iii) részében a d =1 esetben a 4.3. Tétel (i) részére felhasznalva a 4.3. Tétel

(ii) részét.

4.4. Megjegyzés. (i). Fontos megjegyezni, hogy a 4.3. Tétel (i) részében szerepls inverzios

formuldban a limgog [©, -+ [© hatarérték helyett nem frhatjuk egyszertiena [~ .- [T = [,
integralt, hiszen altaldban az Lebesgue értelemben nem definialt. Tovabba, mivel
e—ity - e—ita: e—it(y—a:) -1
= = " 'gy—m, t#0,teR, x<y, x,yeR,
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kapjuk, hogy tetszéleges d €N, a<b, a,b€R? és c¢>0 esetén

—1t jaj _e_lt b
/ / . @X(tla'n,td)dtl...dtd
J

d

/c /ﬁ jdt . dta = (20)" [] (b —aj) < oo,

J=1

(ii). A 4.3. Tétel (i) részében, a tetszGleges d € N esetén érvényes formula d =1 esetén

valéban visszaadja a d = 1 esetben megadott formuléat, ugyanis, ha a < b, a,b € R, akkor

1 1
E <§]1{X€{a,b}} + Il{a<)<<b}) =3 P(X € {a,b})+P(a < X <b)

_PX = “);P(X =5 Pla< X <b)

(iii). Tegyiik fel, hogy d=1 ¢és px € L*(R). Ekkor tetszbleges a <b, a,b€R, esetén a
4.3. Tétel (ii) része alapjan

B0~ B = [ fx@ar=g- [ [ e oraras
Sl £ ol

—1ta —ith
Yx (t) dt,

—e
" or o it

ahol a harmadik egyenlGség esetén a két integral felcserélése csak formalis, a negyedik egyenlGség
esetén pedig a belsd integral kiszémitésa formailag csak ¢t # 0 esetén helyes.
(iv). Az R? >z px() = [pae ™oy (t)dt figgvényt a ¢y fiiggvény Fourier-

transzformaltjanak hivjék. U

Az alabbiakban n. racsos eloszlasu valdsziniiségi valtozok karakterisztikus fliggvénye és

eloszlasa kozotti kapcesolattal foglalkozunk.

4.5. Tétel. Legyen X : Q) — R eqy rdcsos eloszldsi valdsziniségr vdltozo, azaz létezik olyan
ac€R és b>0, hogy P(X € {a+bn:neZ})=1. Jelslje px az X karakterisztikus
fugguényét. Ekkor

b w/b '
P(X =a+bn)= o / e ttattn) o (t) dt, n e 7.
—7/b
Specidlisan, ha X egész értékid, akkor
1 " —itn
P(X:n):% e Mpx(t)dt, n e 7.
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Bizonyitas. A pp :=P(X =a+bk), k€Z, jeloléssel, kapjuk, hogy

px(t)=> e"*p,  teR.
keZ

it(a+bn

Beszorozva ezen egyenlet mindkét oldalat e~ )-nel, majd integralva —m/b-t6l 7 /b-ig,

kapjuk, hogy

/b

/b /b
/ o iHaHom) o (1) dt = / o~ Hatbn) Z MRy dt = / Z e pdt.

—7/b —7/b kCZ /b keZ
Mivel [e7 ™ Fp | <pp, k€N, te€[-F,Z], & >, ,p=1<o00, Weierstrass tétele
alapjana >, ., e =k fiiggvénysor egyenletesen konvergens [—%, 7], ezért a [—F, ]2

St Y en e =k fiiggvény valos és képzetes részei Riemann-integralhatoak és igy

/b ) m/b .
/ eftt(a+bn)(px (t) dt = Z/ efltb(nfk)pk dt.

Ha k=n, akkor
/b ) 2
/ e k) p, dt = %pm
—m/b
ha k#n, akkor
/b
/ o ib—k) ) qp — Dk (efi%b(nfk) _efi%"b(nfk)>
—m/b —1b(n — ]C)
Pk

= m(—%) sin(m(n—k)) =0.

gy

2m w6
—7/b

amibdl kovetkezik az allitas.

Az a=0 és b=1 valasztasokkal a specidlis eset is adodik. 0

4.6. Tétel. Legyen px:R—C egy X:Q—R wvaldsziniségi valtozo karakterisztikus fiigguénye.

(i) Ha |px(to)|=1 wvalamely to€R, to#0, esetén, akkor létezik olyan a € R, hogy X
az {a+ i—gn, n € Z} halmazba koncentrdlodik, azaz ), ., P(X =a+ %—:n) =1.

(i) Ha |px(t)| =lex(at)| =1 két kilonbozé t és ot helyen, ahol t€R és o€ R\Q,
akkor X degenerdlt, azaz létezik olyan xo € R, hogy P(X =x¢) =1.

(i) Ha |ex(t)|=1, teR, akkor X degenerdlt.
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Bizonyitas. (i). A feltételek alapjan létezik olyan a € R, hogy ¢x(tg) = €. Ekkor

eiato — SOX(tO) — / eitox Fx(dl'),
R

amibdl

1= /Re%(“’_“) Fx(dz) = /R (cos(to(x—a)) +isin(t0(x—a))> Fx(dz).
Ezért

= /R cos(to(z—a)) Fy(dz) & 0= /R sin(to(x — a)) Fx(dz),
és igy

E(1 - cos(to(X —a))) = /Ru —cos(ty(x —a))) Fx(dz) = 0.

Mivel 1—cos(to(x—a)) >0, t€R, kapjuk, hogy P(cos(to(X —a))=1)=1, ezért P-m.m.
w € ) esetén létezik olyan k(w) € Z, hogy to(X(w)—a)=2k(w)m, azaz X(w)= a+k(w)%—g.
(ii). Mivel o € R\Q és t# at, kapjuk, hogy t+#0, igy az (i) rész alapjan létezik a,b € R,
hogy ) )
P(X=a —Wn =1 és P(X=0b —Wm =1.
% (X =a+—n) 7;% (X =b+—m)
Ha X nemdegeneralt lenne, akkor létezne legalabb két kiilonb6z6 pont, aminek Py-altali

silya pozitiv, azaz 1étezne olyan mnqy,ny,my, mo € Z, hogy

2 27 27 2T
a+—mny =b+—miFa+—ny=b+—ms.
t at t at

Ezért 5 )
™ s
—(ny—ng) =—(mi—m 0,
(i —ng) = — (my —my) #
amibdl o = % € Q, azaz ellentmondéasra jutottunk.
(iii). A (ii) rész alapjan kovetkezik. O

4.7. Tétel. (Polya-tétel) Ha ¢ : R — [0,00) egy olyan figguény, hogy folytonos, pdros,
0(0) =1, limy(t) =0, és @l konvex, akkor ¢ karakterisztikus figguénye valamely

X : Q= R walosziniségi valtozonak.

Megjegyezziik, hogy a Polya-tétel feltételei mellett |~y monoton csokkend. Valoban,
indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan 0 <y <y, hogy 0 < (1) < p(t2). Mivel
lim; . () =0, létezik olyan t3 > ty, hogy @(t3) < p(tz2). Mivel t; <ty <ts, létezik olyan
a€(0,1), hogy to=at;+(1—a)ts, igy felhasznalva, hogy ¢l ) konvex, kapjuk, hogy

p(t2) = plati + (1 —a)ts) < ap(ty) +(1—a)p(ts) < ap(ty) + (1 —a)p(ta) = ¢(t2),

mely ellentmondéas. A Polya-tétel segitségével konnyd példat mutatni olyan karakterisztikus
fiiggvényekre, melyek megegyeznek egy véges intervallumon, anélkiil, hogy a hozzajuk egyértel-

miien tartozo eloszlasfiiggvények azonosak lennének.
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4.8. Definicié. Legyenek X,:Q—R?, neN, és X:Q—R? véletlen vektorok. Azt mondjuk,
hogy az (Xn)neny Sorozat eloszldisban konvergdl X-hez, ha Fx, (r) — Fx(x) az Fx
minden = € R? folytonossdgi pontjdban. Jeldlése: X, Pox,

4.9. Tétel. (Folytonossagi tétel, Paul Lévy) Legyenek X,,:Q—R? neN véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan X : Q — R? wéletlen vektor, hogy X, 2, X, ha n— oo, akkor

vx, = ¢x, ha n— 00, minden korldtos intervallumon egyenletesen.

(ii) Ha tetszdleges t € R esetén létezik lim, .o ¢x, (t) =: o(t), és ¢ folytonos a 0 € RY
pontban, akkor létezik olyan X : Q — R wvéletlen vektor, hogy ©x =, és X, N X,
ha n — 0.

Az aldbbiakban arra mutatunk egy példat, hogy a folytonossigi tétel (ii) részében nem
hagyhato el az a feltétel, hogy ¢ folytonos a 0 € R? pontban.

4.10. Példa. Minden neN esetén, legyen X, egyenletes eloszlasti a (—n,n) intervallumon,
azaz X, eloszlasfiggvénye Fy, :R — [0,1],

0 ha =z < —n,

Fx,(r) = L ha —n<z<n,

1, ha x >n.

Ekkor lim,_, Fx,(z)=3, z€R, ahol a hatarfiiggvény, azaz az azonosan 1/2 fiiggvény folyto-
nos, de nem eloszlasfiiggvény, igy X,, nem konvergal eloszlasban, amint n— oo. Ellengrizhetd,
hogy X, karakterisztikus fiiggvénye (ldsd a késsbbi 5.17. Allitst)

sin(nt) ha t 7& 07

nt

ex, (t) = neN,
1 ha t=0,
és igy
0 ha t#0,
lim px, (t) = 7
oo 1 ha t=0,
mely a 0-ban nem folytonos fiiggvény. O

4.11. Példa. (Standard normalis eloszlas karakterisztikus fliiggvénye) Legyen X egy
standard normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo. Tébb modszer is ismeretes X karakteriszti-

kus fiiggvényének meghatarozasara, itt egy differencidlegyenletekre alapulé médszert mutatunk
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be. Ekkor

o 1 o o 1 o2
= cos(tx) e 2 dr+i sin(tz) ez dx
—so V2T /_oo 2T

o 1 22
= cos(tx) e 2 du, teR,
/—oo V 2T

ugyanis [°°_sin(tz)—= vors
integral véges (hiszen ‘f_oo sm(tx)ﬁe’T dx’ < 7 Ee’T dr =1), maésrészt R > x>

22

'z paratlan fiiggvény. Mivel E(|X]|) < oo, a 4.2. Tétel (ix) része alapjan ¢x

sin(m)\/%—ﬂe’
folytonosan differencidlhato és

o0 2
Oy (t) = / —sin(tx) -z e 7 dz, teR.

Parcialis integraléssal kapjuk, hogy

x

o (t) = {sin(tx) ! e—froo— / T cos(tr)——e= % du = 0—tpx (1) = —tx (1)

V2r oo V2r

minden teR esetén. Igy px(t)=Ce 7, teR, alkalmas C'€R valasztassal. Mivel ¢x(0)=1,
kapjuk, hogy C'=1, ésigy
QOX@)ZG_?, teR.

O

4.12. Definicié. Ha az X : Q — R? wéletlen vektor koordindtdi nemnegativ egész értékeket
vesznek fel, azaz X a Z‘i halmazba koncentrdalodik, vagyis P(X € Zi) =1, akkor X =
= (X1,...,X4) generdtorfiiggvénye a

Gx(2) =Gx,,..x,(21,.. ., 24) = E(ZX) = ]E(zf(1 . --zj(d)

_Z Z 2R P(X) =Ry, Xy = k)

k=0  ky=0

d-vdltozds komplex hatvdnysor dsszegfiigguénye (ahol létezik).
Ez a hatvinysor abszolut konvergens a
{(z1,...,24) €EC¥: |21 < 1,00, |24l < 1}
halmazon, és X karakterisztikus fliggvénye a
ox(t) =@x(ty, ..., tq) =Gx(e™, ... %), t=(t,...,ts) € R

periodikus fiiggvény (px (t+k2m)=px(t), teERY, k€Z, ahol t+k2m=(t;+k2m,... tg+k2m)").

A generatorfliggvény tulajdonsagait foglalja Ossze a kdvetkezé allitas.
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4.13. Tétel. (i) Gx(1,...,1)=1.
(ii) Gx analitikus a {(z1,...,24) €C%: |z < 1,...,]24| <1} halmazon.

(i) Tetszdleges ki, ..., kq € Z, esetén
o ... 0k Gx(0,...,0)

rileeorg!

P(Xlzkl,...,xd:kd):

(iv) Egyértelmiségi tétel generdtorfiigguényekre: Px =Py <= Vze[-1,1]¢ esetén Gx(z)=

== Gy(l,’)
(v) Ho X és Y [figgetlenek, akkor Gxiy(z)=Gx(2)Gy(2) a {(21,...,24) € C?: |z] <
L,..., |24l <1} halmazon.
(vi) Tetszdleges ry,...,rq € Zy esetén
E(X{'-- X)) <oo <= 0'...0/Gx(1—,...,1—-) < o0,
€s
ot 0YGx(1—,...,1-)

SEX (X —1) - (X =14 1) - Xg(Xg—1) -+ (Xg—rg+ 1))

4.14. Tétel. (Folytonossagi tétel generatorfiiggvényekre) Legyenek X:Q—R? és X,,:
Q—RY, neN olyan véletlen vektorok, hogy P(X € Z4)=1 és P(X,€Z%)=1, neN.

Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

() X, =X, ha n— oo,

(ii) P(X,,=k) = P(X =k), ha n— oo minden k€ZL esetén,
(iii) Gx, (z) = Gx(z), ha n— o0 minden x€[—1,1]7 esetén.

4.15. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy d =1 esetén, ha létezik olyan a € (0,1) és olyan
G :[—a,a] = R fiiggvény, hogy lim, .. Gx,(2) =G(z), Vz € [—a,a], akkor

G =Y p  ze(-aa)
k=0

ahol pj :=lim, o P(X,, =k), k€Z,. A nemnegativ (pi)rcz, sorozatra azonban altaldban
nem teljesiil, hogy >~ pr =1, azaz nem biztos altalaban véve, hogy (py)rez, valoszintség

eloszlas. Az alabbiakban egy példat mutatunk, amikor (pi)rez, nem valészintség eloszlas. Ha

1

tetszGleges n€N esetén X, egy olyan valoszintiségi valtozo, hogy P(X,=0)=P(X,=n)=3,

akkor Gy, (z) =2, 2€R, és lim, 0 Gy, (2) =2 =:G(2), ha z¢€ (—1,1). Tovabba,

2 2
_ % ha k=0,
pr = lim P(X, =k) =
nree 0 ha k#0,
gy G(z)=> o opk2*, 2€(—=1,1), azonban > 2 pr= % # 1. d
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4.16. Definicio. Ha az X = (X1,...,X4) : Q — R wéletlen vektor koordindtdi nemnegativ
értékeket vesznek fel, azaz X az R‘i halmazba koncentrdlodik, vagyis P(X G]Ri) =1, akkor
X Laplace-transzformdltja 1 x :]Ri — R,

-----

ahol s € RY.

Ha P(X €Z%)=1, akkor

Ux(S1,...,8q¢) =Gx(e7®, ... e %) ($1,...,84) € Ri,

Gx(z1,...,2q) =0x(—logxy,...,—logxy), (z1,...,24) € (0,1)%.
A Laplace-transzformalt tulajdonsagait foglalja Ossze a kdvetkezs allitas.
4.17. Allitas. (i) 0< ¥y <1, és ¥x(0)=1.
(ii) vx analitikus a (0,00)* halmazon.

(i) Egyértelmiségi tétel Laplace-transzformdltakra: Px =Py akkor és csak akkor, ha ¢y =

=y
(iv) Ha X és Y figgetlenek, akkor x.y =vxiy.
(v) Tetszdleges r1,...,1q € Ly esetén
E(XT XM <oo <= 9.0 %x(0+,...,04) < oo,

€s
art. .. 82‘%[))((04—, oo, 04) = (—1)”+'"+Td E(X]--- ng).

4.18. Tétel. (Folytonossagi tétel Laplace-transzformaltakra) Legyenck X :Q—R? és
X, :Q—=RY neN olyan véletlen vektorok, hogy P(X €R%)=1 és P(X,€R%)=1, neN.
Ekkor o kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) X, 2 X, ha n— oo,

(i) ¥x,(s) = ¥x(s), ha n— oo minden s€RL esetén.

I6)
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5. Nevezetes eloszlasok

5.1. Definicidé. Legyen p € [0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozé p pa-

raméterd Bernoulli-eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0 és 1, és eloszlasa

P(X =1)=p, P(X=0)=1-p.
Ha A€ A egy esemény, akkor az

1 ha A bekovetkezik,
0 ha A nem kovetkezik be

véletlen valtozo Bernoulli-eloszlasu P(A) paraméterrel.

5.2. Allitas. Legyen X egqy p paraméterd Bernoulli-eloszldsi véletlen vdltozd, ahol p e [0,1].
Ekkor

(i) X generdtorfiggvénye:
Gx(z)=1—p+pz=1+p(z—1), z€C,
(ii) X Laplace-transzformdltja:
Ux(s)=1—p+pe*=1-p(l—e®), seRy,
(i) X karakterisztikus figgvénye:
ox(t)=1—p+pet=1+p(e’—1), teR.

5.3. Definicid. Legyen neN és pel0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo

(n,p) paraméterd binomuidlis eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ..., n, és eloszldsa

n

P(X =k)= (k)pk(l—p)"_k, ke{0,1,...,n}.
Ha egy A€ A eseménnyel kapcsolatban n filiggetlen kisérletet végziink és

1 ha A bekovetkezik az i-edik alkalommal, ,
X; = 1=1,...,n,
0 egyébként,

akkor az X = X7 +---4+X,, véletlen valtozé6 (n,P(A)) paraméteri binomialis eloszlasu, és
Xy, ..., X, figgetlen, P(A) paramétert Bernoulli-eloszlastak.

5.4. Allitas. Legyen X (n,p) paraméterd binomidlis eloszldsu véletlen vdltozd, ahol n € N
és pel0,1]. Ekkor
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(i) X generdtorfiggvénye:
Gx(z)=(Q—p+pz)"=Q1+p(z-1))",  z2€C,
(ii) X Laplace-transzformdltja:
Ux(s)=(1—p+pe )'=(1—p(l—e"*))", seR,,
(iii) X Fkarakterisztikus figgvénye:
px(t)=(1—ptpe")"=1+p(e’-1)", teR

5.5. Definicié. Legyenek n, N,M €N gy, hogy M < N. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét
véletlen vdltozd (ny My, N — M) paraméterid hipergeometrikus eloszldsi, ha olyan egész
k értékeket vehet fel, melyekre teljesil 0 < k<n, k<M és n—k<N—M, és eloszlasa

WIe=9)
)

Ha egy dobozban M piros és N —M fekete goly6 van, és visszatevés nélkiil huzunk ki n

P(X =k)=

golyot, és X jeloli a kihuzott piros golyok szamat, akkor az X véletlen valtozo (n, M, N —M)

paraméteri hipergeometrikus eloszlasii.

5.6. Definicid. Legyen reN és pe(0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo
p paraméterd r-edrendid negativ binomaidlis eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ...,
és eloszldsa " .
+r—
P(X:k):( .1 )pr(l—p)k, ke{0,1,...}.

A p paraméterd elsérendd negativ binomidlis eloszldst p paraméterd geometriai eloszlds-
nak is hivjdk.

Ha egy A € A eseménnyel kapcsolatban fiiggetlen kisérleteket végziink és az A r-edik
bekovetkezéséhez sziikséges kisérletek szama r+ X, akkor az X véletlen valtozo P(A)

paraméteri r-edrendid negativ binomidlis eloszlast.

5.7. Allitas. (Elsérendii negativ binomialis (geometriai) eloszlasok konvolicibja)
Legyen reN és pe(0,1]. Ha az Xi,..., X, wvéletlen viltozok figgetlenek és p paraméterd
elsdrendd negativ binomidlis (geometriai) eloszldasiak, akkor az Xi+---+ X, wvéletlen vdltozo

p  paraméterd r-edrendid negativ binomidlis eloszldsi.

Bizonyitas. Tekintsiik egy kisérlet fiiggetlen ismétléseit, és egy p valoszintiségii A€ A esemény
bekovetkezéseit. Ekkor a korabbiak alapjan, ha r+ X jeloli az A r-edik bekovetkezéséhez

sziikséges kisérletek szamat, akkor az X véletlen valtozé P(A) =p paraméteri r-edrendi

77



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

negativ binomiélis eloszlast. Jelolje tovabba 1+ X, azt, hogy az A hanyadik ismétlés soran

kovetkezik be elgszor, 14+ X5 azt, hogy az els6 bekovetkezés utdn hanyadik 1épésben kovetkezik

be Gjra A, és igy tovabb. Nyilvan X, X,,... fiiggetlen p paraméterd els6rendd negativ
binomialis eloszlast véletlen valtozok, és r+X = (1+X,)+---+(1+X,), azaz X =X1+---+
+ X,., bizonyitva az allitast. 0

5.8. Allitas. Legyen X p paraméterd r-edrendd negativ binomidlis eloszldsi véletlen vdltozd,
ahol T €N és pe (0,1]. Ekkor

(i) X generdtorfiggvénye:

/_\\
\_/
I
m
(@)
=
A
—_

-

ahol p=1 esetén fp =

(ii) X karakterisztikus fiigguénye :

px(t) = (ﬁ)r, teR.

Bizonyitas. Az 5.7. Allitas alapjan XgXl—i—' --+X,, ahol Xi,..., X, fliggetlen p paraméterd
els6rendi negativ binomialis eloszlasu véletlen valtozok.

(i). A 4.13. Tétel (v) pontja szerint X generatorfiiggvénye:

Gx(2) =Gx,(2) - Gx,(2) = (Gx,(2))",

ahol
Gxi(2) =E(=) = 3 01 =) =p 3 (:01-p) =

ahol z € C olyan, hogy |z(1—p)| <1, melybdl kovetkezik a bizonyitando6 allitas.
(ii). A 4.2. Tétel (viii) pontja szerint X karakterisztikus fiiggvénye:

px() = ¢x, () - ox. () = (px, (1), tER,

ahol
t ltXl itk 1 — # te R
P (1) Ze p(1=p)* kz 1—et(1—p)’ ’
hiszen |e(1—p)| =1—p € (0,1), melybdl kivetkezik a bizonyitando allitas. O

5.9. Allitas. (Elsérendii negativ binomialis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga) Ha az X

véletlen vdltozd p paraméterd elsérendid negativ binomidlis eloszldsi, ahol p € (0,1], akkor
PXZ>k+l| X >2k)=P(X >10), k., 0e{0,1,...}.
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5.10. Definici6. Legyen A € R,.. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozé A pa-

raméterd Poisson-eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ..., és eloszldsa
P(X=Fk)=—¢e", ke{0,1,...}.

5.11. Allitas. Legyen X X paraméterd Poisson-eloszldsi véletlen vdltozd, ahol X\ € R..
Ekkor

(i) X generdtorfiggvénye:

(ii) X karakterisztikus figguénye:

Gx(Z)—]E(ZX>—ZZkEe_/\ e—AZ ( ;‘) — oM
k=0 ’ k=0 ’
(ii). Tetszoleges t € R esetén
‘ O \k 2 (\eit)k .
ox(t) = E(eX) = Zeltkgef)\ oA Z ( Z‘) — e AN
k=0 ’ k=0 ’

g

5.12. Allitas. (Binomialis eloszlas kozelitése Poisson-eloszlassal) Ha X,, n€N, bi-
nomidlis eloszldsi véletlen vdltozok (n,p,) paraméterrel, és np, — X € (0,00), ha n— oo,

akkor Xn&X, ha n— oo, ahol az X wéletlen vdltoze X\ paraméteri Poisson-eloszldsti.

Az 5.12. Allitas bizonyitasa soran sziikségiink lesz a kovetkezs lemmara.

5.13. Lemma. Legyen z € C és {z,, n € N} komplex szamok egy sorozata, hogy z, — z,
ha n — oo. FEkkor
(1—1—2—”) — €, ha n — oo.
n

Re(

Bizonyitas. Mivel lim,,_,, 2z, = z, kapjuk, hogy lim,, TZ”) =0 és lim,,_oo % =0. Igy elég

nagy n € N esetén

Re(z,) 2 Im(z,) 2 , %
Ty 1= 1+ + és P = arctan | —p=—~1.
n n 1 4 Relzn)

n

ahol
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Ezért elég nagy n € N esetén (1+22)" = rrelnen, Itt

2 2\ 2
lim r; = lim <(1+Re(%)) + (Im(zn)) >
n—00 n—00 n n

mvm+ma%w+am%W)3

n—00 n n2 n2

= lim (1+2

= lim (1+

n—o0

SRS

_ (eQRe(Z))% — eRe(z)

hiszen lim,, .~ z, = z miatt

lim (2 Re(z) + el (Im<2”))2> — 2Re(2).

n—00 n n

Tovabbé, felhasznalva, hogy

z—0 €T z—0 1

kapjuk, hogy

Im(zn)
Im(z,) arctan I ReGa)

. . - 0 . Im(z)
Jm npn = lim n- RG] o) “Ltin(zn) 0y = lm T RG] Im(2).
1+Re(zn)

n

Igy N
lim (1 + _n> — eRe(z)eiIm(z) — e
n

n—oo

O
Az 5.12. Allitas bizonyitasa. Ha megmutatjuk, hogy tetszéleges t€R esetén px, (t)—px (1),
amint n — oo, akkor a folytonossagi tétel (lasd 4.9. Tétel (ii) része) alapjan kovetkezik az
allitas. Az 5.4. és 5.11. Allitasok alapjan ehhez azt kell megmutatnunk, hogy tetszdleges ¢t € R

esetén
(14 pa(e®—1))" = =D ha np, — . (5.1)
Ekkor

A (S

n

és a feltétel miatt np, (e —1) — A(e” —1), ha n — +oo. Az 5.13. Lemma alapjan kapjuk
(5.1)-t. Megjegyezziik, hogy a 4.14. Tételt felhasznalva is bizonyithatnank az allitast. O
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5.14. Definici6. Legyen NeN. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo egyenletes

eloszldsu a {0,1,...,N —1} halmazon, ha

1
P(X=k== ke{0l.. N1}

5.15. Allitas. Legyen X egyenletes eloszldsi véletlen vdltozé a {0,1,...,N—1} halmazon,
ahol N € N. FEkkor

(i) X generdtorfiggvénye:

2ol pg zeC\{1},
ha z=1.

(i) X karakterisztikus fiigguénye :

STl ha et eC\{1},

et , teR.
ha =1,

1 . . +
gpx(t):N(l_i_elt_i_____i_elt(]\ffl)): N

1
5.16. Definici6. Legyen a,b€R gy, hogy a<b. Azt mondjuk, hogy az X abszolit folytonos

véletlen vdltozd egyenletes eloszldsi az (a,b) intervallumon, ha siriségfiggvénye:

7 ha x€(ab),

fx(x)=4"
0 eqyébként.

5.17. Allitas. Legyen X egyenletes eloszldsi az (a,b) intervallumon, ahol a<b, a,beR.
Ekkor X karakterisztikus fiigguénye:

eibt_eiat
px(t)={ a1 E70
1 ha t=0.

Bizonyitas. Tetsz6leges t € R esetén

) b ) 1 1 b 1 b
ch(t):E(e‘tX):/ e‘txmdx:b_a/ Cos(tx)dx—i—i-b_a/ sin(tx) dx.

Ha t =0, akkor ¢x(t) = 1. Ha t # 0, akkor

b
/ cos(tzr) dx =
o
/ sin(tx) dz =

81

(sin(tb) —sin(ta)),

( cos(ta) — COS(tb)) )
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és igy

ox(t) = ! ( sin(tb) —sin(ta) +icos(ta) —1i cos(tb))

i(b—a)t’

— ( cos(tb) +isin(tb) — cos(ta) —i sin(ta)) —
O

5.18. Allitas. (Folytonos egyenletes eloszlas kozelitése) Ha X,, n €N, egyenletes el-
oszldsi véletlen vdltozok a {0,1,...,n—1}, neN, halmazokon, akkor % i>X, ha n— o0,

ahol az X wéletlen vdltozd egyenletes eloszldsi a (0,1) intervallumon.

Bizonyitas. Ha megmutatjuk, hogy tetszéleges t€R esetén ¢x, /n(t)—px(t), amint n— o0,
akkor a folytonossagi tétel (lasd 4.9. Tétel (ii) része) alapjan kovetkezik az allitas. Az 5.15. és
5.17. Allitasok alapjan

1 eft—1 il
- Xa t s ha e'n € C\ {1},
Px,m(t) =E(e") = px, <ﬁ) = et . tER,
1 ha e'n =1,
és
elt—1
1 ha t=0.

Ha t=0, akkor lim, ,. ¢x,/n(t) =1im, o1 =1=¢px(t). Ha t#0, t€R, akkor létezik
olyan ng € N, hogy tetszéleges n > ng, n € N, esetén e'n = cos(L)+isin(L) #£1, ésigy

n n
eit_l eit_l eit_l

lim ¢y, /n(t) = lim ST ) = = px(t).

Sl

n—oo n—oo et

3|+

4

5.19. Definici6. Legyen A\ > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolit folytonos véletlen vdltozo

A paraméterid exponencidlis eloszldsu, ha siriségfiigguénye:

Xe ™ ha x>0,
fx(z) =
0 eqyébkeént.

Ha X A>0 paramétert exponencialis eloszlast véletlen valtozo, akkor eloszlasfiiggvénye:

Fr(a) 1—e™ ha x>0,
xX\T) =
0 egyébként.

5.20. Allitas. Legyen X eqy véletlen vdltozd. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

82



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

(i) Az X wéletlen vdltozd exponencidlis eloszldsi.
(i) (Orokifjn tulajdonsag) Tetszdleges x,y € R, esetén P(X >y) >0 és
PX>y+z| X >y =P(X >2x).

(7ii) Tetszdleges xR, és az X wéletlen vdltozdtdl figgetlen, nemnegativ Y wvéletlen vdltozo
esetén P(X >2Y)>0 és

P(X>Y+z|X>Y)=P(X >uz).

Bizonyitas. (i)==(ii). Legyen X X >0 paramétert exponencialis eloszlast véletlen véaltozo.
Tetszoleges z,y € Ry esetén, P(X > y) =1—Fx(y) =e ™ >0 és a feltételes valoszintség
definici6ja alapjan

PX>y+tz,X>y) PX>=ytz) e @ e

P(X > X >y = = = =e " =PX >u).
X ytalX>0)=""FF5y) Py ew ¢ rXED)

(ii)==(i). Vezessiik be az X véletlen valtozo tulélési fiiggvényét: F:R — [0,1],
F(x):=1-Fx(z) =P(X > 1), z e R.
A (ii) feltétel miatt tetszoleges x,y € R, esetén F(z) >0 és

Flz+y) PX>zz+y) PX>Zytz,X>y) _ =
o) PX>y) PX>y) =PX2y+a| X >y)=P(X > 2)=F(z).

ley F(z+y)=F(x)F(y) tetszéleges z,y € R, esetén. Mivel F(x) >0, » € R,, vehetjiik

az el6z6 egyenlet logaritmusét :
In(F(z+y)) =n(F(z)) +In(F(y)), 2,y €Ry,

mely az Gn. Cauchy-féle fiiggvényegyenlet. Mivel F monoton csokkend és balrél folytonos,
kapjuk, hogy In(F) monoton csékkens az R, = [0,00) nemnegativ félegyenesen és balrol
folytonos a (0,00) pozitiv félegyenesen. Ismert, hogy ekkor a fenti Cauchy-féle fiiggvényegyenlet
megoldasa In(F(x))=cr, v € Ry, alaki, ahol ¢c€R paraméter. Mivel In(F(x)) € (—00,0],
v € R, kapjuk, hogy ¢<0. Tovibb4, c=0 esetén In(F(x))=0, v €R,, azaz F(z)=1,
r€eR,, azaz F(x)=0, x € R,, mely ellentmondas, hiszen F' eloszlasfiiggvény. Ezért ¢ <0,
és igy létezik olyan A >0, hogy c= —)\, azaz In(F(x)) = -z, v €R,. lgy F(z)=e"?,
reR,, amibsl Fx(r)=1—e** zeR,, és =0 vélasztassal Fx(0)=0, azaz P(X>0)=1.

Ezért X exponencidlis eloszlasi A > (0 paraméterrel.
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(ii)=(iii). Felhasznalva, hogy Y nemnegativ és fliggetlen X-t6l, tetszéleges x € R,
esetén a teljes valosziniség tétele (lasd 8.18. Tétel (i) része) és a 8.14. Tétel (ii) része alapjan
PIX>2Y+2,X2Y) PXZ2>2Y+x)

P(X>Y) P(X >Y)
T P(X Y 42| Y =y) Py(dy)
P(X>Y)
o P(X >y +a) Py(dy)
P(X >Y)
Jy P(X 2 y+a| X > y)P(X >y) Py(dy)

PX>Y+az|X2Y)=

CJTPX 2 2)P(X > y) Py(dy)

B P(X >Y)

[ P(X > y) Py(dy)
P(X >Y)

ahol az utols6 egyenlség (az el6zéekhez hasonloan) abbol kovetkezik, hogy

=P(X >x)

=P(X > z),

/OOO]P’(X > y) Py (dy) :/OOOIP’(X >Y|Y =y) Py(dy) =P(X >Y).

(iii)=>(ii). Tetszoleges y € R, esetén éljink az Y (w):=y, w €, valasztassal, mely egy
nemnegativ, X-t6l fliggetlen véletlen valtozo. O

5.21. Allitas. Legyen X )\ paraméterd exponencidlis eloszldsi véletlen vdltozd, ahol X\ > 0.
Ekkor

(i) X Laplace-transzformdltja:

Bizonyitas. (ii). Tetszsleges ¢ € R esetén
ox(t) =E(™) = / e \e™ dx :/ cos(tx) e " dx—i—i/ sin(tx) e dx.
0 0 0
Kétszeri parcialis integralassal kaphatjuk, hogy tetszéleges t € R esetén

/ cos(tz) e ™ dz = [— cos(tx)e_m] —/ tsin(tr)e M dr=1-— t/ sin(tz)e ™ da
0 z=0 0 0

—1- (t[sin(tx) <—%> e*”} ::o —t/oootcos(tx) (—%) e dx)

t2 - -z
=1-— cos(tx)e " dux,
A Jo

=00
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és igy
t2 o0
(A-i— —) / cos(tz)e ™ dz = 1.
A Jo
Bzért -~ )
/0 cos(tz)e ™ do = i

Hasonloan, tetszéleges t € R esetén

/ sin(tz)\e ™ dz = [— Sin(tx)e_’\“’} o +/ tcos(tz)e ™ do = t/ cos(tz)e ™ dx
0 0 0

=0
1 T=00 o] 1
=t <[COS(W> (_X e_/\x] 0 _/0 (—t) sin(tx) (_X> e M\ dx)
2 e’}
= ; — % i sin(tx)e_’\aC dz,
és igy
A+ e /OO sin(tz)e ™ da = t
A 0 DY
Ezért

o t
/ sin(tr)e ™ dr = ——
0

Kovetkezésképpen, tetszGleges ¢t € R esetén

A2 A MAFE) A AN
x =Gt ere'™ var —o—u- '

4

5.22. Definicié. Legyen m € R és o > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolut folytonos

véletlen vdltozé (m,o?) paraméterd normdlis eloszldsi, ha siriségfiigguénye:

1 _ (acfm)2
fx(z)= e 202 | z €R.
2mo

A 4.11. Példa és a 4.2. Tétel (v) része alapjan (vagy a 6.3. Tétel speciélis eseteként) adodik
az alabbi allitas.

5.23. Allitas. Legyen X (m,0?) paraméterd normdlis eloszldsi véletlen vdltozd, ahol m€eR

és 0>0. Ekkor X karakterisztikus fiigguénye:

o'2t2

ox(t) =e™ 2, teR.

A kovetkez§ eredmény nemmaés, mint a centralis hatareloszlas-tétel de Moivre-féle alakja
(1738).

85



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

5.24. Allitas. (de Moivre CLT, binomialis eloszlas kizelitése normaélis eloszlassal)
Ha X,, n€N, binomidlis eloszldsu véletlen vdltozok (n,p) paraméterrel, ahol p € (0,1),
alkor —Xn—me_ P X, ha n— o0, ahol az X wéletlen vdltozo (0,1) paraméterd normdlis

np(1—p)
eloszldsi.

Bizonyitas. Ha megmutatjuk, hogy tetsz6leges t € R esetén

©_xn-np_(t) = px(1), amint n — oo,

v/ np(l—p)

akkor a folytonossagi tétel (lasd 4.9. Tétel (ii) része) alapjan kovetkezik az &llitas. Az 5.4. és
5.23. Allitasok alapjan

Px, (t) - (peit +1 _p)n’ Px (t) - e_t2/27 te R,

és igy
it Xn—np _ itnp it Xn
O _Xp-np (t):E e Vrr(-p) | = Vrr(-») E [ e Vrr(-p)
V/np(1—p)
_ itnp t _ itnp it n
=e \/np(lfp)(pxn T) =¢ Vnp(l-p) (pe\/np(lp)+1—p
np{l—p
it(1—p) it n . = ) n
_ (peer@_p)e \/m> _ <pe‘t 25’+(1_p)e—‘tm>
INARICROE
: - ,
ahol

2n(t) := pe” & +(1—p)e Vv "i-m € C.

Az 5.13. Lemma alapjan, ahhoz, hogy megmutassuk, hogy

lim n-np (t) = t) = e t°/2 teR
nl}@@%() SOX() ’ )

elég azt belatni, hogy barmilyen t€R esetén lim,, o n(z,(t)—1)=—1t?/2, melyet kétféleképpen
is megmutatunk.

Megmutatjuk, hogy tetsz6leges t € R esetén

lim Re (n(z.(t)—1)) = —g és  lim Im (n(z.(t)—1)) =0.
Ekkor
Re (n(z(t)—1)) =n {pcos (t %pp) +(1—p) cos (t n(lp—p)) _1] ,

Tm (n(z,(t) — 1)) =n [psin (t ﬂ) —(1-p)sin (t b )} .

np n(1—p)
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A L’Hoéspital-szabaly kétszeri alkalmazéasaval kapjuk, hogy tetszéleges ¢t € R esetén
lim Re (n(z,(t)—1))

n—00
. 1— 1— _ . _
—p s (t n—pp)t Tp(—%)n 3/2—(1—]7)8111 (lﬂ/ﬁ)t ﬁ(—%)n 3/2

= —Z
1-p p
" . sin (t ” ) +sin (t n(l_p)>
— ——/p(1—p) lim :
n—00 n-2
b cos(ty/EE) e [ () s (1 [l ) /i (<)

Hasonloan, A L’Hospital-szabaly kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy

lim Im (n(z,(¢)—1))

n—o0

£ o () o ()

2

=L = p)(0+0)=0,  teR.

2

Belatjuk most egy méasik modon is, hogy tetszéleges t € R esetén lim,, oo n(z,(t)—1)=—
—12/2. Tekintsiik az alabbi felbontést:

n<zn(t)—1)_n[p(e“ it %)+(1—p)(e“¢E—1+it lp ))]

Mivel |6 —1—iz— @ <L 5 e R, kapjuk, hogy

2 3
it,/i=p 1— 1 1— 1— 2 t2].— 2
Vo 1ty L= (it —L) vo [P (L) | =—=—Lrom ),
np 2 np np 2 np

és hasonléan )
s it L =L P omt
‘ " n(1—p) 272(1—29)Jr (n7).

Igy tetszéleges t € R esetén

t? Lt | t? ! t?
n(z,(t)—1) = —§(l—p)+0(n*5)—§p+0(n*5) = —§—|—O(n’§) -3 ha n — oo.
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6. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Y : Q — R? wéletlen vektor standard normdlis el-
oszldsi, ha Y =(Y1,...,Yy), ahol Yq,...,Y;: Q=R figgetlen, standard normdlis eloszldsi
valoszintségi vdltozok.

Azt mondjuk, hogy az X : Q) — R wvéletlen vektor normdlis eloszldsid, ha X eloszldsa
megegyezik AY +m  eloszldsdval, ahol Y : Q — R? standard normdlis eloszldsiy, A € R4,
és m € RY,

6.2. Megjegyzés. Ha X = (X, X,) egy olyan véletlen vektor, hogy D?*(X;) >0, i=1,2, és
X1 —E(X1)
i\ [ /prx)
}/2 T X27E(X2)
VD (X2)
2-dimenzi6s standard normalis eloszlasi véletlen vektor, akkor
X1 —E(Xy) B X, —E(Xy)
D?(X1) D?(X>)
fiiggetlen 1-dimenzi6s standard normaélis eloszlasiak, és igy X, és X is fiiggetlenek és normalis

eloszlasiak. Tovabba,

X1\ (v/D2X) 0 Y, E(X;)
X,/ 0 D?(X,) ) \Ys " E(X,) )’

és ezért (X1, X3) 2-dimenzios normalis eloszlast véletlen vektor. Felhivjuk azonban a figyelmet,

hogy altalaban egy 2-dimenzi6s normalis eloszlasi véletlen vektor koordin&tai nem fiiggetlenek.
O

6.3. Tétel. Egy X :Q —R? véletlen vektor akkor és csak akkor normdlis eloszldsi, ha karak-

terisztikus fligguénye
1
@x(t) = exp {i(m,t>—§<Dt,t>}, t € R

alaki, ahol m € RY, és D € R4 szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtriz, azaz DT = D,
valamint tetszéleges t € R? esetén (Dt t) > 0. Tovibbd m =E(X), D= Cov(X).
Ha D invertdlhato, akkor X abszolit folytonos, és siiriségfiiggvénye

1 1, .
fx(x) = (27r)ddet(D)eXp{_§<D (w—m),x—m)}, x e R

Bizonyitas. Ha Y :Q — R? standard normalis eloszlast, akkor a 4.2. Tétel (viii) része és a

4.11. Példa alapjan tetszéleges t € R esetén

d
pr(t) = BT = [T () = [ [ e 9% = e M
J=1

7=1 =
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Ezért, ha X :Q — R? normalis eloszlast, akkor tetszéleges t € R? esetén
(pX (t) — ]E(ei<t,X>> — E(ei<t,AY+m>) — ei<t,m> E(ei<ATth>)

. A 1
= ) oy (ATH) = eltmeIATH2 = oxp {i(t, m) — §(AATt, t>} :

tehat ¢x valoban a tételben szerepls alakd, ahol D := AAT valoban szimmetrikus: DT =
= (AAT)T = AAT = D, és pozitiv szemidefinit: tetszéleges t € R? esetén
g

(Dt t) = (AATt t) = (ATt, ATt) = ||[ATt]]* > 0.
Tovabba E(X)=E(AY +m)=AE(Y)+m =m, és mivel X —E(X) 2 AY, kapjuk, hogy

Cov(X) =E[(X —E(X))(X —~E(X))"] = E[(AY)(AY)"]
=RAYY "AT) = AE(YY)AT = AA" = D.

Ha X :Q—RY olyan valoszintiségi valtozo, melynek karakterisztikus fiiggvénye a tételben
megadott alakban 4ll elg, akkor a szimmetrikus matrixok spektralis felbontasa alapjan 1étezik
olyan O € R™? ortogonalis métrix (azaz O~'=0T), hogy O~'DO =diag()\y,...,\), ahol
diag(A1, ..., Aq) olyan diagonalis matrix, melynek fgatlojaban a Ay,..., ;>0 szdmok allnak.
Ezért D=0Odiag(\1,...,\q)O 1 =0BBTOT", ahol B:=diag(v/A1,...,v ), gy D=AAT
alaki, ahol A := OB. A bizonyitas els§ része alapjan, ha Y : Q — R? standard normalis
eloszlasu, akkor AY +m karakterisztikus fiiggvénye is a tételben megadott alaku, és igy az
egyértelmiiségi tétel (4.2. Tétel (vi) része) alapjan AY +m és X ugyanolyan eloszlasi. Ezért
definicié szerint X normalis eloszlas.

Ha Y = (V,...,Y;) : Q — R? standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozo, akkor
Yy, ..., Y, fiiggetlenek és standard normaélis eloszlastak, igy Y is abszolut folytonos eloszlasi,

és strtségfiiggvénye fy az alabbi alakot Olti:

d d
1 u? 1 1 d 2
B o N - —*Z»;: u;
Jy(w) = fy(ug, ... uq) —J:Il fYL-(Uz)_Ii:Il \/27re T (27T)d/2e o
1 _ llwg? d
~gEe e u=(u u)€R

Nyilvan det(D) = det(A)det(A") = (det(A))?, igy D akkor és csak akkor invertdlhato,
ha A invertalhato.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy D invertalhato. Ha z = (z1,...,24)" €RY, H:={y¢€
ERY:yy <xy,...,ya<wq} és X eloszlasfiiggvényét Fy jeloli, akkor

Fx(@)=P(X1<z1,...,Xqg<2y) =P(X € H)=P(AY+m € H)=P(Y € A1 (H—m))

1 2
— du = —llull®/2 4
/Al(H—m) fy(u) du /Al(H—m) (277)d/2e !

1 —1 2
_ —A7 w-m)|2/2 4
/H (2m) 72| det(A)] "
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ahol az u= A"'(v—m) helyettesitést hajtottuk végre, melynek Jacobi-métrixa A~!, és
det(A~1) = (det(A))~. Tovabba, (det(D))z = |det(A)|, és

AT (w=m)|]* = (A (v—m), A" (v—m)) = (A" TA" (v—m),v—m)
= ((AAT) Yo —m),v—m) = (D (v—m),v—m),

igy le lehet olvasni, hogy X-nek létezik stirtiségfiiggvénye, mely a tételben adott alaki. 0

6.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X :Q—R? véletlen vektor normdlis eloszldsi (m, D)
paraméterekkel, ha X Fkarakterisztikus figguénye a 6.3. Tételben adott alaki. Jelolése: x2
N(m, D).

6.5. Megjegyzés. Legyen ¢ egy (1-dimenzids) standard normalis eloszlast véletlen valtozo.

Ekkor (£,€)T 2-dimenziés normalis eloszlast véletlen valtozo, de nem abszoltt folytonos, mert

(1) o)
()~

halmaz 2-dimenziés Lebesgue-mértéke 0. U

noha az

Az alabbi kivetkezmény szerint tetszéleges normalis eloszlast véletlen vektor linearis transz-

formaltjai is normalis eloszlast véletlen vektorok.

6.6. Kovetkezmény. Ha X 2./\/(771, D) d-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen vektor, a €
€R’ és BeR™!, akkor a+BX gN(a—f—Bm, BDBT) (-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen

vektor.
Bizonyitas. Minden t € R’ esetén
parpx(t) = E(e B = o0 B(oHFT0X)) = i o (BTH)
= exp {i<t, a)+i(m, B't) — %(DBTt, BH}} = exp {i(a+Bm, t)— %(BDBTt, t}} :
amibdl kovetkezik az allitas, ugyanis BDBT szimmetrikus és pozitiv szemidefinit is, mert
(BDB't,t)y=(DB't,B"t) >0,

hiszen D pozitiv szemidefinit. U

Az alabbi kovetkezmény karakterizalja a tobbdimenziés normalis eloszlasokat.

6.7. Kévetkezmény. Egy X :Q —R? wvéletlen vektor akkor és csak akkor normdlis eloszldst,

ha minden ¢ € R% wvektor esetén a ¢' X wéletlen vdltozé normdlis eloszldsi.

90



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Bizonyitas. Ha az X véletlen vektor normalis eloszlasi, akkor a 6.6. Kovetkezmény szerint
tetszoleges ¢ € RY vektor esetén ¢! X 2/\/’(ch, c'Dc) normalis eloszlasi véletlen valtozo.
Megforditva tegyiik fel, hogy X :Q—R?% d-dimenziés valoszintiségi vektorvaltozo és tetszéleges
ceR? esetén ¢'X = (c, X) normaélis eloszlasi. Ekkor (c, X) karakterisztikus fiiggvénye az
u € R helyen

Prex) (1) = E(e™X)) = exp {i(c, E(X))u— %< Cov(X)e, c>u2},
hiszen E({c, X)) = (¢, E(X)), és a 3.39. Allitas alapjan
D*({c, X)) =D*(c'X) =¢' Cov(X)c = (Cov(X)c,c).

Igy

ox(c) =E(eleX)) = ©iex)(1) =exp {i(c, E(X))— %(COV(X)C, c)}, ceRY,
melybdl a 6.3. Tétel alapjan kovetkezik, hogy X d-dimenzios normalis eloszlasi. O
6.8. Kovetkezmény. Legyen (Xi,...,X4,Y1,...,Ys) d+{-dimenzids normdlis eloszldisi vé-

letlen vektor, és tegyiik fel, hogy barmely i€{1,...,d} és je{l,...,{} esetén Cov(X;,Y;)=0.
Ekkor (Xq,...,Xq) és (Y1,...,Ys) fiiggetlenek.

Bizonyitas. A feltételek szerint 7 := (X,..., X4, Y1,...,Y,) szordsmatrixa

b 0
Sy=|F
0 Xy
alaki, ahol Yx és Xy az X = (Xy,...,Xy), illetve Y :=(Y],...,Y,) szorasmatrixa.
A Z varhato érték vektora my = (myx, my) alaka, ahol myx és my az (Xi,...,Xy),

illetve (Y1,...,Ys) varhato érték vektora. Igy a 6.3. Tétel szerint Z karakterisztikus fiiggvénye
tetsz6leges t = (u,v) (u€R? veR’) pontban

o (t) = exp {i(mz, - %(Ezt, t>}

= exp {i(mx, u) +i(my, v) — %<2XU7 u) — %<EYU7 U>} (6.1)

1 1
= exp {i(mx, u) — §<2Xu, u>} exp {i(my, V) — §<Ey1}, v}}
= px(u)py(v),
ahol az utolso lépésben azt hasznaltuk fel, hogy X gNd(mX, Yx) és Y EM(my, Yy), és
igy a 6.3. Tétel alapjan
1
vx(u) =exp {i(mx,u)—§(zxu,u)}, u e R

@y (v) = exp {i<mY7’U>—1<Zyv,v>}, veR:.

\)
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Ez utobbi allitasok példaul ellenérizhetéek gy, hogy a B := [I; 0] € R (@0 valasztassal a 6.6.
Kévetkezmény szerint X = BZ 2 Ny(Bmy, BS;BT) = Ny(mx,Sx), a B := [0 I,] € R¥(@+0
vélasztassal pedig Y = BZ 2 Ny(Bmy, BE;BT) = Ny(my, Sy). Végezetiil, (6.1) és a 4.2. Tétel

(vii) része alapjan X és Y fiiggetlenek. O
6.9. Kovetkezmény. Legyenek Xi,..., Xy figgetlen, standard normdlis eloszldasu véletlen
valtozok. Az a1 X1+ +aqXy és by X1 +---+by Xy linedris kombindcick akkor és csak akkor
figgetlenek, ha az (ay,...,aq) és (b1,...,bq) wvektorok merdlegesek egymdsra.

Bizonyitas. Az (a1 X1+ +ag Xy, 01 X1+ +b3X,) kétdimenzios véletlen vektor normalis
eloszlasi, hiszen az X :=(X1,...,X,)" d-dimenzios standard normélis eloszlasi véletlen vektor

lineéris transzformaltja:
a )
(X144 agXg, by X1+ -+ Xy) " = [bl d] X,

és alkalmazhaté a 6.6. Kovetkezmeény. Igy a 6.8. Kovetkezmény szerint az  a; Xy + - - - +agXy
és b1 X1+ --+b3 Xy véletlen valtozok akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha korrelalatlanok. Az
a:=(ay,...,aq)", b:=(by,...,bq)" jeloléssel

X1+ FagXg=a'X, bXi+-+bXg=0b"X,
és, felhasznalva, hogy E(X)=0¢€ R?,

Cov(a' X,b' X) =

E[(a"X—E(a"X))(b" X —E(b" X))]

El(a" X —E(a'X))(b" X ~E(b' X))"]

=FE(a'XX"h)—E(a" X)E(X ) —E(a" X)E(X"b)+E(a' X)E(X "b)
E(a" XX b)=a" E(XX"b=a' Cov(X)b=a'b= (a,b),

hiszen Cov(X) az egységmatrix. fgy ey X1+ --+agXy és by X1+---+bX,; akkor és csak

akkor fiiggetlenek, ha (a,b) =0, azaz, ha az a és b vektorok meréGlegesek egymésra. U
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7. Véletlen vektorok sorozatianak konvergenciafajtai

7.1. Definicié. Legyenek X :Q—R? és X, :Q—=R? neN, wvéletlen vektorok. Azt mondjuk,
hogy az X1, Xa2,... sorozat X-hez konvergdl

- magjdnem biztosan (jelolése X, mhe x vagy X, — X P-m.b. vagy X, ~>X), ha

P ( lim X, = X) —P ({w €Q: lim X, (w) = X(w)}) =1,

n—o0

— sztochasztikusan (jelolése X, T x vagy Xni>X), ha bdrmely >0 esetén

lim P(| X, — X]| > £) = 0;
n—oo

— eloszldsban (jelilése X, 2 X), ha

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—oo

minden olyan x € RY pontban, ahol Fx folytonos;
— r-edik momentumban (L"-ben), ahol r>0 (jeldlése XnmX vagy XnLX), ha

E(||X|]") < oo, E(||X.]]") <oo, meN, és lim E (]| X,, — X||") = 0.
n— oo

A majdnem biztos, sztochasztikus és r-edik momentumbeli konvergencidk kapcsolatérol szol

a kovetkezé tétel.

7.2. Tétel. Legyenek X :Q —R? és X, :Q—R?Y neN, wvéletlen vektorok.

(i) Ha X, b X, wagy valamely r >0 esetén X, LiLd X, akkor X, Tox.

(ii) Ha X, W valamely >0 esetén, akkor tetszdleges s € (0,r) esetén X, Wy

Bizonyitas. (i). Egy R9beli sorozat konvergenciajanak definicioja szerint:

X, mhe akkor és csak akkor, ha

(7.1)
Ve>0 esetén P(||X;—X]| >¢e végtelen sok k€N esetén) = 0.

Valé6ban,

{we: X, (w) = X(w)} = ﬂ {weQ: || Xpw)—X(w)|| >e véges sok k€N esetén}

€€(0,00)

1
= ﬂ {weQ: || Xp(w)—X(w)|| > — véges sok k€N esetén},
m

meN
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és

1
]P’( ﬂ {we Q|| Xp(w)—X(w)| > - véges sok k€N esetén}) =1

meN

1
= VmeN esetén P(\|Xk—X\| > — véges sok keN esetén) =1
m

= Vee (0,00) esetén P(||Xp—X| >e véges sok k€N esetén) =1
= Vee (0,00) esetén P(|| Xp—X|| >¢e végtelen sok k€N esetén) =0,

bizonyitva ezzel (7.1)-et. A fentiekben szerepld els6 ekvivalencianal azt hasznéltuk fel, hogy
An €A, meN, események esetén P(A,,) =1, m € N, akkor és csak akkor teljesiil, ha
P(,nen Am) = 1. Valéban, ha P(A,) =1, m € N, akkor ez a valoszintiség folytonossagabol
(1.5. Allitas (v) része) és abbol kovetkezik, hogy ha A, B € A olyan események, melyekre
P(A)=P(B)=1, akkor P(ANB)=1. Megforditva, ha P((, .y Amn)=1, akkor peddig abbdl,
hogy (V,.en Am C An, n € N Tovabba, tetszéleges € >0 és n €N esetén

{[[Xn=X|| > e} CA,(e) = { sup || Xk —X|| > 5} = U{HXk_XH > e}
{keN:k>n} k—n
Mivel supgreniznity | Xe— X[ <suprenazny [[Xe—X||, n€N, adodik, hogy An(EN Nzt Am(e),

ha n — oo, igy ujra a valoszintiség folytonossagat hasznélva kapjuk, hogy

P[] Xy = X > ) <P(An(e)) = P <ﬂ Am(€)> =P (ﬂ U X - x| >6})

m=1k=m

=P(|| Xx — X|| > e végtelen sok k€N esetén)

amint n — oo, tehat (7.1) és a renddrelv alapjan, ha X, b X, akkor X, o x,
A Markov-egyenlGtlenség szerint tetszéleges € > 0 esetén
E (]| X, —X|"
_E(|X, X))

0 < P(|| X, — X|| > &) = P(|| X, — X| > ") < . neN,
ET‘

tehat, ha X, mX, akkor X, Pox,

(ii). A Ljapunov-egyenl6tlenség (3.7. Tétel (xvii) része) szerint tetszéleges s€ (0,7) esetén

E (| Xa°) <[E (X)), neN, E (|| X]]°) < [E(IX]")],
és
0<E([[X,—X[]) [E([Xn—X[")]", neN,
tehat, ha X, 1% X akkor X, 115 x. 0

A sztochasztikus konvergencia hatarértékének egyértelmiiségérdl szol a kovetkezd tétel.
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7.3. Tétel. Ho X :Q—=RY Y: Q=R X,: Q=R és5 Y,: Q=R neN, véletlen
vektorok ugy, hogy X, LN X, Y, LN Y, és X,=Y, P-m.b. mindenn €N esetén, akkor
X =Y P-m.b. Specidlisan, ha X, mb X, Y, L VR X,=Y, P-mb minden neN
esetén, akkor X =Y P-m.b.

Bizonyitas. Tetszéleges ¢ >0 és n €N esetén
{IXn =X < epnd{lYn =Y <epn{Xn =Y} C{[[X =V < 2¢},

ezért
{IX =Y >2e} C{[|X,, = X[| > e} U{[|Y, =Y > e} U{X, # Yo}

Mivel P(X,#Y,) =0, neN, igy
P(|X =Y >2¢) <P(| X,,— X|| > ) +P(||]Y,—Y]||>¢) -0  amint n — oo,

tehat tetszéleges € >0 esetén P(||X —Y|| > 2¢) =0. Felhasznélva, hogy

(x-vi>0p=U{ix-vi> ¢

és
1 o 1
X-Y| >~ X-Y]|>-= int n —
{n || n}TZZUl{H || g} amint n — oo,

a valoszintiség folytonossaga (1.5. Allitas (v) része) szerint kapjuk, hogy
. 1
P(|X -V >0)= lim P (HX—YH > _) —0,
n—oo n

vagyis P(|X-Y|=0)=1. O

Az alabbi tétel a sztochasztikus konvergencia egy ekvivalens atfogalmazésarol szol.

7.4. Tétel. Legyenek X, :Q—RY neN, wvéletlen vektorok. Az X,, n€N, sorozat akkor
és csak akkor konvergdl sztochasztikusan valamilyen X :Q—R? wvéletlen vektorhoz, ha Ye >0

esetén limy, oo SUD en: mony P([|[ Xm — Xo|| > €) =0.

Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy X, N X, ahol X:Q—R? egy véletlen vektor. Ekkor
barmilyen ¢ >0 esetén létezik olyan ng(e) € N, hogy P(||X,—X| >¢) <e, ha n>=ng(e).

Igy minden m >n>ng(5) esetén

P[] X = X[+ X = X[l > €)

P ({1 Xm — X[ > e/2 U{[| X = X.[| > £/2})
P

(X=X > £/2)+P(IX = Xal| > /2) < S+5 =,

P([| X — X0l > €) <
<

N
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Igy, ha n>ng(%), akkor SUD {men: mon} PU[Xm — Xn|l > €) <&, amibél kévetkezik, hogy

lim  sup P(|| X, —Xa| >¢)=0.

=00 fmeN: m>n}

Megforditva, tegyiik fel, hogy barmilyen £>0 esetén lim, 0 SUPgen. msny PUIXm —Xn || >
>¢) =0, mely frhat6 lim,, e SUDfen. nmy P(| X0 — X >€) =0 alakban is. [gy barmilyen
k € N esetén létezik olyvan my; € N, hogy

P(|| X, — Xonll >27%) < 27", ha n>m > my.
Legyen nj:=mq, és n;iq:=max(n;+1,m;11), i €N, tovabba
Xp =X, 6 Ay={|X, X/ |>2"}, kel
Ekkor

S P = 3 P( Xy~ X > 27 <32 =1 <00,
k=1 k=1 k=1

igy a Borel-Cantelli lemma alapjan létezik olyan A € A esemény, hogy P(A) =0 és minden
we N\ A esetén létezik olyan ko(w) € N, hogy

X (@) =X @) <277, k> ko(w).

Ezért barmilyen we Q\A és n > ko(w) esetén

sup | X, (w) = X (W)l < sup ZHXIH-I X (W)l

{meN: m>n} {meN:m>n} 7

= 1
= Z X1 (w) = X (@) <Y 27F = 51 0
k=n k=n

ha n — oco. Felhasznilva, hogy egy R%beli Cauchy-sorozat konvergens, kapjuk, hogy ha
we Q\A, akkor létezik a limy_,o, Xj (w) € R hatarérték, ahol P(Q\ A) =1. Legyen

limy oo Xi(w) ha weQ\A,

X(w):=
N 0 ha wgQ\ A

Ekkor X véletlen vektor, és az el6z6ek alapjan X (w)=X,, (w) = X(w), ha k— oo minden
weN\A esetén, azaz X, m—'b')X, ha k—o0. A 7.2. Tétel (i) része alapjan ekkor X, i>X,
ha k — oo, is teljesiil. Igy barmilyen € >0 és £ €N esetén,

P([Xe = X > &) <P([| Xy = X, || > €/2) + P(|| X, = X[ > £/2)

< sup o PG =X, [ > e/2) +P([| X, — X[ > £/2),
{leN: I>ny}

ahol ng €N olyan, hogy ni<l<ngy; (ilyen ny létezik, mert n;, i €N, szigortan monoton
novekvden tart oo-be, amint i — 00). Mivel £— 0o esetén ny — oo, felhasznélva a feltételt
is, kapjuk, hogy limy . P(|| X, — X >¢) =0. O
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7.5. Allitas. Legyenek X,:Q—R, neN, véletlen vdltozék. Ha X, LN 0, amint n — oo,
és P(0< X1 < X)) =1 minden neN esetén, akkor X, m-by 0, amint n — oo.

Bizonyitas. Felhasznalva, hogy megszdmlalhaté sok 1-valoszintiségii esemény metszete is 1-

valoszintiségli esemény, kapjuk, hogy

n=1

fgy X,(w), n € N, monoton csokkend, alulrél korlatos sorozat P-majdnem minden w €
esetén, és ezért

P ({w €Q:3 lim Xn(w)}> =1.

n—oo

Mivel X, LN 0, kapjuk, hogy tetszéleges & >0 esetén lim, ,, P(|X,| >¢)=0. Legyen
a tovabbiakban & > 0 rogzitett. Ekkor, felhasznalva, hogy egy alulrol korlatos (valos értéki)

monoton csokkend sorozat hatarértéke nemmés, mint az infimuma, kapjuk, hogy

P <{w €Q:3 lim X, (w) és lim X, (w) > 5})

n—oo n—oo

=P ({w eQ:3 JLIEOXn(w) és 7i@relngn(u)) > 5})
<P{we:X,(w)>e, VneN}) =P ({w €N: ﬂ{Xn(w) > 5}})
<P(X,, >e) <P(|X,| > e), m € N.

Igy tetszéleges € >0 esetén

P ({w €Q:3 lim X, (w) és lim X, (w) > 5}) =0.

n—o0 n—o0

Mivel

{weQ:3 lim X,(w) é¢s lim X, (w)>0} = U {weQ:3 lim X,(w) és lim X, (w)>1/k},

a valoszintiség folytonossiga alapjan, kapjuk, hogy

P ({w €Q:3 lim X,(w) és lim X,(w) > o}) — 0. (7.2)

n—oo n—oo

Mivel P({we€ Q:3 lim, 0o Xp(w)}) =1 &8 P{weQ: X, (w) >0,¥neN}) =1, felhasznalva,

hogy két 1 valoszintiségli esemény metszete is 1 valosziniségi, kapjuk, hogy

P ({w €Q:3 lim X, (w) és lim X, (w) > 0}) =1

n—o0 n—o0

Igy (7.2) alapjan, adodik, hogy

P ({w €Q:3 lim X, (w) és lim X,(w)= O}) =1

n—oo n—oo
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Megjegyezziik, hogy a 7.3. Tételt felhasznalva a bizonyitast egyszertibben is befejezhetjiik.
Mivel Xnm—']o}infmeN X, és Xniﬂ), a 7.3. Tétel alapjan inf,,cn X, =0 P-m.b., és igy Xnm—'b}O.
O

A majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia tovabbi kapcsolatairdl szol a kiovetkezs
tétel.

7.6. Tétel. Legyenek X :Q —R? és X, :Q— R4 neN, véletlen vektorok.
(i) Az alabbi dllitdsok ekvivalensek:

(a) X, 2% X, amint n— oo,
(b)  sup HX;Q—XHLO, amint n — 0o, azaz
{keN: k>n}

Ve>0 esetén limIF’( sup HXk—XH>s):0,

n—00 {keN: k>n}

(¢) sup || Xp—X|| =20, amint n— oco.
{keN: k>n}

(i) Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

(a) (Xp)nen majdnem biztosan konvergdl valamely d-dimenzids véletlen vektorhoz,

(b))  sup || Xp—X,|| —0, amint n— oo, azaz
{keN: k>n}

Ve>0 esetén limIP’( sup ||Xk—Xn||>5>:0,

n—oo {keN: k>n}

(c) sup || Xp—X,| =0, amint n— oco.
{keN: k>n}

(ili) Ha tetszdleges € >0 esetén Y P(||Xp—X| >¢) <oo, akkor X, LLS'S
k=1
(iv) X, N X, amint n— o0, akkor és csak akkor, ha pozitiv eqészek barmely nqy<ng <. ..
sorozatdnak van olyan ng, <ng, <... Trészsorozata, hogy Xnkl_ b X, amint 1 — 0.
Bizonyitas. (i). (a) <= (b): A 7.2. Tétel (i) részének bizonyitésa soran belattuk, hogy tet-

sz6leges ¢ >0 esetén

P ( sup || X —X|| > 5) — P(|| X — X|| > ¢ végtelen sok k €N esetén),
{keN: k>n}

ha n — oo, amibdl (7.1) alapjan kovetkezik, hogy (a) <= (b).
(i). (¢) = (b): A 7.2. Tétel (i) részébdl kovetkezik.
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i). (b)) = (¢): A sup || Xx—X]||, m €N, nemnegativ véletlen valtozok monoton
{keN: k>n}

csbkkend sorozata, mely sztochasztikusan konvergal 0-hoz, amint n — oco. Igy a 7.5. Allitas
alapjan kapjuk a (c) rész allitasat.
(ii). (a) <= (c): A (7.1) bizonyitasahoz hasonléan kapjuk, hogy
P((X,)nen konvergens) =1 akkor és csak akkor, ha
(7.3)

Ve>0 esetén P < sup || Xk — X,|| > € végtelen sok n € N esetén) =0.
{keN:k>n}

Valéban, felhasznélva, hogy RY teljes, kapjuk, hogy
{weQ: (X, (w))hen konvergens}

= ) U{we:|Xi(w)-X,(w)| <e, ha k>N és n>N}

£€(0,00) N=1

— ﬂ U {weQ: || Xp(w)— Xn(w)] <

meN N=1

1
—, ha k>N és n>N},
m

és a valoszintiség folytonosséga alapjan

> 1
P : — < = 2 =
(ﬂ U {we: [ Xiw) Xp(@| < —, ha k>N & n>N}) 1
meN N=1
> 1
<= VmeN esetén IP’(U {IIXx—X,| <=, ha k>N ¢s n>N}):1
m
N=1

<= Vee (0,00) esetén IP’(U {1 Xk—X,|| <e, ha k>N és n>N}):1

N=1
<= Ve e (0,00) esetén

P(ﬂ {1 Xr—X,|| > valamely (k,n) € (N\{L,...,N})x (N\{1,...,N}) esetén}) =0

N=1
<= Vee(0,00) esetén

PV € 3 (o) € (V{1 N X (L V) Xty ~ Ko ) =0

<= Vee(0,00) esetén P < sup || Xk — X,|| > € végtelen sok n € N esetén) =0,
{keN: k>n}

bizonyitva ezzel (7.3)-t. A (7.1) formula alapjan, tetszGleges Y,, n €N, és Y (valos értékii)

véletlen valtozok esetén

Y, by akkor és csak akkor, ha

Ve>0 esetéen P(]Y,—Y]|>e végtelen sok n €N esetén) = 0.
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Ezt alkalmazva az Y, := supgpen. jony [ Xk — Xaull, n €N, & Y :=0 vélasztisokkal, kapjuk,
hogy

sup || Xp— Xo| =0 amint n— oo
{keN: k>n}

<= Ve>0 esetén P ( sup || Xk — X,|| > € végtelen sok n € N esetén) =0.
{keN: k>n}
Igy (7.3) alapjan adodik, hogy (a) <= (c).
Megjegyezziik, hogy az (a) = (c) implikaciot egyszertibben is levezethetjiik. Valoban, ha
X, =2 X amint n— oo valamely X d-dimenziés véletlen valtozo esetén, akkor tetszéleges

n € N esetén kapjuk, hogy

sup [ Xp=Xol| < sup [[Xp—X[[+ sup X =Xpll= sup [ X — X[+ X - X[,
{keN:k>n} {k€eN: k=n} {k€N:k=n} {keN: k>n

ahol az (i) rész (a) <= (c) ekvivalencidja alapjan supgey. jony [ Xk — X|| 2250 han — oo.
(ii). (¢) (b) : A 7.2. Tétel (i) részébsl kovetkezik.

. .. P

(ii). (b) (a) : Tegyiik fel, hogy supg,en. msny [Xm — Xal| — 0, ha n — oco. Ekkor

minden >0 é n €N esetén

—
=

]P’(HXm—XnH>€)<]P’< sup HXm—XnH>5>, Vm>=n.

{meN: m>n}

Igy minden & >0 esetén

sup  P()| X — X, || >5)<IP’( sup || Xy — X5 >€) — 0, ha n — oo.
{meN: m>n} {meN: m>n}
Ezért a 7.4. Tétel szerint létezik olyan X :Q—R? véletlen vektor, hogy X, X Igy minden
e >0 esetén

P ( sup || Xom— X|| > g)

{meN: m>n}

<]P>( sup ||Xm—Xn||>5/2>+]P’(||Xn—X||>5/2)—>0, ha 7 — 0o,

{meN: m>n}

ahol a (b) feltételt is hasznaltuk tjra. Ezért

sup || X —X]|| =50 amint n — oo,
{meN: m>n}

és igy az (i) rész (a) <= (b) ekvivalenciaja alapjan X, 2% X, amint n — oo, azaz kapjuk
az (a) rész allitasat.

A fentiekbdl a (ii)-beli (a) => (b) implikacié azonnal kovetkezik, ugyanis (a) = (¢) =
(b). Megjegyezziik, hogy (a)-bol kozvetleniil is levezethetjiik (b)-t. Valoban, tegyiik fel, hogy
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X, 2% X ha n— oo, ahol X:Q—R? egy véletlen vektor. Ekkor az (i) rész (a) <= (b)
ekvivalencidja alapjan kapjuk, hogy supg,en. mzny [ Xm — X|| 50, ha n— oo, melybél az

is kovetkezik, hogy || X, — X|| N 0, ha n— oco. Igy tetszéleges € >0 esetén

P s X=Xl >¢)

(mEN: m>n}
gP( sup HXm—XH>5/2> +P(|| X — X,.|| >¢/2) — 0, ha n — oc.
{meN: m>n}

(iii). Mivel egy konvergens sor altalanos tagja nulldhoz konvergal, kapjuk, hogy tetszdleges
e >0esetén P(|| X, —X| >¢) =0, azaz X, Ly X A tétel allitasaban szerepld ennél erdsebb
X, 25 x konvergencia (7.1) alapjan kovetkezik a Borel-Cantelli-lemma els6 részébdl, ugyanis
a feltétel alapjan, a Borel-Cantelli lemma szerint P(limsup,_, {||Xx —X|| >¢€}) =0, >0,
azaz P (|| Xy — X|| > € végtelen sok k€N esetén) =0, > 0.

(iv). Tegyiik fel, hogy X, o X, amint n— 0o, és tekintsiik pozitiv egészek tetszéleges
ny <ng <... sorozatat. A sztochasztikus konvergencia definicidja szerint tetszéleges € >0 és
d >0 szamokhoz van olyan ng €N, hogy P(||X,—X||>¢)<J barmely n>nq esetén. Ezért
tetszGleges ¢ € N szamhoz van olyan k; € N, hogy

1 1
IP’(||Xk—X|| > —,) < 5 barmely k > k; esetén.
) 7
Mivel ny >k, k€N, kapjuk, hogy

1 1
IP’(HXnk - X = —,) < o5 barmely k> k; esetén,
) (2

és specialisan P(|[X,, —X|[> 1)< 5, i€N. Tehdt az ny, <ng, <... részsorozatra teljesiil,
hogy . .
1 1
Z;IP(HX% ~X|| = ;) < 2; o <00,
1= 1=

igy a Borel-Cantelli-lemma els§ része szerint a {||Xnk - X[ > %}, i €N, események koziil
1 valdszintiséggel csak véges sok kovetkezik be, azaz 1 valdszintséggel véges sok 7 € N index
kivételevel || X, — X|| <1, ezért || X,, — X[ =50, amint i — oo, amibél X,, =3 X,

amint ¢ — oo.

Megforditva, indirekt médon tegyiik fel, hogy pozitiv egészek barmely n; <ny <... soro-
zatanak van olyan ny, <ng, <... részsorozata, hogy X, b X, amint 71— o00,de X, A X,

amint n — oco. Ekkor létezik olyan e >0, hogy P(||X,—X| >¢)—» 0, melybdl kovetkezik,
hogy limsup,, .. P(||X,—X|| >¢) >0. Igy megadhato olyan £y>0 és pozitiv egészek olyan
ny <ng < ... sorozata, hogy P(||X,, —X]|| >¢)>¢p minden k€N esetén. Ezért a szoban

. . , , ig .
forgd my; <ng <... sorozat tetszbleges ny, <mny, <... részsorozata esetén X,, - X amint

i — o0, igy a 7.2. Tétel (i) része alapjan X, 2 X amint i — 0o, mely ellentmondas,
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ugyanis az indirekt feltevés alapjan az n; < ny < ... sorozatnak kellene lennie legalabb egy
olyan részsorozatanak, mely mentén 1-valoszintséggel konvergal X-hez. U

Véletlen vektorok folytonos fiiggvényének majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia-

jarol szol a kovetkezd tétel.
7.7. Tétel. Legyenek X :Q—RY, Y:Q—=RY X,:Q—=RY és5 Y,:Q—=RY neN, wvéletlen
vektorok és g:RIx R = R* folytonos fiigguény.

() Ho X, 25X ¢ Y, 2%V, akkor g(X,,Y,) 23 g(X,Y).

(il) Ho X, ——>X és Y, —Y, akkor g(X,,Y,)— g(X,Y).

Bizonyitas. El6szor végiggondoljuk, hogy ¢(X,,Y,), n €N, és ¢g(X,Y) véletlen valtozok.
Az 1.21. Allitas alapjan (X,,,Y,), n€N, és (X,Y) R%*-beli értékii véletlen valtozok. Mivel g
folytonos, igy mérhetd is, ezért az 1.18. Allitas (i) része szerint g(X,,,Y,), n €N, és g(X,Y)
véletlen valtozok.

(i). Tekintsiik az

Q) ={we: X, (vw) = X(w)} €A, Dy ={we:Y,(w)—»Y(w)}eA

eseményeket. Mivel ¢(X,,Y,), n€N, és g(X,Y) véletlen valtozok, a mértékelméletbdl tanultak

alapjan (az 1.18. Allitas bizonyitasaban egy hasonlo részt részleteztiink)
{weQ:g(Xn(w), Yn(w)) = 9(X(w),Y(w))} € A,

igy beszélhetiink a P(g(X,, Y,)—¢g(X,Y)) valészintiségrsl. Tovabba, mivel g folytonos, kapjuk,

hogy
N C{w € Q2 g(Xp(w), Va(w)) = g(X(w), Y (w))}-

A feltétel szerint P(Q,)=1=P(Qy), amib6l P(Q1NQ) =1, ezért P(g(X,,Y,) —g(X,Y))=1.

(ii). Legyen mj<ng<... pozitiv egészek tetszéleges sorozata. Az X, X konvergencia
alapjan a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint van olyan ny, <ny, <... részsorozat, hogy X, LL'e

amint i — o0o. Az Y, —Y konvergencia alapjan megint a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint

ennek a részsorozatnak van olyan ny, <mny, <... részsorozata, hogy Y%j Py amint
j — oo. Felhasznalva, hogy nyilvan X"kij DX amint j—00, az (i) pont szerint kapjuk, hogy
g(XnkZ_]_ , Y"kij ) by g(X,Y) amint j— co. Osszefoglalva: pozitiv egészek tetszdleges ny <ng <
<... sorozatdnak van olyan ny, <mny, <... részsorozata, hogy g(Xnkij : Ynkij) LY 9(X,)Y)
amint j — oo, ezért Gjra a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint ¢(X,,Y,) N 9g(X,Y). O

A konvergencia és miiveletek kapcsolatarol szol a kovetkezd tétel.

7.8. Tétel. Legyenek X :Q—RY YV:Q—=RY X,:Q—=RY és Y,:Q—=RY neN, véletlen

vektorok.
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m.b

() Ho X, 22X és Y, 2BV, akkor X,+Y, 2% X+Y és (X,,Y,) 2% (X, V).

(i) Ho X, — X és Y, —»Y, akkor X,+Y, — X+Y é (X,,Y,) — (X, V).

(iii) Ha X, &X és Y, MY valamely r >0 esetén, akkor X,+Y, MX+Y.

Bizonyitas. Mivel az RIxR?> (7, y)—2+yeR? és RIxRY> (x,y) (z,y) €R fiiggvények
folytonosak, igy (i) és (ii) kovetkezik a 7.7. Tétel (i) és (ii) részeibol.

(iii). Felhasznalva, hogy tetszdleges r>0 és a,b>0 esetén (a+b)"<(2max(a,b))" <2"(a"+
+0"), kapjuk, hogy E(||X,+Y,|") <oo, neN, E(|X+Y|") <oo, és

E([[(Xn+Yn) = (X+Y)[")

E([[(Xn = X) + (Yo =Y)[I")
E(([Xn =X+ 1Y =YID)")

<
< 2TE((1X = X)) + 2" E([[Y, = Y[) = 0,

amint n — oo. O

7.9. Definicio. Legyen (Q, A, P) waldsziniségi mezé, T # 0 nemiires halmaz, és minden

yeT esetén X,:Q—R? véletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az {X,:v€T} wvéletlen vektorok

egyenletesen integrdlhatok, ha
i sup E (X5 [ Lg1x,1>x7) = 0.

Ha az X : Q — R? véletlen vektor integralhato (azaz E(]|X||) < 0o), akkor a majorans
konvergenciatétel alapjan limg_,o E (|| X || L x>x}) =0, tehat ekkor az X véletlen vektor
egyenletesen integralhato. Forditva, ha az X : Q — R? vektor egyenletesen integralhato, akkor
limg oo E (|| X | Iqx>x3) =0 alapjan van olyan Ko>0, hogy E (|| X||L{jx|>ro}) <00, ezért

E(1X]) =E (IX 1 1gxy<roy) +E (XN gx s 0)) < Ko+E (1 X 1 Tgx > k03) < 00,

tehdt az X véletlen vektor integralhaté. Mindezek miatt, ha X, v € I', azonos eloszlastiak
és integralhatoak, akkor {X, : v € I'} egyenletesen integralhaté. Specidlisan, ha X,, neN,
azonos eloszlasu integralhato véletlen vektorok sorozata, akkor {X, :n € N} egyenletesen
integralhat6. Hasonloan bizonyithato, hogy ha I'#() nemiires véges halmaz, és minden €T’
esetén X, : Q — R? véletlen vektor, akkor az {X,:v €'} véletlen vektorok egyenletes
integralhatosaga azzal ekvivalens, hogy sup. . E(|[X,|) <oc. Végtelen szdmosségi I' halmaz

esetén a kovetkez§ tétel szolgéltat sziikséges és elégséges feltételt.

7.10. Tétel. Legyen (2, A,P) wvaldszintiségi mezd, T'#0 nemiires halmaz, és minden €T
esetén X, : Q0 — R wvéletlen vektor. Az {X,:v €T} wvéletlen vektorok akkor és csak akkor
egyenletesen integrdlhatok, ha

SWQISE(HX”“) <0 (7.4)
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€s
lim supE (]|X,||14) =0, (7.5)
r

P(A)—=0 ¢
amit dgy értink, hogy tetszdleges €>0 esetén van olyan 0>0, hogy E (|| X,[|14)<e minden
v €T és minden olyan A€ A esemény esetén, melyre P(A) <.

Bizonyitas. Ha {X,:~v €T} egyenletesen integralhatok, akkor van olyan Ky > 0, hogy
Sup”yEFE (||X7H]l{||X,YH>KO}) < 00, ezért

sup E(|| X, [|) = sup(E (|| X511 x, 1<x01) +E (15111, 15501) )
verl’ vyel

< Ko+supE (X T gy 5 50}) < 00,
NE

tehat teljesiil (7.4). Tovabba tetszéleges vy €', A€ A és K >0 esetén

E ([ X114) = E (]| X5 | Langx, =x3) +E (1 X5 Langx, i<k

(7.6)
<E (1%, qx, > xy) + K P(A).

Az {X,:yeT'} véletlen vektorok egyenletesen integralhatosaga miatt tetszéleges €>0 esetén
van olyan Ko >0, hogy sup. . E (HX'yH]l{llebKo}) <5, igy ha A€ A olyan esemény, hogy
P(A) < 55 (=:6), akkor E(||X,[[14) <e minden y €T esetén, tehat teljesiil (7.5).
Forditva: tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (7.4) és (7.5) feltételek. A (7.5) feltétel szerint
tetszGleges € >0 esetén van olyan § >0, hogy E (||X,[[14a) <& minden €I és minden
olyan A€ A esemény esetén, melyre P(A) <d. Ezt {||X,| > K}, K >0 alakd eseményekre
szeretnénk alkalmazni. A Markov-egyenlGtlenséggel
E(1X,1) _ supser E(IX5])

< N bl
P > K) < = -

vel,

ahol supscp E(||X5][) <oo a (7.4) feltétel szerint, tehat ha K > w, akkor P(||.X,| >
>K)<d, y€I. Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy barmilyen £>0 esetén E (HX’YHIL{HXW||>K}) <e

(X~ 1D

minden yeI' és K > % esetén, azaz limg o0 sup,cp E (|| X | Lgx, >x3) =0. O

Megjegyezziik, hogy ha I' véges és (7.4) teljesiil, akkor (7.5) is fennall (mely Gsszhangban
van a 7.10. Tétel el6tt irottakkal). Valoban, a dominalt konvergenciatétel és I' végessége miatt,
tetszéleges € >0 esetén létezik olyan Ko >0, hogy sup,rE (X Ly, > m0y) < & Igy, ha
A€ A olyan, hogy P(A) < 57=(=:0), akkor (7.6) alapjan E([|X,[14) <e minden y€T
esetén.

A kovetkezd tétel elégséges feltételeket tartalmaz az egyenletes integralhatdsagra.

7.11. Tétel. Legyen (0, A, P) waldszintségi mezd, T #0 nemiires halmaz, és minden €T
esetén X, : Q=R Y, : Q— R véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan r>1, hogy sup,p E(||X,||") < oo, akkor az {X,:veT} wéletlen

vektorok egyenletesen integralhatok.
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(i) Ha az {X,:v€Tl'} és {Y,:y €T} wvéletlen vektorok egyenletesen integrilhatok, akkor
az {X,+Y,:yeTl'} véletlen vektorok is egyenletesen integrdlhatdk.

(i) Ha az {Y,:y €'} véletlen vektorok egyenletesen integrdlhatok és minden €D esetén
| XL <Y, P-m.b., akkor az {X,:v€l'} wéletlen vektorok is egyenletesen integralhatdk.

Bizonyitas. (i). Tetszéleges v €T, K >0 és w € Q esetén

I Moy < 1 (Y gy < P

igy
1

Kr

SUPE X L gx, > x3) < SlelIF)E(|IXvH") —0

amint K — oo, tehat az {X,:y€TI'} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok.

(ii). Elegendd megmutatni, hogy a 7.10. Tétel (7.4) és (7.5) feltételei teljesiilnek az {X, +
+Y,:y€eTl} véletlen vektorokra.

A 7.10. Tétel szerint sup,r E([|X,[|) < oo és sup,r E(||Y5]]) < oo, igy

sup B, +,) < sup E(LX, ) +sup E(I, ) < o0
tehat a 7.10. Tétel (7.4) feltétele teljesiil az {X,+Y, :y €'} véletlen vektorokra.
Tetsz6leges € >0 esetén Gjra a 7.10. Tételt alkalmazva vannak olyan §; >0 és o >0
szamok, hogy E(||X,||14) <&/2 minden v &I és minden olyan A € A esemény esetén,
melyre P(A) <6y, és E(]|Y,]|14) <e/2 minden &I és minden olyan A€ A esemény
esetén, melyre P(A) < dy. Ezért E (|| X,+Y,]|14) < E(||X,][|14) +E(]|]Y,]/14) <& minden
v€I ésminden olyan A€ A esemény esetén, melyre P(A) <min{dy,do}, tehat a 7.10. Tétel
(7.5) feltétele is teljesiil az {X,+Y,:vy €'} véletlen vektorokra.
(iii). Tetszbleges vy és K >0 esetén || X,||1yx, 1>y < ||Y5l1qy,>x3 P-m.b., ezért

SUPE (X T x5 xy) < SHPE (Y5 1Ly, 5xy) =0

amint K — oo, tehat az {X,:y€TI'} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok. O

A kovetkezd tétel sziikséges és elégséges feltételt ad az r-edik momentumbeli konvergenciara.

7.12. Tétel. (Momentum konvergenciatétel, Vitali konvergenciatétel) Legyenck X :

O—=R? és X,:Q—=RY neN, véletlen vektorok, és r>0. Ekkor X, Wy X akkor és csak

akkor, ha X, —— X ésa {I|Xn]|" : n € N} wvéletlen vdltozok egyenletesen integrdlhatdk.

IRLEA

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy X, — X. Ekkor a deﬁn1c10 folytan ||.X,.||", n €N,

és || X||" integralhatoak. A 7.2. Tétel (i) pontja szerint ekkor X, 4 X. Felhasznélva, hogy
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tetszéleges a,b>0 és r >0 esetén (a+b)" < (2max(a,b))” < 2"(a"+b"), kapjuk, hogy
tetszleges K >0 és n €N esetén

E(Ian||Tﬂ{Hxnw>K}) =E (IXaLgx.m>m0")
(|| X =X)L x> iy + X Lgx, x| )

((H (Xo =X)L x>y |+ 11X Ty, |7>K}H) )

2 E (X0 = X)Ly 7) +27E (IX L )
E(HX —X| IL{||XTL||’>K})+2 IE(IIXH 11{||Xn||r>K}>
7 E (1%~ X1 ) +2 B (|X1 L grsrey ).

Mivel ||X||" integralhatd, ezért egyenletesen integralhato (lasd a 7.9. Definici6 uténi részt), igy
a 7.10. Tétel szerint tetszGleges € >0 esetén van olyan d >0, hogy E (||X]|"14) <e minden
olyan A € A esemény esetén, melyre P(A) <o. Ezt {||X,]|"> K}, neN, K >0 alaka

eseményekre szeretnénk alkalmazni. Mivel
{(IXall" > K} = {||Xa]| > K7} € {||X, — X|| > K7 /2} U{|| X|| > K7 /2},
ezért
P(| X, [I" > K) <P(| X, — X[ > K+ /2) +P(| X|| > K7 /2). (7.7)

A mérték folytonossaga miatt van olyan K; >0, hogy P(|X|>K7/2)<§/2 minden K >K;
esetén. Az X, — X konvergencia miatt van olyan n; €N, hogy P(|| X, — X|| > Kl’l‘/Z) <
<6§/2 minden n>n; esetén, igy P(||X,—X| > K7/2) <6/2 minden K > K, és n>ny
esetén (hiszen P(|| X, — X|| > K+ /2) <P(|X,—X| > KI%/2), ha K > K;). Ezért (7.7) alapjan
P(||X,||" > K) <6 minden K >K; és n>n; esetén, igy ekkor E (|| X[|"Lyx,|r>k}) <&

A X, Wy konvergencia miatt van olyan ny € N, hogy E(|| X, —X||") <e minden n>ny

esetén.
Osszefoglalva: E (|’Xn”T1{||Xn||T>K})<2r€+2T€:2T+1€ minden K>K; és n>ng:=max{n,ny}
esetén.
Az || X" o [ Xng—1||” véletlen valtozok egyenletesen integralhatok (lasd a 7.9. Definicio
uténi részt), ezért van olyan K, >0, hogy E (||X,|"Lyx,r>x}) < 2 e teljesiil minden
K>Ky és n=1,...,n9—1 esetén.
Végiil is E (|| X,||"1qx,r>ky) < 2" 'e teljesiil minden K > Ko :=max{K;, K>} és neN
esetén, tehat az {||X,||":n € N} véletlen valtozok egyenletesen integralhatok (a 7.9. Definicio
szerint).

Forditva: tegyiik fel, hogy X, LoX ésaz {J|Xn|I" :n €N} véletlen valtozok egyenletesen
integralhatok. ElGszor megmutatjuk, hogy E(||X||") < co. Mivel az {||X,,||" : n € N} véletlen
valtozok egyenletesen integralhatok, a 7.10. Tétel szerint sup,, oy E(]|X,||") < co. Mivel az
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R?> x — ||z||” € R fiiggvény folytonos, igy a 7.7. Tétel (i) pontja szerint || X, ||" N | X |
Ezért a 7. 6 Tétel (iv) pontja szerint van pozitiv egészek olyan n; < mng < ... sorozata, hogy
1 X0

I ||XH amint k — co. Igy a Fatou-lemmaéval

E(|X1") = E(Jim [1X,, ") < liminf B(|X, ") < sup (|, ") <

Tetszéleges neN esetén ||.X, —X||"<(|| X, || +[| X )" <27 (|| Xo||"+|| X||"), ugyanis tetszdleges
a,b>0 és r>0 esetén (a+0b)" < (2max(a,b))” <2"(a"+b"). Ezért a 7.11. Tétel (ii) és (iii)
pontjai alapjan a {||X,—X]||":n € N} véletlen valtozok egyenletesen integralhatok, hiszen az
| X||" véletlen valtozo integralhato, igy egyenletesen integralhato is (lasd a 7.9. Definicié utani
részt), és az {||X,||":n € N} véletlen valtozok is egyenletesen integralhatok a feltétel szerint.

Tetsz6leges n €N és € >0 esetén

E([| X — X|I") = E([| Xn — X" Lgjx,—xjr<ey) FE(Xn = X" Lgjix,—x|r>e})
<e+E(| X — X" Lijx, —x|r>e})-

Az {||X,,—X]||":neN} véletlen valtozok egyenletes integralhatosiga szerint tetszéleges >0
esetén van olyan ng€N, hogy E(||.X,—X|"1{x,—x|r>e}) <€ minden n>ny esetén. Valoban,
mivel X,—X —=0, és RISz |z||" € R folytonos fiiggvény, a 7.2. Tétel (ii) része alapjan
| X — X || 50, Mivel {[| X, —X||":n €N} egyenletesen integralhatoak, a 7.10. Tétel szerint
barmilyen e >0 esetén létezik olyan § >0, hogy E(||X,—X||"14) <& minden n €N és
minden olyan A € A esemény esetén, melyre P(A)<d. Ezt {||X,—X||">¢}, neN, alaka
eseményre szeretnénk alkalmazni. Mivel ||X, — X||" SN 0, kapjuk, hogy létezik ng €N, hogy
P(|X,—X||" >¢€) <d, ha n>ng, ezért n>ng esetén élhetiink az A = {||X,,— X||" > ¢}
valasztassal. Igy E(||X,, — X||") < 2¢ minden n > ng esetén, tehat lim, o, E(|| X, — X||") =0. O

Egy A CR? halmaz esetén jelolje A~ és A° az A lezartjat, illetve belsejét. Ismert,
hogy A~ =zart halmaz, A° pedig nyilt halmaz.

7.13. Definici6. Legyenek p,, n€N, és p wvaldsziniségi mértékek az (R4, B(R?)) mérhe-
tdségi téren. Azt mondjuk, hogy a p,, n €N, sorozal gyengén konvergdl -hiz (jelolése:
fn = 1), ha nh_)ngo pn(A) = u(A) minden olyan A € B(R?) esetén, melyre p(0A) =0, ahol
0A=A"\A° az A halmaz hatdrdt jeloli.

7.14. Tétel. (Portmanteau tétel) Legyenck p,, n €N, és p wvaldsziniségi mértékek az

(R, B(R?)) mérhetdségi téren. A kévetkezd dllitdasok ekvivalensek :

n—oo

(i) lim ) 9(y) pn(dy) = /d g(y) u(dy) minden g:RT— R korldtos, folytonos fiigguény
R R

eseten.

(ii) hm/ Y) pn(dy) / g(y) p(dy) minden g:R*—R korldtos, egyenletesen folytonos
Rd

fuiigguény esetén.
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(iii) limsup p,(F) < u(F) minden F € B(R?Y) zdrt halmaz esetén.

n—oo

(iv) liminf 11, (G) = u(G) minden G € B(R?Y) nyitott halmaz esetén.

n—o0

(V) pn=p, azaz lim p,(A)=p(A) minden A€ B(RY) esetén, melyre p(0A)=0.

A 7portmanteau” sz6 eredetileg nagy utazo taskat jelentett. A nyelvészetben ma sz60ssze-
rantast jelent: két kiilonbozo6 jelentést eredeti szd Gsszevonasaval teljesen 1) jelentésd szo jon

létre (példaul: cs6 + orr — csdr vagy Hungarian + English — Hunglish).

A 7.14. Tétel bizonyitasa. (i)==(ii) trivialis.
(ii)==(iii). Legyen F € B(RY) zart halmaz, és legyen minden k€N esetén

B d(z,F) \"* .
gr(z) -—1—(m) , z € R,

ahol d(z, F) :=inf{|lzr—y| :y € F'}. Eldszor megmutatjuk, hogy g¢r egyenletesen folytonos
fiiggvény. A hy(z):=1-— (H%)l/k7 x € R, fiiggvény egyenletesen folytonos, hiszen folytonos,
és lim, o hi(z) = 0. Valoban, barmilyen ¢ >0 esetén, létezik egy olyan N(e) € R, hogy

|hi(z)] < €, ha x> N(e). Igy

() = b ()| < [hwe(2) |+ [hie(y)| <&, ha z,y > N(e). (7.8)

Tekintsiik a [0, N(¢)+1] intervallumot, mely kompakt, igy hx a [0, N(e)+1] intervallumon
egyenletesen is folytonos, azaz létezik olyan () >0, hogy

|hi(x) — hy(y)| < e, ha |z—y| <d(e), =,y €[0,N(e)+1].

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy d(e)<1. Legyenek most x,y>0 olyanok,
hogy |r—y|<d(e). Ha z,y < N(e)+1, akkor a fentiek alapjan |hi(z)—hi(y)| <e. Ha
z>N(e)+1 (ill. y>N(e)+1), akkor, mivel d(¢) <1, kapjuk, hogy y>N(e) (ill. > N(e)),
igy (7.8) alapjan ekkor is teljesiil, hogy |hi(z)—hi(y)| <e. Igy, felhasznalva, hogy egyenletesen
folytonos fiiggvények kompoziciéja is egyenletesen folytonos, elegend§ azt belatni, hogy az R%>
> x— d(x, F) fiiggvény egyenletesen folytonos. Ez pedig abbol kovetkezik, hogy tetszéleges
z,y€R? esetén |d(z, F)—d(y, F)|<||x—y|. Ehhez szimmetria okok miatt azt elég ellendrizni,
hogy tetszbleges x,y € R? esetén d(z, F) < ||z —yl|+d(y, F). A haromszig-egyenlGtlenség

szerint tetszGleges 1,1,z € R? esetén |z —z| < ||z —y| +|ly—=z|, igy

d(z, F) = inf {[lz—z]| : 2 € F} <inf {{lz —y| +|ly— 2] : 2. € F'}
= lz—yll+inf {[ly—=2]: 2 € F} =[x —y[[+d(y, F).

Tehat belattuk, hogy ¢, egyenletesen folytonos fiiggvény.
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Nyilvan
_ 1 ha d(z,F)=0,
lim ge(r) =
k=00 0 ha d(z,F) >0,
és I zartsaga miatt d(x, F)=0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x € F. Valoban, ha z € F,
akkor |[z—z| =0 miatt d(z, F)=0. Ha pedig d(z,F) =0, akkor barmilyen ¢ >0 esetén
letezik olyan z€ F, hogy |x—z| <e, ésigy z€ B(x,e)NF, specidlisan B(z,e)NF #(, ahol
B(z,e) az z korili e-sugara nyilt gombot jeloli. Ezért x € F~, és mivel F zart, kapjuk,
hogy z € F. Mivel tetszéleges a €[0,1) esetén a N3 ks a'/* fiiggvény monoton névekvé,
kapjuk, hogy tetsz6leges = € R? esetén 1> gn(z) | 1p(z), ha k1 oo. Ezért a monoton
konvergencia-tétel és (ii) felhasznalasaval

u(F) = / () ) = Jim [ i) plda) = B T [ gu(o) ). (79)

k—o0 R4 k—o00 n—o00 R4
Nyilvan tetszGleges k,n €N esetén g, > 1p miatt [o, ge(2) p(dx) > [pu Lp(x) pn(de), igy
tetszoleges k € N esetén

lim gk(z) pp(dz) = lim sup/ 1p(x) pn(dz) = lim sup g, (F).
Rd

n—00 Jpd n—00 n—00
Ezért, felhasznalva (7.9)-et, kapjuk, hogy w(F) > limsup,,_, . u.(F), azaz teljesiil (iii).
(iii)«=(iv) trivialis a komplementerre valo attéréssel. Példaul, tegyiik fel, hogy (iii) teljesiil,
és legyen G € B(R?) nyilt halmaz. Ekkor R?\ G zart halmaz, és igy
1—u(G) = pu(R*\ G) = limsup 1, (R*\G) =1 — hm mf wn(G),

n—oo
melybdl p(G) < liminf, o 1, (G), azaz (iv) teljesiil.
(iv)=>(v). Legyen A € B(R?), melyre p(0A)=0. Mivel mar belattuk, hogy (iv)==(iii),
Igy
lim sup 41, (A) < limsup 1, (A7) < pu(A”).

Az A-=AU(A"\A) diszjunkt felbontas alapjan pu(A~)=pu(A)+u(A-\A), és A-\ACA™\
\A°=0A miatt p(A-\A)<p(0A)=0, ezért u(A-)=p(A), tehat limsup,,_, o pn(A) <u(A).
Tovabbé (iv) felhasznalasaval

liminf p,(A) > lim inf u,, (A%) > u(A°).
n—o0

-
Az A= A°U(A\ A°) diszjunkt felbontés alapjan p(A) = pu(A°)+p(A\ A°), ahol A\ A°C A~\ A°
o=0A miatt p(A\A°) <p(0A)=0, ezért u(A)=p(A°), ésigy liminf, . pn(A) > u(A),
tehat kovetkezik (v).

(v)==(i). Legyen g :R? — R korlatos, folytonos fiiggvény. Legyen K > 0 olyan, hogy

sup |g(x)| < K. Legyen
z€ER

D:={teR:p({zeR:g(x)=t})>0} ={teR:u(g” " ({t})) > 0}.
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Az F(t):=p({z eR?:g(z) <t}), tER, fiiggvény nemméss, mint az (R% B(RY), ) valo-
szintiségi mez6n definialt ¢:RY — R egydimenziés véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye, igy F
monoton névekvs és balrél folytonos, tovabba D éppen azon t € R pontok halmaza, ahol F
nem folytonos, igy D megszamlalhaté halmaz (lasd az 1.28. Allitas bizonyitasat). Tekintsiik
a [—K, K] intervallumnak egy olyan —K =t,<t; <...<ty =K beosztasat, melyre ¢; & D,
j=1,...,k (ilyen beosztas létezik, mert a D megszamlalhato halmazt el tudjuk keriilni).
Jelolje j=1,...,k esetén B;:={reR¥:¢; ; <g(xr)<t;}. Ekkor R?= U] | B diszjunkt
felbontas, és Bj e BRY), j=1,...,k (ugyanis B; =g '([tj_1,t;)) és g mérhetd, hiszen
folytonos). Mivel {z€R%:t; ; <g(x)<t;}=9¢ '((t;_1,t;)) nyilt halmaz (ugyanis ¢ folytonos),
igy
OB; C{z €R: g(x) =t; 1 vagy g(z)=1;} =g '({t; .1 })Ug " ({t;}).

Valoban, ha xy€ 0B;, akkor léteznek olyan (x%l))neN és (xg))neN sorozatok, hogy € B;,
neN, xg) € ]Rd\Bj, neN, és xﬁf) — 2o, ha n—o0, i=1,2. Igy ¢ folytonossiga miatt
g(zo) € [tj_1,t;] €s g(xg) € (—o0,t;_1]UJtj,00) is teljesiil, és ezért g(xo) € {tj_1,t;}. Ezért
oty @D miatt pu(0B;) =0 (hiszen p(0B,) < (g~ ({t; 1) +alg ({6,1) =0), és ey (v
felhasznalasaval lim,, o p1n(B;) = (B;) teljesiil minden j=1,... k& esetén. Tovabba

[ 9ttt = [ @)t
/]R g(x) pn(de) Z tibn(B

()= [ gta) )

k k
<Z/B 9(x) —t;] pn(dz) + jbn(B Zt;u
j=1 j=1

<

k k
it (B) =Y tiu(B))
1 =1

+Z/ 1y —g(x)| ()

<2 mas (1, - i B)= 3B
ugyanis
k k k k
[ o@ iae) =3t (B)=3 [ o) in(d)=3 [ tra(@n)=3 [ (o)) (o

= max (t; —t;_ 1) tn(R?) = max (t; —t; ),

1<5<k 1<5<k

IIM»

Z/ 9() ~t,] () < s (t, 1,1

és hasonloan > . fB t; —g(z)] p(de) < maxycjer(t; —tj—1). BEzért limy, oo un(B;) = pu(B;),
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j=1,...,k, miatt

lim sup
n—oo

< 2 ax (t; —tj-1),

[ 9t o)~ [ gtw)niao

ami tetszGlegesen kicsivé tehetd (oly modon, hogy a D megszamlalhato halmazt el tudjuk
keriilni).

Az aldbbiakban egy maésik bizonyitést is adunk az (v)==(i) részre. Legyen g : R? — R
korlatos, folytonos fiiggvény. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy g(z) € (0,1),

r € R, Valoban, ha
g': g_infxeRd g(ZL‘)—I—E
" Sup,epa () —inf cga g(z) +2¢’

ahol € > 0, akkor g(z) € (0,1), z € R%, és felhasznalva, hogy

(A0 +B) () = A [ s m(@)+B.  ABER neN

/Rd(Ag(yHB)u(dy) =A/ gy)u(dy)+B, A BER,

R4
kapjuk, hogy az (i) feltétel akkor és csak akkor teljesiil g-re, ha teljesiil g-ra.
A 3.7. Tétel (xxii) része alapjan

/Rdg(y)un(dy):/Ooonn(g>t)dt:/olﬂn(g>t)dt7 nen,
) [Lowutn = [ uto>0a= [ e > Odt

Mivel g folytonos, kapjuk, hogy tetsz6leges t € [0,1] esetén

Hy e R :g(y) >t} C{y e R :g(y) =t}. (7.10)

Valoban, ha yo € 0{y € R?: g(y) >t}, akkor léteznek olyan (yfll))neN és (yr(f))neN sorozatok,
hogy g(yfll)) >t, neN, g(y,(f)) <t, neN, és yﬁf) — 1y, ha n—oo, i=12. gy g
folytonossaga miatt ¢g(yo) >t és g(yo) <t, amibdl adodik hogy ¢(yo) =t. A korabbi (elsd)
gondolatmenetben lattuk, hogy a {t € [0,1] : u(g =¢) > 0} halmaz megszamlalhato, és igy
u(g = t) = 0 megszamlalhato sok ¢ € [0,1] kivételével. Ezért (7.10) alapjan u(0{y € R?: g(y) >
>t}) =0 megszamlalhato sok ¢ € [0,1] kivételével. Igy az (v) feltétel alapjan p,,(g>t) — u(g>t)
amint n — oo megszamlalhato sok t € [0,1] kivételével. Ezért, a dominalt konvergencia tételt is

felhasznalva, kapjuk, hogy

/Rdg(y)un(dy)z/o un(g>t)dt—>/0 un(9>t)dt=/Rdg(y)M(dy)> amint n — oo.

4

Az eloszlasbeli és gyenge konvergencia kapcsolatarol szol a kovetkezd tétel.
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7.15. Tétel. Legyenek X,:Q—R?Y neN, és X:Q—R? d-dimenzids véletlen vektorok.

A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) X, = X.
(11) ]P)Xn = Py.

(iii) lim E(g(X,)) =E(g(X)) minden g:R?—R korldtos, folytonos fiigguény esetén.

n—oo

(iv) lim E(g9(X,))=E(g9(X)) minden g:R*— R korldtos, egyenletesen folytonos fiigguény

n—oo
esetén.

(v) limsupP(X, € F)<P(X € F) minden F € B(R?Y) zirt halmazra.

n—oo
(vi) liminfP(X,, € G) > P(X € G) minden G € B(R?) nyitott halmazra.
n—oo
(vii) lim P(X, € A)=P(X € A) minden olyan A € B(RY) esetén, melyre P(X € JA) = 0.
n—oo

Bizonyitas. Legyen pu, =Py, neN, é pu:=Pyx. A portmanteau tétel alapjin ele-
gend$ az (1)==(vi) és (ii)==(i) allitasokat bizonyitani, ugyanis a portmanteau tétel alapjan
(i) <= (ili)}«<=>- - - <=(vi), a (vii) pedig nem méas, mint a (ii)-ben szerepls gyenge konvergencia
definici6 szerinti kiirdsa. Csak a d =1 esetben bizonyitunk.

(i)=>(vi). Ha G CR nyitott halmaz, akkor a nyilt halmazok struktiaratétele alapjan el6all
paronként diszjunkt, nyitott intervallumok megszamlalhat6 unidjaként: G=|J,y Ix, ahol I;=
=(ag, bp) CR, k€N, és ai, byeRU{xoo}. Legyen £>0. Ekkor léteznek olyan I, =|a}, b )C I,
keN, intervallumok, hogy Fy folytonos az a,,b},€R pontokban, és pu(I)<u(l})+e27%, keN
(hiszen egyrészt Fx : R — [0,1] monoton névekvés fiiggvény, igy legfeljebb megszamlalhato sok

pont kivételével folytonos, masrészt hasznalhatjuk a p valoszintiségi mérték folytonossagat).

Mivel .
=3 n(h) = / fulk)p(dk),  neEN,

ahol f,(k):=pn(Ix), n,k€N, és v aszamlalo mértéket jeloli N-en, a (tetszéleges mértéktérre

vonatkozo) Fatou-lemma alkalmazasaval, felhasznélva azt is, hogy I; C Iy, k € N, kapjuk, hogy

n—oo n—oo

liminf P(X,, € G) = hm mf tn(G) = lim infz (1) = lim inf/ fu(k) v(dk)
n—oo N

> /N lim inf f,, (k) v( Zhglnggf fin (1) Zhggggf fin (1)

Viszont tetszéleges k€N esetén az (i) feltétel alapjan, az aj,, b, megvalasztasa miatt p,(I},)=
= Fx, (0) = Fx, (a,) = Fx (b)) = Fx(a}) = p(I}), ha n— oo, igy

o0

liminf P(X, € G) =Y pu(l}) 2> (uly)—27F) = p(G)—e=P(X € G) -

n—o0
k=1 k=1
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Mivel £>0 tetszélegesen valaszthato, igy liminf, . 1, (G) = u(G) tetszéleges G CR nyitott
halmaz esetén, azaz (vi) teljesiil.

(ii)==(i). Nyilvanvalo, hiszen, ha x€R és A, :=(—o00,x), akkor JA,={x} miatt, ha az
Fx filiggvény folytonos az x pontban, akkor Px(0A,) =P(X =z) = Fx(z+0)— Fx(z) =0,
igy (ii) felhasznalasaval

lim Fy,(z)= lim P(X, <z)= lim Py, (A;) =Px(A,) = Fx(x),

n—o0 n—oo n—oo
tehat kovetkezik (i). O
Egy h:R?— RY mérhets fiiggvény esetén jeldlje Dj, a h szakadasi (nem folytonosséagi)

pontjaibol all6 halmazt, azaz

Dy, = {x € R : 1étezik olyan (2,)neny R%beli sorozat, hogy z, —x, de h(x,) = h(:c)}
Meértékelméletbdl ismert, hogy Dy, € B(RY).
7.16. Tétel. (Leképezési tétel) Legyenek X :Q—R?Y, X,:Q—R?Y neN, wvéletlen vektorok
6s h:RI—RE mérhetd figguény. Ha X, —> X és P(X € D) =0, akkor h(X,) SN h(X).

Ha X, 25X és h folytonos, akkor Dj, =0, {XeDy}=0, igy P(Xe€D,)=0, és ezért
a 7.16. Tétel alapjan h(X,,) 2 h(X), mely esetben a leképezési tételt folytonos leképezések

tételének is szokés hivni.

A 7.16. Tétel bizonyitasa. Megmutatjuk, hogy tetszéleges F € B(RY) zart halmaz esetén

limsupP(h(X,) € F) <P(h(X) € F), (7.11)
n—oo
melybél a 7.15. Tétel szerint kévetkezik, hogy h(X,) — h(X). Mivel X, =X, djraa 7.15.
Tételt hasznalva, kapjuk, hogy tetszéleges F € B(RY) zart halmaz esetén

limsup P(h(X,) € F) =limsupP(X,, € b *(F)) < limsupP(X,, € h"1(F)) <P(X € h-1(F)),

n—0o0 n—0o0 n—oo

ugyanis h~1(F) zart halmaz (ahol h='(F) a h~'(F) halmaz lezartjat jeloli). Megmutatjuk,
hogy

P(X e h1(F)=P(X eh ' (F))=P(h(X) € F),

melybdl az el6zdek alapjan kovetkezik (7.11). Felhasznalva, hogy

Y F)Ch Y (F)={zeRi:h(z)e F} C{x €R*: h(z) € FYUD, =h" (F)UD,, (7.12)

és Px (D) =P(X € D) =0, kapjuk, hogy

Px(h'(F)) < Px(h=1(F)) < Px(h'(F))+Px(Dy) = Px (h™'(F)),
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ésfgy P(X eh™(F))=P(X €h~1(F)). A (7.12)-beli a masodik tartalmazast az alabbi modon
indokolhatjuk: ha =z € {x € R?: h(x) € F}, akkor mg € D, vagy o€ R\ D, teljesiil, és
z0 € (R Dp)N{z € R4 : h(zx) € F} esetén létezik olyan x,, n €N, sorozat, melyre h(z,)€F,

neN, z, —xo, amint n— oo és (mivel zq a h folytonossagi pontja) h(x,)— h(xy), amint

n — oo teljesiil. Mivel F' zart, ezek maguk utan vonjik, hogy h(zg) € F, és igy zo € h™'(F).
0

7.17. Lemma. (Cramér—Slutsky) Legyenck X:Q—R9, X,:Q—R¢ neN, és Y, :Q—Re
n € N, wvéletlen vektorok. Ha X, Py X és X,—-Y, LN 0, akkor Y, NS

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy tetszdleges I € B(RY) zart halmaz esetén

limsupP(Y,, € F) <P(X € F),
n—oo
melybdl a 7.15. Tétel alapjan kovetkezik, hogy Y, 2 X. Felhasznalva, hogy az R >z +—
d(z, F):=inf{||lz—y||:ye F} figgvény folytonos (lasd a 7.14. Tétel bizonyitasaban a (ii)==-(iii)
részt, ahol egyenletes folytonossagot igazoltunk), kapjuk, hogy tetszéleges €>0 esetén az F.:=
={reR?:d(z,F) <&} halmaz zart. Tovibb4, tetszileges € >0 esetén

PY,eF)=PY,eF||X,-Y,|>e)+P(Y, € F,| X, —-Y,| <¢)
<P(| X, = Yol =) +P(X, € F.),

ahol felhasznaltuk, hogy Y, € F és ||X,,—Y,| <e esetén d(X,,F)<||X,—=Y,|[|+d(Y,, F)=
= || X, —Y,|| <e. Igya 7.15. Tétel és a feltétel alapjan
limsupP(Y, € F) <limsupP(X, € F.) <P(X € F,), e>0. (7.13)

n—0o0 n—oo

Mivel F zart, igy d(z, F)=0 akkor és csak akkor, ha z€F (lasd a 7.14. Tétel bizonyitasaban
a (ii)==-(iii) részt), és igy Fi/m | F', ha m — oo, hiszen, ha m; = my, mi,my € N, akkor
Fijm, CFiymy € 1€(),en Fiym esetén d(z, F)) =0, melybdl kovetkezik, hogy x€ F. Ezért a
valoszintiség folytonossaga miatt limy, o P(X € F /) =limy, o0 Px (F1jm) =Px (F)=P(X € F).
Igy (7.13) alapjan, az € := 1/m vélasztassal élve, majd m — oo hataratmenetet véve, kapjuk,
hogy limsup, . P(Y, € F)<P(X € F).

A d=1 esetben mutatunk egy mésik bizonyitast is. Jelolje Fxy az X eloszlasfiiggvényét,
és legyen x €R az Fx egy folytonossagi pontja. Legyen tovabba (ex)ren egy olyan sorozat,
hogy €110, és x+e;, folytonossigi pontjai Fx-nek minden k€N esetén. Mivel Fx legfeljebb
megszamlalhato sok ponttol eltekintve folytonos, ilyen (ex)reny sorozat létezik. Ekkor minden
n,k € N esetén

SP(X, <z+ep)+P(| X, —Ya| > er) = Fx, (v +ep) +P(| X, — Yo | > &),
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ugyanis, ha Y, <z és |X,—Y,|<e, akkor X,=Y,+X,—Y, <x+e,. Hasonl6an, minden
n,k € N esetén

Fx,(x—¢ep) =P(X,, <z—ep) =P(X, <x—ep, | X, = Ya| <ep) +P(X, <x—ep, | Xyu — Yo | = €k)
<PY, <2)+P(| X, =Y, > er) = Fy, (2) +P(| X, — Ya| = ex).

Igy minden n,k €N esetén
Fx,(x—ep) =P(|Xn = Ya| 2 &) < Fy,, (2) < Fx,, (z+ep) +P(| X = Yo | 2 £5).
Ezért minden k € N esetén, a feltételt is hasznalva,

Fx(x—¢p) =liminf Fx, (v —e¢x) < liminf Fy, (z) <limsup Fy, (z)

n—oo n—oo n—oo
<limsup Fy, (v +¢x) = Fx(x +eg),
n—0o0
melybdl k — oo hataratmenettel adodik, hogy lim,,_,. Fy, (x) = Fx(z). O

7.18. Tétel. Legyenek X :Q—=RY X,: Q=R Y,: Q=R neN, wvéletlen vektorok, és
ceRY. Ha X, 25X és Y, ——c, akkor (X, Yn) SN (X, 0).

Bizonyitas. Megmutatjuk elGszor, hogy (X, ) 2, (X,c). A 7.15. Tétel alapjan ehhez elég
belatni, hogy tetszéleges f:R?*! — R korlatos, folytonos fiiggvény esetén E(f(X,,c)) —
E(f(X,c)). Vezessiik bea g:R?—R, g(z):=f(z,c), v€RY, fiiggvényt. Ekkor ¢ is folytonos
és korlatos, igy tjra a 7.15. Tétel alapjan E(g(X,))—E(g(X)), azaz E(f(X,,c)—E(f(X,c)).
Mivel

(X, Y) = (X, ¢) = (0,Y, —¢) == (0,0) € R,

a Cramér—Slutsky lemma (7.17. Lemma) alapjan (X,,Y,) N (X, 0). O

7.19. Tétel. (Véletlen vektorok konvergenciaja) Legyenek X :Q —RY, X, :Q — RY,
Y, Q=R é Z,:Q—=RY neN, véletlen vektorok, és a € RY, beR.

(i) Hao X, — X, akkor X, = X.

(ii) (Crameér—Slutsky) Ha X, —3X, Y,—=b és Z,——a, akkor Y, X,+Z, —>bX +a.
Specidlisan, ha X, 2, X, és a,a,€RY, neEN, b, b, eR, neEN, hogy a,—a és
b, — b, akkor b,X,+a, —>bX +a.

(iii) X, Ly a akkor és csak akkor, ha X, - a.

Bizonyitas. (i). Az X :=X, neN, sorozatra trivialisan teljesiil, hogy X/, i>X, igy, mivel

X,— X 0, a Cramér—Slutsky lemma (7.17. Lemma) alapjan kapjuk, hogy X, =X/ + X, —
D

- X — X.
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(ii). Mivel Z,—a N 0, a Cramér-Slutsky lemma (7.17. Lemma) alapjan elég belatni,
hogy Y,X,+a N bX 4+ a, melyhez elég belatni, hogy Y, X, Lobx (gondoljunk példaul a
folytonossagi tételre). A 7.18. Tétel alapjan (X, Y,) N (X,b), és a leképezési tételt (7.16.
Tétel) alkalmazva a h:RIxR — RY, h(z,y) == yz, (z,y) € RIx R, folytonos fiiggvényre,
kapjuk, hogy Y, X, — bX.

A d=1 esetben egy masik bizonyitast adunk arra, hogy Y, X, Lo bX. Mivel X, P x
alapjan b.X, Lobx , a Cramér-Slutsky lemma szerint az Y, X, Lobx konvergencidhoz elég
belatni, hogy (Y, —b)X, 0. Legyen 0 >0 és valasszunk egy olyan h >0 szamot, hogy
+h folytonossagi pontjai Fy-nek és Fx(h)—Fx(—h)>1—4. llyen h >0 létezik, ugyanis a

valosziniség folytonossaga szerint
Fx(h)—Fx(—h)=P(-h< X <h)—1, ha h 1 oo,

és Fy-nek legfeljebb megszamlalhato sok szakadési helye lehet. Igy tetszéleges € >0 és neN

esetén
P(|(Yy—b) Xn| > ) = P(|(Vy— ) Xn| > &, | Xn| < 1) +P(|(Y,—0) X0 | > €, | X > B)

(1Yo —b > e/h)+P(|X,| > h)
(Y, —b| > e/h) +1—P(—h < X, < h).

<

g 5

Mivel +h folytonossigi pontjai F'x-nek, kapjuk, hogy

liminf P(—h < X, <h) 2 liminf P(—h < X,, <h)

n—oo n—00

2 lim IIlf(FXn(h) —Fxn(—h)) = Fx(h)—Fx(—h) 2 1-9.

n—0o0

Ezért tetszGleges € >0 esetén

limsup P(|(Y,,—b)X,| >¢) <limsup P(|Y,,—b| >e/h)+1—liminf P(-h < X,, < h)<d, V>0,

n—o00 n—o00 n—00

melyb6l 6 [ 0 hatardtmenettel kapjuk az allitast.
(iii). Ha X, L5 4, akkor az (i) rész alapjan X, Ly a. Ha X, 2>a, akkor tetszéleges
e>0 esetén az F.:={yeR?:|y—al| >e} zart halmazra, a ¢ F. és a 7.15. Tétel alapjin

limsup P(||.X,, —al| > ¢) =limsupP(X,, € F.) <P(a € F.) =0,

n—oo n—oQ

és igy X, L 0

t st

tétel, melyet hivhatunk sztochasztikus konvergenciara vonatkozo leképezési tételnek is.

7.20. Tétel. Legyenck X, :Q—R? neN, véletlen vektorok, h:R?—RY mérhetd figguény,
és 1€RY. Ha X, -1 és ¢ Dy, akkor h(X,) SN h(zx).
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Bizonyitas. Mivel X, N x, igy a 7.19. Tétel (i) része szerint X, L. Igy felhasznalva,
hogy x ¢ Dy, a leképezési tétel (7.16. Tétel) alapjan kapjuk, hogy h(X,) N h(z). Végezetiil
a 7.19. Tétel (iii) része alapjan adodik, hogy h(X,) — h(). O
tétel, melyet hivhatunk sztochasztikus konvergenciara vonatkozé folytonos leképezési tételnek
is. Ez a tétel valojaban specidlis esete a 7.7. Tétel (ii) részének, azonban azért, hogy a kiillonb6z6

leképezési tételeket konnyebben 6sszehasonlithassuk, tjra megfogalmazzuk.

7.21. Tétel. Legyenek X, :Q2—R? neN, és X:Q—R? véletlen vektorok, és h:R% — R’

folytonos fiigguény. Ha X, LN X, akkor h(X,) N h(X).

Bizonyitas. Mivel X, l>X, igy a 7.6. Tétel (iv) része szerint pozitiv egészek barmely n; <

< ng < ... sorozatdnak van olyan ny, <mng, <... részsorozata, hogy Xnki by X, amint

i — o0o. Mivel h folytonos, kapjuk, hogy h(Xnki) b h(X), amint i— oo. Igy alkalmazva

tjra a 7.6. Tétel (iv) részét, kapjuk, hogy h(X,,) N h(X), amint n — co. O
Valos véletlen valtozok mérhets fiiggvényei varhato értékének konvergenciajarol szol a ko-

vetkezG eredmény, melyet tekinthetiink egy specialis leképezési tételnek is.

7.22. Tétel. Legyenek X, :Q—R, neN, wvéletlen vektorok és h:R—R korldtos és mérhetd
figgvény, melyre P(X € Dy)=0. Ha X, 2y X, akkor E(h(X,)) = E(h(X)).

Bizonyitas. Jelolje M a h egy korlatjat, azaz |h(z)| < M, x €R. A 7.16. Tétel szerint
h(X,) i>h(X). Igy a 7.15. Tétel alapjan kapjuk, hogy tetszéleges f:R—R korlatos, folytonos
fiiggvény esetén E(f(h(X,))) = E(f(h(X))), ha n—oco. Az

—M ha z<-—-M,
f@):=qz  ha —M<z<M,
M  ha z>M,

valasztassal élve adodik, hogy E(h(X,)) — E(h(X)). O
Az alabbiakban az eloszlasbeli konvergencia, az egyenletes integralhatosag és a varhato ér-

tékek konvergencidjanak kapcsolatat vizsgaljuk meg valos értékd valoszintiségi valtozok esetén.

7.23. Allitas. Legyenek X :Q —R és X,:Q—=R, neN, valdszintségi viltozdk. Ha
X, 25 X, akkor E(|X|) < lminf, e E(|X|).

Bizonyitas. Mivel az abszolutérték fiiggvény folytonos, a leképezési tétel (lasd 7.16. Tétel)
alapjan | X,| = |X|, igy P(|X,.|>t) = P(X|>1t) legfeljebb megszamlalhaté sok ¢ € R
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kivételével. Igy a 3.7. Tétel (xxii) pontja és a (valos egyenesre vonatkozo) Fatou-lemma alapjan

]E(pq):/ P(]X|>t)dt:/ lim inf P(|X,| > £) dt
<nmmf/ P(|X,| > £) dt = lim inf B(|X,,|).

4

7.24. Allitas. Legyenek X:Q—R és X,:Q—R, neN, wvaldszindségi vdiltozok. Ha Xni>X
és {X, :neN} egyenletesen integrdlhatd, akkor E(|X]|) <oo és E(X,) — E(X).

Bizonyitas. Mivel {X,:n €N} egyenletesen integralhato, a 7.10. Tétel alapjan kapjuk, hogy
sup,,en E(]X,|) < 0o, 1gy a 7.23. Allitas alapjan

(]X\)<hm1nfE(\X ) < sup]E(]X ) <

Mivel a pozitivrész- és negativrész fiiggvények folytonosak, a leképezési tétel (lasd 7.16. Tétel)
alapjan XX+ és X 25X, ésmivel X <|X,|, X-<|X,|, n€N, ahol {|X,|:neN}
egyenletesen integralhato, a 7.11. Tétel (iii) része alapjan {X;:n e N} & {X, :neN} is
egyenletesen integralhato. Igy elég belatni az allitast abban az esetben, ha X, >0, n€N, és
X > 0. Valoban, ekkor E(X,[) - E(X™") és E(X, ) — E(X™), melybsl

E(X,) =E(X'—X)=EX)-E(X,) > EX"-EX )=EX), ha n— oo.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy X, >0, neN, é X > 0. Ekkor minden neN és K >0

esetén, a Fubini tétel alapjan
/ X, / X, (w) P(dw)+ / X,y (w) P(dw)
gK} {Xn>K}
/ / L0 (X (@) A P(d) + E(X, L x, -10))
ngK}
:/ (/ ]I{Xn(w)gK}]l[t,oo)<Xn<w)) ]P’(dw)) dt+E(Xnﬂ{Xn>K})
0 Q
:/ (/ Lt x, )<k} P(dw)> dt+E(X,1¢x,>k})
0 Q
K
_ / P(t < X < K) dt - E(XoLix,on)), (7.14)
0
és hasonldan

E(X) = /OK P(t < X < K)dt+E(X1ixox3). (7.15)
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Mivel {X,,:neN} és {X} nemnegativ valoszintiségi valtozokbol all6 egyenletesen integralhatd
csaladok, tetsz6leges € >0 esetén létezik olyan Ky > 0, hogy

SupE(XnIL{Xn>K}) <g, ha K > K,,

neN
és
E(X1(xsxy) <e, ha K> K
Rogzitsiink a tovabbiakban egy olyan K>K, értéket, melyre P(X =K )=0 (ilyen K létezik,

mert X eloszlasfiiggvénye legfeljebb megszamlalhato sok pontban nem folytonos). Ekkor

K K
|E(Xn)—E(X)|</ P(tgxngK)dt—/ P(t< X < K)dt|+2:, neN,
0 0

igy elég belatni, hogy

K K
lim P(tgxngK)dt:/ P(t < X < K)dt.
0

n—oo 0

Ez a dominélt konvergencia tételbsl kivetkezik, ugyanis

o lim,_,o P(t< X, <K)=P(t<X<K) legfeljebb megszamlalhato sok te[0, K] kivételével,
hiszen X, NS ,

o |P(t< X, <K)|<1, te[0,K], neN, é [ 1dt=K < oo,
O

7.25. Allitas. Legyenek X:Q—R és X,:Q—R, neN, valdsziniségi vdltozok. Ha X, >0,
neN, X>0, E(X, <oo, neN, EX)<oo, X, 2y X és E(X,) = E(X), akkor
{X,, :n €N} egyenletesen integrdlhato.
Bizonyitas. Mivel X, N X, a 7.24. Allitas bizonyitasa alapjan kapjuk, hogy minden olyan
K >0 esetén, melyre P(X = K) =0, teljesiil, hogy

K

K
lim P(tgxngf()dtz/ P(t < X < K)dt.
0

n—oo 0
Igy, felhasznalva, hogy E(X,) — E(X), (7.14) és (7.15) alapjan kapjuk, hogy

lim E(Xnﬂ{Xn>K}) = E(XIL{X>K})

n—oQ

minden olyan K >0 esetén, melyre P(X = K)=0. Legyen & >0 és valasszunk egy olyan
Ky >0 értéket, melyre P(X = Ky) =0 é E(X1lixskyy) <e. Ekkor létezik olyan ng € N,
hogy E(X,1ix,>k,)<¢, ha n>ng, ésigy, felhasznalva, hogy X, >0, ne€N, kapjuk, hogy

E(Xn:n-{Xn>K}) < ]E(Xn]]-{X,,L>K0}) <g, ha n> nyg és K > K.
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Tovabba tudunk olyan K; >0, K3 >0,..., K,,—1 >0 értékeket valasztani, hogy
E(Xi:n-{Xi>Ki})<57 1=1,...,np—1.

[gy tetszoleges K >max(Ky, K1, ..., K,,_1) esetén E(X,1{x,>k})<e, n€N, melybdl kévetkezik,
hogy limg o0 sUp, ey E(Xn1ix,>k1) =0, azaz {X,, : n € N} egyenletesen integralhato. O
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8. Feltételes valoszintiség, feltételes varhat6 érték
A késGbbiekben gyakran hasznaljuk majd a varhato érték kovetkezd tulajdonsagat.

8.1. Lemma. Legyen (Q,A,P) wvaldsziniségi mezd és F C A eqy rész o-algebra.

(i) Ha ¢:Q— R olyan F-mérhetd valdsziniségi vdltozo, melyre E(|C|) < oo és minden
AeF esetén E(Cly) =0, akkor (=0 P-m.m.

(ii) Ha £&:Q—R és n:Q—R olyan F-mérhetd valdsziniségi vdltozok, melyekre E(|€])< oo,
E(|n|) < oo, és minden A€ F esetén E({1a) <E(nla), akkor £<n P-m.m.

(iii) Ha &:Q—R és n:Q—R olyan F-mérhetd valdsziniségi vdltozok, melyekre E(|€]) < oo,
E(|n|) < oo, és minden A€ F esetén E({1a)=E(nla), akkor &=n P-m.m.

Bizonyitas. (i). Ha p:=P({ <0) > 0 volna, akkor a valoszintiség folytonossaga alapjan
lim,, 0o P(C < —1/n) =P(¢ < 0) teljesiilne, ugyanis {¢ < —1/n}1{¢ <0}, ha n— oco. Igy
létezne olyan n €N, melyre P(( <—1/n)>p/2, ésekkoraz A:={weQ:((w)<—-1/n}eF

eseményre
1

1 1
E(CLy) € > E(14) = = P(4) = —P(¢ < —1/n) < —% <0
teljesiilne, ami ellentmondana a feltételeknek.
(ii). Alkalmazzuk az (i) allitast a ¢ :=n—¢ valoszintségi valtozora.
(iii). Nyilvanvaloan kévetkezik (ii)-bol. O

Ha (£, A,P) valosziniiségi mez§ és B € A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

tetszileges A € A esemény esetén definidlhato a

P(ANB)

PAIB)= 55

feltételes valoszintiség. De ha példaul X és Y véletlen valtozok, és X abszolut folytonos,
akkor P(Y <b|X =a) nem definidlhato a fenti médon, mert P(X =a) =0 minden a €R
esetén.

Ha P(B) € (0,1), akkor P(A|B) ismerete még nem irja le az dsszes informaciot, melyet a
B eseményre vonatkozé megfigyelés ad az A eseményre vonatkozoan; ehhez még P(A|B) is
hozz4 tartozik. Altaldnosabban: ha {B,}%°, olyan teljes eseményrendszer, melyre P(B,) >0
minden n€N esetén, akkor egy A€A eseményre vonatkozo teljes informaciot a {P(A| B,)}5,
feltételes valoszintiségek irjak le. Hogyan lehetne ezt az informéaciot gy megadni, hogy ne kelljen
hozza a P(B,) >0, neN feltétel? Tekintsiik a kovetkezé modon definialt f:Q — R lépesds
fliggvényt: N

fw)=>) P(A|B,)lp, (), we

n=1
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Ez nyilvan véletlen valtozo, s6t még a {B,}52, események altal generalt F o-algebréara nézve
is mérhetd. Az F o-algebra éppen a {B,}22, eseményekbdl képezett Gsszes megszamlalhato

uniobol all. Valoban,

= {U B;: FCN, F megszamlalhato} : (8.1)

LeF

ahol J,ep By :=0, ugyanis a jobboldalon lev6 halmazrendszer egy o-algebra, hiszen
(i) tartalmazza az Q-t, mivel Q=" B,,

(ii) ha tartalmazza az A =|J,. B¢ halmazt, ahol F'C N megszamlalhato, akkor Q\ A=
= UZGN\F By, ahol N\ F' megszamlalhato,

(iii) zart a megszamlalhaté unioképzésre is, mert megszamlalhat6 sok megszamlalhat6 halmaz

unidja is megszamlalhato.

Tovabba, a 3.7. Tétel (xi) része alapjan
E(|f]) ZE (A|B,)1g,) Z]PA\B B,) =P(A) < co.

Igy az f véletlen véltozot a 8.1. Lemma (iii) része alapjan egyértelmiien meghatarozzak
az {E(flp): B € F} varhato értékek, ugyanis F-ben az egyediili P-null mértékid halmaz
az tireshalmaz. Vegyiik észre tovabba, hogy az {E(flp): B € F} halmaz nem feltétleniil
megszamlalhato. Tovabbé, ha B € F, akkor tetszbleges n € N esetén vagy B, C B (és igy
B,NB=B,) vagy pedig B,NB=0, ezért 1=>5 " 1p, alapjan

P(ANB,)

B(B,) P(By)

E(flp) =Y E(flslp)= Y P(A[B,)PBNB,)= >
n=1 {n:Bn,CB} {n:Bn,CB}
= Y P(ANB,) =P(ANB) =E(lalp).
{n:B,CB}
Tehat az f:Q— R véletlen valtozot egyértelmiien meghatarozza a kovetkezs két tulajdonsig:
F-mérhetd, és minden B € F esetén E(flp)=E(141p). Ilyen f fiiggvény olyan {B,}>,
teljes eseményrendszer esetén is 1étezik, melynél nem feltétleniil teljesiil P(B,) >0 minden né€
€N esetén, de ekkor f nem lesz egyértelmtien meghatarozott, csak F-mérhet§ P-nullmértéki
halmaz erejéig.
Hasonlo gondolatmenet érvényes a feltételes varhato értékre is. Legyen X : Q) — R véletlen
valtozo, melyre E(]X|) <oo. Ha B €A olyan esemény, melyre P(B) >0, akkor definialhato
az

E(X|B):= /Q X(w) QB(dw):ﬁE(XILB / X (w (8.2)
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feltételes varhato érték, ahol a Qp: A—[0,1], Qp(A):=P(A|B) halmazfiiggvény valoszintiségi
mérték az (€2, A) mérhets téren. Felhivjuk a figyelmet, hogy ha B €A olyan esemény, melyre
P(B)>0, akkor E(X | B) nem més, mint X-nek a B halmazon vett P-szerinti integralatlaga.
A @Qp valbszintiségi mérték abszolit folytonos P-re nézve, és (Qg-nek P-re vonatkoz6 Radon-
Nikodym derivaltja ﬁﬂg(w), w € Q, formalisan Qp(dw) = ﬁﬂB(w) P(dw). Speciélisan,
ha példaul X =3""  ¢;14, alaka, ahol ¢; €R, i=1,...,n, és A, € A, i=1,...,n, akkor

n n

/QX(w)QB(dw):ZcZQB(Ai):Z P4 B)=Y AmB

1 1
/ZCZILA n5(w) P(dw) = W/Q(XILB)(@ P(dw):wE(mB).

Ha {B,}>2; olyan teljes eseményrendszer, melyre P(B,) >0 minden n €N esetén, akkor az
X véletlen valtozé varhato értékére vonatkozo teljes informacot a {E(X | B,,)}>2, feltételes
varhato értékek irjak le. Ennek az informéacionak a megadasahoz tekintsiik a kévetkez6 modon

definialt ¢: €2 — R lépcsds fiiggvényt:

=) E(X|By)lp,(w), weQ
n=1
Ez is nyilvan véletlen véltozo, és még a {B,}>2, események altal generalt F o-algebrara

nézve is mérhets. Tovabba, a 3.7. Tétel (xi) része alapjan
(lg]) ZE E(X | B s, ) < S E(E(X| | Bu)ls,) ZE X1 B,) B(B,)
n=1

—Z/ X () P(dw) = /_|X| B(X]) <

n=1

Igy a g véletlen valtozét a 8.1. Lemma (iii) része alapjan egyértelmiien meghatirozzak az
{E(glp): B € F} varhato értékek, ugyanis F-ben az egyediili P-null mértékd halmaz az
iireshalmaz. Tovibba, ha B € F, akkor tetsz6leges n € N esetén vagy B, C B, vagy pedig
B,NB =1, ezért (8.2)és 1= " 1p

alapjan,

n=1 n

E(g1p) ZEg]lB]an > E(X|B,)P(BNB,)

{n:B,CB}

- P(dw) / X (w —E(X1p).

{n:B,CB}

Tehat a ¢g:Q — R véletlen valtozot egyértelmiien meghatarozza a kovetkezd két tulajdonsig:
F-mérhetd, és minden B € F esetén E(g]lB) = E(X]lB)

v s
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8.2. Definicid. Legyen (2, A,P) wvaldszintségi mezé, F C A rész-o-algebra, és X : Q) - R
olyan véletlen vdltozd, melyre E(|X|)<oo. Azt mondjuk, hogy eqy X7:Q—R wvéletlen viltozo

az X feltételes varhato értéke az F feltételre nézve, ha
(i) Xz F-mérhets, E(|Xr|) < oo
(ii) minden A€ F esetén E(Xrla)=E(X1,).

Megjegyezziik, hogy a 8.2. Definicioban az E(|Xz|) < oo feltétel valojaban redundéns,
ugyanis a definicio (ii) részében az A = Q vélasztassal kapjuk, hogy E(Xz) =E(X), és
igy E(Xz) is véges, amibdl a 3.6. Megjegyzés (i) része szerint E(| Xx|) < co. Megjegyezziik
tovabba, hogy a fentiekben szereplé motivacios részben levg f, illetve ¢ nem mas, mint
1 4-nak, illetve X-nek a (8.1)-beli F o-algebrara vonatkozo feltételes varhato értéke.

8.3. Tétel. Legyen (Q, A, P) waldsziniségi mezd, F C A rész-o-algebra, X :Q2—R olyan
véletlen vdltozd, melyre E(|X|) <oo. Ekkor létezik Xz:Q— R feltételes vdrhatd érték, mely

P-m.b. egyértelmiien meghatdrozott.

Els6 bizonyitas. Legyen A € F esetén Qr(A) :=E(X1,4). Ekkor Qr véges (de nem
feltétleniil nemnegativ), o-additiv halmazfiiggvény az (€, F) mérhetGségi téren. Valoban,
Qr(Q)=E(X1g)=E(X)<oo, ésha A,cF, neN, paronként diszjunktak, akkor a dominélt
konvergencia tétel alapjan (felhasznalva az E(|X|) < oo feltételt):

Qr (GAn>= (XLyz, 4, (ZXILA)_ ITE(ZXHA")
n=1
= lim > E(X1,,) :J%ZQﬂAn) —> Qx4
n=1 n=1 n=1

gy Q eclgjeles mértek, ugyanis Qr elsall Qr = QY —QP  alakban, ahol Q(A) :=
—E(X'1,), AcF, és QP(A):=E(X"14), AcF, véges mértekek (€, F)-en. Tekintsiik a
P valoszintiségi mérték Pz megszoritasat is az (€2, F) mérhetségi térre. Ekkor Qr < Pr
(azaz Q# abszolut folytonos Pr-re nézve, Vagyis ha A€ F olyan, hogy Pr(A)=0, akkor
Qr(A) =0), ugyanis Qr(A)=E(X14)= [, X(w) P(dw), A€ F, és,ha AeF olyan, hogy
Px(A) =0, akkor P(A) =0, mely az mtegral tulaJdonsagai alapjan maga utan vonja, hogy
Qx(A) =0. Ezért a Radon-Nikodym—tétel (3.16. Tétel) alapjan létezik olyan Pr-m.b. (és igy
P-m.b.) egyértelmﬁen meghatarozott F-mérhet6 Xr:Q — R fiiggvény, melyre tetszéleges
AeF esetén Qr(A)=[, XrdPr= [, X5 dP, vagyis E(X14)=E(Xrla). Az X5 fiiggvény
azért lesz valos értéki, mert Qz valos értéki; tovabba a 8.1. Lemma (i) része szerint az is
igaz, hogy ha X nemnegativ, akkor Qr nemnegativ, és igy Xz is nemnegativ P-m.m.
Masodik bizonyitas. Jelolje (rogzitett F esetén) H azon X :Q—R véletlen véltozok
halmazat, melyekre E(|X]|) < oo, és melyekhez létezik Xz :Q — R feltételes varhato érték.

Jelolje H*™ a H-beli nemnegativ véletlen valtozok halmazat.
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Elgszor belatjuk, hogy H tartalmazza az Osszes korlatos véletlen valtozot. Ha X korlatos,
akkor X € L*(Q, A,P). Nyilvan L*(Q,F,P) egy zart altere az L*(2, A,P) Hilbert-térnek,
mely a (£,n):=E(&n), &, nel?(Q, A, P), belsdszorzattal van ellatva. Jelolje Xz a X mer6leges
vetiiletét az L2(Q2, F,P) altérre. Ekkor Xz nyilvan F-mérhets és négyzetesen integralhato
és igy integralhato is. Tetszbleges A€ F esetén 1€ L*(Q, F,P), ezért Xr—X 1 L*(Q, F,P)
miatt (Xr—X,1,4) =0, igy

E(XF14) = /QX;]lAd]P’: (Xr,14) = (X, 1) =E(X1,).

Tehat Xz az X-nek egy feltételes varhato értéke F-re nézve.
Legyen {X,}>°, CH" egy monoton névekvd sorozat. Jelélje minden neN esetén X, r a
X, egy feltételes varhato értékét F-re nézve. Ekkor tetszéleges neN esetén 0< X, r <X, 41 7

teljesiil P-m.b., ugyanis a feltételes varhato érték definicidja alapjan tetszéleges A € F esetén
E(Xm]:]l,q) :E(Xn]lA) és E(Xn+17]:ﬂA) :E(Xn_HILA),

igy, mivel E(X,14) <E(X,4+114), kapjuk, hogy E(X, rla) < E(X,41,714). Ezért a 8.1.
Lemma (ii) része alapjan X, r < X117 P-m.b. és a szoban forgd P-nullmértékd halmaz
F-mérhetd is. Tgy minden n € N esetén létezik az X,,-nek olyan )?nf feltételes varhato
értéke  F-re nézve, hogy az {X, r}°°, sorozat monoton novekvs (mindeniitt). Jelslje X :=

= lim,, 00 Xy, és tegyiik fel, hogy E(|X|) < oco. Jelolje Xz :=lim, o0 Xnr. Ekkor Xr

nyilvin F-mérhetd, és tetszbleges A € F esetén a monoton konvergencia tétel alapjan

]E(X]:]lA) = lim E(XHV]:ILA) = lim E(Xn]lA) = E(XILA),
n—+00

n—oo
tehat Xr az X-nek egy feltételes varhatd értéke JF-re nézve, azaz X € HT. Mivel H
tartalmazza az Osszes korlatos véletlen valtozot, igy az el6z6 konstrukeié alapjan H*t  tartal-
mazza az Osszes P-integralhaté nemnegativ véletlen valtozot (valéban az 1.17. Lemma alapjan
egy nemnegativ valdszintiségi valtozohoz létezik egyszerd valoszintiségi valtozokbol 4llo olyan
sorozat, mely minden w € (2-ra monoton névekvGen konvergal hozza, és egy egyszeri véletlen
valtozo korlatos). Ezért H nyilvan tartalmazza az Osszes P-integralhaté véletlen valtozot.
Az Xz :Q — R véletlen valtoz6 P-m.b. egyértelmien meghatarozott (a definiciojabol

kivetkezdGen). O

8.4. Definicié. A 8.3. Tétel alapjin létezd Xz wvéletlen vdltoze P szerinti ekvivalencia-

osztalydt, és ennek egy tetszdleges reprezentdnsdt is E(X | F) fogja jeldlni.

A 8.4. Definicioban az alabbi ekvivalenciarelacio altal indukalt osztélyozasrol (ekvivalencia
osztalyokrol) van sz6. Egy £:Q =R és n:Q — R veéletlen valtozorol akkor mondjuk,
hogy relacioban allnak, ha ¢ =7 P-m.b. Ez a relaci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz
ekvivalenciarelacié a véletlen valtozok halmazan, igy azon indukal egy osztalyozést.

A kovetkez6 tételben a véletlen valtozok kozotti egyenléségek, illetve egyenlStlenségek min-

dig P-m.m. értenddk, ezt a legtobb esetben kiilén nem irjuk ki.
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8.5. Tétel. Legyen (9, A,P) wvaldszindségi mezd, F C A rész-o-algebra.

(vii)

(xii)

(xiii)

Ha E(|X]) <00, E(JY|) <00 és X <Y, akkor E(X|F)<E(Y|F).
Ha E(|X]|) <oo, akkor |[E(X|F)|<E(X]||F).

Ha E(|X|) < oo, akkor E(X|A)=X.

Ha X F-mérhetd és E(|X]|) < oo, akkor E(X|F)=X.

Ha E(|X]) < oo, akkor E[E(X |F)]=E(X).

Ha E(|X]|)<oo és X figgetlen F-tol, akkor E(X |F)=E(X).
Toronyszabdly: ha E(|X|) <oco és GCF rész-o-algebra, akkor

EEX|F) 6] =E[EX|G)[F]=EX[G).

Ha E(|X]) <o és E(|Y]) <oo, akkor tetszdleges a,b€ R esetén

E(aX +0Y | F) = aE(X | F)+bE(Y | F).

Ha E(|X]|) <oo, E(|XY|)<oo és Y F-mérhetd, akkor E(XY |F)=Y E(X |F).

Ha X, Xs, ... Pantegrdlhatok, X,1TX P-m.b. és X 1is P-integrdalhato, tovdbbd létezik
olyan Y waldszindségi vdltozd, hogy ¥ n € N esetén X, >2Y P-m.b. és E(|Y|) < oo,
akkor E(X,|F)TE(X|F) P-m.b.

Ha Xy, Xo, ... P-integrdlhatok, Vn € N esetén X, 2Y P-m.b., ahol Y egy
limiann> < oo, akkor

olyan wvaldszintségi vdltozd, melyre E(|Y|) < oo, és E(
n—o0

E <1im inf X, | ]—“) <liminf E(X,, | F).
n—o0

n—oo

Ho X, by X, éslétezik olyan Y P-integralhato véletlen vdltozo, hogy minden n € N
esetén |X,| <Y P-m.b., akkor E(X,|F) "B E(X|F), é E(IX,—X||F)=30.

Ha X, X, ... P-integrdilhatok, Vn € N esetén X, >0 P-m.b., és > X, is P-
n=1

integrdlhato, akkor E (Z X, | ]:) = > E(X,|F).
n=1 n=1

Bizonyitas. (i). Tetsz6leges A € F esetén

E[EY |F)—EX|F)la =EEY | F)ls) —EEX |F)la)=E(Y14)—E(X14)
=E((Y = X)La) >0,
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amibdl, felhasznalva, hogy E(X |F) és E(Y |F) F-mérhet6ek és integralhatoak (definicio
alapjan), a 8.1. Lemma (ii) része alapjan kovetkezik az allitas.
(ii). Kovetkezik (i)-bdl, hiszen —|X| < X < |X| alapjan

E(-[X]]F) S E(X|F) <E(X[]F),

és E(—|X||F)=—E(X]||F) (mely a definici6 alapjan kénnyen ellendrizhetd).

(iii). Kovetkezik a definiciobol, ugyanis X A-mérhetd, integralhato, és a 8.2. Definicio (ii)
tulajdonsaga trivialisan teljesiil.

(iv). Hasonloan kivetkezik a definiciobol.

(v). Az Q€ F eseményre a definici6 alapjan teljesiil
EEX | F)] =E[EX |F)lg] =E(X1q) =E(X).

(vi). Nyilvan a konstans E(X) véletlen valtozd6 F-mérhets, integralhato és X és F
fliggetlensége miatt tetszéleges A € F esetén az X és 1, véletlen valtozok fiiggetlenek,
ezért E[E(X)14] =E(X)E(14) =E(X1,).

(vii). A definici6 alapjan nyilvin E(X |G) G-mérhetd, integralhato és tetszéleges A € G

esetén A € F is teljesiil, ezért
EE(X |G)1a] =E[X14] =E[E(X | F)La].

ley E(E(X|F)|G)=E(X|G). Az E(E(X|G)|F)=E(X|G) egyenlsség abbol kivetkezik,
hogy E(X |G) G-mérhetd, integralhato, és igy G C F miatt E(X |G) F-mérhets is, és ezért
(iv) alkalmazhato.

(viii). A definici6 alapjan nyilvan aE(X | F)+0E(Y | F) F-mérhets, integralhato és tet-
szbleges A € F esetén

E[(eE(X|F)+bE(Y |F))lal =aE[E(X | F)Ls]+bE[E(Y | F)14]

(ix). A definici6 alapjan nyilvin Y E(X |F) F-mérhets. Ha Y egy F-mérhets indika-
torvaltozo, azaz Y = 1p, ahol B € F, akkor XY = X1p is P-integralhato, és

E(YE(X | F)

) =E(1E(X | F))) <E(JEX | F)|) <EE(X]]F)) = E(|X]) <oo.
Tetsz6leges A€ F esetén ANB e F ésigy
EYEX |F)A=E[Q1gE(X |F)ls|=E[E(X |F)lanp] =E[X1anp] =E[Y X14],

igy ekkor teljesiil E(XY |F) =Y E(X|F). Nyilvan ez teljesiil F-mérhetd indikatorvaltozok
véges, linearis kombinacidira is. Ha Y >0 és JF-mérhets, akkor az 1.17. Lemma alapjan

letezik F-mérhetd indikatorvaltozok véges, linearis kombinacioinak {Y,}52, monoton névekvs
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sorozata gy, hogy minden n €N esetén Y, >0, és lim, Y, =Y. Ha még az is teljesiil,
hogy X >0, akkor tetszéleges A € F esetén

E[VE(X|F)1a)=E |(lim Y,) E(X| F)La| = lim E [V, E(X | F)1Ly]

— lim E[Y, X1, =E [( lim Yn)XﬂA} —E[YX14],
n—o0

n—oo

ahol a masodik és negyedik egyenlGség a monoton konvergencia tétel kdvetkezménye, ugyanis,
mivel X (igy E(X|F)) és Y,, n€N, nemnegativak, a 0 integralhato also korlat. Tovabba

az A= vilasztassal
E(YE(X | F)) =E(YEX|F))=E(YX)=E(JYX]) <0,

ezért JF-mérhet§ nemnegativ Y és nemnegativ. X esetén is teljesiil, hogy E(XY |F) =
=YEX|F). Végilaz XY =(XT-X)(Y"T-Y ) =XTY"T XY - XYV T4+ XY~
felbontas alapjan kapjuk az altalanos esetet.

(x). Mivel (X,,)nen monoton névekvé P-m.b., az (i) rész alapjan E(X,, | F) <E(X,41 | F),
n €N, P-mb., igy lim, . E(X,|F) létezik P-m.b., és lim, ,,, E(X,|F) F-mérhetd.
Tovabba, az (i) és (ii) részek alapjan E(X,, | F)ZE(Y | F), neN, ahol E(|E(Y | F)|)<E(]Y])<
< 00. lgy tetszéleges A€ F esetén a monoton konvergencia tétel alapjan

E[lim E(X, |F)14 = lim E[E(X,|F)14] = lim E[X,14] =E[X14)].
n—oo n—0o0

n—o0

Igy a feltételes varhato érték definicioja alapjan lim, o E(X, | F)=E(X | F) P-m.m., és ezért
E(X,|F) tE(X|F) P-mm., ha n— occ.
(xi). Nyilvan (i) alapjan, felhasznélva azt is, hogy megszamlalhat6 sok 1 valoszintiségi ese-

mény metszete is 1 valoszintiségii esemény, kapjuk, hogy

P(E(inf X, | F) < inf E(X, | F), vmeN> ~1. (8.3)

n=m n=m

Az Y, :=inf,>,, X,,, m €N, sorozatra teljesiil, hogy

Y <Y, T lim inf X, =liminf X,, ha m — oo,

m—0o0 n=>m n—oo

ahol a feltétel miatt liminf, ,, X, ésigy Y, m €N, P-integralhatoak. Alkalmazva (x)-et
azt kapjuk, hogy lim,, ., E(Y,,|F)=E(liminf, .. X, | F), azaz

lim E(inf X, |F)=E(liminf X, | F),

m—0o0 n=m n—oo

ezért (8.3) alapjan

E(liminf X, | F) < lim inf E(X,, | F)=liminf E(X,, | F).

n—oo m—oo n=>m n—oo
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(xii). Nyilvan elég a masodik allitast bizonyitani, hiszen
| E(Xn | F) —E(X [ F)] = [E(X, - X[ F)| <E(] X, = X[ [ F).

Mivel X, mb X, ha n—=o00, a Z,:=sup,,, | Xm—X|, n€N sorozatra 7,0 P-m.b., és
minden n €N esetén 7, >0, ezért (x) alapjan E(Z,|F)l0 P-m.b. A (x) rész alkalmazhato,
mert X, 2% X és | Xo| <Y P-m.b. miatt | X|<Y, ésigy [Z,] <sup,,.,(|Xm|+]X]) <2Y,
n €N, ahol E(Y)<oo. Mivel minden n €N esetén 0<|X, —X| < Z,, ezért (i) alapjan
0<E(X,—X||F)<E(Z,|F), amibsl E(|X,—X||F)}0 P-m.b.

(xiii). Kovetkezik (x)-b6l. A nemnegativitas ott van kihasznalva, hogy az (X;+- -+ X, )nen
részletosszeg sorozat monoton névekvéen konvergal » > | X,,-hez, és hogy a részletosszegek 0-

val alulrél korlatozhatoak. O

8.6. Tétel. (Feltételes Jensen-egyenlStlenség tobbdimenzidéban) Legyen (2, A, P) egy
valdszintiségi mez6, F C A rész-o-algebra, és X = (X1,...,Xy) : Q — R4 wvéletlen vektor,
melyre E(]|X]]) < oc.

(i) Ho K CR? nemiires, konver, zirt és X € K P-m.b., akkor

E(X | F):= (E(X{|F),....E(X4| F)) € K P-m.b.

(ii) Tovdbbd, ha g:R?*—R konver és E(|g(X)|) <oo, akkor g(E(X|F))<E(g(X)|F).

Bizonyitas. (i). Tetsz6leges w € Q esetén alkalmazzuk az A.5. Lemmat =z =E(X | F)(w) és
y= X(w) szereposztassal. Mivel X € K P-m.b., azt kapjuk, hogy

E(X | F)(w) [E(X | F)(w) ~ hu(E(X | F)(w))]
> hi(E(X | F)(@))T[E(X | F)(w) — hie (E(X | F)(w))]
> X (w) [E(X | F) (@)~ hi(E(X | F)w))]  P-m.b.

Feltételes varhato értéket véve az F rész-o-algebrara, felhasznalva azt is, hogy hx mérhetd,

mely az A.4. Lemmabdl kovetkezik, adodik, hogy

E(X | F)(w) [E(X | F)(w) = hi (B(X | F)(w))]
> hi (E(X | F) ()" [E(X | F)(w) = hg (BE(X | F)(w))]
>E(X | F)(w) [E(X | F)(w) - hx(EX]F)w))]  P-mb.

Mivel az els6 és harmadik kifejezés megegyezik, igy mindkét helyen egyenlGség van, ezért az
A.5. Lemma szerint E(X | F) € K P-m.b.
(ii) Tekintsiik a

K :={(z,y) eR™" :z € R’ y € [g(x),00)} C R
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zart, konvex halmazt. Valoban konvex halmaz K, ugyanis, ha (z1,11),(x2,v2) € K, akkor

yi = g(z;), i=1,2, ésigy g konvexsége alapjan, minden A\ € [0,1] esetén,
gAT1+ (1= A)z2) < Ag(w1) + (1= A)g(z2) < Ayr+ (1 — Ny,

amibol kovetkezik, hogy A(z1,y1)+ (1 —A)(x2,y2) € K. A K halmaz zartsaga abbol ko-
vetkezik, hogy ismert, hogy R? egy konvex, nyilt halmazan értelmezett valos értéki konvex
fiiggvény folytonos is. Mivel (X, ¢(X))e K P-m.b., E(||X]|) <oco és E(|g(X)]) <oo, igy (i)
alapjan E((X,g(X))|F) =(E(X | F),E(9(X)|F)) € K P-m.b., ezért K definicidja szerint
E(g(X)[F) = g(E(X | F)) P-m.b. m

8.7. Definicio. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezé és F C A rész-o-algebra. Egy A€ A
eseménynek a feltételes valdszinisége az F feltételre nézve P(A|F) :=E(1a|F).

8.8. Definicid. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezd, X :Q — R olyan véletlen vdltozd,
melyre E(|X]) <oo, és Y :Q—R? wvéletlen vektor. Ekkor az X feltételes vdrhaté értéke
az Y-ra nézve E(X|Y)=E(X|o(Y)).

8.9. Lemma. Legyen (2, A,P) waldszindségi mezd, X :Q—R olyan véletlen viltozd, melyre
E(|X])<oo, és Y :Q—R? wvéletlen vektor. Ekkor létezik olyan f:RI—R mérhetd fiigguény,
hogy E(X|Y) = f(Y). Ez az a Py-m.b. egyértelmien meghatdrozott f:R?* — R mérhetd
fiigguény, melyre tetszéleges B € B(R?) esetén teljesiil, hogy

/B £(9) Py(dy) = E(X 1y-1(5)),

ahol Py az Y eloszldsdt jeloli, azaz minden B € B(RY) esetén Py(B):=P(Y € B).

Bizonyitas. Az (R? B(R?)) meérhetsségi téren Py valoszintiségi mérték. Legyen tovabba
minden B € B(R?) esetén Q(B) := E(X1y-1(p)). Ez véges, oc-additiv (nem feltétleniil
nemnegativ) halmazfiiggvény az (RY, B(R?)) mérhetéségi téren, melyre Q(0) =0, ugyanis,
ha B, € B(RY), neN, paronként diszjunktak, akkor a dominalt konvergenciatétel alapjan
(felhasznalva, hogy tetszbleges m € N esetén |Y " | Xly-1,y| < Don | X|Ly-1(p,) < |X],
ahol a feltétel alapjan E(|X]|) < 00):

Q (U Bn> =E (XTy-1( <§ X1y >_ lim E <§ X1y Bn)>
m—00
n=1 n=1
A&EOZE A —A:H;OZ@ )=2. Q8
Tovabba, Q < Py, ugyanis

B)= [ Xy s fe) Blaw) = [ gy Y PO

130



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

és mértékelméletbsl ismert, hogy ha P(Y~!(B)) = Py(B) =0, akkor Q(B)=0. A Q
elgjeles mérték, ugyanis Q elsall Q =Q; —Q, alakban, ahol Q(B):=E(X*1y-1(p), B€
€ B(RY), és Qu(B) :=E(X 1y-1p), BecBRY), véges mértékek (R? B(RY))-n. Ezért a
Radon-Nikodym-tétel (3.16. Tétel) alapjan létezik olyan Py-m.b. egyértelml’ien meghatarozott

f:R?—= R mérhet6 fiiggvény, melyre tetszéleges B e B(R?) esetén Q(B)= [, fdPy, ésigy
a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) alapjan
B(X1y 1) = QB) = [ f(e) Prldo) = [ Fo)1ata) Prlde) = [ FV(@)La(Y () P(d)
= /Q(on)(w)ILyl(B)(w) P(dw) :/ ( )(fOY)(LU) P(dw) = E((fOY)ﬂyfl(Bﬁ
Y-1(B

Mivel o(Y)={Y"(B): B e B(RY)} (lasd 1.13. Megjegyzés (ii) része), igy tetszéleges A €
co(Y) esetén E(X14)=E((foY)14). Nyilvan foY o(Y)-mérhetd, és E(|foY|)<oo (mely
a fentieckben B =R? vilasztassal adodik az E(|X|) < oo feltétel alapjan), igy a feltételes
varhato érték definicioja szerint E(X |Y) = foY = f(Y). Ha pedig valamely f:R? — R
mérhets fiiggveny esetén E(X |Y)=f(Y), akkor minden A€o(Y) esetén teljesiil E(X1,4)=
=E(f(Y)14), igy minden B € B(R?) esetén teljesiil, hogy E(X1y-1p) =E(f(Y)Lly-1(),
amibdl a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) alapjan kovetkezik, hogy

QB) = E(X Ly = E(F0 ) Ly-sm) = | FYV @)y o) Ple)
= Rdf(l’):ﬂ_B(lL‘) Py(dﬂf):/l;fdpy,

ezért a Radon-Nikodym-tétel egyértelmiiségi része alapjan f=f Py-mm. U

8.10. Megjegyzés. (i) A 8.9. Lemma bizonyitasa szerint (a 8.9. Lemméaban szerepl6) f nem-
més, mint a Q(B)=E(X1y-1(5)), BEB(R?), véges, elGjeles (azaz nem feltétleniil nemnegativ)
mértéknek a Py-ra vonatkozé Radon-Nikodym derivaltja az (R?, B(R?)) mérhetd téren.

(ii) Ha a 8.9. Lemmaban Y olyan diszkrét véletlen vektor, hogy értékkeszlete {y;:i€ N},
akkor a B ={y;} valasztassal kapjuk, hogy

f(y) PY(dy) = E(X]l{Yzyi})? (&S N7
{vi}
ahol

[ 76 By = 5 ) = F) P =m0, €N

Igy
E(XTLy=yy) _
P(Y =y)

flyi) = E(X Y =), 1 €N,
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és
E(X|Y)=f(Y)= Z W) Lliy=yy = ZE(X Y =y:) Liy=y,;-

Itt > 7 E(X|Y =v)l{y—y,) nemméas, mint a 8.2. Definiciot megel6z6 motivacios részben

szerepls ¢g: Q) — R fiiggvény a B;:={Y =y;}, i €N, teljes eseményrendszerhez tartozéan. O]

8.11. Jeldlés. A 8.9. Lemma alapjan létezd [ figguény Py szerinti ekvivalencia-osztdlydt,
és ennek eqy tetszdleges reprezentdnsdt is E(X |Y =vy) fogja jellni.

8.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy 2 nemiires halmaz részhalmazainak C rendszere
monoton osztdly, ha A, €C,neN, és A, T A, amint n— oo esetén A€ C fenndll.

8.13. Tétel. (Monoton osztaly tétel) Legyen Q#£0, H az Q részhalmazainak egy hal-
mazalgebrdja, C egqy monoton osztdlya, hogy H CC. Ekkor o(H) CC.

8.14. Tétel. Legyen (Q, A, P) waldszindségi mezd, X :QQ—R olyan véletlen vdltozd, melyre
E(|X|) <oo, és Y :Q— R véletlen vektor.

(i) Ha g:R*— TR olyan mérhetd figguény, hogy E(|Xg(Y)]) < oo, akkor E(Xg(Y)|Y =
=y) =9 EX[Y =y).

(ii) Ha X és Y figgetlenck, és g:RxRI—R olyan mérhetd fiigguény, hogy E(|g(X,Y)|) <
<oo, akkor E(g9(X,Y)|Y =y) =E(g(X,y)|Y =y) =E(9(X,y)) é E(g(X,Y)|Y)=
=E(9(X,9))],_y-

(iii) Ha gRxRI—=R olyan mérhetd fiigguény, hogy E(|g(X,Y)|)<oo, akkor E(g(X,Y)|Y)=
E(g(X,1) V)],

Bizonyitas. (i). Kovetkezik a 8.5. Tétel (ix) pontjabol ugyanis ¢(Y) o(Y)-mérhetd.

(ii). Elég azt bizonyitani, hogy az allitas teljesiil egy mérhetd halmaz indikatorfiiggvényére,
azaz amikor g = l1p valamely B € B(R xR?) = B(R) x B(R?) esetén, ugyanis ebbsl mar
levezethetd az allitas a 8.5. Tétel (ix) részének bizonyitasaban hasznalt gondolatmenettel. Tehat
elég azt bizonyitani, hogy tetszéleges B € B(R) x B(R?) esetén

E(lp(X, Y)Y =y) =E(ls(X,y) |V =y) = E(15(X, y)). (8.4)

A 8.5. Tétel (xiii) pontja alapjan azok a B(R) x B(RY)-beli halmazok, melyekre teljesiil (8.4)
monoton osztalyt alkotnak. Valoban, ha B,, n € N, olyan Borel-mérheté részhalmazai R x
x Ré-nek, hogy E(1p, (X,Y)|Y =y)=E(1p,(X,y)|Y =y)=E(15,(X,y)), n€eN, é B,1B,
amint n — oo, akkor mivel

]]'Bn+1 - :H'Bn = :H'Bn+l\Bn7
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kapjuk, hogy

]E(]]'Bn+1\Bn (X’ Y) | Y = y) = E(]]'Bn+1\Bn (Xa y) | Y = y) = E(]]'Bn+l\Bn (X7 y))’ n € N.

Ezért

Z E(]an+1\Bn (X, Y)Y =y)= Z E(ﬂBnﬂ\Bn (X9 |Y =y)= Z E(]an+1\Bn (X,9)),

n=1 n=1 n=1

és a 8.5. Tétel (xiii) pontja alapjan

E (Z Lp, B, (X, Y)Y = y) =E (Z Lp,\B, (X, y) | Y = y) =E (Z Lg,0\B, (X, y)) :

n=1 n=1 n=1

Mivel
B = U Bn = BlU (U(Bn+l\Bn)> )
n=1 n=1

és B, Bui1\Bn, n€N, paronként diszjunktak, kapjuk, hogy
E(1p(X,Y)|Y =y)=E(1s(X,y)|Y =y) =E (15(X,y)).

Ezért a monoton osztaly tétel alapjan elég (8.4)-t egy olyan halmazalgebréan belatni, mely
generdlja a B(R) x B(R?) o-algebrat. Megjegyezziik, hogy a 8.5. Tétel (xiii) pontja alapjan
az is belathato, hogy azok a B(R) x B(RY)-beli halmazok, melyekre teljesiil (8.4) o-algebrat
alkotnak, és igy a Carathéodory-féle kiterjesztési tételt is hasznalhatnank. A monoton osztaly
tulajdonsagot konnyebb belatni, mint azt, hogy a széban forgé halmazrendszer o-algebrat
alkot.

Az el6z6ekben emlitett halmazalgebrat alkotnak a C'x D (C € B(R), D € B(RY)) alaki

halmazok paronként diszjunkt, véges unioi. Valoban, a
H::{a C' x D alaki halmazok paronként diszjunkt, véges unioi, ahol C € B(R), D € B(Rd)}

halmazalgebra, ugyanis
— RxR? e B(R) x B(R?),

— zart a komplementerképzésre nézve. Azt ellendrizziik le, hogy ha C'x DeH, ahol CeB(R)
6s D B(RY), akkor (RxR)\(CxD)eH. Ekkor

RxRH\(CxD)=(CxRYURxD)=(CxD)U(CxD)U(CxD)U(CxD)
=(CxD)U(CxD)U(Cx D),

mely uni6 véges sok paronként diszjunkt, megfelel§ tipusi halmaz uni6ja.
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— zart a véges unio képzésre. Azt ellendrizziik le, hogy ha Cx D eH és CxDe ‘H, ahol
C,CeB(R) és D,D e B(RY), akkor (CxD)U(C x D)€ H. Ekkor
(C'x D)U(C x D)
= (Ile\Eu(ENnO)] x [(D\D)u(DN D))
u(lC\e)u(E@ne)x [(D\D)u(DN D))
= [(C\~5) X (D\Nﬁ)]u[(C\Nﬁ) X (Drjﬁ)]u[(c*ri@) x (D\~Z5)]U[(Cﬂ(7) x (DN D)]
U[(C\C) x (DA D)U[(C\C) x (DN D)U[(CNC) x (D\D)],
mely uni6 véges sok paronként diszjunkt, megfelel§ tipusi halmaz unidja.

Ezért elég azt belatni, hogy (8.4) teljesiil a B = C x D Borel-halmazokra, ahol C € B(R) és
D € B(RY). A 8.9. Lemma alapjan ez pedig azért igaz, mert az

RSy E(Lexp(X,y)) =E[1c(X)1p(y)] =P(X € C)1p(y)

fliggvény mérhetd, és tetszdleges De B(R?) esetén teljesiil, hogy

[ Elonn(X.0) By(@) = E(loxn(X. )1y - 5).

hiszen a baloldal

/5 E(1e(X)1p(y)) Py (dy) = / E(10(X)) Py(dy) = P(X € C) By (DN D)

DND

=P(X € C)P(Y € DND),
a jobboldal pedig X és Y fiiggetlensége miatt

E(1o(X)1p(Y)Ly 1 5) =E(1c(X)15.,(Y)) =P(X €C, Y € DN D)

—P(X € C)P(Y € DND).

(D)

Igy a 8.9. Lemma alapjan E(Loxp(X,Y)|Y) = f(Y), ahol f(y)=E(lexp(X,y)), y€R.
(iii). Hasonléan bizonyithat6, mint a (ii). O

8.15. Definici6. Legyen (Q,A,P) wvaldsziniségi mezd, és Y :Q —Re wvéletlen vektor. Egy

Ae A eseménynek a feltételes valdszintisége az Y -ra nézve
P(AY):=P(A|o(Y)):=E(la|o(Y)).

A 8.9. Lemma alapjan létezik olyan Py-m.b. egyértelmiien meghatarozott f:RY — R
mérhetd fliggvény, hogy P(A|Y)=f(Y). Ezen f fiiggvény Py-szerinti ekvivalencia osztalyat
és ennek egy tetszbleges reprezentasat is P(A|Y =y)=E(14|Y =y) fogja jelolni sszhangban
a 8.11. Jeloléssel.
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8.16. Tétel. Legyen (9, A, P) waldszintdségi mezd, és (X,Y):Q — R? abszolit folytonos
véletlen vektor. Jelolje (X,Y) sdrdségfiggvényét fxy. Definidljuk az fxy : R* — [0, 00)
figguényt a kiovetkezd maodon :

M ha v 0
fxy(@ly) =4 Ir) Fr(y) #0,
h(:L‘) ha fy(y):

ahol fy az Y sirdségfigguénye, és h:R — [0,00) tetszdleges siriségfiggvény. Ekkor

érvényesek a kovetkezd dllitdsok:
(i) Bdarmely yeR esetén az R>x— fxy(zly) figguény sdriségfigguény.

(ii) Bdarmely A€ B(R) esetén P(X € A|Y =y) =E(14(X)|Y =vy) = [, fxp(zly) dz
Py-m.m. y € R esetén.

(iii) Ha g-]R—>]R olyan mérhetd figguény, melyre E(|g(X)]) <oo, akkor E(g(X)|Y =y)=
—f z)fxy(zly)dz Py-m.m. y € R esetén.

Bizonyitas. (i). A szoban forgé fiiggvény mérhetésége abbol kivetkezik, hogy fxy és h mér-
hetGek (hiszen striiségfiiggvények). A szoban forgo fiiggvény integralhatosaga abbol kovetkezik,
hogy fy(y) = [ fxy(z,y)dz, y€R, illetve abbol, hogy h stirtiségtiiggvény.

(ii). Spec'lahs esete (iii)-nak a g = 1,4 fiiggvénnyel.

(iii). Nyilvan R >y — f () fxv(z|y) dz mérhetS a Fubini-tétel alapjin, ugyanis g
mérhetésége miatt R?> (z,y)+— g( z) fxy(z|y) mérhets fiiggvény. Tovabba minden B € B(R)
esetén teljesiil, hogy

[ ([ srtevtelnac) pran = [ ([~ st ravlalac) s ay
:/Bﬁ{fy;éo} (/ 9(@) fxr () dx) dy = / / ) Lpngy201(Y) fxy (2, y) dz dy

=E(g(X)1(Y) Ly (v)20) = E(9(X) Ly-1(m)),

ahol az utols6 egyenl&ség abbol kovetkezik, hogy

P(fy(Y) =0) =E(1{s, ()=0}) :/ Lipy=0y(y) fy(y)dy =0,
ugyanis Lyp—oy(y)fy(y) =0, y€R. Igy a 8.9. Lemma alapjan kovetkezik az allitas. O

8.17. Definici6. Legyen (Q, A, P) wvaldszintdségi mez6, és (X,Y):Q—R? abszolit folytonos
valdsziniségi vdltozd. A 8.16. Tételben definidlt fx)y fiigguényt az X-nek Y -ra vonatkozo

feltételes striiségfiiggvényének nevezziik.
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8.18. Tétel. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezd, és Y : Q — R wéletlen vdltozé. Ekkor
érvényesek a kovetkezd dllitdasok:

(i) Teljes valdsziniség tétele: tetszdleges A€ A eseményre teljesiil

p(a) - | T BA|Y =) Py (dy).

—00

Specidlisan, ha 'Y abszolit folytonos és fy jeloli a siriségfigguényét, akkor

P = [ BAIY =)l dy
(ii) Teljes vdrhaté érték tétele: ha X :Q— R olyan véletlen vdltozo, hogy E(|X|) < oo,
akkor

[e.9]

E(X) = / E(X Y =) Py(dy).

—00

Specidlisan, ha Y abszolit folytonos és fy jeloli a siriségfigguényét, akkor

E(X) = / TEX|Y =)y (4) dy

o0

Bizonyitas. (i). Specialis esete (ii)-nek az X =1, indikatorfiiggvénnyel.
(ii). Kovetkezik a 8.5. Tétel (v) pontjabol és a 8.9. Lemmabol, ugyanis

E(X) =E(E(X|Y)) =E(f(Y)) I/f(y) Py (dy) I/E(X\Yzy) Py (dy),
R R
ahol f:R —R a8.9. Lemma szerint Py-m.b. egyértelmtien meghatarozott fliggvény. U

8.19. Tétel. Legyen (9, A,P) waldszintdségi mezd, és (X,Y):Q — R? abszolit folytonos
véletlen vektor. Jelolje (X,Y) sdriségfiggvényét fxy, az X sirdségfigguényét fx, az
Y-nak X-re vonatkozo feltételes siriségfigguényét pedig fy|x. FEkkor tetszileges A € B(R)
Borel-halmaz esetén érvényes Bayes tétele:

/fY|X (ylz) fx (z) dz

P(X €AY =y)
/ frix(ylz) fx(x) dz

Py-m.m. y € R esetén.

Bizonyitas. Az allitas kovetkezik a 8.16. Tétel (ii) pontjabol. Valoban,

fY,X(yax) ha fX(x)#()?

frixle) fx(z) = 0 ha fx(z)=0,

és [ fx(x)de=P(X € B)=0, BeB(R), esetén
/ frx(y,z)dyde =P((Y,X) €eR*x B)<P(X € B)=0
Rex B
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is fennall, amib6l fyx (y|z) fx(2) = fy,x(y,x) Lebesgue-m.m. z,y€R esetén, ésigy fy(y)#0

esetén
fA fY|X(y|x)fX(x) dz o fA fY,X(yv LL') dx - fA fY,X(y7$) dz o d
(B FIEI RO ST = e R L
Mivel Py (fy #0)=P(fy(Y)#0)=1 (lasd a 8.16. Tétel (iii) részének bizonyitasat) kapjuk az
allitast. U

8.20. Definicid. Legyen (2, A,P) waldszindségi mezd, F C A rész-o-algebra, és X :QQ— R
négyzetesen P-integrdlhato valdsziniségi vdltozo. Azt mondjuk, hogy eqy Y :Q—R waldszinidségi

vdaltozd az X mnégyzetes kézépben vett legjobb F-mérhetd becslése, ha
(i) Y F-mérhetd, négyzetesen P-integrdlhatd,
(ii) tetszdleges Z:Q—R F-mérhetd, négyzetesen P-integrdlhaté valdszindségi vdltozd esetén
E((X —Y)?) <E((X - 2)?).

Tulajdonképpen az X € L*(2, A, P) vektorhoz keresiink olyan Y € L*(Q, F,P) vektort,
melyre barmely Z € L?(Q, F,P) esetén teljesiil, hogy || X =Y |2 <||X —Z||z2, ahol ||£||2:=
= (E(£2))1/2, €€ L*(Q, A,P); ez nyilvin X merdleges vetiilete az L2(Q, F,P) zart, linearis
altérre.

8.21. Tétel. Legyen (2, A,P) wvaldszintiségi mezd, F CA rész-o-algebra, X:Q—R négyze-
tesen P-integrdlhato valdosziniiségi vdltozo. Fkkor lélezik X -nek négyzetes kozépben velt legjobb

F-mérhetd becslése, mégpedig E(X | F) (mely négyzetesen integralhatd).

Bizonyitas. Legyen Y :=E(X|F), mely a 8.3. Tétel masodik bizonyitésa alapjan létezik,
F-mérhet6, és négyzetesen integralhato. Ekkor barmely Z € L?(Q, F,P) esetén

E((X = 2)) =E | (X=Y)+(Y = 2))" | =E((X = Y)?)+2E[(X = Y)(¥ = 2)| +E((Y - 2)?).
Mivel YV és Z is F-mérhets, igy a 8.5. Tétel (ix) pontjanak segitségével
E[(X —Y)(Y - Z)] :E<E[(X—Y)(Y—Z) |]-"]> :E<(Y—Z)E[X—Y | ]-"]) =0,
hiszen E[X —Y | F]=E(X |F)—E(Y |F)=Y —Y =0. Ezért
E(X-2)*) =E((X-Y)*)+E((Y - 2)*) > E((X -Y)?),
amibdl kovetkezik az allitas. 0

8.22. Definicié. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezd, és X, Y1,...,Y, : Q — R négyzetesen
P—integrdlhato véletlen vdltozok. Azt mondjuk, hogy eqy Y : Q — R wéletlen vdltozo az X

négyzetes kozépben vett legjobb linedris becslése az Yy,...,Y, alapjdn, ha
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(i) Y benne van az L*(Q, A,P) Hilbert-térnek abban a L*(Yy,...,Y,) =zdrt, linedris alte-

rében, melyet az Yy,...,Y, linedris kombindcior alkotnak,
(i) tetszdleges Z € L*(Yi,...,Y,) esetén E(X—Y)?) <E((X —2)?).

Tulajdonképpen az X € L?(Q, A,P) vektorhoz keresiink olyan Y € L*(Y;,...,Y,) vek-
tort, melyre barmely Z € L?(Yi,...,Y,) esetén teljesil || X —Y |2 < |[|[X —Z||12; ez nyil-
vin X mer6leges vetiilete az L*(Yy,...,Y,) zart, linearis altérre. Mivel L%(Yy,...,Y,) C
C L*(Q,0(Y1,...,Y,),P), ezért az Yi,...,Y, alapjan vett legjobb linedris becslés altalaban
,rosszabb”, mint a legjobb o (Y7, ..., Y, )-mérhets becslés (mely a 8.21. Tétel és a 8.9. Lemma

alapjan f(Y3,...,Y,) alaka valamely Py, _y -m.m. egyértelmiien meghatarozott f:R™—R

77777

meérhetd fiiggvénnyel).

8.23. Tétel. Legyen (X,Y1,...,Y,) egy n+ l-dimenzids normdlis eloszldsi valdsziniségi
vdltozo, és tegyik fel, hogy E(X)=E(Y;)=...=E(Y,) =0. Ekkor X négyzetes kizépben
vett legjobb linedris becslése az Y1, ...,Y, alapjin megegyezik a legjobb o(Y1,...,Y,)-mérhetd
becsléssel, igy szintén E(X |Yi,...Y,).

Bizonyitas. Mivel X.,Y),...,Y,, normalis eloszlasuak, négyzetesen P-integralhatoak. Jelolje
Y az X négyzetes kozépben vett legjobb lineéris becslését az Yy, ... Y, alapjan. Belatjuk,
hogy X és Y teljesiti a 8.20. Definicio feltételeit az F:=o(Y,...,Y,) vélasztassal, melybol
kovetkezik az allitas. Nyilvan, Y JF-mérhet6 és négyzetesen integralhato, hiszen F-mérhetd,
négyzetesen integralhato véletlen valtozok (véges) linearis kombinacioja. Tovabba, tetszdleges
ic{l,...,n} esetén (X —Y,Y;);2=0, ahol (£,n).2:=E(£n), &, neL?(Q, A P). Igy, felhasz-
néalva, hogy E(X)=E(Y;)=...=E(Y,) =0, kapjuk, hogy Cov(X-Y)Y;)=0, i€{l,...,n}.

Mivel (X,Y3,...,Y,) normélis eloszlasi, a 6.7. Kovetkezmény szerint X, Y7,...,Y, tetszd-

leges linearis kombinaci6ja normaélis eloszlastu. Felhasznalva, hogy Y az Yi,....,Y, valamely
linearis kombinacioja, Gjra a 6.7. Kovetkezmény alapjan (X —Y,Y7,....Y,) is normalis elosz-
last (hiszen a koordinatéik tetszéleges linearis kombinacioja X,Y3,...,Y, valamely lineéris

kombinacioja). Igy a 6.8. Kovetkezmény szerint X —Y és (Vi,...,Y,) fiiggetlenek, ezért
E(X-Y|o(Y1,...,Y,)) =E(X —-Y) =0. Ezért alkalmazhato a 8.21. Tétel bizonyitasaban
hasznalt gondolatmenet, amivel azt kapjuk, hogy barmely Z € L*(Q,0(Y1,...,Y,),P) esetén

E(X-2)*) =E(X-Y))+E((Y - 2)*) ZE((X -Y)?),
amibdl kovetkezik az allitas. O

8.24. Kovetkezmény. Legyen (X,Y) egy kétdimenzids normdlis eloszldsi valdszintségi vdl-
tozd, és tegyiik fel, hogy D*(Y) > 0. Ekkor

Cov(X,Y)

E(X|Y)=E(X)+ D)

(Y —E(Y)).
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Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy E(X)=E(Y)=0. A 8.23. Tétel szerint E(X|Y) az X
merdleges vetiilete a L2(Q, A, P)-beli {cY :c € R} zart, linearis altérre, igy E(X|Y)=cY
valamely c € R esetén. Tovabba X —E(X|Y) L L*(Q,0(Y),P) miatt (X —cY,Y)2 =0, igy
E(X —cY)Y)=0, azaz E(XY)=cE(Y?), amib6l c¢= Cov(X,Y)/D*(Y), és igy kapjuk az
allitast.
Az altalanos esetben legyen X':=X—E(X) és Y :=Y —E(Y). Ekkor E(X')=E(Y’)=0,
és az el6z6ek alapjan Cov(X",Y)
!/ ! ov ) !
(XY = Y
Mivel o(Y)=0(Y —E(Y))=0(Y"), kapjuk, hogy

E(X'Y) =E(X'|Y) =E(X |Y)-EEX) |Y) =E(X |Y) -E(X),

amibdl Cov(X, ")
ov
EX|Y)=EX)+ ——~—2(Y-E(Y)).
Felhasznalva tovabba, hogy Colvj)gf(yl’,ﬂ)ﬂ) = C‘Sz((XY’)Y), kapjuk az altalanos esetben is a bizonyitandé
allitast. 0

8.25. Megjegyzés. Legyen (X,Y) egy kétdimenzios normalis eloszlast valoszintségi val-
tozo, és tegyiik fel, hogy (X,Y) kovariancia matrixa invertalhato, azaz D?*(X)D?*(Y) —
—(Cov(X,Y))? > 0. Ekkor X feltételes eloszlasa az Y =y feltételre vonatkozéan normalis

eloszlas, mégpedig

N (B(X Y =), D(X) — (Cov(X, Y))*/DA(Y))

Cov(X,Y)

(Cov(X, Y))2>
D*(Y) ’

— N (EX)+ e

(y—E(Y)),D*(X) -

ahol y € R. Felhivjuk a figyelmet, hogy X-nek az Y =y feltételre vonatkozo D*(X|Y =
=y) feltételes szorasnégyzete nem fiigg y-t6l. A bizonyitas gondolatmenete a kovetkezs. A

8.9. Lemma alapjan tetszéleges = € R esetén

P(X <z|Y =y)=E(lix<ey | Y =y) = fy),

ahol f:R—R aza Py-m.m. y € R esetén egyértelmiien meghatarozott fiiggvény, melyre

/B f(y) Py(dy) =E(X1y-1m),  BeB(R).

Mivel (X,Y) kovariancia matrixa invertalhato, ezért a 6.3. Tétel alapjan (X,Y) abszolat

folytonos eloszlast, igy a 8.16. Tétel (ii) része szerint
f(y) :/ fxiy(uly)du,  Py-mm. y€eR,
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ahol

fX|y(U|y):W, u,y € R.

140



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

9. Nagy szamok gyenge torvényei

Legyenek Xi, Xo,... véletlen valtozok, és jeldlje

X4+ X,

—

9.1. Tétel. Ha E(X?)<oo minden neN esetén és E(XyX,)=0 ha k#L, akkor minden

e>0 és neN esetén

Sn:X1++Xn, Ynlz

_ 1 —2 1
P(IX,|Z2e) < =E(X )< — E(X
(%ol > €) < 5 E(F) < g sup (YY),

Specidlisan, ha supE(X}?) < oo, akkor X, Il 0, ésigy X, L.o0.

=1

Bizonyitas. Nyilvan E(S2)=>"7_, > | E(XxXo)=>",_, E(X?), igy a Markov-egyenl6tlenség

alapjan

_ 1 -2 1
P([X0| > ¢) < S E(X,) = -5 B(S7) n2€2 ZE X< — sgl)E(Xe)
]
9.2. Tétel. (Csebisev) Ha Xi,Xs,... pdronként korreldlatlanok, sup Var(X,) < oo, és
0>1

E(X,)=m minden n€N esetén, ahol m €R, akkor X, Il m, ésigy X, Lo,

Bizonyitas. A 9.1. Tételt lehet alkalmazni az X; —E(X;), Xo—E(X3), ... sorozatra. Valoban,
a paronkénti korrelalatlansag miatt E((X; —E(X;))(X,—E(X,))) =0, ha k#/{¢, k(€N és
X, —E(X,)=X,—m, neN, és supys; E((X,—E(Xy))?) =sup,, Var(X,) <oo (igy specidlisan
E(X?) < oo, £ €N). Ezért a 9.1. Tétel alapjan X,, —m LAY 0, azaz X, Wl O

9.3. Tétel. (Markov) Ha Xi,Xs,... pdronként korreldlatlanok, sup Var(X,)<oo, és létezik
=1

a lim E(X,)=:m &R hatdrérték, akkor X, mm és fgy Xn — m.

n—oo
Bizonyitas. A 9.1. Tételt lehet alkalmazni az X; —E(X;), Xo—E(X3), ... sorozatra. Valoban,
a paronkénti korrelalatlansag miatt E((X; —E(X;))(X,—E(X,))) =0, ha k#¢, k (€N, és
Xn _E(Xn) = 7n _E(yn)7 ne N es SupZ>1 E<<X€ _]E<XZ)>2) = Sup€>1 Var(X@) < 00. Igy a

9.1. Tétel alapjan X, —E(X,) W20, Egért a Minkowski- egyenl6tlenség alapjan kapjuk, hogy

X0 —mll2 < [[Xn —E(X0)ll2+ 1 E(X ) —mlls = [ X0 —E(X) |2+ E(X0) —m| =0,

ha n — oc. U

A 9.1. — 9.3. Tételekben szerepl§ nagy szamok gyenge térvényeiben az alapul vett véletlen
valtozok masodik momentuma véges. Felmeriil a kérdés, hogy elegendé-e feltenni pusztan az els
momentum végességét ? Kideriilt, hogy paronként fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok

esetén igen, errdl szol az alabbi eredmény.
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9.4. Tétel. (Hincsin, 1929) Ha X3, X,,... pdronként figgetlen, azonos eloszldsi véletlen
vdltozdk és E(|X1|) < oo, akkor X, SN E(X;).

9.5. Tétel. Ha X1, Xs,... egyenletesen integrdlhato, fiiggetlen véletlen vdltozok, akkor

X,—E(X,) m 0, és iqy X, —E(X,) 0.

Specidlisan, ha X, Xo, ... figgetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok és E(|X;|)<oo, akkor
X, M m(xy), es gy X, o E(X).

Bizonyitas. Mivel {X}, keN} egyenletesen integralhato, a 7.10. Tétel alapjan sup,cy E(| Xk|)<
< oo, igy az E(Xy), k€N, varhato értékek léteznek és végesek. Elegends E(X;) =0, k€N
esetén bizonyitani, hiszen ha X, Xs,... egyenletesen integralhato, fliggetlen véletlen valtozok,
akkor X;—E(X;), Xo —E(X3), ... is egyenletesen integralhato, 0 varhato értékii, fiiggetlen
véletlen véltozok. Valoban, E(X;—E(Xy)) =0, k€N, é {—E(Xy),k € N} egyenletesen
integralhatd, mert

sup E(| = E(Xg)|) < sup E(|X4|) < o0,
keN keN

és

0< li E(|—E(X)|14) <supE(|Xg]) lim P(A) =0,
plim, Sup (| —E(X)[1a) Sup (1 ’“Dp(,iﬁ’io (A)

ugyanis { X, k€N} egyenletesen integralhato és hasznalhatjuk a 7.10. Tételt. Végezetiil, {X,—
—E(Xy),k € N} egyenletes integralhatosdga a 7.11. Tétel (ii) része alapjan kovetkezik abbol,
hogy { X, k€N} egyenletesen integralhato és az el6zGekben belattuk, hogy {—E(X}), k€ N}
is egyenletesen integralhato.
Legyen R€(0,00) és teR esetén fr(t):=t-1_gpr(t) (ez egy Ggynevezett nyirofiiggvény).
Jelolje
m™ =E(fr(Xy), X=Xy -m? v = x - x P,

=B I o =R 1 (R)
X, = X Y, T i=-— Y. .
n n ; k n “ k

—_

et X helyett

(a fejezet elején bevezetett jelolésbeli konvencio alapjan az utobbit kellett volna hasznélnunk).

(R)

n

Megjegyezziik, hogy a fentieckben a jellés egyszertsitése végett irtunk X

Nyilvan
| <E(| fr(Xe))) <E(R) = R,
E((X")%) < 2(E((fa(X0))*) + (mi”)?) < 2B(X} Lxjery) + BY) 4R < oo,

R R
E(YP)) = B(1Xe — (fa(Xe) —m{P)))
SE(| Xk — fr(Xo)) +miP| = E(| XL xsry) + Im?),
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ahol

m\P| = | E[fr(X0)]]| = [EXalgxe<ry)| = [E(XR) —E(XiLgxsry)| < E(Xk|Lixe=m)s

ahol a legutolso egyenl6tlenségnél felhasznaltuk, hogy E(X;) =0. Igy tetszéleges R € (0, 00)

esetén
E(V\?)) < 2E(IXe|Lgx,5ry),
és ezért
BV <= SB(Y) < 2 max (Xl om), nEN.
k=1

Ezért X, = X 4y alapjan

~(R) ~(R)

E(Xa) = E(X,”+7,”) <E(X,”D+E(V,”) < /B |(X,”)?] +2 max E(Xu[Lgx-r)

1<k<

és, felhasznalva, hogy X ,ER), k e N, filiggetlen, 0 varhato értékd véletlen valtozok,

n 2 n
+w(R)y2] _ 1 @) | _1 (R)
E[(Xn )]_EE (Zxk ) = — Var |3 X]|
k=1 k=1
] — R 1 m\2]  4R?
—5 v =3 (xi) <2
k=1

E(|Xn|) < == +2 max E(|Xi|1qx,[>r))-

Vo 1<k<n

Ezért
lim sup E(|X,|) < 2 iugE(le!]lﬂxkbR}%
€

n—o0

igy az egyenletes integralhatosag alapjan R — oo esetén limsup, . E(|X,|) < 0. Igy
litn, o0 B(|X0]) = 0, azaz X, 1050 =E(X)), ha n— .
A specidlis esetben a 7.9. Definicio utan irottak alapjan {X,,n € N} egyenletesen integ-

ralhato. U
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10. Nagy szAmok erss torvényei

Legyenek Xi, Xo,... véletlen valtozok, és jeldlje

X1_|_..._|_Xn
—n .

Spi=X1+-+X,, X, =

10.1. Tétel. Ha X, Xo,... figgetlen véletlen vdltozok és E(X,)=0 minden neN esetén,

akkor minden >0 és ne€N eselén

el SglflE(Xz)-

P(|Xa|>€) <

Specidlisan, ha supE(X}) < oo, akkor X, MO és X, L)
=1

Bizonyitas. Az els6 egyenltlenség a Markov—egyenlGtlenség kovetkezménye. A mésodik egyen-
16tlenséghez elég belatni, hogy E(S?)<3n?M,, ahol M,:=supE(X}). Teljes indukci6val bizo-
=1
nyftunk. A bizonyitand6 egyenlGtlenség n=1 esetén trividlis. Tegyiik fel, hogy E(S})<3k*My,
k=1,...,n. Ekkor
Sppr = (SntXng1)" = 8, +AS3 Xy +65, X0 +4S, X0 + X,
Mivel S, és X, fiiggetlenek és E(X, 1) =E(S,) =0, igy

E(Sp11) = E(S,) +6E(S2 X7, 1) +E(X,1) = E(S,) +6 E(S7) E(X7,1) +E(X,, 1)

=E(S,)+6 Z E(X2)E(X2,)+E(X,,,) <E(S,)+ (6n+1)M,,
k=1
hiszen
E(S2) =) EX)+ Y EXX)=) EX)+ > EX)EX;)=> EX}),
k=1 ij=1,i#j k=1 ij=1,i#j k=1

és a Ljapunov-egyenlétlenség (3.7. Tétel (xvii) része) alapjan E(X?) < VE(X}) < /M. Igy
E(Sn 1) < (3n*+6n+1)My < 3(n+1)>M,.

Igy supE(X}) < oo esetén E(X ) =0, azaz X, LS Tovabba, tetszéleges € >0 esetén

=1
a mar bizonyitott egyenlGtlenségek felhasznalésaval

< 3M4 1 My
ZP(‘X’”A 64 ZE [Xl) — nZ 24 < 00,
igy a 7.6. Tétel (iii) része alapjan X, b0, O

Az aldbbiakban egy nagy szamok erds torvényét bizonyitunk masodik momentum feltétel
mellett.
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10.2. Tétel. Ha X1, Xo,... pdronként fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok és BE(X?)<
< 00, akkor X, 2% E(Xy).

Bizonyitas. Feltehets, hogy az X,,, n € N, véletlen valtozok nemnegativak, hiszen az X, =
=X — X, neN, felbontasbol kovetkezik az allitds az altalanos esetben. Valoban, X;© > 0,

X->0,neN,
E((X7)?) SE((X; +X7)%) =E(X1*) =E(X}) < o0,

hasonléan E((X])?) <00, X, =XT,— X, neN, E(X,)=E(X;")-E(X,), {X;},neN} paron-
ként fiiggetlen, azonos eloszlasuak, és {X, ,n € N} is paronként fiiggetlen, azonos eloszlastuak.
Igy, felhasznalva azt is, hogy két 1 valoszintiségli esemény metszete 1 valoszintiségii esemény,
kapjuk, hogy

X, =Xt — X 2N E(XH) —E(X]) = E(X)).

Feltehetjiik azt is, hogy E(X7) > 0, hiszen az E(X;) =0 esetben trivialisan teljesiil az allitas,
ugyanis ekkor (X feltételezett nemnegativitasa miatt) P(X; = 0) = 1, mely alapjan P(X, =
=0,neN)=1

Tetsz6leges € > 0 esetén, a Csebisev-egyenlGtlenség és a paronkénti fliggetlenség alapjan
kapjuk, hogy

k‘2 k?2
(|sk2 ¢ E(X))| >5> :P( > (ZX ) >Ek2)

2 2
_ Var(3F | X;) _ S Var(X;) _ R Var(X,) _ Var(Xy) 1
= e2kA g2k4 g2k4 g2 k2’

Mivel Y7, % < 00, kapjuk, hogy

. > : — K2 E(X
ZP(‘S’“ ~E(Xy)| > ):ZP(‘S’“ ]‘;2 ( 1>’>g)<<>o, e>0.
k=1

Ezért a 7.6. Tétel (iii) része alapjan (melynek hatterében a Borel-Cantelli lemma all) adodik,
hogy % b E(X1), ha k — oco. Ennélfogva létezik olyan A € A, hogy P(A) =1 és tetszileges
w € A és tetszileges € € (0,E(X)) esetén létezik olyan K; € N (mely fiigghet w-tol és e-tol is),
hogy

SkZ (w)
12
Legyen w € A és legyenek k > K, k€N, és n € N olyanok, hogy k? <n < (k+1)2. Felhasznélva,

hogy X,, > 0, m € N, kapjuk, hogy

Si(@) _ Sul) _ Sisplee)
(k+1)2 n k?

~E(X))|<e, hak>K, keN.

ahol @) ) , )
S(k+1)2 w . S(k+1)2 w (k"—l) 1
TGy e < BT (145
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* See(w)  Sp(w) K 1\?
(k+12 K (k+1)? > (B(X1) —¢) <1_E> '

Kovetkezésképpen, tetszéleges w € A és tetszbleges € € (0,E(X7)) esetén létezik olyan K; € N

(mely fiigghet w-t6l és e-t0l is), hogy

(E(X1)—¢) (1 - %) 2< Snr(lw)

1\2
<(E(X1)+¢) (1+E) , hak?’<n<(k+1)% k>Ky, k,neN.
Tovabba, tetszdleges 0 € (0,1) esetén létezik olyan K, € N, hogy

1\’ 1)’
1_5<(1_E> és <1+E> <149, ha k> Ky, ke N.
[gy tetszéleges w € A és tetszdleges ¢ € (0, E(X,)) és 6 € (0,1) esetén létezik olyan K :=
=max (K7, Ky) € N (mely fiigghet w-tol és e-t6l is), hogy

Sn(w)

(1=0)(E(X;)—¢) < < (1=90)(E(Xy)+e), han> K? neN,

melybdl kovetkezik az allités. O

10.3. Tétel. (Kolmogorov-egyenl6tlenség) Ha Xi,..., X, figgetlen véletlen viltozok és

E(X?) <oco minden k=1,2,...,n esetén, akkor tetszbleges € >0 esetén
Var(S,
P <max 1S, —E(S))| = g) < ar(g ).
1<k<n £

Bizonyitas. Elegend6 E(X;)=0, k=1,2,...,n, esetén bizonyitani. Valéban, ha X, ..., X,
fiiggetlenek, E(X?) < oo, k=1,...,n, akkor X; —E(X;),..., X, —E(X,) is fiiggetlenek, nulla
varhato értéktek és Var(X, —E(Xy)) = Var(Xy), k=1,...,n.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy E(X;)=0, k=1,2,...,n. Tetsz6leges 1<k<n esetén

S2 82 = (S, — Si)2+2(S, — Si) Sk = 2(Sn — Si) S

Mivel S, — S, fiiggetlen a o(Xy,...,Xx) o-algebratol, kapjuk, hogy tetszbleges Ay €
€o(Xy,..., X)) esemény esetén S, — S, és Sply, fiiggetlenek. Igy felhasznalva azt is,
hogy E(S, —Sk) =0, adodik, hogy

E [(S2—57)1a,] 2 E[2(S,—Sk)Skla,] =2E(S, — Si) E(Sg1a,) =0,

ezért

Ha specialisan

Ar={[S1] > ¢}, Ak={|5k|>5, max |Sj|<g}, ke{2,...,n},

1<j<k-1
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akkor Ap€o(Xy,...,Xy), k=1,...,n, paronként diszjunktak és

n
l?:zz{fégg%|5}|2¢e} ::£:{14k

Ezért . . .
E(S21p) = E(S214,) > E(Sila,) 2> P(Ay) =’P(B),
k=1 k=1 k=1
tehat
P (53331 |Sk| = g) =P(B) < é]E(Si]lB) < éE(SfL) = 5—12Var(sn),
ami a bizonyitando allités. O

Megjegyezziik, hogy a 10.3. Tétel feltételei mellett a Kolmogorov-egyenlStlenségbdl ko-
vetkezik az S, —E(S,) véletlen valtozora vonatkozé Csebisev-egyenlGtlenség, ugyanis |S, —
—E(S,)| < maxicp<n | Sk —E(Sk)|, és igy tetszéleges € >0 esetén

P(|S, —E(S,)| > ) <P <maX 1S, —E(Sy)| > g> < Var(Sn)

1<k<n e2

10.4. Tétel. (Kolmogorov egy sor tétele) Ha Xi,X,,... [figgetlen véletlen vdltozck és
> Var(X,) < oo (specidlisan E(X?) <oo, neN), akkor
n=1

P (Z(Xn—]E(Xn)) konvergens) =1.
n=1
Bizonyitas. Elegendé E(Xj) =0, k€N esetén bizonyitani. Mivel minden N €N és >0

esetén
oo

Snir—SN|>ep = SNk —SN| >
{i1§1)|N+k N 6} U{lrgggﬂ N4k — S| 6}

(=1
és
1<k<n

o
{max ’SN+k—SN|>€}TU{II§]?§€|SN+1@—SN|>5}, ha n — oo,
Kzl ~ X

a valoszintiség folytonossiga alapjan kapjuk, hogy

P <sup |Snak —Sn| > 5) = lim P (max |Snak—Sn| > 5)

k>1 n— o0 1<k<

tetszéleges NeN és €>0 esetén. A Kolmogorov-egyenlGtlenséget alkalmazva az Xni1,..., Xnin

fliggetlen valtozokra:
N+n

1 1
P (max |SN+k —SN| >€> < ?Var(XN+1+-~~+XN+n) =2 Z Var(Xj;),

1<k<n
j=N+1
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e.o]
igy tetszGleges e >0 esetén, felhasznalva a > Var(X,) sor konvergenciajat,
n=1

1 oo
P (sup]SN+k—SN| >5) < = Z Var(Xj;), NeN, >0,

2

j=N+1
amibdl
hm P (sup|SN+k—SN| > 5) 0.
=00\ k>1
Ezért a 7.6. Tétel (ii) része alapjan az Sy, Ss,... sorozat 1 valoszintiséggel konvergens. O

10 5. Tétel. (Kolmogorov két sor tétele) Ha Xy, Xo,... figgetlen véletlen vdltozok, hogy
Z E(X,) konvergens és Z Var(X,) < oo, akkor

n=1

P (Z X, konvergens) =1.

n=1
Bizonyités Mivel X, —E(X,), neN, fiiggetlenek, 0 varhato értékiek és > > | Var(X,, —
—-E(X,))= Z Var(X,,)<oo, a Kolmogorov egy sor tétel alapjan >~ (X, —E(X,)) konvergens
P-m.m. Mlvel > E(X,) konvergens, kapjuk, hogy > > X, konvergens P-m.m. O

10.6. Tétel. (Kolmogorov harom sor tétele) Ha X, Xs,... figgetlen véletlen vdltozok,
hogy létezik olyan ¢ >0, hogy

(1) SSE(XY) konvergens,
n=1

(2) 3 Var(Xy?) < oo,
n=1

(3) 22 P(| X, =¢) <o0
n=1
ahol
X0 — x 1 ) Xa, ha |X,|<c,
n T n{|Xpl<c} =
0, ha |X,|>c

akkor

P (Z X, konvergens) =1.

n=1
Bizonyitas. Mivel X\”, n €N, fiiggetlenek (hiszen X\ = h(X,), ahol h: R — R, h(z) :=
=xl(_ce)(2), x € R, Borel-mérhets fiiggvény), Kolmogorov két sor tétele alapjan (10.5. Tétel)
kapjuk, hogy >, X9 konvergens P-m.m. Mivel > P(]X,|>c)<oo, aBorel-Cantelli lemma

n=1
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alapjan P(lim sup, o, {|Xn|>c})=0, azaz P(M;Z, UpZ, {1 Xn|2c})=0. Igy P(U;Z, M2, {1 Xal<
<c})=1. Mivel {|X,|<c}= {Xff) =X, }, neN, adodik, hogy P(l,;~, ﬂzozn{Xff) =X,})=1.
Ezért P-m.m. weQ esetén X, (w) = X9 (w) legfeljebb véges sok n € N-et kivéve. Igy, mivel

. X konvergens P-m.m., kapjuk, hogy > 7 X, konvergens P-m.m. O
10.7. Lemma. (Kronecker) Legyen by, by, ... pozitiv szdmokbdl d@llé sorozat, b, T oo, és

jelolje n e N esetén [, :=b,—b,_1, ahol by:=0.

n
(i) Ha s1,82,... walds szamsorozat és s, — s € R, akkor bi > Bese — s. Specidlisan, ha
n
=1

S1,89,... walds szdmsorozat és s, — s € R, akkor %22:1 S¢ — 8, azaz a szdamtani
kozepekbdl dallo sorozat is konvergens ugyanazzal o hatdrértékkel.
(o) 1 n
(ii) Ha x1,9,... walds szamsorozat és & konvergens, akkor ;- % x¢— 0.
=1

n=1
(iii) (Diszkrét L’Héspital szabaly) Tegyiik fel, hogy 5, >0, n €N, és legyen (r,)nen

eqy olyan valds sorozat, hogy 2" —ceR. FEkkor

1 D i T

— Y == —cC
bn

; Z?:l ﬁé

Azért hivjdk diszkrét L’Héspital szabdlynak, mert az %22 — c € R feltétel irhato

Bn
A )
A (X Be)

alakban is, ahol tetszdleges (zp)nen valds sorozat esetén Az, = z,—z,_1, Nn€N, a

—ceR

20:=0 jeléléssel.
Bizonyitas. (i). Nyilvan (3, >0, neN, és Y, Bi=b,—by=0b,, ne€N. Elegend6 s=0

esetén bizonyitani. Valoban, ha s#0, akkor s,—s—0, ha n— oo, ésigy

1 n
b—zgg(SK—S)—)[), ha n — oo,

ahol Z Be(sg—s) = Z Bese—s, n €N, amibgl kovetkezik, hogy Z Besy — s, ha
n — oo. A tovabblakban feltesszuk tehat, hogy s=0. Ekkor tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik

olyan ng € N, hogy minden ¢ >mny esetén |sy| <e, ezért n>mny esetén

Zﬁese <o Zﬁz|55|+— Z Belse] < —(Sup|84|>z/3z+— Z Be

f no+1 = no+1

by,
by, —bny) < —>sup |s¢| +¢,

b
= 0 sup |se| + <
bn >1

bn >1 E(
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ahol sup,.; |s¢| < oo, mert egy konvergens sorozat korlatos. Mivel b, T oo, tetszbleges >0

esetén
1 n
lim sup | — Z Bese| < g,
n—oo n
=1
tehat kovetkezik az allitas.
(ii). ,Parcialis szummazéssal”:
1 <& 1”bxg_1"xg€ IR Ay
O DL et D DE D DL D DD B »
n n (4 n (2 n 4
= = /=1 7j=1 7j=1 l=j
n n j—1 n n n j—1
1 Ty d iy 1 Ty 1 Ty
D 301 D3 S B S S SED ok
=1 =1 ¢ =1 F n=1 oe=1 ¢ =1 =1t
J J J
.y I & ks
N~ N
a e by £ Z be
=1 j=1 =1
o0 n—1
Jelolje s:= 3 . Alkalmazva az (i) allitast az s, := ) 3£ — s sorozatra, kapjuk, hogy
£=1 =1
0 Z B Z b_ ha n — cc.
j=1 =1
Igy + Z xp—s—s=0.
(111) Az (i) részbdl adodik az s, := 3* — ¢ sorozat vélasztaséval. O

10.8. Tétel. (Kolmogorov, 1929) Legyenek X, Xo,... figgetlen véletlen vdltozdk. Legyen

b1, b, ... pozitiv szamokbdl dlld sorozat, hogy b, Too. Ha Y, w <00, akkor
n=1 "
1
P (nh_{gloa ZZI(XZ_E(XZ)) = 0) =1

Specidlisan, ha Y % < oo, akkor X,—E(X,) b, Specidlisan, ha X,, n €N,

n=1

fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozdk, hogy E(X?) < oo, akkor X, LY E(Xy).

Bizonyitas. Kolmogorov egy sor tételét (a 10.4. Tételt) alkalmazhatjuk az ﬁ, —22 . fliggetlen
véletlen valtozokol allo sorozatra, mert » 7, Var()lf—:) =3 Var(X") <oo. Igy
G 1
(Z b_ —-E(X,)) konvergens) =1.
Ebbdl a Kronecker—lemma (ii) részének felhasznalasaval kovetkezik az allitas. O
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10.9. Tétel. (Kolmogorov, 1933) Legyenek X, Xs,... figgetlen, azonos eloszlasi véletlen
valtozok.

(i) Ha E(|X1|) < oo, akkor X, 2% E(X;).
(i) Ha P ((Xn)ns1 konvergens) >0, akkor E(|X1|) < oo

Bizonyitas. (i). Elegendd E(X;) =0 esetén bizonyitani, ugyanis E(X,—E(X,))=0,neN,
és X, —E(X,)=X,—E(X;), neN. Jelslje V,:=X,1{x,<n}, nEN (azaz Y, az X,-nek az
n szinten vald csonkitasa). Ekkor Y;,, n € N, fiiggetlenek, de nem feltétleniil azonos eloszlastak.
Tovabba

iP(KL%Xn):iP(|Xn|>n ZP]X1]>n :iiqul <k+1)
n= n=1

n=1 k=n

-
N

P(k <|X| <k+1) :ZkIP’(k;< | X1 <k+1)

k=1 n=1 k=1
= Z E(kLirex)|<k+1}) Z E(| X1 Lipe)xy | <ht1y) = <|X1| Z ﬂ{k<xl|<k+1}>
pt pt pt

= E(X1[Lyx,>1) SE(IX]) <
ahol felhasznaltuk a 3.7. Tétel (xi) részét is. Ezért a Borel-Cantelli-lemma alapjan

P(lim sup{Y;, # X,.}) =0,

n—oo
és igy
P(Y, # X,, véges sok n €N esetén) = 1. (10.1)

Ezért az
1 n
= — E Yk, neN
n
k=1

jeléléssel, P(X, — 0) =1 ekvivalens azzal, hogy P(Y, — 0) = 1. Valéban, (10.1) alapjan
P-m.m. weQ esetén létezik olyan n(w) €N, hogy tetszéleges n>n(w) esetén Y, (w)=X,(w),
tovabba X M7 Y (w) = 0, ha n — oco.

Tehat elegendo azt belatni, hogy P(Y, — 0) = 1. Mivel E(|X;|) < oo, a majordns
konvergencia-tétellel

Tim E(Y,) = lim E(Xo1qx,j<ny) = lim E(X11yx,j<ny) = E(X0) =0,

ahol a méasodik egyenléségnél felhasznaltuk azt is, hogy X, 1y x,|<n} é X1l x,|<n} azonos el-
oszlastiak, hiszen X, 1y x,<n}=h(Xy) és Xi1l{x,|<ny =h(X1), ahol h:R—=R, h(x): =21z <n},
r € R, egy Borel-mérhetd fiiggvény. Igy a Kronecker-lemma (i) részét alkalmazva

n—o0

. — 1l .
nggo E(Y,) = nlljr;(} - Z]E(Yg) = lim E(Y,) =0.
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Var Yn

Ezért a 10.8. Tétel alapjan elegendd azt belatni, hogy Z < 00, ugyanis ekkor Y, —

~E(Y,) —>O és mivel E(Y,)—0, kapjuk, hogy Y, = 2500, Bz pedig kovetkezik abbol, hogy
Var(Y,) =E(Y?) — (E(Y,))? <E(Y?), neN, és
= B2 &1 =1
2 n? 2 o2 E(XaLyx, <ny) =, —5 E(XnLjo<xal<ny)
n=1 n=1 n=1
- Z n? E(X; Liem1<ixal<ey) = Z 2 Z E(X{Tie1<xy)<3)
n=1 (=1 n=1 =1
S 2 = 1 | =1 9
- ZE(X1 Tg1<ixi1<e) Z ) < Sﬁlill)ﬁz — Z 7 B(X{ 1 o—1<ixy)<ey) < 00
(=1 n={ = n=~{ (=1

ugyanis egyrészt

oo 1 o o, ¢]
Zg E(XTL{-1<ix1|<e}) Z (I X1 Lger<xi<) = E |X1|Zﬂ{“<lxll<f}>

/=1 /=1 (=1
= E([X1|1yx,1500) = E(|X1]) <00

7 P 2 z
mésrészt Yo d5 =" < oo, és

supﬁz supﬁnz s;;gmzz

0>2 0>2
n=

ahol felhasznaltuk, hogy

oo N N
1 1 1 1 1 1 1
Zn(n—l) Nl—%on:en(n—l) Nl—rgonz:;(n—l n) N1—>oo<€ 1 N) (-1

n=>~¢

(ii). A 2.13. Példa alapjan egyrészt P((X,)n>1 konvergens) € {0,1}, igy a feltétel alapjin
csak
P((X,)n>1 konvergens) = 1

lehetséges, masrészt (szintén a 2.13. Példa alapjan) létezik c€ R tgy, hogy X, b . Ebbél

&:Sn—Sn_lzny (n 1)Xn 1:771_

Xn—l
n n n n

alapjan az is kovetkezik, hogy
Xn m.b,

— — 0.
n
Igy az A, :={weQ:|X,(w)|=n}, n=1,2,... fiiggetlen események koziil 1 valészintiséggel
csak véges sok kovetkezik be. Valoban, mivel % mb 0, kapjuk, hogy P-m.m. w € () esetén
létezik olyan ng(w)€N, hogy ’X”T(w)‘<1, ha n>no(w), azaz |X,(w)|<n, ha n=ng(w). Ezért

a Borel-Cantelli-lemma szerint > >~ P(A,) < oo, hiszen >~ P(A,) =00 esetén (felhasznalva
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azt is, hogy A,, n€N, fiiggetlenek) P(limsup,,_, . A,)=1 teljesiilne, azaz P-m.m. w € () esetén
| X,.(w)| = n végtelen sok n € N esetén fennallna, mely az el6zoek miatt nem lehetséges. Igy a

3.7. Tétel (xxii) része alapjan

E(\Xl\)—/ P(|X,| > ) dx—Z/ P(|X;| > z)d 1+Z/ P(|Xy| = n) dx
:1+ZIP’(|X1\>n):1+ZIP’(|Xn|>n):1+ZIP>(A

Tovabbi nagy szamok erds torvényei is ismeretesek.

10.10. Tétel. (Etemadi, 1981) Legyenek Xi, Xs,... pdronként figgetlen, azonos eloszldsi
véletlen vdltozdk, hogy E(|X,|) < co. Ekkor X, LY E(Xy).

10.11. Tétel. (Chandra és Goswami, 1992) Legyenek X1, Xo,... pdronként figgetlen vé-
letlen wvdltozok, hogy

/ sup P(|X,,| > t) dt < oo.
0

neN
Ekkor Sn=EGn) mb
Megjegyezziik, hogy ha X,, n € N, azonos eloszlastiak, akkor a 3.7. Tétel (xxii) része
alapjan
/ sup P(|X,| > ) dt:/ P(X,| > 1) dt:/ P(|X,| > 1) dt = E(| X)),
0 neN 0 0

igy ebben az esetben a 10.11. Tételben szerepls [ sup, oy P(|X,| >1) dt <oo feltétel azt jelenti,
hogy E(].X1]) < co. Ezért a Chandra és Goswami tételbdl kovetkezik az Etemadi tétel.
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11. Centralis hatareloszlas-tétel és Poisson konvergenciaté-
tel

11.1. Definicié. Legyen (Q, A,P) wvaldsziniségi mezd. Azt mondjuk, hogy az X : Q — R?
véletlen wvdltozd elfajult (degenerdlt), ha létezik olyan xo € RY, hogy P(X =1x0) =1, azaz
Py = d,,.

Minden n € N esetén legyenek X, 1,..., X, , fliggetlen véletlen valtozok, melyek nem
mind elfajultak, E(X7 ;) <oo és o,;:=+/Var(X,;) tetszoleges j=1,...,k, esetén. Jelolje

Sp=Xp1+++ Xk, Dni=+/Var(S,)= Zfll or >0, S, = (S, —E(S,))/Dn. (Nyilvan

~ ~

E(S,) =0 és Var(S,)=1.) Legyen tovibba n €N és >0 esetén

k
1 1 &
Tn i po WA Ong, Ly(e) = Dz D E[(Xnj —E(Xn) 11X, ,~E(X, ) 52Da}) -

j=1

Legyen Y ~ A(0,1).

11.2. Tétel. (Lindeberg) Minden neN esetén legyenek X, 1,..., Xng, figgetlen véletlen
vdaltozok, melyek nem mind elfajultak, és E(XTQLJ-) <oo, j=1,...,k,. Legyen g:R =R

hdromszor folytonosan differencidlhato fiigguény.

(i) Tetszileges n €N és € >0 esetén

3

Elg(Sn)] ~Elg(V)]| < (5 +5) 19" lse + La(@)llg" I

ahol h:R—R esetén |h| e :=sup|h(z)|.
z€eR

(i) Ha |[|¢"]|cc <00, ||g"]lcc <00, és teljesiil az in. Lindeberg-feltétel: tetszdleges ¢ >0

~

esetén lim L,(e) =0, akkor lim E[g(S,)]=E[g(Y)].

n—oo

Bizonyitas. Elegends E(X,;)=0, neN, j=1,... k,, esetén bizonyitani.
(i). Legyenek {Yn,j}§21 olyan fiiggetlen, standard normaélis eloszlasu véletlen valtozok,
melyek fiiggetlenek az {X,, ; };‘3;1 valoszintiségi valtozoktol is. Jelolje

s Xy 7 . TngY

n7j

anj . D ) n,g D
n n

ezért
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Az {Y,;:j=1,...,k,, n € N} csalad egy olyan normalis eloszlast valoszintségi valtozokbol

allo an. kiséré haromszogrendszer, hogy alkalmas normalizalas utan az egymasnak megfelel-

tethetd valoszintiségi valtozok, X, ; és Y, ;, els6 és masodik momentumai megegyeznek, és

a normalizalt normélisok sordsszegeinek az eloszlasa standard normaélis. Jelolje ¢ =1,... k,

esetén
-1 kn
Un,f = Z Xn,j + Z Yn,j;
j=1 j=t+1
0 , ke .
ahol > =0 é& > " . :=0. Ekkor

Un,kn +)?n,kn = §na Un,l + n,1 — Tna neN.

Igy a harmonika elv alapjan

kn k'n
An = Z(E[Q(Un,Z+Xn,Z)] _E[Q(Un,é+Yn,€)]) < Z An,€7
=1 =1
ahol
Ans = [Elg(Un e+ Rno)) ~ Elg(Une+ T
Valoban,
kn e A~
> (Blg(Uns+ X)) —Elg(Un e+ Yne)))
/=1

= [g(é\n)] _E[g()?n,l + - '+5€n,kn—1 —HA/nkn)]

A~

FE[G( X1+ A Xnpy—2+ Yos, + Xotoo )] —Elg( X1+ + X2+ Yoo + Yoosor—1)]

FE[g(Xp1+Yns+- -+ Yok +Xn2)] —Elg(Xp14Yos+ -+ Yog, + Vo))
&

Legyen z,y € R esetén

R(z,y) = g(x+y)—g(y) —xg'(y) — %ng”(y)-

~ ~

Mivel E(Y,,)=E(X,;)=0, E(Y2)=E(X2)), igy (=1,...,k, esetén

Elg(Un.c+ Xne)] —ElgUns+ Yne)] = E[R(Xoe, Upo)] = E[R(Vyz, Un)]-

~

Valoban, felhasznalva azt is, hogy U,, és X, , fiiggetlenek, illetve, hogy
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fliggetlenek, kapjuk, hogy ¢=1,...,k, esetén

E[R()?n,b Un,@)] - E[RO/}n,éa Un,f)]
=E(9(Xpe+Une) —E(g(Uns)) —E(Xpeg (Un))

- ]E(g(?n,f + Un,@)) +E(9(Un,€>> + E(?n,fg/(Un,é)) +

A~

— B(g(R e+ Une)) — E( ) B (Une)) — 2 (X2 Bl (U )
_E(g(?n,€+Un,f)) +E(?n,2> E(g/<Un,Z>> +5 E((?n,e)Q) E(Q”(Un,e))
= E[Q(Un,f "‘Xn,é)] _E[9<Un,é +i}n,€)]'

Ezért ¢=1,... k, esetén

Ao = |E[R(X o, Upt)] = E[R Vg, Un )| S E(|R(Xty Unt)]) +E(R Yot Unt)])-

A Taylor-tétel alapjan tetszéleges =,y € R esetén

19" llos
R o) <l 1Ry < 2
Valoban, tetsz6leges x,y € R esetén létezik olyan 2,20 € R, hogy

1 , 1
R(z,y) = ¢ 9" (y+=), e glaty)—gly)—zg'(y) = 3 2°q" (y+ z).

Ezért tetszGleges € >0 esetén

kn kn kn
> EIR(, e Ul = 3B IR0t Unls, e |+ 2B IR ULy, ]
(=1 =

||9"’Hoo
Z E [\Xne\?’ (1%, e|<5}} +119" Z E [ nﬂﬂ{\in,me}}

19" Il 52 1, 19"l 2
<75 ZSE[Xn,e]Jr 2 ZEXE]lﬂXnebaDn}]

/=1 n

:5”9"/”“2 "L 4 L(@)lg oo = =11 oo + Ln(€) 9" | oo-
6 D2 6

kn

> 19" oo o 51 9"l N Oh
> IR T Unoll < 5 3R W] = H= B [P 3 2
/=1 /=1 /=1
kn 2
ranmHOO One Tn "
< E =
~ 2 — D,’% 2” ||OO’
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ahol az utolso el6tti lépés abbol kivetkezik, hogy a Ljapunov-egyenlStlenség (3.7. Tétel (xvii)
része) alapjan E(|V1.[*) < (B([Y1a]")7 =35 <3.

(ii). Tetsz6leges € >0 esetén
One =B X0 1 0x, <enn] B [X0 1gx, 5200y ] <€ Dp+ La(e) Dy,

ezért 1
2 2 2
r“=— max o-.<e*+L,(e).
D2 1<j<k, ™ T ()

Igy az (i) rész alapjan minden n €N és £>0 esetén

£ g2+ Ly, (e)

E[g(Sy) —E[Q(Y)]’ < (5 + T) 19" oo+ L ()19 100,

ezért a feltételek alapjan kapjuk, hogy minden ¢ >0 esetén

) ~ £ €
tim sup [E[g(S,)] ~Elg()]| < (545 ) 9"l
Végezetiil, az €] 0 hataratmenetet véve kapjuk az allitast. 0

Megjegyezziik, hogy a 11.2. Tétel (ii) részébdl direkt modon még nem kovetkezik, hogy
§n i>./\/'(0,1), ha n — 0o, ugyanis a 7.15. Tétel szerint ez azzal ekvivalens, hogy tetszéleges
g:R — R korlatos, folytonos fiiggvény esetén lim, ]E(g(gn)) =E(g(Y)). A 11.2. Tétel
(ii) része alapjan azt allithatjuk csak, hogy a Lindeberg-feltétel fennallasa esetén tetszéleges
olyan g¢g:R — R héaromszor folytonosan differencidlhato fliggvény esetén, melynek méasodik
és harmadik derivaltja korlatos, teljesiil, hogy limu_e0 E(g(S,)) =E(g(Y)). A kévetkezs tétel
specidlis eseteként adodik majd, hogy §n 2, N(0,1), ha n— oo.

11.3. Tétel. (Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek

Xni,-s Xnk, figgetlen véletlen viltozok, melyek nem mind elfajultak, és ]E(Xfw-) <00, J=

=1,...,k,. Ha tetszdleges € >0 esetén lim L,(c) =0, és g:R — C olyan folytonos
n—oo

fiiggvény, melyre

l9(z)|
_ " 7 < ,
R 1+az ~°
akkor

lim E[g(S,)] = E[g(Y)].

n—oo
Specidlisan, S, — N'(0,1).

Bizonyitas. Valasszunk egy olyan o:R — [0,00) végtelen sokszor differencialhato fiiggvényt,
hogy o(z)=0 ha |z|>1, és [~ p(x)dz=1. Olyan folytonosan differencialhaté o:R— [0, o0)
fiiggvényt konnyd vélasztani, melyre o(z) =0 ha |z|>1, ¢ [ p(z)dz =1, példaul

1
Rz T (@ 1)2(z+1)2 dz

(—1)*(x+1)*111y(z) megfelel. A szoban forgo végtelen sokszor
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differencialhato o fiiggvény létezése az alabbi topologiabol tanult allitasbol kévetkezik: Legyen
K CR egy kompakt halmaz, U pedig a K-t tartalmaz6 nyilt halmaza R-nek. Ekkor 1étezik
olyan f:R —[0,1] végtelen sokszor differencialhato fiiggvény, melyre teljesiil, hogy f(x) >0,

zeK, és f(x)=0, zeR\U. A K=[—3,3] é¢s U=(—1,1) vélasztasokkal kapjuk, hogy létezik
olyan ¢:R — [0,1] végetlen sokszor differencidlhato fiiggvény, melyre o(z) >0, = € [—1, ;]

¢s o(x)=0, ha |z]>1. Mivel [Z o d:p—f_ o(z)dz €(0,2], igy a Q::(f_l1 o(z)dx)!
valasztas megfeleld.
Legyen minden k€N és x € R esetén

k(xz+k)

wi@ = [ olke-a o= [

k

o(2)g (x — E> dz.

(z—k)

Megmutatjuk, hogy a gx, k€N, figgvények a [—R, R] alaku intervallumokon, ahol R>0,

egyenletesen kozelitik a ¢ fliggvényt, azaz barmilyen R >0 esetén

lim sup |g(z) —g(x)| = 0. (11.1)

k—o0 lz|<R

A paraméteres integralok differencialhatosigi tétele alapjan g : R — C végtelen sokszor dif-
ferencialhato fiiggvény. A teljesség kedvéért megadjuk a g, fiiggvény (egyszeri) differenci-
alhatosaganak a bizonyitasat. Legyen zy € R rogzitett. Mivel o' egyenletesen folytonos a
[k(xg—k), k(xo+k)| intervallumon, tetszéleges € >0 esetén létezik olyan § >0, hogy

0/ (y1) — &' (y2)| <&, ha |y1—yo| <0, y1,y2 € [k(zo—Fk), k(zo+k)].
Minden x €R, x # xy esetén

ge(1) —gulwo) _ / olkz=y) = o(k(zo=y)) () 4. _4 /

T — Xy _k T — Xy

ko' (k(&(y) —y))g(y) dy,

k

ahol &(y) az o és my kozé esik. Igy, ha 0 < |z —xo| <2 ., akkor

9u(2) = 91 (20) )—k/_kkd(k(:vo—y))g(y) dy‘ = ‘k‘/_kk‘(@’(k(é(y)—y))—g’(k(xo—y)))g(y) dy

T — Xy

k
< k/ kelg(y)| dy < k% sup |g(y)|(2k),
—k

lyl<k

ugyanis 5
IK(&(y) —y) = k(w0 —y)| = KlE(y) — @0 <k =9,

és g folytonossiga miatt sup, < |9(y)| < oo. Mindezek miatt

k
dhtan) =k [ (koo dy, e
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A g, fiiggvény kompakt tartoju is, hiszen gi(z) =0, ha |z| > k+1/k, ugyanis ekkor
[k(z—k),k(z+k)]N(=1,1) = 0. Tovabba,

nl) =gla) = [ (()) o2) (9 (- 2) ~o(a)) dz—g(x) (1— / (()) o) dz> ,

ezért, felhasznéalva, hogy o(z) =0, ha |z| > 1, és, hogy ffooo o(z)dx =1, kapjuk, hogy
tetszGleges R € (0,00) esetén

k(:):Jrk) k(z+k)
sup lgu() = 9] < sup [g (2= 2) ~g@)| [ o) dztsup o) (1= [ ofe)dz
k k

je|<R le|<R (a—k) le|<R (a—k)
l2|<1
P k(z+k)
< sup (g (x—z) —g(x))Jr sup |g(z)| 1—/ o(z)dz |
|z|<R |z|<R k(z—k)
|z|<1

Mivel g folytonos és [-R—1, R+1] kompakt, a Heine-Cantor tétel alapjan g egyenletesen
folytonos a [-R—1, R+1] intervallumon, igy

lim sup g(x—i>—g(x)‘ =0.

k—o0 \x|<R k‘
lz|<1
Tovabba a @)
o g\
k= iléug 1+ 22 =00
jeloléssel
sup |g(z)| < sup (1+2?)K < (1+ R K,
|z|<R |z|<R
ezért

k(z+k) k2+kx
sup |g(z)| 1—/ o(2)dz | < K(1+R®) sup 1—/ o2) dz
|z|<R k(z—k) |z|<R —k2+kz
k?+kx
=K(1+R?) | 1— inf o(z)dz | .

|z[<R J k24 Kz

Mivel elegendGen nagy k € N esetén (—1,1) C (—k*+kx, k*+kz) tetszbleges z € [—R, R]
esetén, kapjuk, hogy ekkor

k2+kx 1
/ o) dz = / ox)dz=1, |a| <R,

—k2+kx 1

amibdl kovetkezik, hogy elegendGen nagy k € N esetén

k(z+k)
sup Jg(x)| 1- / o(z)dz | =0.
|z|<R k(z—k)
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Igy kapjuk (11.1)-et.
Megmutatjuk, hogy létezik olyan K’ € (0,00), hogy

sup |gr(z) — g(7)| < K'(1427), r eR. (11.2)

k>1

Minden k€N és z € R esetén

gk (2 ’ /::x:) g(a:_ %) dz—g(x)’
</ ()) o()|g (v =) |4z +1g()]
K/ o 1+(a;—%>2> dz+ K (1422
= K/k(ﬁk 1+ (x—%>2>1[171](z) dz+ K (1+2?)
<K S'g (1—|— (:c— %)2) /kf::) o(z)dz+ K (1+2%)

2
éK(Q—i—xQ—i—sup (m—%) )

|zI<1

Mivel

2

2
|Sz1|l£ (x—%) < 2|SZ1‘1<p1 ($2+%) < 2(9& + ]:2) 2(x* +1),
kapjuk, hogy |gn(z)—g(z)| < K(2+22+22°+2) = K(322+4) <4K(2*+1), k€N, z€R, és
igy élhetiink a K’ :=4K valasztassal.

Tetszo6leges n,k € N esetén

|E[g(S)] —E[g(Y)]| < | E[9(S,)] — Elgr(Sa)] |+ Elgr(Su)] — Elgi(Y)]| +| E[gi(Y)] — E[g(Y)]]-

Tetszoleges k€N esetén a g, fliggvény valos és képzetes részeire alkalmazhatjuk a Lindeberg-
tételt (11.2. Tételt), hiszen ¢ végtelen sokszor differencialhato és kompakt tartoji, ugyanis
9i(2)=0, ha |z|>k+1, éskovetkezésképpen [|g)|l<o0 és g} |l <oo. Igy lim | E[gi(S,)]—
n— oo
—E[gr(Y)]| =0, k€N, ezért
limsup | Elg(S,)] ~Elg(¥)]| < lim sup | Elg(S,)] — Elg(Su)]|+ | Elg (V)] — E[g(Y )],

n—oo n—oo

amibdél

lim sup | E[g(S,,)]~E[g(Y)]|<lim sup lim sup | E[g(S,,)] ~E[gi(S,)]| +1im sup | E[ge (Y )]~ E[g(Y)]|-

n—00 k—o0 n—00 k—o0
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Tetszéleges k € N és R € (0,00) esetén, felhasznalva a 3.43. Allitast és (11.2)-t, kapjuk,
hogy

| E[gr(Y)] =E[g(Y)]| = [E[(9x(Y) —g(¥Y)]| < E[lgr(Y) —g(Y)]]
=K ngz(y) _g(Y)|1l{|Y|<R}] +E [|9k(y) —Q(Y)|]1{\Y|>R}]
< sup |ge(x) —g(2)|[+ K'E[A1+Y*)lyyvsm)

|z|<R

igy (11.1) alapjan tetszéleges R € (0,00) esetén

lim sup | Elge(V)] ~Elg(V)]| < K'E [(14+Y*) Ly iomy]

k—o0

A majorans konvergencia-tétel segitségével

lim E [(1+Y?)1qy>r] =0, (11.3)

R—o0
ezért

lim | E[ge(Y)] ~Elg(¥)]| =0.

Hasonloan, (11.2) alapjan tetszéleges k,n €N és R € (0,00) esetén

| E[g(S)] —Elge(Sn)]| = | Elg(Sn) — 91(Sn)l| < Ellg(Sa) — g5 (Sn)]]
:EHQ(A) (§ )|1 {18 |<R}]+EH (gn)_9k<§n)’]l{|§n\>1%}]
< sup |gr(w) —g(@)[+ K'E [(1+Sr2z)ﬂ{|§n\>R}] ;

ezért (11.1) alapjan tetszdleges R € (0,00) esetén

lim sup lim sup | E[g(S,,)] — E[gx(S,)]| < K limsup E [(1+§721)1{|§n\>1%}} :

k—o00 n—00 Nn—00

Mivel az R > x — (14 2?)1j,>p fiiggvény nem folytonos (mindeniitt), a Lindeberg-tételt
(11.2. Tételt) nem tudjuk direktben alkalmazni limsup,_, . E [(1 +§2)1{\§n|>3}} vizsgalatara.
Valasszunk egy olyan h:R — [0, 1] végtelen sokszor differencialhaté fiiggvényt, hogy h(z)=

ha |z|<1/2, és h(z)=1 ha |z|>1. Legyen z€R és Re(0,00) esetén hg(x):=(1+z%)h(z/R),

melyre

Wy(x) = 20h(z/R) + (1+x2)h’(m/R)%, rCR,
és
WY (x) = 2h(z/R) +4xh’(m/R)% + (142K (x/R) 1;2’ TER.

Ekkor a hpr fiiggvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt (11.2. Tételt), hiszen |z|> R esetén
h(x) =2, }11{2,(5") =0, és h, hY korlatosak a [—R, R| intervallumon, mert folytonosak, igy
lim |E[hgr(S,)] —E[hr(Y)]| =0. Ezért felhasznalva, hogy

n—oo

(1+2°) 1> ry < he(z) = he(2)Ljesr2 < (1+2) 10 sr/2), r €R,
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ahol a masodik egyenlStlenség h(x) € [0,1], = € R, kovetkezménye, kapjuk, hogy

hgl—ing (1+S§)1{‘§n|>R}} < hfmn—ing [hR(Sn)] =Ehr(Y)|<E [(1+Y2)ﬂ{|y|>§} :
Ezért (11.3) alapjan
lim limsupE [(1+§721)1{\§n|>1%}} =0,

R—oo nsoo

amibdl kovetkezik, hogy

lim sup lim sup | E[¢(S,,)] — E[gx(S,)]| = 0,
k—oo n—oo
igy végiilis
limsup | E[g(S,)] - E[g(Y)]| =0,

n—oo
A feltételek szerint ez minden folytonos, korlatos ¢:R — R fiiggvényre teljesiil, igy a 7.15.
Tétel segitségével kapjuk az §n 2N (0,1) eloszlasbeli konvergenciat. 0
A kovetkezSkben a 11.3. Tétel egy altalanosabb verziojat kozoljiik bizonyitas nélkiil.

11.4. Tétel. (Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek
Xni,.--s Xng, figgetlen véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak, és ]E(X,Qw-) <00, J=
=1,...,k,. Ha tetszdleges €¢>0 esetén lim L,(¢)=0, és g,:R—C, neN, olyan folytonos
fuggvények, hogy e

|9n ()]

neNach 1+a?
és g, kompakt halmazokon egyenletesen konvergdl valamely g:R — C folytonos fiigguényhez,
amint n— oo (azaz barmilyen K CR kompakt halmaz esetén g,|x egyenletesen konvergdl
glx-hoz, amint n—o0, azaz bdrmilyen K CR kompakt halmaz esetén lim,, o SUp,c g |gn(2)—
—g(x)|=0), akkor

lim E[g,(S,)] = E[g(Y)].

n—o0

Specidlisan, S, — N(0,1).

11.5. Tétel. (Ljapunov centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek
Xni,--s Xnk, figgetlen véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak. Ha valamely 6 > 0
esetén E(|X,;[*™) <oo, neN, j=1,...,k,, €s

k
1 n
D2+ E :E[|X7L,j _E(Xn,j)’2+6] — 0, amint n — 00,
n j=1

akkor S, =52=EGn) Py a0 1). (Itt D, =+/Var(S,), neN.)

Dy
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Bizonyitas. A 11.3. Tételbsl kovetkezik az allitds. Valoban, megmutatjuk, hogy teljesil a
lim,, o L,(g)=0, Ve>0, Lindeberg-feltétel, igy valoban alkalmazhato a 11.3. Tétel. Tetsz6leges
neN é j=1,...,k, esetén

1
E [(Xn; —E(Xn ) L{ X0, ~E(Xon ) 3eDn}] < mE“ij —E(X)*],

ezért .
1 n
Ln(€) < 555 D E[|1Xn;—E(X, )] =0

j=1

amint n — oo. O

11.6. Tétel. (Lévy centralis hatareloszlas-tétele: FAE eset) Legyenek Xy, Xo, ... fig-
getlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok, és jelolje S,:=X1+---+X,, n€N, a részletisszegeket.

Ha E(X?)<oo és Var(X;) >0, akkor S\*}%(gz) 25 N(0,1). Tovdbbd,

—E
ilelg P (&T\/f(g? < x) —P(z)| — 0, amint n — 0o. (11.4)

1. Bizonyitas. Elegendé E(X;)=0 esetén bizonyitani az allitast. Alkalmazzuk a 11.3. Tételt
X=X, j=1,...,n, neN, valasztasokkal (és ekkor k,=n, neN). Jelolje o:=+/Var(X).
Nyilvan D2 =Var(S,) =no?. A majorans konvergencia-tétel alapjan tetszdleges € >0 esetén

k, 1
Lo(e) = = B [(Xn1 —E(Xn1))* 1{1Xp1—E(Xn)|5Dn} ] = = E [XT1x,c0viy) — 0

D
amint n — oco. Igy teljesiil a Lindeberg-feltétel, és ezért valéban alkalmazhaté a 11.3. Tétel,
S . S,—E(S,) D
melybol kivetkezik, hogy =Ze=22 — N(0,1).
Ratériink (11.4) bizonyitasara. Legyen ¢ > 0 tetszGlegesen rogzitett. Mivel lim, ,., ®(z)=1
és lim,, o ®(z) =0, léteznek olyan (e-tol fiiggd) a,b € R konstansok, hogy ®(a) < ¢ és
1—®(b) <e. Mivel & folytonos, kapjuk, hogy @ egyenletesen folytonos az [a,b] (kompakt)

intervallumon, igy léteznek olyan a =: 29 <z <29 < ... <z :=0b pontok, hogy
@(Ij)—q)<l’j_1)<€, j:]_,,k
Mivel S2—E(Sn) P, N(0,1), kapjuk, hogy létezik olyan n. € N, hogy

Var Sy,

|Fo(z;) —®(z5)] <e, n>=n. j€{0,1,... k},

ahol F,(z):=P (S\T}%(SS") < x), x € R. Belatjuk, hogy

‘Fn(x>_q)<x)’<257 ﬂ?GR, n 2 ne,
melybdl kovetkezik (11.4).

163



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Ha z < 2y = a, akkor
0< P(z) < D(xg) =P(a) <e és 0< Fo(z) < Fu(zg) < ®(z0) € < 2,

melybdl kévetkezik, hogy |F,(z) —®(z)| < 2e.
Hasonloan lathato be, hogy x> xp =b esetén |F,(z)—®(x)| < 2e.
Ha z € [zg, ), akkor létezik olyan j e {1,...,k}, hogy x € [x;_1,2;), ésigy

P(xj_1) < D(x) < P(x;) < D(xj-1) +e,
és
CD(xj_l) —e< Fn(mj—l) < Fn(l’) < Fn(.T]) < @(Ij)—Fé‘ < q)(xj_l) + 2¢,
melybdl kévetkezik, hogy |F,(z) —P(z)| < 2e.
2. Bizonyitas (a tétel els6 részére). A folytonossagi tétel (4.9. Tétel) miatt elegendd belatni,

hogy tetszlleges t € R esetén

O sn-ksn) (t) = px (1), ha n — oo,
aron)

ahol X egy standard normalis eloszlasi véletlen valtozo.
A 4.11. Allitas alapjan ¢x(t) = e =, t € R. Tovabba, az m := E(X;) és o := \/Var(X;)

jeloléseket hasznalva, tetszéleges n € N és t € R esetén

— K .
Psn-rsn (1) =E | exp itS”—(S”) ) (exp {itSn nm})
\/W Var(Sn) \/ﬁo'

s (s m)) - (- ()

A 4.2. Tétel (ix) része alapjan, felhasznalva, hogy E((X; —m)?) < oo és E(X; —m) =0, kapjuk,
hogy
. (it)? 2 o? ,
@Xl_m(t) = 1—|—ltE(X1 —m) + T E((Xl —m) )+R2(t> =1-— ?t +R2(t), te ]R,

ahol Ry(t) = o(t?), ha t — 0 (felhivjuk tovabbé a figyelmet, hogy Rsy(t) € C, t € R, 4ltalaban
véve). Igy tetszoleges n € N és t € R esetén

n

n 2 t
o2t t '—7+”Rz<7;)
e ()= [1=T () 4Rr (=) ) =[1 ,
SOSWWEEE;() ( 2 (ﬁa) T (\/ﬁa) + n

. t? t 12
Jim (‘5*”32 (W)) =3
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Valoban, ha t =0, akkor
: t : :
it () = i nfo) = i n-0 <o

ha pedig t # 0, akkor

t
¢ 2R (75) 2
lim nR, (W) — lim @ ~“o=o.

n—00 7%%002;5 ( " )2 __2;5.
Tno
Végezetiil, felhasznalva az 5.13. Lemmat, kapjuk a bizonyitando allitast. O

11.7. Megjegyzés. A 11.6. Tétel feltételei mellett, a 7.15. Tétel alapjan, tetszéleges x € R

esetén 5 _E(S
P(% <9c) — ®(z), amint n — 0o,

* Sn—E(S
P (L(n) < x) — O(x), amint n — oo,

v/ Var S,

hiszen @ folytonos, igy P(o,1)(0(—00,2)) = Par0,1)(0(—00, 2]) = Prroy({2}) =0, z€R. O

11.8. Allitas. Minden n € N esetén legyenek Xnis-oy Xng, [fliggetlen véletlen vdltozok,
melyek nem mind elfajultak, és ]E(Xﬁ,j) <oo, 7=1,...,k,. Ha teljesil a Lindeberg-feltétel,
azaz barmely >0 esetén L,(c)— 0, akkor teljesil az in. egyenletesen aszimptotikusan
elhanyagolhatosdgr feltétel, azaz barmely >0 esetén

Ko — E(Xny) =>e| —0.
Var(S,,)

Bizonyitas. A Csebisev-egyenlGtlenség alapjan barmilyen >0 esetén
X, i —E(X,.;
max IP’( ) (Xonj)

1<j<kn

Var(S,,)
ugyanis a 11.2. Tétel (ii) részének bizonyitasdban belattuk, hogy 72 <&+ L,(g), neN, >0,

max P
1<j<kn

n

< max ———=~=——0 ha n — oo
T <j<ha €2 Var(S,) g2 ’ ’

Var(X, ;) rZ

igy a Lindeberg-feltétel teljesiilése esetén r, — 0, ha n — oco. U
Az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltételt infinitezimalitasi feltételnek is

szokas hivni.
11.9. Tétel. (Feller tétele, 1935) Minden neN esetén legyenek X, 1,..., Xn, fliggetlen

véletlen wvdltozok, melyek nem mind elfajultak, IE(X,QW) <oo, j=1,...,k,, ésjelolje S, =

=Xoa+ -+ Xk, Ha S, = Sn L) i>/\/'(O, 1) és teljesiil az egyenletesen aszimptotikusan

\/ Var(Sn)
> 6) — 0,

elhanyagolhatosdgi feltétel, azaz birmely € >0 esetén
Var(S,)
akkor teljesil a Lindeberg-feltétel, azaz barmely ¢ >0 esetén L,(c)— 0.

max P ( Xn’j_E<Xn’j>
1<j<kn
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11.10. Megjegyzés. Minden n €N esetén legyenek X, 1,..., X, fliggetlen véletlen valto-
z0k, melyek nem mind elfajultak, E(Xﬁyj) <oo, j=1,...,ky, ésjelolje S, =X, 1+ +X,,-
Ha r, = Din maxi<j<k, On,j — 0, amint n — oo, akkor a 11.8. Allitas bizonyitasa alapjan teljesiil
az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltétel. Tovabba, ha fennall az egyenlete-
sen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltétel, akkor Lindeberg centrélis hatareloszlas-tétele
(11.3. Tétel) és Feller tétele (11.9. Tétel) alapjan kapjuk, hogy S, i>/\/’(O,1)7 amint n — oo

akkor és csak akkor all fenn, ha teljesiil a Lindeberg-feltétel. O

11.11. Tétel. (Lindeberg tobbdimenzids centralis hatareloszlas-tétele) Minden neN
esetén legyenek X,1,...,Xnr, figgetlen d-dimenzids véletlen vektorok, és E(]| X, ;]|?) < oo,
j=1,...,k,. Ha

k'n,
(i) > Var(X, ;) =%, ha n— oo, ahol X €R™ invertdlhatd,
=1

(ii) Lindeberg-feltétel: minden ¢ >0 esetén

k’ll
D B [1X0; —E(X ) Py, ;e piza] =0, ha n— oo,
j=1

akkor S, —E(S,) =5 N(0,%), ahol N(0,%) a 0€R? vdrhaté érték vektori és ¥ € RIxd
kovariancia mdatrizd d-dimenzios normdlis eloszldst jelols.

Megjegyezziik, hogy a 11.11. Tétel (i) feltételében szerepld ¥ matrix pozitiv szemidefi-
nit is, igy minden f6minorja nemnegativ, és mivel feltettiik, hogy invertalhato, kapjuk, hogy
det(X) > 0. Tovabba, a 11.11. Tétel (i) feltételébdl kovetkezik, hogy elég nagy n € N esetén
Xni,.-.,Xnk, nem mind elfajultak, ugyanis a szoban forgé feltételbdl kovetkezik, hogy 1étezik
olyan ng € N, hogy det(Zfil Var(X,,;)) > 3 det(X) >0, ha n>mng, és ha valamely n > ng
esetén X,,1,..., X, 1, mind elfajultak lennének, akkor Zfil Var(X,, ;) =0€R™ lenne, mely

ellentmondés.

11.12. Tétel. (T6bbdimenzids centralis hatareloszlas-tétel: FAE eset) Legyenek X,
n €N, figgetlen, azonos eloszldsi d-dimenzids véletlen vdltozok, és jeldlje S, =X1+---+ X,
n €N, a részetisszegeket. Ha E(]| X1]|?) <oo és Var(X;) € R invertdlhato, akkor

1
NG

ahol N(0,Var(X;)) a 0€R? wirhald érték vektori és Var(Xy) kovariancia mdtrizi d-

dimenzios normdlis eloszlast jeldls.

(S —E(S,)) 2, N (0, Var(X)), ha n — oo,

Bizonyitas. A 11.11. Tételt alkalmazzuk az X, ;:= \/LEX]-, j=1,...,n, neN, valasztasokkal

(azaz ekkor k, =n, n e N). A 11.11. Tétel (i) feltétele trivialis modon teljesiil, ugyanis
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Z  Var(X,, ;) = nVar(\/iﬁXl) = Var(X;), neN. A 11.11. Tétel (ii) feltételének teljesiilése

hasonléan lathaté be, mint a 11.6. Tételben az egydimenzios esetben: a majorans konvergencia

tétel alapjan tetszéleges € >0 esetén

kn
ZE 1X05 = E(Xn )P Lgx, ;B0 )1 <} ] :E[HXl_E(Xl)‘|21{\|X1—E(X1)||25\/ﬁ} — 0,

ha n — oo. O

11.13. Tétel. (Poisson konvergenciatétel) Minden neN esetén legyenek X, 1, ..., Xnk,
fiiggetlen véletlen vdaltozok, melyekre P(X,, j=1)=p, ;=1-P(X,,;=0), j=1,... k,, és jeldlje

kn
Spn=Xp1+ - +Xnk,- Ho > ppj—>AeER, és max p,; —0, akkor Snl)Poisson()\).

j=1 1<y<kn

Megjegyezziik, hogy a 11.13. Tételben p, ; =E(X,;), neN, j=1,... k,, és ZJ | Pnj=
=E(S,), neN.

11.14. Lemma. Ho meN és ay,...,am,b1,..., b, € [—1,1], akkor

H H |a; —
7j=1 7j=1 j:l
Bizonyitas. A harmonika elv alapjan
m m m 7—1 m
Haj—Hbj :Z (H%‘) (a;—b;) ( H bi) )
j=1 j=1 j=1 \i= i=j+1

ahol az iires szorzat értéke definicié szerint 1. Valoban,

m 7—1
Z(Ha) (H b) al—bl)b bm+a1(a2—b2)b3bm++
i i=7541
+ay--- am—Q(am—l _bm—1>bm+a1 e am—l(am_bm)

= —blbg cee bm+a1 Ay —1 Q-

lgy
m m |j—1 m m
_Hbj SZ H(J,Z |aj—b] H bl <Z|a]—bj|
j=1 j=1 |i=1 i=j+1 j=1

U

A 11.13. Tétel (Poisson konvergenciatétel) bizonyitasa. A )\ paraméterdi Poisson-

eloszlas generatorfiiggvénye

k_ = —)\ a:)\ Az—1)
Ra>z+— kg x I kg k:‘ =e ,
—0 =0
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lasd az 5.11. Allitast is. Az X, ; véletlen valtozo generdtorfiiggvénye
Rz E@*) =1—puj+pnz=1+pa;(x—1),
ezért a 4.13. Tétel (v) része alapjan az S,, véletlen valtozo generatorfiiggvénye
R>z e [JL+pn,(z—1)
j=1

A generatorfiiggvényekre vonatkozé folytonossagi tétel alapjan (lasd, 4.14. Tétel) az allitas

bizonyitasahoz elegendd belatni, hogy tetszéleges x € [—1,1] esetén

k:TL
nh_)lr;oH 1+ pn(z—1)] =MD,
7j=1
Tekintsiik a i
[[1+pni@—D) =V < Ap(2)+ Ba(z),  xe[-11],
j=1
becslést, ahol
kn kn kn
A, (z) = H[1+pn,j($—1)]—Hep“(‘r Dl B, (z) = Hepm(m ISBIPRNCESY
j=1 j=1 j=1
Itt minden x € [—1,1] esetén
B,(x)= ‘e(m_1)2§21pn’f —eMem 0, ha n — oo,

mert Z?ilpn’j — A Mivel |z| <1 esetén |ePri@ V| =ePrs@=) L0 =1 és
—1<1-2p,;=14pnj(—1-1)<1+p,;(z—1)<1+p,;(1-1)=1,

azaz |1+p,;(x—1)| <1, a11.14. Lemma alapjan kapjuk, hogy

kn

An(2) < |erns ) —1—p, (@ —1)] .
j=1
Az exponenciélis fiiggvény deﬁnici(’)ja alap jan tetszGleges y € R esetén

=1 y")zel‘_

ezért tetszéleges x € [—1,1] esetén

An(2) (z—1) Zp ePnijle— 1\< (x—1) anm

ahol felhasznaltuk, hogy p, ;lz—1] <2. Itt

kn, kn

2 —
> P S (123635 Pn ,J) > pnj—0:A=0,
j:

J=1

2

2 ¢ ‘
e |y! Z/ \y! Z/_ Iyl
‘ =9 ZZ (0+2)! < Z B

ezért A,(r) -0, ha n— oo minden z€[—1,1] esetén. O
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12. Sztochasztikus folyamatok, véges dimenzios eloszlasok

12.1. Definicié. Legyen (2, A,P) wvaldszindségi mezd, T tetszdleges nemires halmaz, és
minden t€T esetén &:Q—R waldszintségi vdltozd. Ekkor ezek {&:t€T} seregét sztochasz-
tikus folyamatnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy T a folyamat paraméterhalmaza (vagy

indezhalmaza), R pedig a fdzistere (vagy dllapottere).

Természetes modon lehet definialni olyan sztochasztikus folyamatokat, melyek fazistere egy
(X, X) mérhets tér.

Azt mondjuk, hogy a {&:t€T} sztochasztikus folyamat a ¢t €T paraméterben (ha T id§
jellegii, akkor a t € T' id6pontban) az x € R Aallapotban van, ha a realizalt w € Q kimenetel
mellett & (w)=xz. A folyamat értékének jelolésére hasznalni fogjuk a &(t)(w), illetve &(t,w),
teT, weQ) jeloléseket is (ugyanis a folyamatot lehet tekinteni természetes modon egyetlen
E:TxQ— R leképezésnek is: {(t,w) :=&(w)).

12.2. Definici6. Rdgzitett w € Q esetén a T >t &(w) € R fligguényt a folyamat egy

.

Csak olyan folyamatokrol lesz sz6, amikor T C R, azaz a paraméter id6 jellegi, példaul
T=1[0,00), T={0,1,2,...}. Mivel a valos szamok halmazan adott egy természetes rendezés,
beszélhetiink egy folyamat jovGjérdl, illetve multjarol. Amennyiben egy rogzitett ¢t €T C [0, 00)
paramétert tekintiink jelen idépillanatnak, akkor a {&:s>t} valoszintiségi valtozok csaladjat
a sztochasztikus folyamat jovGjének, a {& :s <t} valoszintségi valtozok csaladjat pedig

a sztochasztikus folyamat miltjanak nevezziik.

12.3. Példa. Legyenek ¢&,, n € N, teljesen fiiggetlen, azonos eloszlasa, valos értékii valo-
szintiségi valtozok egy sorozata. Ekkor {¢, :n € N} sztochasztikus folyamat 7' =N para-
méterhalmazzal és R fazistérrel. A trajektoridk ebben az esetben valds szamsorozatok. Ha
E(&) =0 és E(£F) <oo is teljesiil, akkor a {&,:n € N} sztochasztikus folyamatot fiiggetlen,
azonos eloszlasu fehér zajnak is szokas nevezni az id&soranalizisben. Val6jaban, idGsoranalizis-
ben kicsit altalanosabban egy (paronként) korrelalatlan, nulla varhato értéki, véges masodik

momentummal rendelkezé sorozatot értenek fehér zaj alatt. 0

12.4. Példa. Rogrzitsiink egy tetszéleges pe (0,1) szamot, és tekintsiink 7, Z,, ... fliggetlen

és azonos eloszlasu véletlen valtozokat
P(Z,=1)=np, P(Z,=—-1)=1—p, neN,

eloszléssal. Legyen S,,, n € Z,, a kapcsolatos részletosszeg-sorozat, azaz Sp:=0 és S, :=
=Z1+---+Z,, neN. Ekkor minden ne€N esetén o(Sy,Si1,...,5)=0(Z1,...,Z,), ésa
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Zn1 valoszintségi valtozo fiiggetlen ettsl a o-algebratol. Valoban,

10 - 0 10 - 0

S Z Z S

.1 11 --- 0 .1 ’ '1 11 --- 0 '1
1 1 1 1 1 1

P(Sn—l-l - Sn+1 ’ Sn; Sn—la RS SO) - IP><Z’n,—‘,-1 - ]-) =D,
P(SnJrl = Sn— 1 ‘ Sn, Snfl, c. 750) = P(ZnJrl = —1) = 1—p

fgy az {Sn:n€Z,} sztochasztikus folyamat a valos egyenes egész racspontjain lépked, deter-
minisztikusan a 0 pontbdl indul, és minden egyes id6pontban a korabbi lépésektdl fiiggetleniil p
valoszintiséggel eggyel jobbra ugrik, és 1—p valoszintiséggel pedig eggyel balra. Az {S,:n€Z,
+} sztochasztikus folyamatot (egydimenzios) véletlen bolyongasnak nevezziik. Ha p=1/2,

akkor szimmetrikus, egyébként nem szimmetrikus bolyongasrol beszéliink. U

12.5. Definici6. Legyen T C Ry, és {& :t € T} egy valds értékid sztochasztikus folyamat.
Azt mondjuk, hogy a folyamat diszkrét idejd, ha T megszamldlhato halmaz. Ekkor dltaldban
T=17Z,, tehdt a folyamat véletlen valtozoknak eqy sorozata. A folyamat folytonos idejid, ha T
a nemnegativ félegyenes eqy véges vagy végtelen részintervalluma. Ekkor példdul T =R, wvagy
T =1[0,1].

12.6. Példa. Megmérjiik a kiilsé (véletlen) hémérsékletet egy 7' C [0,24] indexhalmaz altal
meghatéarozott idépontokban, és legyen &, t € T, a mérések eredménye. Ekkor a {§ :t €T}
csalad egy sztochasztikus folyamat. Ha a hGmérsékletet példaul 0 érakor, 1 orakor és 13 orakor
meérjiik, akkor 7= {0,1,13} C Z, diszkrét halmaz, tehat diszkrét idejii folyamatrol van szo.
Ha a hémérsékletet folyamatosan mérjiik, tehat 7'=[0,24], akkor a folyamat folytonos ideji.
Ha a mérést egy digitalis h6meérGvel végezziik, akkor a lehetséges értékek halmaza elméletileg
megszamlalhato, gyakorlatilag véges. Ha analdég hémérst hasznalunk, és képesek vagyunk az

értékeket tetszéleges pontossaggal leolvasni, akkor a folyamat allapottere nem megszamlalhato.
O

Egy {& :teT} sztochasztikus folyamat viselkedésérdl sok informaciot tartalmaznak a

folyamat un. véges dimenzios eloszlasai.

12.7. Definici6. Legyen T CR. Egy {&:t €T} sztochasztikus folyamat véges dimenzids
eloszldsar alatt a

{<§t17"->£tk)3k€N, tl,...,tkET}

valdsziniségi vektorvdltozok eloszldsait értjiik (ahol az 1.21. Allitds alapjin (&, ...,&,) vald-

ban valdsziniségi vektorvdltozd).
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Egy {& :t€T} sztochasztikus folyamat véges dimenzios eloszlasait az
{F£t17"'7£tk ke N7 t1, ..., lk € T}

eloszlasfiiggvény-sereggel is meg lehet ekvivalens moédon adni (lasd 1.27. Allitas). Természetes

modon felmeriilhet az a kérdés, hogy ha megadjuk eloszlasfiiggvényeknek egy

{Ftl,...,tk k < N, t]_, e ,tk; € T}

seregét, akkor létezik-e olyan (€, A, P) valoszintiségi mez6 és rajta olyan {& :t €T} szto-

chasztikus folyamat, melynek véges dimenzids eloszlésai éppen az adott eloszlasok:
F5t17...7§tk = Ftl,...,tk7 ke N, ti,...,tr € T.

A kovetkez6 fejezetben (Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétel) részletesen megvizsgal-
juk ezt a kérdést (lasd a 13.15. Tételt). Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy a véges dimenzids
eloszlassereg ismeretében &altalaban még nem lehet eldonteni, hogy milyen tulajdonsidgokkal

birnak a folyamat trajektoriai.

12.8. Definicié. Legyen T egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy a {&:t€T} és {n:teT}
sztochasztikus folyamatok

(i) tdgabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges dimenzids eloszldsaik.

(ii) ekvivalensek, ha ugyanazon valdszindségi mezdn értelmezettek és P(& =mn,) =1 tel-
jestil tetszdleges t €T esetén. Az ekvivalens folyamatokat eqgymds modifikdcioinak is
nevezzik.

(iii) megkilonboztethetetlenek, ha ugyanazon valdszintiségi mezin értelmezettek és P(& =

Ellendrizhetd, hogy a 12.8. Definicioban megadott relaciok ekvivalencia-relaciok a sztochasz-
tikus folyamatok kozott.

12.9. Allitas. Legyen T egy nemiires halmaz.

(i) Haa {&:teT} és {n:teT} sztochasztikus folyamatok ekvivalensek (azaz egymds mo-
difikdcioi), akkor tagabb értelemben is ekvivalensek (azaz megegyeznek a véges dimenzids

eloszldsaik).

(ii) Hao a {&:te€T} és {m:te€T} sztochasztikus folyamatok megkilonboztethetetlenek,

akkor ekvivalensek is (azaz eqgymds modifikdcidi).

171



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Bizonyitas. (i). Tetsz6leges n €N, ty,...,t, €T, és xy,...,x, € R esetén

Fey e (1, x0) = P(§ <21y, &, <)
=P(&, <1, &, <Xy & =Mtys -5 &0, =M1,)
=Py <21, 300 < Ty &ty = Ny -+ 5§t = M)
=P, <1, 0, <Tn) = Fop g (B0, T0),

ahol felhasznaltuk, hogy P(A)=P(ANB), VA, Be A, P(B)=1 esetén, mely abbol kovetkezik,
hogy P(A)=P(ANB)+P(ANB) é P(ANB)<P(B)=0.
(ii). Mivel tetszGleges to € T esetén

{ft =, Ve T} - {fto = 77750}7

a valosziniiség monotonitasa alapjan 1=P(& =mn, Vt € T) < P(&, =m1,), melybdl kovetkezik
az allitas. O
A 12.9. Allitasban sem az (i), sem a (i) részt nem lehet megforditani altaldban, mind a két

esetben ellenpéldat adunk a kovetkez6 megjegyzésben.

12.10. Megjegyzés. (i). Ellenpélda arra, hogy a 12.9. Allitasban az (i) rész nem megfordit-
hato. Legyenek &, és 1y azonos eloszlasu véletlen valtozok ugyanazon valoszintiségi mezén,
& =&, teT, és n.:=ny, t€T. Ekkor {&:t€T} és {n,:t€T} véges dimenzids eloszlasai
megegyeznek, de semmi sem garantilja, hogy egymas modifikdcioi lennének. Példaul, ha &
standard normalis eloszlast véletlen valtozo és ng:= —&y, akkor P(§=1mn9) =P({ =0)=0
(ii). Ellenpélda arra, hogy a 12.9. Allitdsban a (ii) rész nem megfordithaté. Legyen T :=[0,1]
és U egyenletes eloszlast T-n. Legyen tovabba & :=0, t€ T, és

1 ha t=U,
M= tET
0 ha t#U,

Ekkor tetszéleges t € [0,1] =T esetén P(&=m)=P(U #t)=1, igy {&:t€T} és {m:te
€T} egymas modifikacioi. Azonban P(& =, YVt € T) =0, mert tetszleges w € Q0 esetén
{&(w):teT} és {m(w):teT} a t=U(w) pontban kiilonbozé értékeket vesznek fel. [

12.11. Definicid. Azt mondjuk, hogy a {&:t>0} sztochasztikus folyamat fliggetlen névek-
ményd, ha P(§o=0)=1, és tetszbleges k€N és tetszdleges 0 <ty <ty <...<t iddpontok
esetén a &, & —&yy ooy &b — &, noOvekmények (teljesen) fuggetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {&:t>0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen, staciondrius novek-
ményi, ha fiiggetlen névekményi, és a névekmények eloszldsa iddeltoldssal szemben invaridns,
azaz tetszdleges t,h >0 iddpontok esetén & p—& eloszlasa nem fiigg t-tdl (kovetkezésképpen

megegyezik &, eloszldsdval).
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12.12. Allitas. Legyenck X és Y figgetlen (valds értéki) valdsziniségi vdltozék F és G
eloszlasfigguényekkel. Jeldlje X +Y  eloszlasfiigguényét H, melyet az F és a G eloszlds-

.

H(z) = /Oo F(s—y)dG(y), zcR. (12.1)

o0

Bizonyitas. Bevezetve a
B, ::{(x,y)€R2zx+y<z}, z €R,

jelolést, a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) és a Fubini-tétel alapjan kapjuk, hogy tetszéleges
z € R esetén

H(z) = P(X+Y < 2) = P(X,Y) € B.) = E(1p.(X,Y)) = /

]132 (l’, y) dFX,Y(:U7 y)
R2

[ e aE R - [

R

( /R 15, (z,1) de<x>) AFy ().

Mivel

1 ha z<z—y,
]]-Bz(ajvy) =
0 ha z>z—y,

és Fx balrdl folytonos, kapjuk, hogy

ul—00

/RILBZ(x,y)dFX(x)—/(_ | LAEX() = Py(e )= fim Fx(w) = P (o).

és igy

O
Megjegyezziik, hogy ha X és Y fiiggetlen, abszolit folytonos (valos értéki) véletlen
valtozok f és g stirtiségfiiggvénnyel, akkor a 12.12. Allitasbol kovetkezik a 3.23. Allitas (i)

része, ugyanis a paraméteres integralok differencidlhatosagi tétele alapjan

e - [ T Pz y)gly) dy = / T fe—yely)dy,  zeR

o
A C Appendixben részletesen foglalkozunk a konvolicioval és tulajdonsagaival.
A kovetkezSkben azt vizsgaljuk, hogy egy fiiggetlen névekményt, illetve egy fiiggetlen, sta-
cionarius novekményii sztochasztikus folyamat véges dimenzios eloszlasait milyen véletlen val-

tozok eloszlasa hatarozza meg egyértelmten.

12.13. Allitas. Egy {&:t>0} fiiggetlen névekményi sztochasztikus folyamat véges dimenzids

eloszldsait egyértelmien meghatdrozzak a & —¢&s, 0< s <t, novekmények eloszldsar.
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Bizonyitas. Tetszbleges k€N és 0<ty <tog <... <t esetén a & —&, 0<s<t,

novekmények eloszlasa egyértelmten meghatarozza (&, &, —&y, - -5 & —&,_,) €loszlasat, mely
egyértelmien meghatarozza (&,,...,&,) eloszlasat is. Valoban, a fiiggetlen névekményiiség
definicioja alapjan &, &, —&,, ..., &, —&, , fliggetlenek (ha t;=t,.1, akkor &, , —&, =0,
mely fiiggetlen minden véletlen valtozotol), igy barmilyen zi,...,x; € R esetén
]P)(fh <, §t2 _ftl < Z2,... aftk _gtk_l < xk)
=P(&, <) P — &y <2) - P&, — &y < ).

Mivel

&ty 1o -0 &ty

N R I (122

£tk 1.1 £tk _gtkfl

kapjuk, hogy tetszéleges xy,...,xr € R esetén

§t1 I
€t2 )
P(ftl<$1,€t2<x27...,£tk<xk):]P> : <
gtk T
-1
ftl 1 0 --- 0 )
— ]P> £t2 fgtl < 1 1 '.' . 0 :Li2 |

gtk _gtk—l 1 1 e ]_ l‘k

és igy (&, &, .-, &,) eloszlasat egyértelmien meghatarozza (&, &, — &y -5 & — &t y)

eloszlasa, melyet pedig, mint lattuk a & —&;, 0<s<t, novekmények eloszlasa. Végezetiil, ha

keN és ty,...,t, >0 tetsz6legesek (azaz nem feltétleniil rendezettek), akkor nagysag szerint
novekve sorrendbe valo rendezés utan alkalmazhatoak az elzGekben leirtak. 0

12.14. Allitas. Egy {& :t >0} fiiggetlen, staciondrius novekményd sztochasztikus folyamat
véges dimenzios eloszldsait egyértelmien meghatdrozzdk a &, t>0, véletlen vdltozok eloszldsai
(azaz az egydimenzids eloszldsok). Tovdbbd, az {Fg, :t >0} eloszldsfiggvényekbdl dllo csalddra
teljesil, hogy Fe,, . =F¢ *Fe, tetszdleges s,t=0 esetén (ahol x eloszldsfigguények konvolicidjdat
jeloli).

Bizonyitas. A 12.13. Allitas alapjan {& : ¢ >0} véges dimenziés eloszlasait egyértelmtien
meghatarozzak a &—¢&s, 0<s<t, névekmények eloszlasai. Mivel a stacionarius novekménytiség
miatt tetszéleges 0 < s <t esetén & —& eloszlasa megegyezik &, eloszlasaval, kapjuk az
allitas elsG részét. Tovabba, o= (§opr— &) +&, ahol & —& 68 & =& —& fiiggetlenek,
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és &g —& eloszlasa megegyezik &,—& =&, eloszlaséval, igy kapjuk az allitds masodik részét
is. 0

12.15. Definicid. Azt mondjuk, hogy (egydimenzids) eloszldsfigguényeknek eqy {F;:t > 0}
csalddja egyparaméteres konvolicids félcsoportot alkot, ha F, =FxF, tetszdleges s,t>=0

esetén, és Fo= 1(0,00)-

12.16. Megjegyzés. A 12.15. Definicioban az Fy=1(,) megkotés mar kovetkezik az Flyy =
=F;xF;, s,t >0 feltételbdl. Ugyanis az s =t =0 valasztassal kapjuk, hogy Fy= Fy* Fj.
Jelolje ¢y egy Fy eloszlasfiiggvényd (¢ valoszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényét.
Ekkor F,= FyxF, miatt ¢ 2(+(, ahol (2( és C és ( fiiggetlenek, igy o(t) = pa(t),
t eR. Felhasznalva, hogy ¢o(0)=1 és ¢q folytonos, kapjuk, hogy ¢o(t)=1 barmilyen t€R
esetén, azaz Fy az azonosan 0 véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye. U

12.17. Definici6é. Legyen T #0 és {&:t €T} walds értékid sztochasztikus folyamat, hogy
E(|&]) <oo, t€T. Ekkor az m:T —R, m(t):=E(&), t€T, figguényt a folyamat vdrhatd
érték figguényének hiviuk. Tovdbbd, ha E(&2) <oo, te€T, akkor a K:TxT — R,

K(s,t) :=Cov(&s, &), (s,t) e T xT,
figguényt a folyamat kovariancia fiigguvényének hivjuk.

12.18. Megjegyzés. Ha {& :t € T} egy olyan valos értéki sztochasztikus folyamat, hogy
E(£2)<oo, teT, akkor E(|&])<oo, teT, is teljesiil, ugyanis a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség
alapjan E(|&]) < /E(&) E(1%) < oo, D

12.19. Allitas. Legyen T #0 és {&:t €T} egy olyan valds értéki sztochasztikus folyamat,
hogy E(&2) < oo, t€T. Ekkor K kovariancia fiigguényére teljesiil, hogy

(i) K(s,t)=K(t,s), s,t €T (azaz K szimmetrikus),
(i) VEEN, Vii,....t, €T, ¥ Ai,...,\s €C esetén
k
> ANEK(ti 1) > 0.
ij=1

Specidlisan, tetszéleges k€ N és ty,...,t, € T esetén a (K(tj,1))1=1

7777

pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. (i). K(s,t) = Cov(&s, &) = Cov(&, &) = K (t, s), s, t €T,
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(ii). A varhato érték linearitasa alapjan

k k k
Z Az)\_JK@@, tj) = Z )\2)\_] COV(&“ gtj) = Z )\1/\_]]E ((gtz _E(fti))(&j _]E(&])D
ij=1 ij=1 =1
k
=K Z >\2)‘_j(€tl —E(&,)) (&, _E<§tj)))
ij=1

@
I
—
<
I
—
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13. Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétel

Legyen &:={& :te€T} egy tetszGleges valos értéki sztochasztikus folyamat, ahol T egy
nemiires indexhalmaz. Jelslje R? a T indexhalmazon értelmezett valos értékii z: 7T — R
fiiggények halmazat, azaz legyen RT:={xz|x:T —R}. Vegyiik észre, hogy a ¢ sztochasztikus
folyamat tgy is felfoghato, mint egy olyan fiiggvény, mely az ) eseménytéren van értelmezve,

és az RT térben veszi fel értékeit, nevezetesen
Q=R Qsw E(w),

ahol {(w):T—=R, T3t—{(w)(t):=&(w). Természetesen a tovabbi munka szempontjabol az
lenne kényelmes, ha ¢ az RT tér véletlen eleme lenne, tehat ha a £:Q—R? fiiggvény mérhets
lenne valamilyen alkalmasan definidlt mérhet&ségi strukturara vonatkozdéan. A késébbiekben
latni fogjuk, hogy ez nem is egyszerlien egy kényelmi kovetelmény, hanem a ¢ leképezés
mérhet&sége elengedhetetlen egyes eredmények bizonyitésa soran.

Abban a specialis esetben amikor T egy véges indexhalmaz, azaz T = {t;,...,tq}, ahol
d €N, kapjuk, hogy a (&,,...,&,): Q—R? leképezés valosziniiségi vektorvaltozo (lasd 1.21.
Allit4s), azaz mérhets az (2, A) és (RY B(R?)) mérhetsségi struktirakra nézve, ahol B(R?)
az R? szorzattér Borel o-algebrajat jelsli.

Természetes médon adddik a kérdés, hogy mit allithatunk akkor, ha 7' nem véges halmaz.
Ekkor megadunk az RT téren egy o(C) modon jeldlt o-algebrét, az tin. cilinderhalmazok
(hengerhalmazok) altal generalt o-algebrat. Ehhez elészor bevezetjiik az un. (végesdimenzios)

projekciokat.

13.1. Definicié. Legyen T egy nemires indezhalmaz, n € N és S ={sy,...,s,} CT. A
Ps - RT — RS,

(pS(‘r))<SZ) = x(si)J izl?"'ana xGRT7
leképezést az R-re vald projekcionak vagy vetitésnek nevezzik. (A fentickben definidlt

ps(x) fagguényt roviden (xzs,,...,xs,) modon is irhatjuk, ahol xs, az x figguénynek az s;

pontban felvett x(s;) helyettesitési értékét jeloli réviditett modon, ahol i=1,...,n.)

Megjegyezziik, hogy a 13.1. Definicioban bevezetett pg(x) valoban fiiggvény tetszéleges
r€RT esetén, ugyanis az S halmaz elemei paronként kiilonbdzéek (egy halmaz megadasanak
konvencidit figyelembe véve).

Az aldbbiakban felidézziik mértékelmélethdl a mérhetd terek szorzatat és a cilinderhalmaz

(hengerhalmaz) fogalmat.
13.2. Definicid. Legyenek (X1, A1) és (Xo, A2) mérhetd terek. A

TZ:{A1XAQZA1€A1,AQEA2}
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halmaz elemeit mérhetd tégldiknak hiviuk, az (X1 x Xo,0(T)) mérhetd teret pedig az (X1, A1)
és (Xo, A2) mérhetd terek szorzatdanak nevezzik. A o(T) o-algebrdt Ay x Ay (vagy A1®.A;)
mddon szokds jeldlni. A definicic értelemszerien kiterjeszthetd véges sok (X;, A;), i=1,...,n,
mérhetd tér szorzatdra is.

Ha (Xo, Ad)acr végtelen sok mérhetd tér, ahol T egy tetszdleges (nem feltétleniil véges)
act Xa €5

o(C) az un. cilinderhalmazok (hengerhalmazok) dltal generdlt o-algebra. A cilinderhalmazok

indezhalmaz, akkor szorzatukon azt az (X,0(C)) mérhetd teret értjik, melyre X:=[]

olyan C C X halmazok, melyekhez létezik olyan neN, oy,...,a, €T, a; #a;, ha i# 7],
i,je{l,...,n}, és Be][i_; A, :=Aa, X X A,,, hogy

C={reX:(xa,...,xq4,) € B}.

Az ay,...,qp indexeket a C tartopontjainak (koordindtdinak), a B halmazt pedig a C egy

tartohalmazdnak (alapjanak) mondjuk. A cilinderhalmazok dsszességét C-vel jeloljik.

13.3. Megjegyzés. (i): Amennyiben X,:=R, a €T, ugy a 13.2. Definiciébeli X szorzattér
nemmas, mint a 7' halmazon értelmezett R-beli értékii fiiggvények halmaza, azaz R”. Ekkor

tetszbleges oy, a0 €T, ay # gy, esetén
C:= {x T SR (T, Tay) € [0,1]2}

egy cilinderhalmaz. Mértékelméletbdl ismert, hogy tetszéleges n € N esetén B(R") = B(R)",
igy, ha T egy n-elemii halmaz, akkor R7”-t beazonositva R"-nel, kapjuk, hogy B(RT)
beazonosithaté B(R)"-nel.

(ii): Legyen T:={1,23} és X;:=R, i=1,2,3. Ekkor tetszéleges r>0 esetén {(:Ul,a:Q,xg)E

eER?: 2 +a3 < 7”2} cilinderhalmaz, ugyanis
{(ml,xQ,xg) ER?: 22 +23 < 7“2} = {(xl,xQ,xg) ER?: (21, 29) € B},

ahol B az (x1,x2) sik origo kézépponti r-sugari korlapja (a hatart is beleértve). A szoéban
forgo cilinderhalmaz nemmaés, mint az x3-tengelyre forgdsszimmetrikus, r-sugari henger.

(iii): Egy cilinderhalmaz tobbféleképpen is megadhato. Példaul:
{(xl,xg,xg) ER?: 2% +25 < 7”2} = {(xl,xg,xg) ER®: (v1,19,73) € B XR},

ahol B a (ii)-ben definialt.
(iv): Véges sok cilinderhalmaz mindig tekinthets azonos koordinatak felettinek, azonos "dimen-
zi6ji” tartohalmazokkal. Példaul, ha T:=N, X, =R, 1€ N, és

Cl = {l' eX: (xalaxazv"'7xan) € Bl}’
02 = {f eX: (xﬁnxazv"'?xan) GBQ}’
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ahol X a 13.2. Definiciobeli szorzattér, n €N, «a;, 5, €T, 1=1,...,n, a; # o, [ #qj,
j=1,...,n, és By, By € B(R"), akkor legyen w;:=aq,...,w, = &y, w,11:= [1. Ekkor

{2 € X 1 (Twys Tuwsy -+ Twpyy) € BIXR}={2 € X : (T0,, Twy, -, Tw,) € B1}
={r€X:(Tay,Tay,--+Ta,) € B1} =C1,

és
{x € X (Twnirs Twss -+ s Ty, Tun ) € Ba xR} ={x € X : (23, Tag, - .., Ta,) € Bo} = Co.
Igy Oy, illetve C, tekinthets {wy,...,w,, wyy1} tartopontokhoz tartozoaknak, azonos di-

menzioji By xR, illetve By xR tartohalmazokkal. Mas a tartopontok sorrendje, de ugyanazon
tartopontokrdl van sz6. Azon is lehet segiteni, hogy nem ugyanaz a sorrend. Legyen p: X,, X
XX X, x Xg, = Xp, X Xg, XX Xq,,,

P( Ty ooy Tans Ty ) = (T, Tags -+ - s Ty )s (Tags -+ s Tans Tp,) € Xag X -+ X Xy, X Xp,.
Ekkor

{2 € X (Tuy, Tugs -+ + s Tupy s Ty ) ERX p H(B2)} = {2 € X : (Targy -+ » T, ¥5,) € p ' (Ba)}
={r e X :p(Tay,... Ta,, Ts) € B2}
= {IE € X: (l‘/gl,afo@, c. 73704”) S BQ} = ().

Ha a tartopontok szama kiilonb6z6, akkor a kevesebb szamu tartéponttal rendelkezd cilinder-
halmaz tartohalmazat ki lehet boviteni BxRx---xR modon (a direkt szorzatban hozzavett
R-ekhez tartozo tartopontokat tetszélegesen véalaszthatjuk), és alkalmazhato a fenti levezetés.
(v): Legyen T egy nemiires indexhalmaz, és tekintsiik az RT téren a 13.2. Definiciéban
bevezetett hengerhalmazok altal generalt o(C) o-algebrat. Egy S = {si,...,s,} CT index-
halmaz elemeihez, mint tartopontokhoz és egy B € B(R") = B(R)" Borel-halmazhoz, mint

tartohalmazhoz tartozé cilinderhalmaz felirhato
pgl(B) ={z¢€ RT . (Tsyy...,xs,) € B}

alakban is, ahol pg a 13.1. Definicioban bevezetett (végesdimenzios) projekcio. A cilinder-
halmazok (hengerhalmazok) altal generalt o(C) o-algebra nemmads, mint az a legsziikebb

o-algebra RT-n, melyre nézve minden (végesdimenzios) projekcié mérhets. Ha T véges, akkor
o(C) = B(RT). O

13.4. Lemma. A 13.2. Definicio jeldléseit haszndlva, a cilinderhalmazok C-vel jelélt 6sszessége

halmazalgebra.
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Bizonyitas. (i). X €C, mert X ={r € X :z, € X,} fennall minden o €T esetén.
(ii). Ha C €C, ahol C:={r e X : (24, %0y,---,%a,) € B}, neN, aq,...,0, €T, a; #ay,
ha i#j, i,5€{l,...,n}, és Be[,_, Aqa,, akkor

X\C={x€ X : (o), Ty, %q,) & B}
= {xGX:(mal,xam...,xan) € <HX%> \B} ecC.
i=1

Igy C-nek és X\ C-nek ugyanazok a tartéopontjai, X \C tartohalmaza pedig C tartohal-
mazanak [[;_; X,,-ben vett komplementere.
(111) Ha Cl, CQ S C, ahol

Cl 3:{.T€Xi(xapxaQu"'?xan)eBl}’ BleHAak’
k=1

Cy:={reX:(xvp,xp,...,28,) € B}, BQEHA@,
=1
akkor a 13.3. Megjegyzés (iv) része alapjan elérhetjiik, hogy a C; és Cy cilinderhalmazok
azonos tartopontokkal és azonos "dimenzioji” tartohalmazokkal rendelkezzenek. Azaz feltehetd,

hogy n=m, és o, =0, i=1,...,n. Igy
C1UCy ={x € X : (Tays T, - - -, Ta,) € BIUBy} €C,
ugyanis BiUBs € [[}_, Aa,- O

13.5. Allitas. A 13.2. Definicid jeléléseit haszndlva eqy B C X halmaz pontosan akkor mér-
hetd, azaz B € o(C) pontosan akkor teljesil, ha létezik olyan (ay);>, indexsorozat és B e
EH?:l Aoy, hogy p(oélk),;";1<B):B7 ahol p(ak)iil:naeT Xa%Hf:l Xays p(ak)z":1<x)::<xak>zozlf
t € [[oer Xa (vagyis a B halmaz ,csak megszamldlhato sok koordindtdtol figg”).

A 13.5. Allitas az X,:=R, a€T, esetben szemléletesen azt jelenti, hogy egy BCR” halmaz
pontosan akkor o(C)-mérhets, ha a B-hez tartozo fiiggvények oly modon vannak definialva,
hogy megszamlalhato sok pontban kézos modon el6irjuk az értékiiket, a tébbi helyen pedig az
értékek tetszolegesek lehetnek.

Ezek utdn mar van értelme azt kérdezni, hogy egy &:Q — RT fiiggvény mérheté-e, melyet

a kovetkez6 allitasban valaszolunk meg.

13.6. Allitas. Legyen & := {&:t €T} egy valds értéki sztochasztikus folyamat, ahol T egy
nemiires indezhalmaz. Ekkor &:Q — RT mérheté az (Q,A) és (RT,0(C)) mérhetdségi

terekre (struktirdkra) vonatkozoan.
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Bizonyitas. Mivel a cilinderhalmazok C 0Osszessége halmazalgebra (lasd 13.4. Lemma), mely
generalja a o(C) o-algebrit, a "j6 halmazok” modszere alapjan (lasd 1.19. Allitas) elég azt
megmutatni, hogy tetszéleges cilinderhalmaz & altali sképe A-mérhets. Jeloljon C  egy
cilinderhalmazt, melynek tartopontjai egy S = {s1,...,8,} CT véges halmaz elemei (ahol
n € N) és tartohalmaza egy B € B(R") Borel-halmaz. Ekkor

5_1(0) = {w S Qﬁ(w) S C} - {w € (581(w)7"'7fsn(w)) € B}
= (€ops -5 &) TH(B) € A,

mert (&,,...,&,) : @ = R® mérhetd, ugyanis R"-beli értékii véletlen valtozo (lasd 1.21.
Allitas). O

Tekintettel arra, hogy mar definidltunk egy mérhetéségi struktirat R”-n, a cilinderhal-
mazok altal generalt o(C) o-algebrat, definialhatjuk egy ¢ sztochasztikus folyamat, mint
RT-beli értéki véletlen valtozo, eloszlasat is az (RT,0(C)) téren. Az alabbi definicié valojaban

az 1.10. Definicio specialis esete.

13.7. Definici6. Egy & :={& :t € T} (valds értéki) sztochasztikus folyamat (ahol T egy
nemiires indezhalmaz) eloszldsin az (RT,0(C)) téren definidlt aldbbi valdszintségi mértéket
értyuk :
P(M) = B(E€ M) =P(E (M),  Mea(C).
A kovetkez§ allitas egy sztochasztikus folyamat eloszlasa és a végesdimenzios eloszlasai

kozotti kapcesolatot targyalja.

13.8. Allitas. Legyen &:={& :t€ T} egy (valds értékii) sztochasztikus folyamat, ahol T egy
nemdres indechalmaz.

(i) Ekkor & eloszldsa egyértelmien meghatdrozza & végesdimenzids eloszldsait.

(i) Ha n:={n:t €T} egy olyan (valds értéki) sztochasztikus folyamat, melynek végesdi-
menzios eloszldsai megegyeznek & wvégesdimenzios eloszldsaival, akkor & és n eloszldsa
megegyezik, azaz Pe=P,. (Tehdt egy sztochasztikus folyamat végesdimenzids eloszldsai

egyértelmiien meghatdrozzdk a folyamat eloszldsdt az (RT,0(C)) téren.)

Bizonyitas. (i). Legyen S ={sy,...,s,} CT, ahol neN & B e B(R"). Ekkor

..... 6n (B) =P((&sy, -, &) € B) = P(€ € O) = Pe(C),

ahol C' az S indexhalmazhoz, mint tartoponthalmazhoz és B-hez, mint tartéhalmazhoz
tartozo cilinderhalmaz.

(ii). Mivel a cilinderhalmazok C Osszessége halmazalgebra (lasd 13.4. Lemma), mely generalja
a o(C) o-algebrat, és Pe és P, o-véges mértékek (R”,o(C))-n, a Carathéodory-tétel szerint
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(lasd 1.8. Tétel) elég azt megmutatni, hogy P és P, megegyezik a C halmazalgebran. Ez
viszont teljesiil, ugyanis, ha C' egy S={s1,...,s,} indexhalmazhoz, mint tartoponthalmazhoz
és B € B(R")-hez, mint tartéhalmazhoz tartozo cilinderhalmaz (ahol n € N), akkor

Pe(C) =P € C)=P((&sys--+:8s) €B)=Pe, e, (B) =Py 4. (B)
=P((1s,,---+7s,) € B)=P(n € O)=P,(C).

O

A kovetkez6kben azt az el6z6 fejezetben felvetett kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi egy olyan
minimalis feltétel, melyet egy valoszintiségeloszlas csaladnak teljesitenie kell ahhoz, hogy a csa-
1ad elemei egy sztochasztikus folyamat végesdimenzios eloszlasai (masként szolva a szoban forgo
sztochasztikus folyamat eloszlasanak, mint valészintségi mértéknek a marginalisai) legyenek.

Ez a Kolmogorov konzisztenciatétel, illetve egzisztenciatétel témakore.
13.9. Definicio. Legyen T # () indezhalmaz. Legyen
T ::{(tl,...,tn)eT”: neN, t;#t;, ha i#j, i,je{l,...,n}},

. valdszintségi mérték az (R™, B(R™))
mérhetd téren. A {Py, . 1,:(t1,...,t,)€T*, neN} csalddot konzisztensnek hivjuk, ha kielégiti
az aldbbi két feltételt :

és minden (ti,...,t,)€T™ esetén legyen adott eqy P, .+

(a) permutacié invariancia: ha 7 az (1,2,...,n) egy permutdcidja, akkor tetszdleges
A;€B(R), i=1,...,n, Borel-mérhetd halmazok esetén a P, ., és Py

szintségi mértékekre fenndll, hogy

7t7r('n) Ualo_

Ptl,..‘,tn (Al X AQ X X An) = Pt Aw(l) X Aﬂ-(g) XX Aﬁ(n)),

7l'(1)7"'7t7l'(n)(

(b) kompatibilitasi feltétel: minden neN, (t1,...,t,, th11)E€T™ és tetszdleges A€ B(R™)
esetén

ta(A) = Pry ot (AXR).

-----

13.10. Megjegyzés. (i). A 13.9. Definicio (a) feltétele szemléletesen azt jelenti, hogy egy
téglatest mértéke nem fiigg a koordinatak sorrendjétsl, a (b) feltétele pedig a ,hasabok térfogata
egyenls az alapteriilet szorozva a magassaggal” elv altalanositasa. A 13.9. Definicio (b) feltételét
azért szokas kompatibilitasi feltételnek hivni, mert kiilonb6z6 dimenzios Euklideszi tereken
adott valoszintiségi mértékek kozotti kapesolatrol szol.

(ii). A kovetkezSkben példat mutatunk valoszintiségi mértékek konzisztens (azaz a 13.9. Defi-
nici6 (a) és (b) feltételeit teljesits) csaladjara. Legyen T#(, f:R—[0,00) egy striségfiiggvény,
legyen tovabba tetszGleges (t1,...,t,) €T*, neN, és A€ B(R") esetén

Py 1. (A):= /Af(:vl) <o fxy) doyda, ... day,.
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Ha neN és &,...,§, figgetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, hogy a kozos
eloszlas abszolut folytonos f stiriiségfiiggvénnyel, akkor felhasznélva, hogy ekkor (&i,...,&,)

is abszoltt folytonos eloszlast és stirtségfiiggvénye fe --- fe,, kapjuk, hogy

Ptl ~~~~~ tn(A>:/f(§1 ----- §n)(x17“'7xn)d$1"'dxn:P((glw"75”)GA)
A

minden n€N és A€ B(R") esetén. Ekkor (t1,...,tn, thy1) €T, nEN és A€ B(R") esetén,
a Fubini-tétel alapjan

Pt (AXR) = : flzy) - f(xn) f(xpy1) dodas . .. dz,de,
xR
:/ f(xy) -+ f(zy) (/ f(xnat) dxn+1) dzdzy ... dz,
R
/ f(x1) - f(zy)daydasy .. dey, = Py 4, (A).

Igy teljesiil a 13.9. Definicio (b) feltétele. A 13.9. Definicio (a) feltételét hasonloan ellendrizhet-
jiik le. 0

13.11. Allitas. Legyen T #0 egy indezhalmaz. Legyen tovibbd P egy valdszindségi mérték
z (RT,0(C)) szorzattéren, ahol o(C) a cilinderhalmazok dltal generdlt o-algebrdt jeléli (ldsd
a 13.2. Definicidt). Minden (ti,...,t,) €T*, n €N, esetén legyen
Py (A =P ({zeR": (z,...,1,) €A}), AeBR").
Ekkor a {Py 4, :(t1,...,tn) €T*, ne N} waldsziniségi mértékekbdl dllo csaldd konzisztens.

Bizonyitas. Permutacio invariancia: Legyen (t1,...,t,)€T*, neN, A, € B(R),i=1,...,n,

és m az (1,...,n) egy permutécidja. Ekkor

Py (Ao xA) =P ({z eR": (2y,,....2,) € Ay x -+ x Ay })
:]P)({xGRT:xtiGAi,izl,...,n}),
és
f)tﬂ(l) 77777 tﬂ(n)(Aﬂ(l) X X Aﬂ(n)) =P <{$ € RT . (l‘tﬂl), ... 7$tw(n)) € Aﬂ-(l) X X Aﬂ(n)}>

:P({%ERT:xtﬂm GAﬂ(l),z:l,,n})
:IP({:EE]RT:xtjGAj,jzl,...,n}),

ahol az utolso lépésben az i:=m1(j) helyettesitéssel éltiink.
Kompatibilitas: Legyen (t1,...,tn, tar1) €T*, neN, A€ B(R"). Ekkor
13151 7777 tmtn-&-l(AXR ({.TER (mtl,...,xtn,xtn+l)GAXR})

=P ({x eERT: (2y,,...,21,) € A}) =P, 1. (A).
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U

Sokkal érdekesebb a forditott allitas, mely Kolmogorov konzisztenciatétel néven ismert.

13.12. Tétel. (Kolmogorov konzisztenciatétele) Legyen T #0 egy indezhalmaz, és min-
den (t1,...,t,)€T*, neN esetén P, 4,
téren. Tegyiik fel, hogy a {Py, . 4, :(t1,...,tn) €T*, n €N} csaldd konzisztens. Ekkor egyértel-

eqy valdszinidségi mérték az (R™, B(R™)) mérhetd

mden létezik olyan P wvaldszindségi mérték az (RT,0(C)) mérhetd téren (ahol o(C) a cilin-
derhalmazok dltal generdlt o-algebra, lisd a 13.2. Definicidt), amelyre minden (ty,... t,) €T,

n €N esetén
Pytn(A) =P ({z eR": (z4,...,24,) € A}), vV Ae B(R"Y).

Bizonyitas. Elgszor definidlunk egy P halmazfiiggvényt a cilinderhalmazok C halmazalgeb-
rajan. Ha
C={zeR": (xy,24,,...,14,) € A},

ahol (t1,...,t,)€T*, neN, AecB(R"), egy cilinderhalmaz, akkor legyen P(C):=PF;, _; (A).
Egy C cilinderhalmaz mértéke gy van definidlva, hogy megkeressiik milyen tartépontok és
tartohalmaz tartozik hozza, vessziik a tartopontokhoz tartozo6 P, ., valoszintiségi mértéket,
majd e szerint a tartohalmaz mértékét. Felhivjuk a figyelmet, hogy mivel egy C' cilinderhalmazt
tobbféle modon is meg lehet adni, ezért nem evidens, hogy P(C) definicioja értelmes. Azonban,
mivel a {P, 4, :(t1,...,t,) € T*, n € N} csalad konzisztens, végiggondolhato, hogy P(C)

joldefinialt, vagyis értéke nem fiigg a cilinderhalmaz megadasi modjatol. Példaul, a fenti C' a

C={zeR": (x4, 24y,...,2¢,,21,,) € AXR}

n+1 )

alakban is megadhato, igy a definicio szerint P(C)=F;, 1, . 1, t,.. (AXR), mely a kompatibilitasi
feltétel miatt megegyezik P, 4 (A)-val.

Belatjuk, hogy P(RT)=1. Nyilvan minden t €T esetén R? ={z e RT : 2, € R}, és igy
P(RT) = P,(R) =1, hiszen P, valoszintségi mérték (R, B(R))-en.

Megmutatjuk, hogy P végesen additiv halmazfiiggvény C-n. A 13.3. Megjegyzés (iv) része
alapjan véges sok cilinderhalmazrol feltehetd, hogy ugyanazokkal a tartopontokkal rendelkez-
nek, azt, hogy véges sok ilyen tulajdonsagi, paronként diszjunkt cilinderhalmazt tekinthetiink
olyan tartohalmazokkal, melyek paronként diszjunktak, és felhasznalva azt is, hogy ezen rogzi-
tett tartopontokhoz a feltétel alapjan tartozo valdszintiségi mérték specilisan végesen additiv
is, adodik, hogy P végesen additiv halmazfiiggvény C-n.

Megmutatjuk, hogy P o¢-additiv is C-n. A B.4. Tétel alapjan ehhez elég belatni, hogy
létezik egy olyan K C C o-kompakt csalad, hogy a P:C — [0,1] végesen additiv (véges
értékeket felvevs) halmazfiiggvény beliilrsl regularis KC-ra nézve.

Jelolje K a kompakt tartéhalmazokkal rendelkezé cilinderhalmazok csaladjat.
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Megmutatjuk el6szér, hogy K o-kompakt csalad. Legyen K, € K, n € N, olyan sorozat,
hogy (., K, =0, azonban V N € N-re ﬂivzl K, # 0. Ellentmondasra szeretnénk jutni. Az
egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy K1 D KyD---DK,D---,neN, és K, #0, neN. (Ezt
megtehetjiik, mert a [?1 = Kj, [?2 =K NKs,... ,I?n =KiN---NK,, n €N, valasztasokkal
KpekK,neN, é N, K=" Kn=0, N\, K,=Ex#0, NeN) A K,, neN,
halmazok tartoindexeit oly modon vegyiik sorra, hogy elGszér a K tartéindexeit, majd a
K, tartéindexeit, stb. vessziik sorra. Természetesen mindig csak a "sziikséges” tartoindexeket
vessziik hozza, és mivel K1 DKyD---D K, D---,n€N, minden egyes lépésben a méar meglévs
tartoindexek sorozata csak béviilhet, és felhasznalva, hogy megszamlalhato sok véges halmaz
uni6ja is megszamlalhato, kapjuk, hogy K,, n € N, tartoindexeit ilyen médon sorra véve
valoban egy (t,)nen modon jelolt sorozatot kapunk. Ez a sorozat megszamlalhatéan végtelen
sok (azaz nem véges sok) taghol 4ll, ugyanis ha csak véges sok taghol allna, akkor a Cantor-féle
kozosrész- (metszet) tétel alapjan a K, n € N, csalad metszete egy olyan cilinderhalmaz
lenne, melynek tartoponthalmaza a szoéban forgd véges sok pontbol all6 halmaz, tartohalmaza
pedig egy nemiires halmaz lenne, mely ellentmondt annak, hogy (', K, = 0. Vegyiik az
els6 t; indexet, és tekintsiik a pgy3(/,), n €N, halmazokat (vetiileteket), ahol pg, (/)
(a 13.1. Definici6 szerint) azon y € R pontokbdl all, melyekhez létezik olyan 7 € RT\Mtl},
hogy wy-t és y-t "alkalmas" modon Osszerakva a kapott pont benne van K,-ben. Mivel
(Ky)nen cilinderhalmazok olyan nemiires monoton csokkend rendszere, melyek tartohalmazai
kompakt halmazok, kapjuk, hogy a szoban forgo vetiiletek nemiires, monoton cstkkend kompakt
részhalmazai R-nek. Igy Cantor-féle kozosrész (metszet) tétel alapjan a metszetiik nem iires
halmaz, legyen 7 a metszet egy eleme, és jeldlie Cy, az {z}} egy pontbol 4ll6 halmazhoz,

mint tartohalmazhoz tartozo cilinderhalmazt, azaz
Cy,={zeR":ay, =1 }.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az z; létezésének indoklasakor (a metszet nemiires) hasznaltuk
fel, hogy (2., K, #0, ¥ N €N, (vagy ami ezzel ekvivalens, hogy K, # 0, n € N, hiszen
feltettiik, hogy K, n € N, monoton cs6kkend halmazrendszer). Ha a K, n € N, halmazokat
elmetssziik a C}, halmazzal, ugy tovabbra is fennall, hogy K;NCy, D KoNCy, D --- D KN
NCy D+, Ml (K,NCy) =0 és azis, hogy ¥V N € N-re ﬂszl(KnﬂCtl) # (), ugyanis
a monoton csokkendség miatt ﬂgzl(KnﬂC’tl) = KnyNCyy, & x), € pyy(Ky), azaz xj-ot
ki lehet tgy "egésziteni", hogy a kiegészités utan kapott pont Ky eleme legyen, és ez a pont
nyilvan eleme Cj,-nek is. Vegyiik ezt kovetGen a t, indexet és ismételjiik meg az eljarast a
K, ne€N, csaldd helyett a K,NC;, neN, csaladra: 27, eleme a pp, (K,NCy,), n €N

halmazok (vetiiletek) metszetének, tovabba a

o T . ok %
Ciits = {x eER" 1wy, =7, x4, —xt2}
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jeloléssel
o) N
ﬂ(KnﬁCtm):@, éS m(KnﬂCtth):KNmCtth #@, V NEN
n=1 n=1

Mivel csak megszamlalhaté sok indexen kell végigmenniink, teljes indukciot hasznalva kapjuk,

hogy létezik egy olyan (x} )men sorozat, hogy a
Chppon ={2€R 1oy, =2}, i=1,...,m}

jelolessel, tetszoleges m € N esetén z; . benne van a (py,,,,}(KnNCh 4, ))nen halmaz-
rendszer metszetében, és

00 N

ﬂ (K,NCly.1,,) =10, és ﬂ (K,NCyya,) =KnNCyy 4, 70, V NeN.

n=1 n=1

Legyen C' az (2} )nen ponthoz tartozo aldbbi cilinderhalmaz:

C .= {33 eR”: (21, )nen = (x;tkn)neN} :

Végiggondoljuk, hogy tetszbleges x € C' esetén x € () —, K,, ami ellentmondas, hiszen
Mo, K,=0. Adott ng €N esetén K, felirhato

K, — {3: ER": (24, ...,1,,, ) € O<"O>} alakban,

ahol s1,...,8,, €T a K,, paronként kiilonbozG tartopontjai (ahol my,, € N), Cmo) ¢
€ B(R™0) pedig egy tartohalmaza. Az (x] )nen sorozat definicioja miatt és felhasznéalva azt
is, hogy az si,...,58n,,, tartopontok szerepelnek a konstrukci6 miatt a (¢,)nen sorozatban,

xr )eC™) | vagy ezzel ekvivalens modon z € K,,, tetszéleges z€C

ETRIRRE) S'V‘Vlno

kapjuk, hogy (z
esetén. Igy C C Mo, Ky, mely ellentmondas, ugyanis C' nemiires. Belattuk tehat, hogy K
egy o-kompakt csalad.

Megmutatjuk most, hogy P beliilrél regularis K-ra nézve a C halmazalgebran. Mivel R"
teljes szeparabilis metrikus tér, a B.6. Tétel alapjan az (R", B(R™)) mérhetd téren barmely
valészintiségi mérték kompakt regularis. Felhasznalva P definiciojat, ez azt jelenti, hogy P
beliilr6l regularis K-ra nézve C-n. Valoban, a B.3. Definici6 jeloléseivel legyen X :=R7T, A:=
=C, u:=P, és K akompakt tartohalmazokkal rendelkez6 (C-beli) cilinderhalmazok csaladja.
Ha A e(C, akkor létezik olyan n € N, (t1,...,t,) € T* és Ba € B(R"), hogy A={x¢€
eRY: (z4y,...,24,) € Ba}, ésigy P(A)= P, . (Ba). Ezért a B.6. Tétel alkalmazhato az

(R™, B(R™), P,, .. +,) valoszintségi mez§ esetén:
Pt1,...,tn (BA) = Sup{Pthm’tn (B) . B C BA, B - B(Rn) kompakt},

és igy
P(A) =sup{P(K): K C A, K € K}.
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A B.4. Tétel minden feltétele teljesiil tehat, igy P o-additiv C-n.
Felhasznélva, hogy C halmazalgebra, P o-additiv C-n és azt, hogy P valdszintiségi mérték

C-n, az 1.8. Tétel (Carathéodory-tétel) alapjan kapjuk, hogy P egyértelmien kiterjeszthets
o(C)-re. O

13.13. Példa. A Kolmogorov konzisztenciatételben legyen T:=N, tovidbba minden neN és
(t1,...,t,) €T* esetén legyen P,

.....

ahol f(z):= \/Lﬂe’é, r€R, a13.10. Megjegyzés (ii) része alapjan a {Py, 4, : (t1,...,t,) €
€ T*, n € N} csalad konzisztens. Ezért a Kolmogorov konzisztenciatétel szerint (RY, o(C))-n
létezik olyan P valoszintiségi mérték, hogy minden pgj : RY - R, j €N, koordinataleképe-
zésnek (projekcionak) a P-szerinti eloszlasa 1-dimenzios standard normalis eloszlas. Valoban,

tetszéleges j €N és B € B(R) esetén
1 o2

e 2 dz.
\ 27

A Kolmogorov konzisztenciatétel jelen esetben valojaban egy fiiggetlen, azonos standard nor-

Poiy (B) = Plog) € B) = Pl{a R s, € BY) = P(B) = [

malis eloszlast véletlen valtozokbol allo sorozat létezését allitja. 0

13.14. Példa. Tekintsiik az (£, A,P) valoszintségi mezét, ahol Q :=[0,1], A := B([0,1])
és P := A4, ahol X\ az egydimenziés Lebesgue-mértéket jeloli. Megmutatjuk, hogy nem
lehetséges olyan fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozokbol allo {&;:t€[0,1]} sztochasztikus
folyamatot megadni (€2, A, P)-n, hogy &-k k6zos eloszlasa nemdegeneralt legyen. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy lehetséges. Ekkor, mivel P, nemdegeneralt, létezik olyan A € B(R),
hogy Pe (A)=P(& e A)=P(& e A)e(0,1), te[0,1]. Tovabba, tetszéleges s#t, s,t€[0,1],
esetén, felhasznélva, hogy &, és & fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, kapjuk, hogy

E((La(&) = 1a(6))*) = E(La(&) —21a(&)La(&) +1a(&))
=P, € A)—2P(¢, € A)P(E, € A)+P(&, € A)
=2P(&, € A)—P(& € A)? =2P(6, € A)(1—-P(& € A)) :=c4 € (0,1).
Mivel L%*(Q,A,P) egy végtelen dimenzios, szeparabilis Hilbert-tér, létezik benne egy ,, n €
€N, modon jeldlt teljes ortonormélt sorozat, és igy tetszéleges f € L?(Q, A, P) esetén teljesiil

az || flI7, = ooy [(f, on)|7, Parseval-egyenlGség. Specidlisan, tetszéleges s #t, s,t e [0,1],

esetén

ca =E((La(6) — 1a(6))%) = [114(&) —Lal@)F, = D [(La(&) = Ta(&). pn)ral

n=1
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Itt tetszGleges n € N esetén, mivel & és & azonos eloszlasuak,

(La(€s) =Lal€e)s on) o = (Lal&s), ) 1o = (Lal&r), n) o = E(La(&:)Pn) —E(1a(E:)Pn) = 0,

mely ellentmondas, ugyanis c4 € (0, 00). d

13.15. Tétel. (Kolmogorov egzisztenciatétele) Legyen T C[0,00) egy nemiires halmaz.
Tetszéleges k€N, ty, ... t, €T, t;<---<t) esetén legyen Fy, 4, 4 :R¥—[0,1] egy k-dimenzids
eloszlasfigguény. Tegyiik fel, hogy az

{Ft1,t2,...,tk ke N, tl,tg, ... ,tk c T, L <tg<:--- < tk}

csaldd kompatibilis, azaz tetszdleges kEN, tq,... tp €T, Le{l,... k}, és 1<ii<is<...<i,<k
egészek esetén

acj%oo,ljig{lil,...,ig} By @, o) = Fyy o (T @), Vi, . .,z,€R
Ekkor létezik olyan (2, A, P) waldszindiségi mezd és rajta olyan {& :t € T} walds értékd
sztochasztikus folyamat, melyre tetszbleges kEN, t1,... .t €T, t1<-- <t esetén &,,...,&,
eloszldsfiggvénye Fy, 4, (melybdl kovetkezik, hogy {&:t€T} végesdimenzids eloszldsai éppen

az adott eloszldsfiggvényekkel vannak megadva).

Bizonyitas. Kolmogorov konzisztenciatételét (a 13.12. Tételt) fogjuk alkalmazni. Minden k€
eEN, ty,...,tp €T, 1 <--- <t} esetén legyen P, ., az F,
Lebesgue-Stieltjes mérték (R, B(R*))-n, azaz P,

valoszintiségi mérték az (RF, B(RF)) meérhetd téren, melyre
P[0 €8 < <)

=P ot ((—OO, x1) X (—00,Tg) X - -+ X (—00, Ik)) =Fy oty 1, (@1, 1)

. closzlasfiiggvényhez tartozo

. az az egyértelmiien meghatarozott

(13.1)

teljesiil minden zq,...,2; €R esetén. Ha ke N, ¢,...,tp, €T és t; #1t;, ha 1#j, i,j€
e{l,...,k}, akkor P,

mérték (R* B(R*))-n, ahol tj<---<t; a t,...,t; szamok nagysag szerint névekvd sorrendje.

. legyen az Ft’f~~~¢i eloszlasfiiggvényhez tartozo Lebesgue-Stieltjes

Felhasznélva, hogy az
{Fito 1, keENty, ..t €Tty <--- <t}
csalad kompatibilis, kapjuk, hogy a
{Pitgtn keEN t, ..ty €T, t; £y, 4,5=1,...,k}

valészintiségi mértékekbdl all6 csaldd konzisztens a 13.9. Definicié értelmében. Példaul a 13.9.
Definiciobeli (a) feltétel, a permutacié invariancia n =2 esetén az alabbi modon igazolhato:

minden t; <ty, t1,to €T esetén a definicid értelmében

RfQ,h((_OO?x?) X (_007 xl)) - E1,t2(I17 $2) - Rﬁ,tQ((_OO?xl) X (_007 x2))7 r1, T2 € R.
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A 13.9. Definiciobeli (b) feltétel, az ottani kompatibilitasi feltétel n=2 esetén az alabbi modon
igazolhato: minden t <ty <ts, ty,to,t3€T, és A:=(—00,11)x(—00,79) € B(R?), 11,72 €R,

esetén

Pt17t2,t3(A X R) = xlgnoo Pt17t2,t3((_oo> xl) X (—OO, xQ) X (—OO, 1:3)) - xl,linoo Ft17t2,t3 ($1, L2, x3)

= Ft17t2 (xh IQ) = Pt17t2((_oov 1‘1) X (_007 xQ)) = Pt17t2 (A)

Igy a 13.12. Tétel alapjan egyértelmtien létezik olyan P valoszintiségi mérték az (R”, o(C))

mérhetd téren, amelyre minden ke N, ty,... .t €T, t;#¢;,1,j=1,...,k, esetén
Py (A)=P({zeR": (z;,....24) €A}), V AeBR". (13.2)

Igy az Q:=R” és A:=0(C) valasztasokkal (2, A,P) egy valosziniiségi mezs. Minden t€T
esetén legyen & :Q — R,
&(w) :=wy, w e Q.

(Itt w € Q nemmas, mint egy 7T-bsl R-be képezd fiiggvény, és a korabbiakhoz hasonloan
teszGleges t €T esetén w; az w értékét jeloli t-ben.) Ekkor & valoszintiségi valtozo, hiszen

tetszGleges v € R esetén
{weQ: G <vt={weQ:w<vi={zeR 1z, <v}={zeR":z,€(—00,v)},
ami pedig egy cilinderhalmaz, igy benne van o(C)-ben (a cilinderhalmazok altal generalt o-
algebraban). Ezért (&)ier egy sztochasztikus folyamat. Végezetiil, tetszdleges k€N, tq, ... 1€
€T, t) <+ <ty vy,...,0, €ER esetén, a (13.1) és (13.2) Gsszefiiggések alapjan
P(&, <wvi,...,&, <vk) :IP’({:EG]RT:xtl < V1., Ty <vk})
=P ({z eR": (zy,...,2,) € (—00,v1) X+ X (—00,v3) })
= Ptl,m,tk ((-OO, Ul) XX (_007 vk))
= Ftl,...,tk (Ul, e ,’Uk).

O

13.16. Allitas. Legyen {F,:t >0} eloszlasfigguényeknek egy egyparaméteres konvolicids fél-
csoportja. Ekkor létezik olyan (2, A, P) wvaldszindségi mezd és rajta olyan {&:t>0} figgetlen,
staciondrius névekményd sztochasztikus folyamat, hogy Fe,=F; tetszdleges t=0 esetén. (Ekkor

a 12.14. Allitds alapjdn {& :t >0} végesdimenzios eloszldsait egyértelmien meghatdrozza az
{F,:t>0} csaldd.)

Bizonyitas. Legyen k € N tetszGlegesen rogzitett. Legyen 0 <t; <ty < ... <t esetén

(m1,m2, ..., M) egy olyan valoszintiségi vektorvaltozo, melynek koordinatai fiiggetlenek és rend-
re Fy,Fy_4,...,F, 1, eloszlasuak. Megjegyezziik, hogy létezik olyan valosziniségi mezo,
melyen n,...,m; a feltételeknek megfelel6en definidlhatoak. Jelolje Fy 4,  ; az

(77177]1+772,---7771+772+--~+77k)
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véletlen vektor eloszlasfiiggvényét. Belatjuk, hogy az
{Ftl,...,tk keN, 0Lt <--- < tk}

csaladra teljestil a 13.15. Tételbeli kompatibilitasi feltétel. Azt kell megmutatni, hogy ha keN,
e{l,... k}, és 1<iy<ip<...<iy<k egészek, akkor az (ny,m+mn2,...,m+n2+--+nk)
véletlen vektor iy,is,...,7; sorszamu koordinatainak egyiittes eloszldsa megegyezik egy olyan

(7%177%1 +ﬁi27"'777i1 +m2++ﬁu)

véletlen vektor eloszlasaval, ahol (7;,,7i,,...,7;,) egy olyan véletlen vektor, melynek koordi-
natai fiiggetlenek és rendre Fy, Iy, 4, ..., [y —,,  eloszlastak. (Hasonloan az el6zGekhez
olyan valoszintiségi mezs is létezik, melyen n;,,7:,,...,7;, a feltételeknek megfelelGen defini-

alhatoak. Ez nem feltétleniil ugyanaz, mint az el6z6 valészintiségi mezd, de ez nem baj, mert
minket gy is csak az eloszlasa érdekel a szoban forgd valoszintiségi valtozoknak.) Ekkor a
feltételek alapjan

Nij+1+ N2t 40, J=0,...,0-1,

eloszlasfiiggvénye

Ft *Ft * *Ft —t :Fti —ti. s j:(),...,g—l,

ij+1 7t ij+2 i1 ij41—1

mely éppen 7;,,, eloszlasfiiggvénye (ahol az ig:=0 és to:=0 jelolésekkel éliink). Ezt
felhasznéalva a kompatibilitas knnyen kovetkezik, ugyanis j = O-ra kapjuk, hogy n; 41+ -+
+ i =M+ -+, eloszlastiiggvénye Fy, , és gy az eloszlasa megegyezik 17;, eloszlasaval. A
j=1 valasztassal kapjuk, hogy 41+ --+mn;, eloszlasfuggvénye Fi, —F, , ésigy eloszlasa
megegyezik 7;, eloszlasaval. Felhasznalva azt, hogy ny,...,n;, fiiggetlenek és azt, hogy n;,
és m;, is fiiggetlenek kapjuk, hogy

(ot b it 1) = (i 1)

eloszlasa megegyezik (7,7, +1;,) eloszlasaval. A j =2,--- £ —1 valasztéssal hasonlo
gondolatmenetet hasznalva adodik a kompatibilitasi feltétel.
A Kolmogorov egzisztenciatétel (13.15. Tétel) alapjan 1étezik olyan (9, A, P) valosziniiségi

mezG és ezen olyan {& :t > 0} sztochasztikus folyamat, hogy Fe, ..&, = Fi, .y minden

k

EeN, ti,...,ty €T, 0<t; <--- <t esetén. Specidlisan, F, =F;, t>0. Legyen k€N

tetszGlegesen rogzitett, ekkor a konstrukei6 alapjan 0<t; <ty <...<ty esetén (&,,&,,..-,&,)
eloszlasa megegyezik az (1, m1+n2,...,m+ 12+ +n,) véletlen vektor eloszlasaval, ezért

(&tyy &t =&ty oy &, — &, ) eloszlasa megegyezik (ny,m2, ..., mx) eloszlasaval. Valoban, (12.2)
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alapjan
¢ 10 0 -1 ¢ 1 0 0 ¢
¢ S I P I ‘.
SR I =10 -1 1 ol [*®]. (@33
gtk - gtk,1 1 1 1 gtk O O . : . _1 1 gtk

és mivel (&,,&,,...,&,) eloszlasa megegyezik az (n1, 1 +n2,...,m+n2+---+1n;) véletlen
vektor eloszlasaval, (13.3) jobboldalanak eloszlasa megegyezik az alabbi véletlen vektor elosz-

lasaval:

1 0

-1 1 0 11 "

0 —1 m . T2 _ 77.2

0 0 ... -1 1 T2 Nk Nk
Ezért {&:t>0} fiiggetlen, stacionarius novekmeényt, hiszen ny, ..., n figgetlenek és tetszéleges
ie{l,...,k} esetén n; eloszlasfiiggvénye F, ;. ,, mely a konstrukcié miatt megegyezik &, ;, .
eloszlastiiggvényével, ill. a fentiek miatt &, —&;, , eloszlasfiiggvényével is. O
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14. Poisson-folyamat (homogén, inhomogén, Gsszetett)

14.1. Definici6. Legyen A>0 és legyenek n,, n€N, figgetlen, A\ paraméterd exponencialis
eloszldsi valoszintdségi valtozok. Legyen Ty :=m+---+nx, k€N, és Ty:=0. Legyen

& :=max{k € Z, : Tj, < t}, t>0.
A {&:t >0} sztochasztikus folyamatot N paraméterd Poisson-folyamatnak nevezzik.

14.2. Megjegyzés. Nyilvan, P({y=0)=1, hiszen Tp =0 és k>1 esetén P(T, =0)=0,

ugyanis k>1 esetén T} abszolit folytonos eloszlast. 0

A kovetkezSkben olyan eredményeket targyalunk, melyek a Poisson-folyamat alternativ de-
finicioira adnak lehetGséget (szam szerint tovabbi harom alternativ definiciora, lasd 14.3. Tétel,
14.6. Tétel és 14.8. Tétel).

14.3. Tétel. Legyen A >0. FEgy {&:t >0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor A

paramétertd Poisson-folyamat, ha
(i) figgetlen, staciondrius novekményd,

(ii) tetszdleges 0 < s <t iddpontok esetén & —E&s ~ Poiss(\(t—s)) (azaz & —&s Poisson

eloszldsi A(t—s) paraméterrel),
(iii) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy {& :t >0} egy A paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor
MyN2y - Metr1, k€ 7Zy, fiiggetlensége miatt

P& =k) =P+ -+ <t <m+- -+ +Mk1)

= / / MNetle=A@ittzeteni) dpy - dey dag .

1+ txp<t<zi+ T tTe g
Ty yT4120

Kiintegralva az xp,1 valtozo szerint (az integralési tartomanyon t—xzqy—---—x, > 0):
o0
/ )\ef)\xjﬂ,l dxk+1 —_ ef/\(tfmlf---ka)’
t—x1——xp
igy

/ /)\’“ AMdzy ... day (14.1)

SEH— <t
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Ha bevezetjik az y; :=x1+---+x;, j=1,...,k 1j viltozokat, akkor a transzformacio

Jacobi-determinénsa 1. Valoban,

" 10 - 0\ [
| (11 0|
és igy
1 0 0 -0
o 11 0 - ol ("
lolo -1 o1 oo [
Tk 0 0 .- —1 1) \&

1 0 0 0
-1 0 0
det | 0 -1 0]1=1
0 0 -1 1
Igy
/ / 1dxy...dz, = / / 1dy, ..
T1+ xR <t
Tl 20
Végiggondoljuk, hogy az 1,2,... k szamok tetsz6leges iq,19,...,7, permutacidja esetén

/ / 1dy, .. dyk— / /1dy1 (14.2)

0<Yiy SYin <. SWiy, ST

Vezessik be az

U Y1
U

2 ) 3{2
Uy Yk

helyettesitést, ahol A az a k x k-tipust méatrix, melynek /(-edik soraban az is,-edik elem 1,
a tobbi pedig 0 ((=1,...,k). Mivel 4y,...,i; egy permuticidja az 1,... k szamoknak,

kapjuk, hogy A determinansa (—1)/Cv-%) ahol [I(iy,...,4,) az i1,...,9 permutacio
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Osszes inverzidinak a szamat jeldli. Igy a transzforméaci6é Jacobi-determindnsanak abszolutértéke

1 és az integralasi tartomany is megfelelGen alakul. Tekintve az 1,...,k szadmok Osszes
i1,...,1, permutaciojat, az ezekre vonatkozo, (14.2)-tipusu integraloknak az Gsszege éppen a

t élhosszisagi k-dimenzios kocka térfogata, s mivel minden ilyen integral egymaéssal egyenld

adodik, hogy
tk
0<y1 <y2<...<ygp<t .

Tehat végiilis (14.1) alapjan

(A
I

]P(ét:k): ]CGZ+,

azaz & ~ Poiss(\t).
Tetszbleges 0 <ty <to<...<t,, neN, és 0<k <k <...<ky, ky,..., k€2, esetén,
1,7, ... fliggetlensége alapjén
P(&, = k1, &, =koy oo &, = kn) =P(Ty, <t; <Tgy1,i=1,...,n)
=P+ <t <m+- 41, i=1,...,n)
= / s / )\k”He*)‘(‘rﬁ"*zk"“) dz .. .dxkn+1.

x1+---+xki §t¢<x1+-~-+xki+1,i:l,...,n
T1yeeyThy+120

Kiintegralva az xy,.; valtozo szerint (az integralasi tartomanyon ¢, —xy—---—xy, > 0):
+o0
/ e ATkntt dgy g = e AT
tn—T1— " —Tg,
és igy
P(£t1 :kh €t2 :k27~~->€tn:kn): // /\kneiAtn dI‘ld.ZCkn

1+ txp, <E<T1+ T, 41, 1=1,n—1
T1He ATy, Sty T1 ey Ty, 20

Az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel megmutatjuk, hogy
]P)(ftl = kl: 57&2 = k?a cee 7525” = kn)
I R
kil (ke — k)l (K —kpn_1)!

A levezetést csak az n=2 esetben irjuk le. Vezessiik be ekkor az y;=x1+---4x;, i=1,..., ko

AmemAn, (14.3)

helyettesitést. Hasonloan az el6zGekhez a transzformacio Jacobi-determinansa 1, igy

// ldzy...dzy, = // 1dy ... dyg,

Tt ATy SU<T14FTh) 41 0<yry <1 <Ykq+1
T1+ o FTpy <l2, T15000, Ty 20 Yho St2, 0<Y1 <Y2 < <Yk,

_ // Ldys .. dy,.

0<y1 <Y2 < <yky <t
11 <Yky +1 Yk +2 5 SYRg St2
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A (14.2) levezetésének gondolatmenetéhez hasonloan, kiilon végrehajtva permutaciokat az elss

ky darab valtozora, majd a maradék ks —k; darab véaltozora adodik, hogy

2f]lfl (t2_t1)k2—k1
// 1dy1...dyk2:k_ﬂm.

0<y1 <y2 <<y <
01 <Yy +1SYkq +2 < SYgy St2

Ezért (14.3) alapjan tetszleges 0<t; <ty <...<tn, n€N és ly,ly,... l, €EZ, esetén

P(ftl 2617 €t2_§t1 2627 Ce 7€tn_§tn71 :gn)
=P(&, =01, &, =li+la, .. &, =i+ la+---+1y)

¢
_H (to—t1)® -+ (bn —tna)™ N+ =M
0l 0! '

Specialisan tetszéleges 0 < s <t esetén & —& ~ Poiss(A\(t—s)), hiszen a

t(ta— 1)
P(fﬁ =1, §to— & = 52) = g)\fﬁrf?e*)‘t2
011 05!

egyenl@ség mindkét oldalat szummazva ¢ szerint 1-t6l oo-ig kapjuk, hogy

L 0 12 4
P(§t2 _€t1 — EQ) — (t2 _tl) ° )\de—)\tg Z ()\tl) _ ()\(tQ _tl)) 2e_/\(t2_tl)

| 1 |
A = /! N

Ezért

P(éh = gla 5152 _€t1 = 627 cee 7515” _ftn_l = gn)
=P (&, = 01) P(§r, — & = la) - P(&r, — &ty = Ln)-

Ebbdl kévetkezik, hogy a folyamat valoban fiiggetlen, stacionarius névekményt.
A trajektoriak jobbrol folytonossaga rajz alapjan kénnyen lathato.

Megforditva, tegyiik fel, hogy {& :t>0} olyan sztochasztikus folyamat, mely rendelkezik a
tételben szerepld (i), (ii) és (iii) tulajdonsagokkal. Ekkor a trajektoridk nemnegativ egész értékii
fiiggvények, hiszen s = 0-val (ii)-bdl latjuk, hogy & ~ Poiss(\t). Méasrészt a trajektoriak

monoton névekvd fliggvények, mert (ii) alapjan a novekmények is Poisson eloszlastak. Legyen
Ty :=inf{t > 0:& >k}, k=0,1,...,

és ng =T, —Tk—1, k=12,.... Ekkor (i) alapjan P(§ =0)=1, igy P(Tp=0)=1, ésa
trajektoridk monoton novekvisége miatt n, >0, k=1,2,.... Megmutatjuk, hogy tetsz6leges
t>0 és keN esetén

{weQ: Ti(w) <t} ={weQ:&w) =k} (14.4)
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Egyrészt, T definicioja alapjan adodik, hogy
{weQ:T(w) <t} D{w e Q: &(w) >k}

Masrészt, ha weQ olyan, hogy Ti(w)<t, akkor mivel Tj(w)=inf{s>0:&(w)>k} adodik,

hogy létezik olyan ¢; >0, hogy Ty(w) <t; <t és &, (w)=>k. Mivel a trajektoridk monoton

novekvs fiiggvenyek & (w) = &, (w), igy &(w) = k. Ha weQ olyan, hogy Ty(w)=t, akkor

létezik olyan (t,).en sorozat, hogy t, | t, gy, hogy &, (w) =k, ne€N. Mivel a trajektoriak

jobbrol folytonosak lim, . &, (w) = &(w), ésigy &(w) > k. Ellendriztiik tehat (14.4)-t.
Mivel & egész értékd, igy az is teljesiil, hogy

&i(w) =max{k € Z; : Ti(w) < t},
ugyanis (14.4) alapjan
max{k € Zy : Ty(w) <t} =max{k € Z; : {&(w) = k} = & (w).

Azt kell még belatni, hogy mny,79,... fiiggetlen A paramétert exponencialis eloszlasu va-
l6szintiségi valtozok. ElGszér megmutatjuk, hogy tetszéleges k € N esetén (T4, T3, ..., T)

stirtiségfiiggvénye

Nee™ % ha 0<uy <ug <...<uy,
le,TQ 77777 T, (Ul, Uug, ... ,uk) = (145)
0 egyébként.

Tetsz6leges 0 =1tg <t; <ty <...<tl esetén, (14.4) alapjan

P(Ty <ty, To<to,..., T <tp) =P(&, =21, &, 22,...,&, = k)

= Z P(gtl = il? gtg - i27 s 7§tk = Zk)? (146)
0<i1<i2<...<ig
to=l,0=1,....k

és az (i),(il) tulajdonsagok alapjan

P&, =1, & =12, .., &, =in)
= P(ftl = il» ftg _ftl = Z‘2 _ily e agtk _gtk_l = Zk _ik—l)

=P(&, =) P(&, =& =t2—ir) - - P(&, — &y = 1k —14-1)
_ ()T (= )T

i (ig— 1)+ (i —ip_1)!

Nkg™ M (14.7)

A kovetkezdkben belatjuk, hogy

Pty —1)270 oo (4, — )i —1
O D U B R e T

i (i —i1)! - (ip—ig_1)! (14.8)

0<<in i <<y,

gl 0=1,... k 0<ur <ug<---<uy

UL <K U Sty
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Ha k=1, ugy (14.8) baloldala:

Z W_lyle*M =e M(eM—1)=1—e",

71!
=1 1

illetve (14.8) jobboldala:

t1
/0 e M dyy = [—e”\’“}gl =1—e M,
Ha k=2, ugy (14.8) baloldala:

ZAl _ iQ*il
tl (t2 tl) AiQ —At2
(s i) €
1. — .
O<ii<i L V2T M
i121,1222

ti(ty—t1)™~ a £ tz—tl )2
e $ 5 Bl

I
AM8

—1 —
12=2 (22 ) 1= 212 =1 Zl 22 Zl
ZOO Z Z th
— ( ) )\12—‘,-1 —)\t2_|_ 1 )\12+21 — Ao
i 'z
ia=1 i1=2i5=0 102
_ Z t1 _ _
:tlAe )\tz( t2 t1 + )\tze/\(tz t1)
11=2
_ _ Z t1 _
= )\( Aty )\tz + At
i1=2

= tlx\(e_’\tl — e_’\tQ) +e M (e”1 —-1- /\tl) =1—eM —\tje M2,
llletve k=2 esetén (14.8) jobboldala:

t t2 t1 _
Jf e dudin= [ ] e dudua = [ =20 d
0 u1l 0

O0<ui <uz
w1 <t,u2<t2

t1
_ —Aur _ —At2 N R X — At uy1=ty
_/ Ae e ") duy = [ e Auqe LFO
0
=1—e M —\tje M2,

A k>3 esetben az alabbi modon ellendrizhets le (14.8). A kévetkezs gondolatmenet Igloi
Endrétol szarmazik. Jeloljiik az (14.8)-beli baloldali 6sszeget Sk-val, a jobboldali integralt pedig
Ii-val. Ekkor Sy és I is tq,...,t,-tol fiigg. Tovabbé

I, = \F / / / / e M duyduy,_ .. . dugduy
Uk —2
tre—1
=\~ / / / e M1 duy g . . . dugduy
0 ul Uk —2
1 pto lk—1
—e”wﬂ/ / / 1 dug_q ... dusdus.
0 ul Up—2
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t1 to tr—1
Jk_lzz/ / / 1dug_q...dugduy, k=23, ...,
0 ul Ug—2

jelolést kapjuk, hogy

Bevezetve a

I.=1,4 —G_AtkAk_ljk_l, k e N. (149)

Irjuk fel Sj-t is olyan alakban, mint az I,-t, azaz gy, hogy az i, (azaz a t;-t tartalmazo

tényez3) szerinti Gsszegzés legyen a legbelss. Bevezetve a max(a, b) := m(a, b) jelolést,
Y Y ey y Sl e
Z1! (Zg —Zl>! cee (Zk—l —Zk_g)!

i1=1d9=m(i1,2)  ig_1=m(ix_2,k—1) ix=m(ix_1,k)

(tr—tp_1)* ik M
(ik—ik_l)!
il (is—i0) - (g1 —ip_o)!

i1=1d9=m(i1,2)  ig_1=m(ix_2,k—1)

i (tr —.tk—'lykﬂ'k*l Ak @Mt
ip=m(ig_1,k) (lk B Zk_l)!
Bevezetve az
o0 tr—t o )R-
A= Z (t ok 1) ' A jelolést,
ip=m(ir_1,k) (Zk B Zk_l).
kapjuk, hogy
-~ = At —tea))* 0 o = Atk =te1)) 4
4= Z (g —1r—1)! A= Z TA 1

ig—ig—1=m(0,k—i}_1) J=m(0,k—i_1)

g Qle—te)) Nik—1 [ -1 =k—1,

_ J=1 J!
B 0o (Altk—tk—1 .
Zj:o —)\Zk Uoha iy 2K,

(e’\(tk th—1) ))\Zk 1 ha ik:—l :k—l,

e)x(tk—tk—l))\ik—l ha U1 = k.

gy

Sp = i i . i tlll (t2 —tl)mf’u ... (tk—l _tk_'z)ikflfik,2
I B e

i1=1 igim(i1,2) ik_lim(ik_g,k—l)

« <e—>\tk71 /\ikﬂ ﬂ{ik_12k} + (e—)\tkfl _ e—Atk))\ikA ﬂ{ik_1:k_1}> .
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Felhasznélva, hogy

e—)\tk—1 /\ik—1 l{ik,1>k} + (e_/\tk_1 _ e—)\tk)/\ik_1 l{ik,lzk’—l}

—Atp—1 \ik— — At \ik—
— e Mr—1 )\ lﬂ{ik_12k—1}_e k )\tk 1ﬂ{ik_1:k—1}>

kapjuk, hogy

k—1 k-1 k-1

til (tg _tl)igf’il . (tk L _tk 2)]@,1,%72
Sk—Sk L —e )\tk/\k IZ Z 1 . .
| — _
’Ll 1 7,2 m(11,2) _o= m(zk 3, k? 2) 7/1 (7/2 21) (k 1 Zk 2)
Bevezetve minden k£ =2,3,..., esetén a
k—1 k—1 k—1 til (t2 _tl)i2—i1 .. (tkfl _tk72)ik—1_ik—2
Qua=>, ) - il (ia—i)l - (ipr —ipa)!
11=1i3=m(i1,2) _o=m(if_3,k—2)
jelolést, kapjuk, hogy
S =S, —e M NI, keN. (14.10)

Ha megmutatjuk, hogy Ji, = Qk, k € N, ugy (14.9) és (14.10) alapjan teljes indukcidval
befejezhet a bizonyitas. Az alabbiakban J,=Q;, k€N, igazolasaval foglalkozunk. Ismert, hogy

ha Xj,..., X, fiiggetlen, a [0,¢] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok,
ugy az X7,..., X, rendezett mintara vonatkozoan, tetszéleges 0<t; <to<--- <, <t esetén

P(Xf<t1,xg<t2,.. X<t // / 1da ..

(Ez utobbi tényt az 14.17. Tétel bizonyitdsaban mi is megmutatjuk, lasd (14.18).) Igy, ha
0<th <tp<-- <t gy 0SB <2< Bl &

w
Iy = k’*; IP’(X* <th... X} <tk>,
ahol X7,..., X fiiggetlen, a [0,¢;] intervallumon egyenletes eloszlasi valosziniségi valtozok.
Mivel )t(—kl, N f—: fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast valoszintségi valtozok,
Iy = P(Uf<— U, < tkl,U,j<1> ]P’(Uf<— Ur, < = 1),
k! i’ tr k! tr tr
ahol Uj,...,Uk_1,U; fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi val-
tozok. Tovabb4 megmutatjuk, hogy az Uy, ..., U, mintat alapul véve

-
-t

k—1
ti o :
ﬂ { {O, t—)—ba legalabb ¢ mintaelem es1k}) :
k
1

1=
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)< pi) e ).
23 Ly, tr

kapjuk, hogy (gondoljunk a polinomiélis eloszlasra)

k—1
l; o :
P <ﬂ { [0, —>—ba legalabb ¢ mintaelem emk})
; 172
a - 1! (ig—i1)! -+ (iem1 —ip—2)! (k= ig—1)!

A . . (3}
11=1i2=m(i1,2) ip_1= _o,k—1)

y t_l i1 t_g_t_l i2_i1'. te 1_tk ) Ip—1—lg—2 1_tk—1 k—ip_1
172 etk 12 122 122

k — — il
Z Z Z tl (tz—tl)m i, ., (tk N 2)%71 k 2(tk_tk_1)k k—1
'(Z 1

—ip)!- —ik—2)!
kii=liz=m(i1,2) ix—1=m(ir_2,k—1) 2 1) (k Lk 2)

= %Qk-

Felhasznélva, hogy

Felhasznélva, hogy az

k-1
t t;
P <Uf <—,..., Ui < ke 1) =P ﬂ 0, — )-ba legalabb i mintaelem esik
t’ 1 i1 12

egyenlgség trivialis modon igaz, kapjuk, hogy Jy = Qk, k€ N. Tehat (71,Ts,...,Ty) stri-
ségfiiggvénye valoban a megadott alaki.

Megjegyezziik (bar nem fogjuk felhasznalni), fennall az is, hogy

]P(fh :ih €t2_§t1 :Z.Q_Z.la ce 7€tk~ _gtk_1 = Z.k_'l.k—l)
:P<ﬂj gt] <ﬂj+17j: 177k)

Ugyanis, példaul k = 2-re, (14.4) alapjan és felhasznélva azt, hogy &, egész értéki

P(T;, <t1 <Tj1, Ty <to <Thpyr) =P(&, 2 01,8, <ir+1,&, >142,&, <ia+1)
—P(£t1 = Zl;ftg = 22) = (ftl = Zl;ftg —ftl = Z2—1'1)~

Visszatérve annak indoklasahoz, hogy mny,7.,... fliggetlen A\ paramétert exponenciélis
eloszlasu valoszintségi valtozok, (14.5) alapjan tetszéleges xy,...,z, >0 esetén

Pl <@, mo <o, ...,k <xp) =P(Th <y, To =Ty <zo,...,Tp—Th1 < xp)
= // Nee™ e dyidys . . . dyg.

0<y1 <y2<...<yk
Y1<x1, Y2 —Y1<X2,--, Yk —Yk—1<Tk
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Végrehajtva az y;=ui+- - -+u;, i=1 , k helyettesitést kapjuk, hogy tetszéleges z1,...,2,>0

esetén

Py < a1, np < Tay .oy M < Tp) / / NeemAutuatFue) Qo duy . . duy,

O<uj<zj,j=1,....k

_H/ NN du; — H( o),

7=1
amibdl kovetkezik, hogy ny,ms,... valoban fliggetlen, \ paraméterd exponenciélis eloszlasu
valoszintiségi valtozok. 0

Az aldbbiakban a Poisson-folyamat egy ajabb (sorrendben a harmadik) definialasara lehe-
tGséget ado allitast targyalunk. Sziikségiink lesz arra a fogalomra, hogy egy f(x) fiiggvény
o(z) tulajdonsagu, amint = — 0.

14.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy f:R—R fiigguény o(x) tulajdonsdgi, amint x— 0,

ha
lim M =0.

x—0

14.5. Megjegyzés. (i) Az a tény, hogy egy f fiiggvény o(z) tulajdonsagi, amint = — 0
heurisztikusan azt jelenti, hogy f(x) gyorsabban tart a 0O-hoz, mint az x fiiggvény, ha
x — 0.

(ii) Az f(z)=2a? fiiggvény o(z) tulajdonsagt, amint x — 0, mert

limM =limz =0.
z—0 2 x—0

(i) Az f(z) ==« fiiggvény nem o(z) tulajdonsagi, amint = — 0, mert

lim@:limlzl#o.

z—0 X z—0

(iv) Ha f és g o(x) tulajdonsagiak, amint x — 0, akkor f+g¢g és cf (c€R) is o(z)
tulajdonsagi, amint x — 0.
U

14.6. Tétel. Legyen {& :t >0} egy valds értékd sztochasztikus folyamat. Ekkor a kévetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) {&:t >0} X paraméterd Poisson-folyamat,

(ii) (a) figgetlen, staciondrius novekményi,

(b) nemnegativ egész értéki, P(§>2)=o(t) amint t]0 és P(§=1)=At+o(t) amint
£10,
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(c) a [0,00) 3t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

14.7. Megjegyzés. (i). A 14.6. Tétel (ii)/(b) részében a P(&>2)=o0(t) és P(&=1)=At+o0(t)
amint t | 0 feltételek részletesebben kiirva azt jelentik, hogy

P& > 2 P =1
limM:O és llmM:/\.
tl0 t tl0 t

(ii). A kovetkezGkben a 14.6. Tétel (ii)/(b) részének P(& >2) =o(t) amint ¢} 0 feltételét
vilagitjuk meg. Legyen {& :t >0} egy fiiggetlen, stacionarius novekmény nemnegativ egész
értékd sztochasztikus folyamat, hogy a trajektoriak monoton névekviek és jobbrol folytonosak,

tovabba limy o1 P(§ >2) =0 teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor
P((&)tepo,-nek van 1-nél nagyobb ugrasa) = 0.
A valoszintiség folytonossaga miatt

P((&)icpoa-nek van 1-nél nagyobb ugrasa) =P(3¢ € (0,1], hogy &—§&- >2)

P(ﬁﬁ{&f 22} ) - g r (U feso e >2})
k=0

n=1 k=0

n—oo n—o0

2" —1
:1—limP< §k+1 fk <1}>:1—lim Hp(f%—f%<l)
=0

n—00 n—00
2" P(Ey—n 2"
= 1— lim (1 52 )) =1—e0=0,
n—oo

mert

1
hm 2n P(géfn ) — hm e ]P)(fg n ) - O7

n—o00 n—oo 271
hiszen limy % P(& >2) =0, és alkalmazhatjuk a 5.13. Lemmat.
(iii). A kovetkezGkben a 14.6. Tétel (ii) részének feltételeit egyiittesen vilagitjuk meg, részben
heurisztikusan. A (b) feltételbdl nyilvan kovetkezik, hogy P({=0)=1—At+o(t), amint t]O0.

Legyen T >0 és osszuk fel a [0,7] intervallumot n darab egyenls, L hosszisagu részre. A

feltételek alapjan elég nagy n-re a szoébanforgo % hossziisagu intervallumok mindegyikében

0 vagy 1 ugrashelye van {& :t > 0}-nek nagy valosziniiséggel. A szobanforgo intervallumok

(w, %], k=1,...,n, alakaak, és {&:t >0} stacionarius névekményiisége miatt
T T
Pwr —Epnr =1)=PEr=1)=A—+o0 | — ], ha n— oo, k=1,...,n.
n n n n n

Tovabba, mivel {& :t >0} fiiggetlen névekményt is, az az esemény, hogy egy adott inter-

vallumban van ugrashelye {; :t > 0}-nak fiiggetlen attol, hogy mas intervallumokban van-e
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ugrashelye. Igy elég nagy n € N esetén a

1 ha (&)i=0-nak van ugrashelye (M,%]—ben,

C]E;n) = (Z_l)T k et ]_7 - ’n’
0 ha (&)i>0-nak nincs ugrashelye (*——— F_ben,

’n

”j6 kozelitéssel” fiiggetlen, Bernoulli eloszlasu valoszintiségi valtozok, kozos paraméteriik p,, :=
= % +o (%) fgy & eloszlasa "kozelithets” dn) + - -+C7(1") eloszlasaval elég nagy n € N-re,

mely nemmaés, mint az n-edrendi és p,-paramétert binomidlis eloszlas. Mivel

T
npn:AT—l—wo(—) — AT, ha n — oo,
n

az 5.12. Allitas alapjan Cl(n) + e +Q(Ln) konvergal eloszlasban a AT-paraméterd Poisson-
eloszlashoz, ha n— oo. Igy a 14.6. Tétel (i) részében természetes azt varni, hogy a (i) részbeli

feltételek teljesiilése esetén & Poisson-eloszlasi AT paraméterrel tetszéleges T > 0 esetén.
OJ

Az alabbi eredmény a Poisson-folyamat egy tjabb (sorrendben a negyedik) definidlasara ad
lehetGséget.

14.8. Tétel. Legyen A\>0 és L, X,gn), k,neN, figgetlen valdsziniiségi valtozok, hogy L,

Poisson eloszldsi N paraméterrel és X,gn) egyenletes eloszldsi az (n—1,n| intervallumon.

Ekkor
&=t{(k,n) eN?: k<L, és XV <t}), =0,

eqy \ paraméterd Poisson-folyamat.

14.9. Allitas. (Poisson-folyamat Markov tulajdonsaga) Legyen {& :t >0} egy A >0
paramétertd Poisson-folyamat. Tetszdleges k€N, 0<s3 <so <+ <5 <t é€s 0<Kmy <meo <

e <mg < n, ahol my,... mp,neZ,, teljesil, hogy

P<€t:n|€sk =My, ..., :m1) :P(ft:n‘55k :mk) :P(&—sk :n_mk;)

_ (A(t—sg))" " o= Mt=sk)
(n—myg)!

Y

azaz {& :t =0} egy folytonos idejii Markov-ldnc a fenti formuldban szerepld dtmenetvaldszi-

niségekkel.

Bizonyitas. A 14.3. Tétel alapjan {&, : ¢t > 0} fiiggetlen, stacionarius noévekmeényi folyamat,
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igy
P(ft =n,&, =My, ..., &, Iml)
P(&, =myp, ..., & =mq)
- P(& =& =n—mp, §s —Espy = Mk — M1, ..., & — & = m1)
P(&s, —&opoy =Mme =11, ..., & — &0 =11)
P& &, = n—mp) P(Es, —Esy = e — ) - P(E, — o = ma)
P(&), —&sy =M —myq) - (s, —&o = my)

AG=50"™ )
(n—my)! '

P(St:n|€sk:mka---a§s1:ml):

=P(&— &, =n—my) =P(§s, =n—my) =

Hasonloan gondolatmenettel kévetkezik, hogy

IPD(ft =n, Ssk = mk) . P(& _Ssk =n—mg, fsk = mk)

P(gt:n|§sk :mk) =

P(&s, =mi) P(&sr = mu)
PG =) P =) o
- P(&, = my) e =
_ ()\(t—Sk))nimk e—)\(t—sk)

(n—my)! .

4

14.10. Allitas. Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor a 14.1.
Definicioban bevezetett T,, n € N, waldsziniségi vdltozok n-edrendd, X\ paraméterd Gam-
ma eloszldsuak. A T, wvaldsziniségi viltozot a Poisson-folyamathoz tartozo n-edik “esemény

(feligitds)” varakozéasi idejének szokds nevezni.

Bizonyitas. Az allitas rogtén kovetkezik abbol, hogy T, =mn+---+n,, n€N, ahol ny,...,n,
fiiggetlen, \ paraméterd exponenciélis eloszlast valészintiségi valtozok; tudva azt, hogy n da-
rab fliggetlen, A paramétert exponencidlis eloszlasi valoszintiségi valtozd Gsszegének eloszlasa
n-edrendti, X\ paraméteri Gamma eloszlas.
Az érdekesség kedvéért adunk egy ,elemibb” bizonyitéast is. Felhasznalva (14.4)-t, kapjuk,
hogy minden n € N esetén
{&=n} ={T. <t}.

Tudva azt, hogy T,, n € N, eloszlasa abszolut folytonos, hiszen abszolit folytonos eloszlasok

konvolicidja, kapjuk, hogy T, eloszlasfiiggvénye a ¢ >0 helyen
Fr,(t)=P(T,, <t)=P(T, <t) =P(& = n).

(Ha ¢ <0, akkor Fr (t) =0, hiszen 7T, nemnegativ.) Mivel & Poisson eloszlasi At
paraméterrel, kapjuk, hogy

=L (At
FTn(t):Z(ﬂ) e M t>0.

J=n
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Felhasznalva, hogy egy hatvanysor a konvergencia tartomanyan beliil "tagonként" differen-

cialhato, a t valtozo szerint differencidlva kapjuk, hogy ha ¢t >0, akkor 7T, striségfiiggvénye

B SN CY) U V) LY
an<t>—;(A<j_1)!e Fe =)

RS — (At)! BV (A=t )t

LG 2 ey e

CAnrTle M

(1)

ami pontosan egy n-edrendii, A paraméterti Gamma eloszlast valdszintiségi valtozo6 strtiség-
fiiggvénye a t >0 helyen. O

Megjegyezziik, hogy amikor a Gamma eloszlas rendje egy pozitiv egész szdm, akkor a Gam-
ma eloszlast Erlang eloszlasnak is nevezik, igy a 14.10. Allitas szerint a 14.1. Definicioban

bevezetett T,,, n € N, valoszintiségi valtozok Erlang eloszlastiak.

14.11. Allitas. Legyen {&:t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Tetszdleges

k,n e N esetén legyen
n+k+1

Yk(n) = Akl — n+1 Z 1j,

j=n+2

ahol T,, n €N aq 14.1. Definicicban bevezetett valosziniségi viltozok. Ekkor Y fuggetlen

a o(m,...,Nne1) o-algebrdtol és Gamma-eloszlasi k és X paraméterekkel, azaz Yk()

striségfiggvénye

Aegyk—lg—Au

fram(u)=¢ =1
k 0 ha u<0.

ha u >0,

Tovdbbd, minden 60 >0 és keN esetén

P(Y," > ) = (ki > (14.11)

Jj=0 J!

(n)

Bizonyitas. Az, hogy Y,’ Gamma-eloszlasi a megadott paraméterekkel kovetkezik a 14.10.

Allitas bizonyitasabol. Legyen n € N tetszéleges. Ha k=1, akkor

P(Y,\"™ > 6) = P(n40 > 0) =1—F,

Mn+2

0)=1—(1—ec )=,

Tegyiik fel, hogy (14.11) igaz 1,2,..., k-ra, és mutassuk meg, hogy fennall k+ 1-re is. Mivel
Yk(") és Mnirso fliggetlenek, a teljes varhato érték tétele (lasd 8.18. Tétel) alapjan kapjuk,
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hogy
P(Yk(L > 0) = P(Y," + 1 isn > 0) = / P +u> 0| nogrin = ) fonire (1) du
0 0 9]
= / P > 0—u)fy 00 (w) du= / P(Y, ™ > 6 —u)re du+/ Ae M du
—00 0 0
g k=1 ] k=1 0
0— J Jj+1 )
_ (A( ‘ u)) e~ MO—w) N oA 4 0N A oM 0—wu) dute
| |
VR J: im0 ) 0
k—1 ; k
B SICUGRRVETI G
— G+ par Al

O

14.12. Allitas. (Poisson-folyamat eltolasa) Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméteri
Poisson-folyamat és T eqy tdle fiiggetlen nemnegativ értékid valdsziniségi vdltozd. Legyen &, :=
=& —&, t>0. Ekkor {& :t >0} X\ paraméterd Poisson-folyamat, mely fiiggetlen a
{1, Nt,t € [0, 7]} wéletlen vdltozdktdl.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy { :t >0} A paraméterd Poisson-folyamat. Mivel
tetszbleges weQ esetén a [0,00) 3t (W) =& w)41(wW) —&r(w)(w) trajektoria jobbrol folytonos,
a 14.3. Tétel alapjan elég azt megmutatni, hogy {&:¢>0} fiiggetlen, stacionarius novekmeényti
és tetszleges t >0 esetén & Poisson eloszlasi At paraméterrel.

Legyenek 0<s<t és 0<s*<t" olyanok, hogy t*—s*=t—s. Ekkor

62 - f; = 57’+t - 57’ - (5T+s - 57’) = £T+t - €T+sa
g{t* - 5;* = €T+t* - 57 - (§T+8* - 57) = fT—&-t* - €T+8*-

Tovabba tetszéleges = € R esetén
P(érss—Erve < 2) =E(P(Erpi—Erps <2) | 7) =B (P(Gurs—Eurs < 2)lumr )
—E (IP’(&_S < x)]u:T) P, < 2) =P(Ep_y < )
= PG — by <) = P(Erspr —Eraer <),

azaz &ryy—&rps 68 oy —Erpse eloszlasaik megegyeznek. Ezért {& :t > 0} stacionarius
novekmény.
Nyilvan, & =0. Tetszéleges 0 < s; <t; < s <ty esetén megmutatjuk, hogy & —& =

- €T+t1 - €T+51 es 522 - 522 = £T+t2 - 57’4—52 fﬁggetlenek' TetSZ6legeS Bla B2 € B(R) esetén,
felhasznalva, hogy {& :t >0} fiiggetlen novekményti, hasonloan az el6z6ekhez kapjuk, hogy

P(§T+t1 _€T+81 € Blv §T+t2 _§T+82 S BQ) - E(P(£T+t1 _§T+81 € Bb §T+t2 _§r+52 € B2) | T)
P(ftlﬂﬂ € Bl) P(gtzfsz € BQ)
= P(&H—h _€T+81 € Bl) P(§T+t2 _§T+52 € B2)'
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A fliggetlen névekményiiség 12.11. Definiciojaban szerepld altalanosabb tulajdonsag hasonl6an
lathato be.

Végezetiil, tetszleges t >0 és n €N esetén

P =n) =P~ & =n)=EP(n—§=n)|7) =P =n)= e M,

azaz & Poisson-eloszlasi At paraméterrel.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy {¢ :¢ > 0} fliggetlen a {7,&,t € [0,7]} véletlen
valtozoktol. A 2. dbra alapjan végiggondolhato, hogy

(i) O(T7€tvt€ [077—]):0<T>€T:7717'-->77§T>>
(ii) o(& t €Ry) =0(m, L EN),
(111) 0-(527 te R+) = 0-(7727 le N),

ahol n;, (€N, jelolia {&:t>0} Poisson folyamat esetén a 14.1. Definici6 szerinti értelemben
az egyes feltajitasok kozotti idGtartamokat.

\

\ 34;;[”%”%1, £20

) 1 W
LT E”g‘"‘:::o
It *—F%

- p—— —
I S N

[ e S SN

T . ’['3

2. abra. Poisson-folyamat eltolasa.

Az (i) rész esetén formai okok miatt megjegyezziik, hogy o(7,&,t€[0,7]) =0(7, Et, teR,),
ahol ggzzft, ha t€[0,7] és &:=0, ha t>7, igy o(1,&,t€[0,7]) az 1.12. Definici6 szerint
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értelmezett. Felhasznalva (i)-t és (iii)-t, kapjuk, hogy ahhoz, hogy {¢:t € R} fiiggetlen a
{1,&,t€[0,7]} véletlen valtozoktol azt kell megmutatnunk, hogy

n, LEN és 7,8 ,m,...,n, fiiggetlenek.
Legyen ne€Z, és xi,...,x, € R, éslegyen tovabba t,:=xz1+---+z,. A 2. dbra alapjan,
ha & =n, akkor 7] =mn,41—(7—1T,). Mivel {&,te€ R} és 7 fiiggetlenek, (ii) alapjan
{n.,neN} és 7 is fiiggetlenek. Igy a 8.14. Tétel (ii) része és az exponencidlis eloszlds 6rokifjt

tulajdonsaga alapjan (5.20. Allitas (ii) része) kapjuk, hogy tetszéleges y € R, esetén

P& >ylr=t&=nn=x1,...,0,=1,)
=Py —(7=T0) >y|l7=t, T < T <Tpp1,m =21, .., = Tp)
=P —(7=T0) >yl 7=t T, <t <Toy1, M =T1,. ;10 = Tn) (14.12)
=Pus1>(T—To)4y|7=40<t—t, < Npi1, ML =T1y- -y = Tp)
=P(s1 > (—1a) +y [0 <t—1n <npy1)
=P >y)=e V.

Megjegyezziik, hogy a fentiekben megjelens E(Y | X =z, A) tipust kifejezés, ahol Y, X olyan
véletlen valtozok és A € A olyan esemény, hogy E(|Y|) < oo, P(A) >0, és X és A
fiiggetlenek, specidlis esete a feltételes varhato értéknél tanultaknak (lasd 8.9. Lemma és 8.11.
Jelolés), ugyanis E(Y | X, 14)=f(X,14), aholaz f:R*—R fliggvény Pyy,-m.m. (z,z) €R?
esetén egyértelmien meghatarozott. Mivel X és A fiiggetlenek, kapjuk, hogy Px;, =Px ®
®P;,, ahol

(

1 ha 0,1€C,

P(A)  ha 1€C, 0¢C,
1-P(A) ha 1¢C, 0€C,

L0 ha 0,1¢C,
=P(A)11(S)+ (1 -P(A))Ly(5),  SeB(R),

Py, (S)=P(1,€8)=

ésigy E(Y | X=z,1pa=2)=f(z,2) Px-mun. x€R & z€{0,1} esetén. Felhasznalva, hogy
{1a=1} = A, kapjuk, hogy E(Y |X ==z, A4)=f(y,]) Px-m.m. z€R esetén.

A feltétel és (ii) alapjan 9,42, Mns, ... figgetlenek a 7,11, ..., m,01 véletlen valtozoktol,
igy a lancszabaly, (14.12) és a 8.14. Tétel (ii) része alapjan kapjuk, hogy tetszéleges m,n € N,
Y1, -, Ym € Ry esetén

Py > Y1y sy > Ym | T=68 =001 =21, .., 0y = Tp)
=Py >y |7=t&=nm=x1,...,0,=1T,)
XP(1ly > Yo,y My > Y | T =46 =100 = 215 0 = Ty Ty > 1)
= M PNy > Yoo e S Y | T =1, T KT < T 1, 1 = X1, -+« oy 1y = T
My — (1 =T0) > 1) =
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:e_AyIP(UnH >y27---777n+m>ym|7—:t70<t_tn<nn+lanl =215+ = Tn;,
N1 — (T —1n) > y1)

= e—)\y1 ]P)(nn—‘rQ > Y2y ooy Mntm > ym) = e_)\yl P(nn-i-Q > y2) o P(T/n-l—m > ym)
— o MW= M2 L o~ AUm

Ezért tetsz6leges meN esetén ny,...,n, figgetleneka 7,&,m,...,n, véletlen valtozoktol,
és igy m;, L € N, fiiggetlenek a 7,&,m1,...,n, véletlen valtozoktol. O

Legyen {&:t>0} )\ paramétert Poisson-folyamat és legyen 0<p<1 rogzitett. A Poisson-
“események” szama valamely kisérletben, ahol az "események” bekovetkezési idépontjai T,,, née
€ N. Példaul, ha & a t id6pontig egy adott druhazba betérs emberek szaméat jeloli, akkor
egy vasarlonak az aruhézba torténd belépése felel meg egy “eseménynek”. Tegyiik fel, hogy
minden alkalommal, mikor egy ,esemény” bekovetkezik azt vagy I-es tipusinak vagy Il-es
tipusinak mindsitjiik. Feltételezziik, hogy egy eseményt I-es tipusinak p, Il-es tipusinak 1—
—p valoészintséggel mindsitiink és ezek a mindsitések egymastol teljesen fiiggetleniil torténnek.
Tekintsiik mintaként az el6z6 példat. Tegyiik fel, hogy egy eseményt, azaz egy vasarlo érkezését
aszerint mindGsitjiik, osztélyozzuk, hogy & férfi vagy né. Jelen esetben p = 1/2 természetes
valasztas. (A p#1/2 eset annak felelhetne meg, hogy az aruhézat kicseréljiik példaul egy néi
fodrasz szalonra.) A tovabbiakban tjra az altalanos konstrukciot tekintjiik. Tetszéleges ¢ >0
esetén jelolje ft(l) a t id6pontig I-tipustinak mindsitett események, ft@) pedig a Il-tipustnak

mindsitett események szaméat. Nyilvan & = ft(l) +£t(2) minden ¢ >0 esetén.

14.13. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitasa) Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméteri
paraméterd Poisson-folyamat és legyen 0<p<1. Ekkor {{f”:t}O} Ap paramétert, {ft@):t}()}
M1 —p) paramétert, eqymdstdl figgetlen Poisson-folyamatok.

Bizonyitas. Felhasznalva St(l) és 51:(2) konstrukciojat az konnyen adodik, hogy {&(1) (1t >0}
és {§t(2) :t >0} fliggetlen névekményii folyamatok, és a trajektoridk jobbrol folytonossaga is

nyilvanval6. A kovetkezékben meghatarozzuk §t(1) és (St@) egyiittes eloszlasat, azaz a
P =n&”=m), nmeZ,

valészintiségeket. A teljes valosziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy

o

P& =n &7 =m)=> P =n, & =m|& =k)P(& = k).

k=0

Ahhoz, hogy a ¢ id6pontig n darab I-tipusi és m darab II-tipust esemény kovetkezzen be

sziikséges, hogy Osszesen n+m esemény kovetkezzen be a ¢ id&pontig, igy
P =n, P =m|&=k)=0, ha k#£n+m
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Ezért, felhasznalva, hogy & Poisson eloszlasi At paraméterrel, kapjuk, hogy minden n,meZ,

esetén

P& =n, & =m) =P = n, &7 =m|& = n+m)P(& = n+m)
(A"

=P =n, —m|§t=n+m)m

Mivel minden eseményt p valoszintiséggel I-tipustnak, (1—p) valoszintséggel II-tipustinak
osztalyozunk, feltételezve, hogy Gsszesen n+m esemény kovetkezett be, az I-tipust események
szdma (n+m)-edrendi és p-paramétert binomialis eloszlast kovet. Ezért annak a valoszintisége,

hogy n+m eseményb6l n-et I-tipustinak, m-et Il-tipustinak osztélyozunk

<n+m)p"(1—p)m

n
Igy
+m ()\t)n-i-m B
pre® o @ _ (7 P(1—p)n e
(& n, & m) n P"(1=p) (n—i—m)!e
M) AM(1—p))™
_( nz!?) o ip (m!m) o M(1-D) (14.13)

Osszegezve ezen egyenlet két oldalat m szerint

P =n) =) P =n,&” =m)

m=0
_ (At)" _xip Z (AA=p)™ _xa-p _ (AtD)" o \P nez,.
n! — m! nl
Hasonlban (1
IP’(@P):TR) ( (m'p)) AH1=p) mE Z,
Ezért (14.13) alapjn
P =n, 2 =m) =P(E" =n)PE? =m), >0, n,meZ,. (14.14)

Hasonléan belathatjuk, hogy 0<s<t, n, meZ,, esetén

m) = (At— S)p)ne—)\(t—s)p (At=s)(1 _p))me—/\(t—s)(l—p).

n! m)!

P& —€) =n, g7 —¢ =

(Az s idGpont utan a t idGpontig bekovetkezs I-tipust, illetve II-tipusi eseményeket kell
figyelni.) Ebbdl az is kovetkezik, hogy tetszéleges 0 < s <t esetén

t(l) —&W 515(9 ~ Poiss(A(t—s)p),

s

P _e® )~ Poiss (At —s)(1—p)).
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Azaz {gt(” t>0} és {5,52) :t >0} stacionarius noévekményii folyamatok is és a novekmények

eloszlasa a 14.3. Tétel (ii) részében megkivant. A 14.3. Tétel alapjan {§t(1):t>0} Ap paramétert

Poisson-folyamat, {§t(2) :t>0} pedig A(1—p) paramétert Poisson-folyamat.

A kovetkezdkben, felhasznalva (14.13)-t, megmutatjuk, hogy a {ft(l) :t>0} és {§§2)
Poisson-folyamatok fiiggetlenek. Azt kell megmutatnunk, hogy a a(lft(l), t>0) ésa 0(5,5(2

o-algebrék fiiggetlenek. ElGszor megmutatjuk, hogy tetszéleges s,t > 0 esetén gﬁ”
fiiggetlenek. Feltehets, hogy 0 < s <t. Ekkor tetszéleges n,m € Z, esetén

P(EW =n,? =k, =m)

I
NE

PN = n, £ = m)

£
Il
o

Pl =n, 6 = k&~ €2 =m—k).

NE

=~
Il
o

Hasonléan az el6z86 szamolasokhoz
PN =n, &P =k, &7 P =m—k)
= > PEW=n P =k ¢ P =m—k|&=n+k &—&=10)

{=m—k

xP(s=n+k &—&=1)

= i PEW =n, e =k, &P P =m—k|& =n+k &—&=10)

L=m—k

« (As)r o s (A(t— Swe—x(t—s)
(n+ k)] a

. /n+k . P P
— ni1— (m—k) 1—p)™ k At
Zk( n )p( 2 (m—k)p (1=p) I

f=m—

1
— n+l—m-+k 1— m/\n—&-k—i-z n+k +_ VY
an!k! (m—k)!(g_m+k)!p (1-p) "R (t—s)e

n—m+k( )m)\n—f—k: n—i—k -t ® 1

=2 Wk (m—F)! oy mpe)\g(t —s)"
pnferk:(l )m)\n+k n+k At X (p)\(t—s))“m*k
k n! k! (m— Z . — 14
. m ok itk A
=" - <n'7€'p()m)\—;;)f - (p)\(t_s))m_kem(t_s)
_p — )" NS ER(f— 5) o At—p(t—5))
n! k! (m—k)! ’
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mely megegyezik az aldbbival:

P(ED =n) PR = k) P(&? — &P =m—k)
(Asz‘))ne—)\sp. (As(lk‘— p))ke—)\s(l—p) (A —(5)(1 ;ﬁ))m_k o A(t-5)(1-p)
=P =n)P(ED =k, &7 — P =m—k).

s

P =n)PED = k.67 68 =m—k)

NE

PN =n, P =m) =

b
Il
o

£V =n)P(E® =k, &2 = m)

NE

P(
0
e =n) P& = m).

I
il

Tehat §t(1) és ff) fiiggetlenek tetszéleges s,t>0 esetén. Ebb&l mar kovetkezik, hogy a szoban-
forg6 o-algebrak is fiiggetlenek (a pontos bizonyités a Kolmogorov 0-1 torvény bizonyitasanal
latottaknak megfelelGen torténhet). O

14.14. Megjegyzés. Nem az a meglepd, hogy {§t(1) :t>0} és {ft(z) :t>0} Poisson-folyamatok,
hanem az, hogy fiiggetlenek. Jelolje példaul & a t id6pontig egy bankba érkezs iigyfelek
szamat (az id6t meérjiik 6raban). Tegyiik fel, hogy {& :¢t >0} 1 paramétert Poisson-folyamat.
Tételezziik fel tovabba azt is, hogy minden egyes tigyfél 1/2 valoszintséggel férfi, ill. ng.
Tudjuk, hogy a bank nyitasa utdni 10 o6rdban 100 férfi érkezett. Varhatéan mennyi né
érkezett ez idG alatt a bankba? Egy téves érvelés a kovetkezd, mivel 100 férfi érkezett és
minden érkezé 1/2 valoszintiséggel férfi, varhatoan osszesen 200-an érkeztek, ezért varhatoan
100 n¢ érkezett ez id6 alatt. Azonban ez hibés érvelés. A helyes gondolatmenet a kovetkezs. A
14.13. Allitas alapjan, ha 575(2) jeloli a t id6pontig a bankba érkezd néi tigyfelek szamat, akkor
{f,@ :t >0} 1/2 paraméterii Poisson-folyamat. Igy az els6 10 oraban érkezs néi iigyfelek
szdma Poisson eloszlasi 10-1/2 =15 paraméterrel. S mivel a Poisson eloszlas varhato értéke
megegyezik a paraméterével kapjuk, hogy varhatéan 5 né érkezik a bankba az els6 10 6raban

(és ez fiiggetlen az ez id§ alatt a bankba érkezd férfi iigyfelek szamatol). U

A 14.13. Allitas szerint, ha egy A\ paraméteri Poisson-folyamat minden egyes ,eseményét”
egymastol fiiggetleniil 1. vagy II. tipusunak osztalyozzuk p, ill. 1—p valoszintiséggel, akkor az
I-tipusu, ill. II-tipusi eseményeket szamlalo folyamatok egymastol fiiggetlen Ap, ill. A\(1—p)
paraméteri Poisson-folyamatok. Vizsgaljunk most egy kicsit Osszetettebb helyzetet. Tegyiik fel,
hogy a bekdvetkezs eseményeket k darab, egymastol kiilonbo6z6 tipustinak osztalyozhatjuk és
az, hogy egy eseményt milyen tipusinak mindsitiink fiigg attol is, hogy mikor kévetkezik be.

Tegyiik fel, hogy ha egy esemény az y id6pontban kovetkezik be, akkor 6t p;(y) valoszintiséggel
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mindsitjiik i-edik tipusinak (i=1,...,k), minden olyan eseménytdl (és annak mindsitésétol)
fiiggetleniil, ami elGtte kovetkezett be. (Nyilvan Zle pi(y)=1 minden y>0 esetén.) A 14.13.
Allitas alapjan bizonyfthato a kivetkezs allitas.

14.15. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitasa, altalanos eset) Legyen {&:t>0} egy A >0

paraméterd Poisson-folyamat és tekintsik az dllitds eldtt szerepld konstrukciot. Jeldlje &;(t),

1=1,...,k a t >0 1iddépontig bekévetkezd 1i-edik lipusi események szamdt. Ekkor minden
t >0 esetén &(t), i=1,...,k, figgetlen Poisson eloszldsi valdszindségi valtozok E(&(t)) =

= fg pi(s)ds paraméterekkel.

14.16. Megjegyzés. (Fiiggetlen Poisson-folyamatokra vonatkoz6 varakozasi idék)
Legyenek {ft(l) 1t >0} és {St(Q) 1t >0} fiiggetlen Ay >0, ill. Ay >0 paramétert Poisson-
folyamatok. Jeldlje Tél), ill. T,§2), neN az elsg, ill. masodik folyamatra vonatkozo varakozasi
idgket. A IF’(TS) <T )), n,m €N valoszintség kiszamitasaval foglalkozunk. (Azaz arra keres-
siik a valaszt, mi annak a valészintsége, hogy egy Poisson-folyamatban hamarabb kovetkezik
be n darab esemény, mint egy masik, téle fiiggetlen Poisson-folyamatban m darab esemény.)
Tekintsiik elgszor az n=m =1 esetet. Ekkor T; 1(1) A1 paraméterti exponencidlis eloszla-
st valoszintségi valtozo, Tl(z) pedig téle fiiggetlen A, paramétert exponencidlis eloszlasu
valosziniiségi valtozo. Igy a teljes varhato érték tétele (lasd 8.18. Tétel) alapjan kapjuk, hogy

PT® < 7?) = / BT < T | T? = 2)f 0 () da
0 1

Felhasznalva azt, ha £ és n filiggetlen valosziniiségi valtozok és g: RxR — R olyan mérhetd

fiiggvény, hogy E(|g(§,n)]) < oo, akkor E(g(&§,n)|n=y)=E(g( y)) P,-mm. yecR (lasd
8.14. Tétel (ii) része), kapjuk, hogy

P < TP | T =2)=P(T) <z), P

r@-mm. x € R. (14.15)

Felhasznalva, hogy P, abszolut folytonos az R-en adott Lebesgue-mértékre nézve, kapjuk,
1

hogy

P(TYM < T = / P(TY < 2)Aoe 2% dz = / (1—eM™) \ge 27 dx
0

0
— Age 2% d —/ Nge~ 1Az g ) -
/0 ? ’ 0 ? . 2)\1-1—)\2 A1+ A
Igy
P(TM < T = M (14.16)
A1+ A

Hatarozzuk meg most annak a valdszintiségét, hogy a {59 :t >0} Poisson-folyamatban

2 esemény is bekovetkezik, miel6tt a {@@ :t > 0} Poisson-folyamatban egy esemény is
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bekovetkezne, azaz a P(Tz(l) < T1(2)) valoszintségre vagyunk kivancsiak. Tekintsiik az alabbi
(kicsit heurisztikus) gondolatmenetet. Ahhoz, hogy a {@Fl) :t >0} Poisson-folyamatban 2
esemény is azel6tt kdvetkezzen be, hogy a {ft@) :t >0} Poisson-folyamatban egy esemény is
bekovetkezne sziikséges, hogy az els§ esemény a {5;1) :t >0} Poisson-folyamatboél kovetkezzen
be, ennek valoszintisége (14.16) alapjan A;/(A;1+ A2). Feltételezve, hogy az elsé esemény a
{ft(l) :t >0} Poisson-folyamathol kovetkezik be, ahhoz, hogy TQ(I) < T1(2) legyen sziikséges és
elégséges, hogy a méasodik esemény is a {ft(l) :t >0} folyamatbol kévetkezzen be. Azonban
az els6 esemény bekovetkezésekor mindkét folyamat ujjasziiletik (emlékezet nélkiiliség), igy ez

a feltételes valosziniiség is A1/(A\ +X2). Igy a keresett valoszintiség

2
P(T < T?) = ( M )
A1+ Ao

A pontos indoklas a kovetkezs. A teljes varhato érték tétele alapjan

+oo
P(TSY < T?) = / P(T) < T | TP = 2)Age 2" dz
0
oo oo 1 2 2 1
= / / P13V < TP | T = 2, 1Y = y)\ doe MVe ™2 da dy
0 0

+00 T
= )\1)\2/ (/ ]P(T2(1) < T1(2) | T1(2) =, Tl(l) — y>e—)\1y dy) e—)\zx dZE,
0 0

hiszen, ha x <y, akkor P(T(1)<T |T Tl(l):y):O, mert Tl(l)éTQ(l).
Ha x>y >0, akkor

P(TY =T < T® —y | T® = 2, TV = )
P(TY =TV <1 —y | T®) = 1)
=PIV T <zx—y)=1—e Nl

P(T) < T TP = 2, 7V = )

ahol felhasznaltuk, hogy T1(2) fiiggetlen Tl(l)—t(’ﬂ (az alapul vett Poisson-folyamatok fiigget-
lensége miatt), azt, hogy TQ(I) — T fiiggetlen Tl(l)—t()’l, ill. 7?61 (hiszen az 14.1. Definici6
alapjén {&Fl) :t>0} fiiggetlen névekményti folyamat, ill. az alapul vett Poisson-folyamatok fiig-
getlenek), valamint a legvégén azt, hogy T2(1) —Tl(l)

Igy

exponencialis eloszldsit \; paraméterrel.

]P)(T(l) < T ) /\1/\2/ (/ (1 _e—A1(x—y)>e—>\1y dy) e~ A2 g
0 0
00 ef,\ly T T
= /\1>\2/ <[ ] —e’\lx/ 1 dy) e M7 (g
0 —A1 o 0

> 1
=X / (_)\_(e—)qx _ 1) _ e—)\lmx) o N .
0 1

Innen egyszerd szamolas mutatja, hogy

2
P(T" < T = (L) .
A1+ g
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Altalaban megmutathaté, hogy tetszéleges n,m € Z, esetén

n+m—1 k n+m—1—k
n+m-—1 A A
BT <) = Z ( k > ()\1—1-1>\2> (/\1—1-2>\2) .

k=n

O

A Poisson-folyamattal nemcsak a Poisson eloszlas és az exponencidlis eloszlas all kapcsolat-

ban. Megmutatjuk, hogyan jon itt el6 az egyenletes és a binomiélis eloszlas.

14.17. Tétel. Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméteri Poisson-folyamat. Ekkor minden
neN és t>0 esetén (T1,Ts,...,T,) feltételes eloszlisa a {& =n} feltételre vonatkozdan
megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsi valdszintségi viltozck n elemd rendezett
mantdjdnak eloszldsdval, ahol Ti,...,T, a 14.1. Definicioban szerepld valosziniiségi vdltozdk.
Azaz minden ne€N, t>0 és 0<t; <ty < - <t, <t esetén

|
P(Tlgtl,Tz<t2,...,Tn<tn\§t:n):ﬂ/---/1dx1...dxn.

T4tz <ty
z;>0,i=1,....,n

Bizonyitas. A feltételes varhato érték definicidja alapjan és felhasznalva, hogy & Poisson

eloszlast At paraméterrel kapjuk, hogy

P(Ty <t, To <ty,..., Ty <ty & =

P(Tl<t17T2<t27"-7Tn<tn|§t:n>: ( ! 1,72 ]P)(Qf_n) gt n)
;=

_]P)(Tlgtl,Tggtg,...,Tngtn,ft:n)

B [EUNSY -

n!

Felhasznéalva a T, n € N, definici6jat és azt, hogy a definidlasaban szereplé ny,1ms,. ..

valoszintiségi valtozok fiiggetlen, A\ paraméteri exponencialis eloszlasiak kapjuk, hogy

P(Ty <t1, Ty <tg, ..., T, <ty, & =)
Pl <ti,m4ne <to, oo+ 40, <to, i+ -+ 0pg1 > t)

:/ Lo <ts, 01422ttt <tngr oA zns1 >0 (11 omnen) (T - -+ Tg1) d@y -+ AT
(0,00

t1 to—x1 tn—T1— " —Tp—1 0
_ / e / / A=A @A) Qoo e,y
0 0 0 t—x1——Tn
1 plo—x1 tn—T1——Tp—1 e~ M7 u=00
— \ntl . e—>\($1+"'+1’n) |: ] dz;---dz,
0 0 0 —)\ u=t—x1——Tn
11 to—x1 th—T1— - —Tn—1
:/\"e”/ / / 1dzy - - - da,.
0 0 0
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lgy
to—x1 ln—=T1——Tn-1
]P)(Tl<t17T2<t27~--7Tn<tn|€t_n / / / 1d$1dxn

:_'/~~~/1dx1...dxn.
tn

x1+Fx; <
x¢20,i:1,...,n

Végrehajtva az z1+---+x; =vy;, ¢=1,...,n helyettesitést, a helyettesités Jacobi-métrixa
determinansanak abszolut értéke 1, és az x1+---+x; <t;, x; >0, i=1,...,n integralasi

tartomany az y; <t;, i=1,...,n, 0<y; <ys <---<y, integralasi tartomanyba megy at. Igy

n! 1 pt2 tn
0 Y1 Yn—1

Azt kell még megmutatni, hogy a (14.17) formula jobb oldala megegyezik a (0,¢) inter-
vallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok n elemii rendezett mintajanak eloszléas-
fiiggvényének a (t1,...,t,) helyen felvett értékével. Legyenek Xi,... X, fiiggetlen, a (0,t)
intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok. Meghatarozzuk az X7, X5, ..., X
rendezett minta elemeinek egyiittes stirtiségfiiggvényét. ElGszor az egyiittes eloszlasfiiggvényii-

ket hatarozzuk meg:
FXT,XE,-u,X;{(:Ul? . ,{L'n) = ]P)(Xik < fﬂl,X; < Zg,... ,X;: < l'n), T1,...,Tpn € R.

Csak olyan 1, ..., x,-ekre vizsgalodunk, melyekre 0<x;<zo< - <z, <t. Az, hogy z;€(0,t)

annak a kévetkezménye, hogy a mintank (0,%)-n egyenletes eloszlasra van. A névekvd sorrend

pedig annak, hogy ha példaul z; > z,, akkor X < XJ <xo <z miatt X] <z, igy
P(X] <z, X5 <woy..., X} <) =P(X) <x9,..., X <ux,).

Ezért amikor az egyiittes stirtiségfiiggvényt hatdrozzuk meg derivaléssal, az x; valtozo szerint

konstans fﬁggvényt kell derivalni, igy az ilyen helyeken a stirtiségfiiggvény nulla.

Tehat 0 <y <29 <--- <z, <1t esetén
P(X] <21, X5 <29,...,X) <z,) = / / —dy;...dyn
y17 yn)e Ot
y; <zi,i=1,...,n

y17 7yn Ot n
Y1<- Syn,y2<xl,z 1,...n

ugyanis P(X] <y, X5 <mo,..., X} <z,) az Xi,...,X, minta egy fliggvényének varhato

értékeként irhato fel, és az X;,..., X,, minta egyiittes stirtiségfiiggvénye:

& ha 4 €(0,0), i=1,...,n,

I (Y1, ooy yn) =
0 egyébként,
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az utolso lépésben pedig az integrandus yq, ..., y,-ben valoé szimmetriajat, illetve azt hasznél-

tuk fel, hogy egy permutacié matrix determinansanak abszolutértéke 1-el egyenld.

Ezért

2 ha 0<a <2< <, <,

le*,...,X;; (331, . ,In) =
0 egyébként.

Osszefoglalva, minden ne€N és 0<t; <t <t esetén

2
P(Xik<t1,X;<t2,.. X*<t / / 1dx; ..

$7,\tu7/ 1,...,n

0<z1 <--<n <t (14.18)
| t1 to tn
L
t" Jo z1 Tn—1
Ez utobbi pedig megegyezik (14.17) jobboldalaval. O

14.18. Kovetkezmény. Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor
minden neEN és t>0 esetén Ti,..., T, 1 egyiltes eloszldisa a {T,,=t} feltételre vonatkozdan
megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldasbol vett n—1 elemd rendezett minta

eqytittes eloszldasdval.

Bizonyitas. Hasonloan bizonyithaté, mint a 14.17. Tétel. U

14.19. Megjegyzés. Ha példaul & =3, és arra vagyunk kivancsiak, hogy a (0,1) id&interval-
lumban varhatéan milyen id6pontokban kovetkezett be a & =3 A4ltal jelzett 3 darab esemény,
akkor azt mondhatjuk, hogy a bekovetkezési id6pontok egyiittes eloszlasa a (0,1) intervallu-
mon egyenletes eloszlasra vett 3 elemi rendezett minta eloszlasaval egyezik meg. Jelolje X7,
X5, X5 aszobanforgd rendezett mintat. Ismert, hogy E X/ = %, i=1,2,3. Igy a szébanforgé
3 darab esemény varhatoan az 1/4, 2/4 és 3/4 idGpontokban kovetkezett be. O

Az alabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan jon be a Poisson-folyamatnal a binomialis el-

oszlés.

14.20. Allitas. Legyen {&:t>0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor minden
O<u<t és neN esetén &, feltételes eloszldsa a & =mn feltételre vonatkozoan n-edrendi,

u/t paraméterd binomidlis eloszldas. Azaz minden 0 <u <t és k<n, k,ne€N esetén

wie=sle=n= () (1) (-9 = ()"

Bizonyitas. A Poisson-folyamat tulajdonsagai alapjan

PE=h&=n) PE=h&—E&=n—Fk

Pllu=Fl&=n)=—p=—0; P(& =n)
_ P =Fk)P(§—§u=n—Fk) _
P(& =n)
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= oD =
n!

M)* o AE—u)"F (-
B (k!) Sl (Enl)y e M) B (n) uk(t —u)"k
tn ‘

0

14.21. Allitas. (Poisson-folyamatra vonatkoz6 nagy szamok erds t6rvénye) Legyen
{&:t >0} egqy A>0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor

P ({w €Q: lim ft(t“) - )\}) ~1.

Bizonyitas. Legyen ¢ >0 tetszélegesen rogzitett. Ekkor & definicioja miatt T, <t <T¢ 1.

Ha w € Q olyan, hogy & (w) >0, ugy

Toww) ¢ <T5t<w)+1(w) T (w)+1(w) & (w) +
Gw) ~ &w) i (w) §i(w )+1 ft()

Megmutatjuk, hogy P(lim; o & = +00) = 1. Tudjuk, hogy P-m.m. w € Q esetén a t €

(14.19)

€ [0,00) — &(w) trajektoria monoton novekvs. Tegyiik fel, hogy valamely w € Q esetén a
te0,00)—&(w) trajektoria korlatos. Ekkor létezik olyan (w-t6l fiiggs) no €N és to€[0,00),
hogy &,(w) =mng ¢ &(w) <ny barmilyen ¢ € [0,00) esetén. Igy & definicidja alapjan
Tho+1(w) >t, ha t€[0,00). Felhasznalva, hogy

P(3ngeN: T, >t, Vi€[0,00)) <P(3ngeN:T, 11 >t), te0,00),

és limy_ oo P(Ing € N: T, 41 >t) =0, kapjuk, hogy P(IngeN:T, 41 >t, Vte|0,00))=0.
Ezért P-mm. w € Q esetén a t € [0,00) — &(w) trajektoria nem korlatos. Felhasznalva,
hogy egy monoton névekvs, nem korlatos (valos) sorozat +oo-hez konvergal, kapjuk, hogy

P(lim; o & = +00) = 1. A nagy szamok erds torvénye alapjan tudjuk, hogy
T " 1
— = —Zk_l Tk —En=—, P-mm.
n n A

Mivel P(limy o & =400) =1 és & nemnegativ egész értéki, kapjuk, hogy
T, 1
— — —, P-m.m. 14.20
& A (420

Mivel P(lim; o & = 400) =1, az is kovetkezik, hogy

P({wemﬂto 0:&(w )>o,w>t0}):1.

Igy (14.19) és (14.20) alapjan P-m.m. w € Q esetén
1

t
— < limsu < -
N SRR Gw) el G(w) S
1

Ezért P-m.m. w € ) esetén létezik a lim;_ o % hatarérték és  y-val egyenlS. EbbGl mar

kovetkezik a bizonyitando allités. (
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14.22. Példa. (Sziiletésnapi probléma és Poisson-folyamat) Valoszintiségszamitasbol is-
merjlik azt a problémat, hogy legaldbb hany embert kell elhelyezni egy szobdban, hogy annak
a valoszintisége, hogy legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja legalabb 0.5 le-
gyen (az éveket és szokénapokat nem szamitva)? Jelolje k az elhelyezendd emberek szamat,
ke{l,...,365}. Ekkor

P(legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja)

=1 —P(mind a k embernek méskor van a sziiletésnapja)

S 365—i 365!
=1— =
H 365  (365—k)! 3658

mely valoszintiség k =22 esetén 0,476 koriili, illetve k£ =23 esetén 0,507 koriili. Tehat
legalabb 23 embert kell elhelyezni a szobaban.

Tekintsiik a kovetkezd valtozatat a sziiletésnapi probléméanak. Feltételezziik, hogy egy vélet-
lenszertien kivalasztott ember sziiletésnapja az év 365 napjan egyenletes eloszlasi. Az emberek
egyesével 1épnek be egy szobaba, és jeldlje K azt, hogy hanyadik embernél teljesiil elGszor az,
hogy a szobaban lev6é emberek koziil legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja.
Hatarozzuk meg K varhato értéket! A kérdést tgy véalaszoljuk meg, hogy tekintjiik a feladat
egy folytonos ideji valtozatat (bedgyazasat). Legyen {& :t >0} egy A =1 paraméteri
Poisson-folyamat, és tegyiik fel, hogy az emberek ezen Poisson-folyamat szerint (a Poisson-
folyamathoz tartozo egymast kovets "felujitasi” idépontokban) lépnek be a szobaba. Minden
egyes embert egymastol fiiggetleniil megjeloliink a 365 sziiletésnap egyikével, mind a 365 szii-
letésnapot egyenlds eséllyel valasztva. Ilyen modon az eredeti {&,:¢ >0} Poisson-folyamatnak
L _paramétrei

365
Poisson-folyamatok. Jelolje (n,).en az egyes emberek érkezései kozott eltelt idGtartamokat (a

365 darab ritkitasat kapjuk, melyek a 14.13. Allitas szerint egymastol fiiggetlen

{&:t>0} Poisson-folyamatban), azaz 7, az n-edik és (n—1)-edik ember érkezése kozott eltelt
id6tartam, ahol ne€N. A feltételezéseink miatt (1, ),en fliggetlen, 1-paraméterti exponencidlis
eloszlasu valoszintiségi valtozok. Jelolje tovabba T' az els6 olyan idGpontot, amikor a szobaban

levé emberek koziil legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja. Ekkor

K
T= Z U
i=1
ahol (1;)ien és K fiiggetlenek. Tovabba,
E(T) = E(E(T | K)) = E(K E(m)) = E(K),

ahol felhasznaltuk, hogy 7; 1-paramérd exponencialis eloszlasi, és igy varhato értéke E(n;)=1.
Tetsz6leges k=1,...,365 esetén jelolje Zy az elsd olyan idGpontot, amikor a masodik olyan
ember belép a szobaba, akinek a k-adik napon van a sziiletésnapja ("k-tipust sziiletésnap”).

Ekkor T'=ming— . 365 Zr, Tovabba, Zj egy %—paraméterl’i Poisson-folyamatban a méasodik
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"esemény (feltjitas)” id6pontja, és ezért a 14.10. Allitas alapjan Z;, 2-odrendii, %—paraméterl’i

Gamma eloszlasi minden k=1,...,365 esetén, azaz Z; strtségfiiggvénye
(gh) 0% 1o Lo
fawy=q T e ol
0, ha x <0,
és tetszbleges = > 0 esetén, parcialis integralassal,
t x
xte_% 1 t T r t (I+365)e_%
P(Z < 7) = dt =~ ( 365055 | +365/ ot | =1 - L) T
(2 <z) /0 3652 3652 ( 0 o 365
A Zy,..., 7, valosziniiségi valtozok fiiggetlenek is, ugyanis azon %—paraméterl’i Poisson-

folyamatok, melyeknél a méasodik “esemény (felujitas)” id6pontjai, fiiggetlenek egymastol (lasd
14.13. Allitas). Igy tetszoleges x>0 esetén

P(T>2) =P <k_11nin%5 Zo> x) —P(Z >, D > 1) = (B(Z1 > 1))
(x+365)e 363 565 1o 2 365
- 365 ~(l+g5) e
Ezért a 3.7. Tétel (xxii) része alapjan
oo oo T\ 365
E(K) = E(T) :/ P(T > z) d:c:/ <1+—) e~ da,
. ; 365
mely integral értéke kozelitGleg 24,6166 (numerikusan szamolva). O

14.23. Példa. (Varakozasi paradoxon és Poisson-folyamat) Legyen {&:t>0} egy A>0
paraméteri Poisson-folyamat. Tetszéleges ¢ > (0 esetén, a ¢t idGponttal bezardlag a legutolsod
felajitas idépontja Tg,, a kovetkezd feltjitds pedig a Tg,41 idSpontban fog bekovetkezni.
Nyilvan T, <t < T¢41. Amennyiben ¢&-re agy gondolunk, mint egy buszmegalloban az

egymast kovetd buszok szdma a t id&ponttal bezardlag, akkor rogzitett ¢ >0 esetén

o {—T¢: a t id6pontbeli érkezésiink és az ezelGtt érkezett busz érkezési ideje kozott eltelt
idg,

o T¢i1—t: a t id6pontbeli érkezésiink utan a kovetkezs busz érkezéséig eltelt idg,
® Try1—T¢: a t idGpontbeli érkezésiink el6tt és utan érkezd két busz kovetési ideje.

Mivel T¢,41—T¢, =g, +1, természetes lehet azt varni, hogy E(T¢41—T¢,)=7%, azonban kideriil,
hogy ez hibas, ugyanis a helyes formula

2_ ef)\t

A )

E<T§t+1 - Tﬁz) =
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melyet az alabbiakban belatunk. Ezt a meglepd eredményt hivjdk varakozasi paradoxonnak
vagy Feller-paradoxonnak.
Meghatarozzuk az E(T¢,41) és E(Tg,) varhato értekeket kiilon-kiilon. Ekkor E(7¢,41) =

=E(E(T¢41|&)), és belatjuk, hogy tetszbleges k € Z, esetén
1
E(Te1 |6 =k) =E(Th1 | & = k) =t + %

Tetsz6leges b >0 és ke Z, esetén,

P(Thi1 <b,&=k) =P(Ths1 < b,Tp <t <Thq1) =P(Th + 11 < b, 1) <t < T +Mps1)
=Pt —Ti <1 <b=T5, Tp < 1),

mely O-val egyenls, ha t>b, és t<b esetén, mivel T} és mpyq fiiggetlenek, és T} k-adrendi

és A-paraméterii Gamma-eloszlast (lasd 14.10. Allitas),

b—s

¢
P(Ty41 < b,&=k) = / ( T e (8, 2) dx) ds
0 t—s

t / pb—s \kok—1,—As t \kk—1,—As
_ / ( / % o dx) ds — / Astle ™ (e,w,s) _ewas)) ds
0 \Ji—s (k—=1)! o (k—=1)!
— )‘k /t Sk—l(e—)\t _e—)\b) ds = )‘k (e—)\t _e—)\b> /t Sk—l ds
(k=1 Jo (k—=1)! 0

k k
_ (A]j') (e—)\t _e—/\b) _ ()‘t) e—At(l _e—)\(b—t))

k!
—P(& = k)P < b—1).

Igy tetszoleges b>0 és k€ Z, esetén,

1—e =D ha t<b,
0 ha t >0,

P(Thi1 <b|&=k) =

és ezért

[e’¢) 0 o 1
E<Tk+1|€t=k>=/ b(l—e“"“)dbzf (b+D)(1-e)db= 1+t
t 0

Kovetkezésképpen, E(T1|&) =t+ 5, melybdl kovetkezik, hogy

1
Tovabba, E(T,)=E(E(Tg |&)), ahol belatjuk, hogy
tk
E(T; =k)=—— keZ,.
( &t |€t ) k+1’ € Ly

A k=0 esetben ez trividlisan teljesiil, ugyanis 7Ty = 0. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
keN. A 14.17. Tétel alapjan a {& =k} feltétel mellett Ty, eloszlasa megegyezik k darab,

221



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

a (0,t) intervallumon vett egyenletes eloszlasi véletlen valtozé maximumanak az eloszlasa-

val, azaz max(Xy,..., X;) eloszlasaval, ahol Xi,..., X} fiiggetlen, a (0,¢) intervallumon
egyenletes eloszlasi véletlen valtozok. Igy E(Ty, | & = k) = E(max(X;, ..., X;)), k€N. Mivel
max(Xy, ..., Xy) eloszlasfiggvénye Fla(x,,. x,) R —[0,1],

0, ha z <0,

FmaX(X1 ,,,,, Xk)(x) :P(ma’X(Xlaan) <Q?):(P<X1 <x>>k: (%)k ha nggt;

1, ha = >t,

a 3.7. Tétel (xxii) része alapjan

E(max(Xl,...,Xk)):/ooo(l—Fmax(Xl ,,,,, Xk)(:v))d:v:/ot (1-(%)3 dx:kk—fl.

Ezért

t&, t
E(T, = —t— ,
Tel&) = e =
amibdl .
E(T:,)=t—tE
(T =t~ (57)
Itt
E( 1 ): = 1 ()‘t)ke/\t:e)\ti (At)* :e,\ti()‘t)k_l
&+1 k:0k+1 k! — (k+1)! P k!
ef/\t A\ 1_efx\t
= — —1 =
N3 ( ) N
igy
1_e—)\t 1 e—)\t
E(T:)=t— =ft— =4+ —". 14.22

Kovetkezésképpen, (14.21) és (14.22) alapjan kapjuk, hogy

9 oM
E(Tft‘f‘l - Tft) == E(Tét-‘rl) — E(Tft) = X — T
Lathato az is, hogy
' 2 E@) 1
S (Tey41—Te,) X = B > E(n) 5
Tovabba,
1
E(Tgs1—1) = 3= E(m),
és N
1 e 1
E(i-Ta) =5~ <y =E(n)
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A kovetkezGkben a nemstacionarius Poisson-folyamattal és az Gsszetett Poisson-folyamattal

foglalkozunk.

14.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy {& :t >0} nemstacionarius (més néven inho-
mogén) Poisson-folyamat A(t), ¢ >0, intenzitasfiiggvénnyel (ahol \(t), t >0, egy
nemnegativ, lokdlisan integralhato figgvény), ha
(i) & =0 és nemnegativ egész értéki,
(ii) figgetlen novekményi,
(iii) tetszdleges t >0 esetén P(§yn—& =2)=o0(h) és P(&in—&=1)=A(t)h+o(h) amint
h—0,

(iv) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

(Azon, hogy A(t), t >0, lokdlisan integrdlhato azt értjik, hogy [0,00) minden véges részin-
tervallumdn integrdlhato figgvény.)

Vezessiik be az m(t) := f(f A(s)ds, t>=0, jelolest. Mivel A(t), ¢ >0, lokalisan integralhato,
m(t) € [0,00), t>0. Megmutathato, hogy minden n €N és s,t >0 esetén
(m(t+ S) — m(t))n 7(m(t+s)fm(t))

P(&s—& =n) = o e . (14.23)

Tehét &, s—&s Poisson eloszlast m(t+s)—m(t) paraméterrel. Specidlisan & Poisson eloszlasi
m(t) varhato értékkel, ezért az m(t) fliggvényt a folyamat varhato érték fliggvényének is
szokas hivni. Abban a specialis esetben mikor A(t) =\ (azaz {& :t>0} egy A\ paraméteri
Poisson-folyamat), m(t) = At.

14.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {X;:t>0} sztochasztikus folyamat X paramétertd
osszetett Poisson-folyamat, ha elddllithato
&t
X, =>Y, t=0 (14.24)
i=1
alakban, ahol {&:t>=0} X paraméterd Poisson-folyamat, Y1,Ys, ..., Yy, ... figgetlen, azonos
eloszldsi valdszindségi vdltozok, melyek figgetlenek a {& :t >0} Poisson-folyamattdl is.

14.26. Megjegyzés. (i) Az Y, =1, neN valasztassal X, =&, ¢t >0, igy visszakapjuk

a szokésos Poisson-folyamatot.

(ii) Tegyiik fel, hogy egy sporteseményre buszok szallitjak a nézdéket. Jelolje & a t idSpontig
indul6 buszok szamat és tegyiik fel, hogy {&;:t>0} Poisson-folyamat. Tegyiik fel tovabba,

hogy az egyes buszok altal szallitott utasok szamat leir6 valoszintiségi valtozok egymaéastol
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fiiggetlenek és azonos eloszlasiak. Jelolje X; a t idGpontig a rendezvényre megérkezett
nézok szamak. Ekkor {X;:t>0} Osszetett Poisson-folyamat, a (14.24) reprezentaciéban

Y, jelenti az n-edik busszal érkez6 utasok szadmat.
O
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A. Appendix: Legko6zelebbi pont és néhany tulajdonsaga

Az alabbiakban a feltételes Jensen-egyenlGtlenség (8.6. Tétel) bizonyitasahoz sziikséges topolo-

giai el6késziileteket targyaljuk.

A.1. Lemma. Legyen S CR? egy nemiires, zdrt halmaz és x € RY. Ekkor létezik x-hez
legkozelebbi s€ S pont, azaz olyan s€ S, melyre ||z—s||=infyecs ||z—y| =:ds(z). (A széban

forgo legkizelebbi pont nem feltétleniil egyértelmien létezik.)

Bizonyitas. Az infimum definici6ja miatt létezik olyan (yx)ren S-beli sorozat, melyre limy o ||z—
—yi|| =ds(z). Mivel konvergens sorozat korlatos is, kapjuk, hogy létezik olyan M >0, melyre
|z —yil < M, keN. Mivel

[yl = Ny — 2w+ 2l < llye =2l +loll < M+[lell,  keN,

kapjuk, hogy (yr)ren korldtos. A Bolzano-Weierstrass tétel alapjan (egy korlatos R9-beli
sorozatnak létezik konvergens részsorozata), létezik (yi,)ien konvergens részsorozata (yx)ren-
nek, azaz létezik az s :=lim; , y, hatarérték. Mivel S zart, kapjuk, hogy se€.S. Tovabba

a normafiiggvény folytonossaga alapjan

ds(z) = Jim |l — ]| = Jm [l i, | = 2 =]

t

A.2. Lemma. Legyen K CR? egy nemiires, zdrt, konvexr halmaz és x € RY. FEkkor eqyér-
telmien létezik x-hez legkozelebbi K-beli xo pont. Tovabbd, xy az egyértelmi megoldisa az

aldbbi eqyenlitienség rendszernek:

(x—:EO)T(y—xQ)<O, VyeK,

us

5 -N€l nagyobb vagy

azaz tetszdleges y € K esetén az v —xy €s y—xg dltal bezdrt szdg

egyenld.

Bizonyitas. Az xzy € K pont létezése az A.1. Lemma kovetkezménye. Legyen y € K és
A€ (0,1). Mivel K konvex, (1—MNzo+Ay € K, és mivel z, egy, az x-hez legkozelebbi
K-beli pont, kapjuk, hogy

(1= N)zo+ Ay —z| = [lao — 2|,

azaz [|(zo— )+ Ay —0)l| > |eo— 2], 65 tgy [I(zo—2)+ Ay —0)[[2 > llzo —l|?. Eaért
e — 12 +2A (o — ) (y — 00) + N2lly — o 1? > [lg a2

azaz 2(zo—x) " (y—zo) + A|ly—m0]|2 =0, A€ (0,1), y€ K. A X]0 hatardtmenetet véve,
kapjuk, hogy (zo—2)"(y—29) =0, y€ K, azaz (x—x¢)' (y—12) <0, y€ K.
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Tegyiik fel, hogy x; € K egy masik z-hez legkozelebbi pont. Az el6z6 egyenlGtlenségben
y = x; valasztassal kapjuk, hogy (z —x0)" (71 —x¢) < 0. Szimmetria okok miatt (vagy az
el6zGekhez hasonlo érveléssel) adodik, hogy (v —x;)" (zo—21) < 0. Ezen két egyenlStlenséget
Osszeadva

(x—x0) (21 —x0) — (. —21) " (21— 120) <0,

azaz ||z —x0]|? = (21 —20) " (21 —20) <0, ésigy z; = 0. O

A.3. Megjegyzés. Az A.2. Lemma alabbi megforditasa is igaz (Motzkin-tétel): ha egy nem-
iires, zart SCR? halmaz esetén tetszSleges x€R%hez egyértlemten létezik S-beli legkdzelebbi

pont, akkor S konvex. O

A.4. Lemma. Legyen K C RY egy nemiires, zirt, konvex halmaz, és tekintsik az RY >
> x> hg(x) € K leképezést, ahol hi(x) az x-hez legkdzelebbi K-beli pontot jeléli (az A.2.
Lemma alapjin hy(x) egyértelmien létezik). Ekkor hy folytonos.

Bizonyitas. Legyenek z,y € R? olyanok, hogy hx(z) # hx(y), és tekintsiik a hg(r) és
hk(y) pontokra illeszkeds egyenest: hx(x)+ A hk(y)—hi(z))=1—=N)hg(x)+ i (y), AER.
Tetsz6leges z € R esetén keressiik meg az erre az egyenesre illeszkedd, z-hez legkdzelebbi
pontot, melynek paraméterét jelolje A, € R. Mivel ekkor z— (hg(z)+ . (hx(y)—hk(z))) és

a szoban forgo egyenes hg(y) —hi(x) iranyvektora merdlegesek, kapjuk, hogy

(hxc(2) +As (hic (y) = hie () = 2) " (e (y) = e () = 0,

melybdl
(= —hx(@)) " (hx(y) —hi())
1P (y) = he ()2
Mivel K konvex, hg(z)+ A hg(y)—hi(z)) € K minden X € [0,1] esetén. Tovabba, mivel
hk(y) € K, az A.2. Lemma alapjan

A=

(2= hi(2)) " (R (y) = hic (7)) <O, (A1)

azaz az x—hg(z) és hy(y)—hyx(z) altal bezart szog legalabb Z.Igy A, <0, a A, =0

pedig a hg(r) pontnak felel meg az egyenesen. Hasonloan, mivel hg(z)€ K, az A.2. Lemma

alapjan

(y—hx(y) (hx(z)—hk(y) <0,
és igy

(y—hx() " (hx(y) —hi(z)) > 0.
Ezért

A = (y—hi(y) " (hi(y) —hi(z)) L1

1P (y) = hc () ||
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ahola A, =1 a hg(y) pontnak felel meg az egyenesen. Mindezek miatt A\, — A, >1 ésigy

e (y) = hac ()| = 1+ [P (y) = P ()] < (Ay = Aa) | () = B () |

_ (= hae(@) (b (y) = hac(x)) = (2= hae(2)) " (e () = B (1)) e
- () — he (@) e () — hc ()]

_ (—2) "(hx(y) — () < [y =) " (i (y) = hic (@) _ Ny =l () = he ()]

1P (y) =P ()] Ihx@)=hx@] = llhx(y) —hx(@)]
= lly—=l,
6s igy ||hr(x)—hxW)|| <l|ly—=z|, =,y € R? amibdl kivetkezik hx folytonossaga. O

A.5. Lemma. Legyen K CR? egy nemiires, konvez, zdrt halmaz, és x € R? esetén jelilje
hx(z) az x-hez legkizelebbi K-beli pontot (mely az A.2. Lemma alapjdn egyértelmien létezik).
Ekkor tetszdleges v € R és y€ K esetén

v (@ —hi(@)) > hi(2) (2= hi(2) >y (2 —hi(2),

és az elsd egyenldtlenségnél eqyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha x € K.

Bizonyitas. Az els6 egyenlGtlenség azzal ekvivalens, hogy
(x—hi ()" (x—hi(2)) = |z~ hr(2)]* > 0,

és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha hg(z) =z, ami azzal ekvivalens, hogy z € K.
Valoban, ha hg(z) =z, akkor mivel hg(z) € K, kapjuk, hogy x € K is teljesiil. Ha pedig
z € K, akkor nyilvan ||z —z| =inf ek ||z —yl|, és felhasznalva, hogy az A.2. Lemma alapjan
hi(z) egyértelmiien meghatarozott, kapjuk, hogy x = hx(x).

A masodik egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy y € K esetén hg(y) =1y, és ezért (A.1)
alapian (y— hic(2))T (2 —hx(2)) < 0. 0
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B. Appendix: Kompakt regularitis

Ebben az appendixben a Kolmogorov konzisztenciatétel (13.12. Tétel) bizonyitasaban felhasz-
nalt olyan topologiai- és mértékelméleti definiciokat és eredményeket gytjtiink Gssze, melyek

nem szerepelnek a mértékelméleti elkészitést tartalmazo 1. Fejezetben.

B.1. Definici6. Egy X # (0 részhalmazaibsl dlle K csalddot o-kompaktnak hivjuk, ha
valahdnyszor eqy K, € KK, n € N, sorozatra (., K, =0, mindannyiszor taldlhatd olyan

N eN, hogy ﬂgil K,=0.

B.2. Megjegyzés. (i). Egy K csalad o-kompaktsaga nem keverendd egy halmaz o-kompaktsa-
ganak fogalmaval. Egy topologikus tér egy részhalmazit o-kompaktnak nevezziik, ha elGallit-
hatoé megszamlalhatoé sok kompakt részhalmaz uni¢jaként.

(ii). Példa: R kompakt részhalmazai o-kompakt csaladot alkotnak. O

B.3. Definicio. Legyen X #0, A az X részhalmazaibdl dllé halmazrendszer, p:A— [0, 0]
halmazfiggvény. Azt mondjuk, hogy n eqy KCA halmazrendszerre nézve belilrdl reguldris,
ha minden A€ A esetén pu(A)=sup{u(K): K C A, K € K}.

B.4. Tétel. Legyen X #0, A az X részhalmazaibdl dllé halmazalgebra, p: A — [0,00)
véges értékeket felvevd, végesen additiv halmazfiggvény és K C A eqy o-kompakt csaldd. Ha
o belilrdl reguldris a K C A rendszerre nézve, gy p o-additiv az A halmazalgebrdn.

B.5. Definici6. Legyen X egy topologikus tér, (X, A,pn) egy mértékteér.

(i) Egy A€ A halmazt reguldrisnak hivunk, ha Y e >0 esetén léteznek olyan F. zdrt és
G. nyilt halmazok, melyekre F.CACG., F.,G.€ A és u(G.\F.)<e. Haegqy A€ A

halmaz regquldris, akkor nyilvdn

p(A) =inf{u(G): AC G, Ge A nyilt}, (B.1)
p(A) =sup{u(F): F CA, FeA zirt}. (B.2)

Az (X, A, ) mértéktér, ill. a p mérték requldris, ha minden A€ A requldris.

(ii) Ha egqy A€ A halmazra csak (B.1) teljesiil, akkor a halmazt kivilrdl, ha csak (B.2)

teljesiil, akkor belilrdl requldrisnak nevezziik.
(i) Ha egqy A€ A halmazra
u(A) =sup{u(K): K C A, K € A kompakt} (B.3)

teljesiil, akkor az A halmazt belilrél kompakt requldrisnak hivjuk. Ha minden A € A
halmazra teljesil (B.3), dgy (X, A, p)-t, illetve -t belilrdl kompakt reguldrisnak hivjuk.
Ha minden A€ A esetén (B.1) és (B.3) teljesiil, igy (X, A, un)-t, illetve p-t kompakt

reguldrisnak hivjuk.
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B.6. Tétel. Legyen (X, A, pn) egy véges mértéktér. Ha X teljes szepardbilis metrikus tér is,
ugy p kompakt requldris.
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C. Appendix: Fiiggvények és sorozatok konvolicidja

Ebben az Appendixben a jegyzet egyéb részeitdl eltérGen egy X véletlen valtozo eloszlasfiigg-
vényét Fx:R—[0,1], Fx(z):=P(X <z), x€R, modon értelmezziik (a korabbi P(X < x),
r €R, definici6 helyett). Az eloszlasfiiggvény ezen definicié esetén jobbrol folytonos (a korabbi
definicio mellett balrol folytonos). Azért valasztjuk ezt az 0j definiciot, mert az alabb targya-
lando Stieltjes-konvolicio esetén tun. cadlag (continue & droite, limitée & gauche) fiiggvényekkel
fogunk dolgozni, azaz olyan fiiggvényekkel, melyek mindenhol jobbrél folytonosak és mindenhol
létezik a baloldali hatarértékiik.

Ez az Appendix a C.10. Megjegyzés kivételével Sziics Gabor: Kockazati folyamatok cimii
jegyzetének 5. fejezetét koveti (esetenként kisebb modositasokkal a levezetésekben).

Elgszor felidézziik, hogy egy f :[a,b] — R fiiggvényt, ahol a < b, a,b € R, korlatos

valtozastinak neveziink, ha
sup { Z |f(t)—F(t)| :{a=to <ty <--  <tp_1 <t,=b}, n €N, felosztasa [a, b]—nek}<oo.
j=1

Azt mondjuk, hogy egy f:R — R fliggvény korlatos valtozast minden véges intervallumon
(mésképpen lokalisan korlatos valtozasit), ha korlatos valtozasu tetszéleges [a,b], a<b, a,b€
€ R, intervallumon. Emlékeztetiink r4, hogy a Jordan-féle dekompozicios tétel alapjan f :
[a,b] =R akkor és csak akkor korlatos valtozasi, ha elgallithato két monoton névekvd fiiggvény
kiilonbségeként. Ha f : [a, b] — R abszolut folytonos (azaz tetszéleges € > 0 esetén létezik 6 > 0
agy, hogy >0 | f(yi)— f(x;)] <e tetszbleges n €N és olyan paronként diszjunkt [x;,y;) C [a, b]
(ahol z; <y;) i=1, ..., n, részintervallumok esetén, melyekre Y " | (y;—z;) <0), akkor f korlatos

valtozasu is.

C.1. Definicié. Legyenek ¢:R—R és G:R—R mérhetd fiigguények, és tegyiik fel, hogy G
cadlag és korldtos valtozdsiu minden véges intervallumon. Ekkor ¢ és G Stieltjes-konvolicidja
a teR helyen

G0 = [ olt—r)dc(e),

feltéve, hogy a fenti Lebesque-Stieltjes integrdl létezik. A G fiiggvény n-edik konvolicio hat-

vanya az n tényezds G*:=Gx*---xG konvolicid, ahol n € N.

C.2. Tétel. (i) Ho X és Y figgetlen véletlen vdltozok rendre G és H eloszldsfiggvénnyel,
akkor az X +Y wéletlen vdltozo eloszldsfiigguénye G H.
(1)) Ho neN és Xi,..., X, figgetlen és azonos eloszlisi véletlen vdltozék G  eloszlasfiigg-

vénnyel, akkor Xi+---+ X, eloszldsfigguénye G*".

Bizonyitas. Az (i) rész allitasa megegyezik a 12.12. Allitassal, melyet mar megmutattunk.

(A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a 12.12. Allitas bizonyitdsaban az eloszlasfiiggvényt

230



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

balrol folytonosnak tekintettiik, a jobbrol folytonos esetre egyszeriien adaptalhato a bizonyitas.)

A (ii) rész allitasa teljes indukcioval kovetkezik az (i) részbél. O

C.3. Kovetkezmény. Ha G ¢és H eloszasfiggvények, n € N, akkor GxH és G™
mindenhol léteznek a valds egyenesen, tovibbd GxH = H x(G.

Az alabbiakban véletlen valtozok konvolicidjanak azon két specialis esetét targyaljuk, ami-

kor mindkét véletlen valtozo abszolut folytonos, illetve mindkét véletlen valtozd egész értéki.

C.4. Példa. (Abszolat folytonos véletlen valtozok konvolacidja) Legyenek X és Y
fiiggetlen abszolut folytonos eloszlasi véletlen valtozok, rendre G és H eloszlasfiiggvénnyel,
illetve g és h siriségfiiggvénnyel. Ekkor a z = y —x helyettesitéssel és a Fubini-tétel alkal-

mazasaval kapjuk, hogy tetszGleges t € R esetén

(G H) / Gt— ) dH (z) = / (/_;xg(z)dz) h(z) da
—/_OO (/_Oog(y I)dy> h(x )dx—/_; </_Zg(y—x)h(fv)dx) dy.

Mivel a C.2. Tétel alapjan Gx H nemmas, mint X + Y eloszlasfiiggvénye, a fentiek alapjan

kovetkezik, hogy X +Y 1is abszolat folytonos eloszlasu és stirtiségfiiggvénye

(g%h)(y) := / T y—oh(x)dr,  yeR.

—00

<0,

gyezziik, hogy a fent definialt g*h fuggveny egy Lebesgue szerint null mértéki, Borel mérhetd
halmaztol eltekintve véges (lasd a C.10. Megjegyzés (i) részének elejét), tovabba a szoban forgo

"kivételes” halmazon (ahol nem véges) példaul 0-nak atdefinidlva stirdségfiiggvényt kapunk. O

C.5. Példa. (Egész értékii véletlen valtozok konvolaci6ja) Legyenek X és Y fiigget-
len, egész értékd véletlen valtozok. Ekkor X +Y szintén egész értéki véletlen valtozo, és a
C.2. Tétel alapjan eloszlasfiiggvénye G« H. Tovabba, a G, H és GxH eloszlasfiiggvé-
nyek olyan lépcsés ﬁiggvények, melyek az egész pontokban ugorhatnak, és felhasznalva, hogy
{X=n}={X <n}\{X <n—1}, n€Z, kapjuk, hogy X és Y eloszlasa:

pni=P(X=n)=G(n)—G(n—)=Gn)—G(n-1), n €7z,
G :=PY =n)=H(n)—H(n—)=H(n)—H(n-1), n € Z.

Igy, felhasznalva, hogy {X <n}=U,__ {X =k}, n€Z, adodik, hogy

= Z Dk H(n)= Z Qs n € 7.

k=—o00 k=—o00
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A konvoluci6 C.1. Definicidja alapjan, felhasznalva, hogy H konstans tetszéleges (k,k+1)
alakud intervallumon, ahol k € Z, kapjuk, hogy tetsz6leges n € Z esetén

o

(G*H)(n):/_ Gln—z)dH(z Z/k (n—2)dH (z)

o0 keZ

=Y Gn—k)(Hk)-H(k-))= > G(n—k)(H(k)—H(k-1))

k=—00 \f=—00 kALEZL, k+E<n

Felhasznalva, hogy a C.2. Tétel alapjan X +Y eloszlasfiiggvénye G« H és, hogy X +Y egész
értékid, kapjuk, hogy

P(X+Y =n)=(GxH)(n)— (GxH)(n—1)= Y pu

k,LEZ, k+l=n
=Y poati= Y PX=n-k)PY =k), nel
k=—o00 k=—o00
A
(P*Q)n Z Pnok@s, nEZ,
k=—o00
sorozatot a (pp)nez €8 (qn)nez sorozatok konvolicidjanak nevezziik. O

Ha X nemnegativ véletlen valtozo, akkor Fx(x)=0 tetszbleges =<0 esetén. Az alabbi-
akban a C.1. Definicioban bevezetett Stieltjes-konvolicié azon speciélis esetével foglalkozunk,
amikor ¢(z)=0, <0 ¢é¢s G(z)=0, z<0.

C.6. Példa. (Stieltjes-konvolicioja a (—o0,0)-n eltiing fiiggvényeknek) Legyenek ¢ :
R—R és G:R—R a C.1. Definicio feltételeit kielégits fiiggvények, melyekre ¢(x)=0, =<0
és G(r)=0, ©<0, éstegyiik fel, hogy ¢*xG jol definialt a valos egyenesen. Ekkor tetsz6leges
y <0 esetén

(6+G)(y / by —2) dG(z) = /Oo’o)qﬁ(y—:p)d0+/[07oo)0dG(x):O, (1)

és tetszlleges y > 0 esetén

(6+C)(y /M ) dG() = / | oly=a)aos ¢(y—x)dG(3:)+/ 0dG(x)

(0,y] (y,00)

— [ oly—)dG(a).

0,y]
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Felhivjuk végezetiil a figyelmet, hogy altalaban véve

o006 £ [ oly-0)a6() (= [ oty-a)a6() )

[0,y] (0,9]

hanem az teljesiil, hogy

, ]cb(y—x) dG(r) = o ¢y — ) dG(x) + o }szﬁ(y—:r) dG(z)
= ¢(y)(G(0+) —G(0—-)) + o }cb(y—:v) dG(z) (C.3)
= o(y)G(0)+ o ]cb(y—x) dG(z),

ahol G(0+), illetve G(0—) a G-nek a 0-beli jobboldali, illetve baloldali hatarértéekeét jeloli,
és felhasznaltuk, hogy G jobbrol folytonos, illetve azt, hogy feltételezésiink alapjan G(x) =0,
r <0, ésigy G(0—)=0. O

A kovetkezé allitdsban egy elégséges feltételrendszert adunk arra vonatkozéan, hogy a ¢+xG

jol definialt legyen a valos egyenesen.

C.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy ¢:R—R mérhetd és lokdlisan korldtos (korldtos minden véges
intervallumon), G:R —R cadlag és korldtos vdltozdisi minden véges intervallumon (ekkor G
mérhetd is), tovdbbd ¢(x) = G(x) =0 minden x <0 esetén. Ekkor a ¢*xG konvolicid jol
definidlt a valds eqyenesen, és mérhetd, lokdlisan korldtos fligguény.

Bizonyitas. Mivel (C.1) alapjan (¢xG)(y)=0, y<0, és (C.3) alapjan (¢+G)(0)=¢(0)(G(0)—
—G(0—) eR, elég azt igazolni, hogy (¢pxG)(y) létezik tetszbleges y >0 esetén és az [0,00)>
Sy (pxG)(y) fiiggvény mérhetd és lokalisan korlatos. Legyen ¢ >0 tetszGlegesen rogzitett.
Mivel G korlatos valtozasa a [0,t] intervallumon, ismert, hogy léteznek olyan G1, Gs:[0,t]—R
monoton névekvs (korlatos) fiiggvények, hogy G(x) = G1(x) — Go(z), = €[0,t]. Igy (C.2) és

¢ lokalis korlatossaga alapjan

sup |(¢+G)(y)| = sup ¢y —x) dG(z)

y€[0,t] y€[0,¢] [/ ]0,y]
—swp | [ dy—2)dGi@)- [ o(y—a)dGa(a)
y€[0,¢] [/ ]0,y] [0,y]
<sm>[\ My—@dGﬂ@~+‘ wy—@dem]
y€[0,t] [0,y] [0,y]

233



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

< sup < sup \¢(y—x)|) (/ 1dG1(x)+/ 1dG2(x))]
yel0t] | Mxel0y] [0,y] (0,9]

= sup | ((sup \(p(y—x)\)(Gl<y>—Gl<0—>+GQ<y>—G2<0—>)]

yel0t] | *z€[0,y]
< ( sup ]¢(x)|) (Gl(t)—Gl(O—)+G2(t)—G2(O—)> < o0.
z€[0,t]

Megjegyezziik, hogy a fentiekben a mésodik egyenlGség a Lebesgue-Stieltjes integralnak az
integrator szerinti linearitasabol kovetkezik (ennél a lépésnél hivatkozhattunk volna a konvolicio
disztributivitasara is, melyet a C.8. Allitasban targyalunk). Az utolsé egyenlStlenségnél pedig
azt hasznaltuk, hogy 0<G;(y)—G;(0—) < G;(t)—Gi(0—), y€[0,t], i=1,2, hiszen G; és G
monoton névekvéek. A fentiekben G1(0—)—G5(0—)=G(0—)=0, hiszen G(z)=0 tetszdleges
x <0 esetén.

A szoban forgo mérhetdség abbol kovetkezik, hogy az R?>(x, t)—¢(t—x) fiiggvény mérhetd,
igy ezen fiiggvény pozitiv és negativ részére alkalmazhatjuk a Tonelli-tétel bizonyitasaban is
hasznalt (a mérhetdségi részre vonatkozd) gondolatmenetet az (R, B(R), ug,), i=1,2, mérhets
tereken, ahol g, ©=1,2, a G;-hez tartozé Lebesgue-Stieltjes mértéket jeloli.

Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy a fentiekben szereplé G1(t)—G1(0—)+Go(t) — Go(0—)
mennyiség gy is irhato, hogy

G1(t) — G1(0—) + Gao(t) — Go(0—)
= Gy (t) — G1(0) + Ga(t) — G2(0) + G1(0) — G1(0—) + Go(0) — Go(0—)
01(G1) + Vio (G) +G1(0) — G (0—) + G(0) — Go (0—),

ahol egy h:[0,t] =R fiiggvény esetén Vig4(h) jelolia h teljes valtozasat a [0,t] intervallumon:

n—1
V[o,t](h) = sup Z |h ?/z+1 )’7
{0=yo<y1<--<yn=t, nEN} -0
ugyanis, ha h monoton névekvé, akkor Vi (h) = h(t) —h(0). O

C.8. Allitas. (i) (Disztributivitas) Legyenek ¢,1 : R — R mérhetd és lokdlisan korldtos
fiigguények, és legyenek G, H :R — R olyan cadlag fiigguények, melyek korldtos vdltozdsiak
minden véges intervallumon. Tegyiik fel tovdbbd, hogy ¢(x) =1 (x)=G(z)=H(x)=0, x<0.
Ekkor tetszdleges a,b,a, B € R esetén

(ap+b)x (aG+PH) =aa(pxG)+af(p* H)+ba(pxG)+bB(px H).

(i1) Legyenek ¢, : R —[0,00), n €N, mérhetd és lokdlisan korldtos figgvények, hogy
Yo n:R—[0,00) szintén lokdlisan korldtos. Legyen G:R—R monoton névekvd és cadlag
figgvény. Tegyiik fel tovabbd, hogy ¢,(x)=G(x)=0, =<0, neN. Ekkor

(Z %) «G =Y (6n*G).
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Bizonyitas. A C.7. Allitas szerint mind az (i), mind a (ii) részben a formulakban szerepls
osszes konvolucio létezik a valos szamegyenesen (a (ii) részben a >~ | ¢, figgvény mérhetd
a mértékelméletbdl tanultak alapjan).

(i). Tetszéleges t € R esetén

(ap+b)x (aG+[H)(t) = /_OO (ap+by)(t—z) d(aG+ BH)(x)
:/_OO (a(b—l—bw)(t—a:)d[aG(w)ﬂLﬁH(x)}

= aa/_oo o(t—x) dG(x)#—a/B/_oo ¢(t—x)dH (x)

+boz/_oo Y(t—x) dG(x)—I—b[i’/_oo Y(t—x)dH (x)
— aa(6%G) () +aB(&s H) (1) +ba(+G)(t) + b3+ H) (1),

(ii). A (mértékelméleti) monoton konvergencia tételt hasznalva az (R, B(R), ug) mértéktéren,
ahol ug a G-hez tartozo Lebesgue-Stieltjes mértéket jeloli, tetszéleges t € R esetén kapjuk,
hogy

((Z%)*(;) / Zd)nt r) dG(z / nggoz%t ) 4G(@)

~ lim 2/_00%(75—@ da(z)zjvlgr;oz;(qsn*a)(t)

N—oo

= ($nxG)(D)

Végezetiil megjegyezziik, hogy mivel > >° | ¢, (2)=0, <0, adodik, hogy ((3° 7, ¢n)*G) (t)=
=0, t<0, tovabba, (C.3) és a fentiek alapjan, kapjuk, hogy

((Z%)*G) / > 6ult—0)dG(s Z ,Gnlt=)0G(@), >0,

0] =1

O

C.9. Allitas. (Kommutativitas és asszociativitas) Legyen ¢:R—R mérheld és lokdlisan
korldtos figguény, és legyenek G, H :R — R monoton novekvd és cadlag figguények. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy ¢(z)=G(z)=H(x)=0, x<0. Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossdgok:

G+H =Hx(G és (pxG)xH =« (GxH).

Bizonyitas. Mivel G és H monoton novekvé fiiggvények, ezért mérhetGek, lokalisan kor-

latosak és korlatos valtozastiak a véges intervallumokon. Igy a C.7. Allitas alapjan a G'* H és
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H xG konvoluciok jol-definidltak a valos egyenesen és lokalisan korlatos fiiggvények. Jelolje p¢,
illetve pg a G-hez, illetve H-hoz tartozo Lebesgue-Stieltjes mértékeket. Mivel G és H

monoton névekvs fliggvények, pe X py (nemnegativ) mérték. Legyen tovabba
Syi={(z,y) eER* : 2 +y < t}, teR.

A Fubini-tétel alapjan tetszéleges t € R esetén

o0

G = [

—0o0

G(t—y) dH(y) = / N / T Lperyy dG(2) dH ()

= [ 16(09) 1 )y (@4
= (luG X I’I’H)(St)v

ahol a mésodik egyenléség abbol kévetkezik, hogy

/ Lip<i—yy dG(2) = / 1dG(x) +/ 0dG(z)
—00 (—00,t—y] (t—y,00)
=G(t—y)— 1¢1£n G(z)=G(t—y).

Mivel az S; halmaz szimmetrikus az y =x egyenesre nézve, kapjuk, hogy

(H+G)(t) = (um % pe)(Se) = (e < pm)(Se) = (GxH)(t),  teR,

azaz GxH = Hx(@.

Ratériink most az asszociativitas igazolasara. Felhasznédlva (C.4)-et kapjuk, hogy

e GxH monoton névekvs, ugyanis tetszbleges u<t, u,t€R, esetén S5, CS;, melybdl a
pe X iy mérték monotonitésa miatt kovetkezik, hogy (GxH)(u)= (e X pm)(Su) < (g X
X ) (Sy) = (G* H)(t). Specidlisan, G*H-nek mindenhol 1étezik a baloldali hatarértéke.

e GxH jobbrol folytonos, ugyanis tetszéleges u € R esetén (a pg X pg mérték folyto-

nossagat is hasznalva)

lim(G+ H)(t) = lim(uc x i) (Se) = (pe < pr) <ﬂ 5t> = (pe X p)(Su) = (G H)(u).

tlu
t>u

Igy G+ H cadlag fiiggvény, mely korlatos valtozast a véges intervallumokon (hiszen monoton
novekvs), és a (C.1) formula alapjan (G * H)(z) =0, x < 0. Ezért a C.7. Allitas szerint
letezik (¢ (G * H))(t) tetszoleges t € R esetén. A C.7. Allitas alapjan az is kovetkezik,
hogy ¢+G jol definidlt a valos szdmegyenesen és lokalisan korlatos fiiggvény, igy tGjra csak a
C.7. Allitas alapjan ((¢*G)* H)(t) is jol definialt tetszGleges t € R esetén. Jeldlie pg.m a
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G H monoton novekve, cadlag fliggvényhez tartozé Lebesgue-Stieltjes mértéket. Ekkor (C.4)

alapjan tetszGleges t € R esetén
(=00, ]) = (Gx H)(8) = (1 % ) (1) = / L) (o % ) (e )
= [ ey o9) (e ), dy) = () (=0, )

ahol f:R?—=R, f(z,y):=z+y, (x,y)€R? Igy Carathéodory kiterjesztési tétele (lasd 1.8.
Tétel) alapjan
peen(B) = (na x pu)(f7(B)),  BeB(R).

Ezért a képmérték szerinti integralas tétele alapjan tetszéleges t € R esetén
(px(GxH))( / o(t—2) (GxH)(dz) = /qﬁ —2) e (d2)

= o(t—f(x,y)) (e X pa)(de, dy) = o(t—x—y) (pe x pg)(dz, dy).

RxR RxR

Igy, mivel (¢x(G*H))(t)€R, kapjuk, hogy R?3 (z,9)— ¢t (t—x—y) és R23>(z,y)—> ¢ (t—
—x—y) integralhato a pg X puy mérték szerint, ahol ¢T és ¢~ a ¢ pozitiv, illetve negativ részét
jeloli. Ezért |¢| = ¢t +¢~ is integralhatd pe X pupy szerint, igy alkalmazhato a Fubini-tétel és
kapjuk, hogy

(Gt = [ [ olt=r=y)nata) (@) = | [ ott—z-p)aGa)at(y)
/<¢*G><t y) dH(y) = (6xG)» H)(2).
]

C.10. Megjegyzés. (i). A C.4. Példaban szerepls Lebesgue-konvolicio asszociativitasat L'(R)-
beli fliggvények esetén egyszertibben is igazolhatjuk mint a C.9. Allitas bizonyitasaban. Ha
f,9:R—R mérhets fiiggvények, hogy [*_|f(z)|dz<oc és [ |g(x)|dz <oco, akkor a C.4.
Példaban bevezetett fxg:R — RU {:I:oo} fuggveny is merheto és ffoo (f*g)(z)|dx < oo,
hiszen a Fubini-tétel miatt

[ wesp@iac= [ " fa-nga] aw< [T [ namiare
:/ (/ - y><>|dx)dy—/ (rg I [ it yidw)
S RCINCIA S |f()|dZ/_oo|()ldy<OO-

Legyen tovabba h:R — R mérhet§ fiiggvény, hogy [ |h(x)|dz < co. Ekkor az el6zéek
alapjan (f#*g)*h:R — RU{+oo} mérhets és [, |( f*g) xh)(r)|dr < co. Igy Lebesgue
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majdnem minden x € R esetén a Fubini-tétel alapjan

(et = [ rraa-mmar= [ ([ sy ) nt ay

/ (/ flz—y—2)g ()h(y)dy) dz.

AT:R-R?% T(y,2):=(y,2—y), (y,2z) € R? transzformaci6 Jacobi-méatrixa

1 0
-1 1|’
melynek determinansa 1 (és igy ennek abszolut értéke is 1), ezért

(Fxg)ena)= [ ( | sy G-ate= iy dy) d:

:/Z (/Z flx—2)g(z—y)h(y) dy) dz
~ [ ([ semnmman) a:

— [ fa-2)gee) di = (fr(gxh)la), sk
(ii). Megjegyezziik, hogy a Lebesgue-konvolici6 nem csak L'(R)-beli fiiggvények esetén

lehet joldefinialt. Példaul, ha f(z):=1, z€R, é g(x) :=sin(x)lpomn(z), = € R, akkor

tetszGleges z € R esetén

(f*g)(z / flz—y)g /Sm(y)dy=0,

azonban [*°_|f(t)|dt = oco. O
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D. Appendix: Néhany id6soranalizisbél elmaradt eredmény

D.1. Allitas. Ha {X,:t€Z} valdsziniségi vdltozok olyan sorozata, hogy sup,c; E(]X;|) < oo
és (1j)jez valds szdmok olyan sorozata, hogy 77 Y| <oo, akkora 3772 1;X; ; sor
abszolit konvergens P-m.m. Tovdbbd, ha sup,c; E(X?) < oo, akkor a Z;’i_oo Vi X sor
L?-ben is konvergens (és ugyanaz az dsszege).

Bizonyitas. A montonon konvergencia tétel alapjan (lasd, 3.7. Tétel, (x) rész)

E ( > |wj||Xt_j|) = lim E (Z |wj||Xt_j|> = lim > J B X))

j=—o00 Jj=-n J=-n
< | supE(|Xy|) | lim
(s i 3 1
= <supE | Xy | ) Z ;| < o0.
j=—00
Ezért
P ({w €Q: Z || X (w)| < oo}) =1,
j=—00
azaz

P ({w €Q: Z ;X j(w) abszolut konvergens}) =1.

j=—o00

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy sup,c; E(X7?)<oo. Legyen S,:=>"__ ¢;X; ;, neN.
Ekkor tetszdleges 0 <m <n, m,n €N, esetén

2

E((Sh—Sm)*) =E > Xy = D> Uk E(X X ),

m<|j|<n m<|jl<n m<|k|<n

ahol a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan

E(Xe 5 Xe k) < T3 X )| SE(Xe 5 X 4]) < B /E(XE,) < sup E(XP) <

teZ

Igy

E((Sy—Sm)?) <supE(X7) > Y %%—SUPE(X2) >

teZ ;
€ m<|j|<n m<|k|<n m<|j|<n

2

<stu§E(Xt2) Z ;] | —0, ha m,n — oc.
€ m<l|jl<n
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Tehat (S,)nen Cauchy-sorozat, és mivel L*(Q, A, P) teljes, kapjuk, hogy (Sp)nen L*-ben is
konvergens. Jelolje S az (S,)neny sorozat L2-beli hatéarértékét. Felhasznalva, hogy az allitds

elsG része alapjan Z;ifoo 1;X;_; konvergens P-m.m., kapjuk, hogy

S— Z V;Xi—j = nll_{l(f)lo (S— Z w]-Xt_j) P-m.m.

Igy P-mm. w€Q esetén

(S— > ijtj(w)> = lim (S— > wjxtj(w)> = lim inf (s— > wjxtj(w)> .

Jj=—00 j=—n j=—n

Ezért a Fatou-lemma alapjan

E (S— Z q/;th_j) =E ligiol.}f (S— Z %‘Xt—j)

j:—oo j:fn

n—oo n—o0

" 2
<liminf E (S— Z %‘Xt—j) = liminf £ ((S_Sn)Q) =0,

j=-n

melybdl kovetkezik, hogy

U

D.2. Megjegyzés. A D.1. Allitasban, ha X,, t€Z, fiiggetlen, azonos eloszlasu nulla varhato
értékd valodszintiségi valtozok és Z;‘;foo %2- < 00, akkor a Kolmogorov egy sor tétel (lasd 10.4.
Tétel) alapjan a > 3°° _4;X; ; sor konvergens P-m.m. Valoban, >3°° _ D*(y;X; ;) =

:ﬂD2LXi)§:m ¢§<iOO. O

j==oc

D.3. Allitas. Legyen {X,:t€Z} egy gyengén staciondrius folyamat, p wvdrhatd értékkel
és ~ autokovariancia figgvénnyel. Legyen tovdbbd (v;)jcz valds szamok olyan sorozata, hogy
> e oo lj| < 00. Ekkor tetszéleges t € Z esetén

Y, = Z %’Xt—j

j==o0

konvergens P-m.m. és L*-ben is (ugyanazon dsszeqgel). Tovdbbd, {Y;:t€ Z} gyengén stacio-

ndrius folyamat, vdarhato értéke ,uz;i_oo Yj, €és autokovariancia figguénye vy :Z — R,

W)= Y vby(h—j+k),  heL

j,k:—OO
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Bizonyitas. A Z?’;_OO 1);Xi—; sor konvergencidjara vonatkozo allitdsok a D.1. Allitasbol
kovetkeznek, ugyanis, felhasznalva, hogy {X;:t € Z} gyengén stacionarius, kapjuk, hogy

E(| X)) <A/E(X?) = /D2(X,) + (E(X,))2=:C, teEZ,

¢s igy supez B(|Xy) < oc.

Felhasznalva, hogy az Y; valoszintiségi valtozot definialo sor L2-ben konvergens, és, hogy

az L*-beli belstszorzat tényezdinek folytonos fiiggvénye, kapjuk, hogy

E(Y;) =E(Y; 1) = (¥;, 1) 12 = < Tim > %, 1> = lim < N viXe, 1>
' L2 L2

j=-n j=-n
= B (Z Xy ) =lm Y 0 B(Xy)=plim dowi=p Y v teL
J=—n J=—n J=-n J=—

Tovabba,

E(Yi1nY:) = T}LH;OE (Z Vi X Z ¢kth> = nh_)nolo Z Z Vi E<Xt+h*th7k‘)

j:—n k=—n j=—nk=—n

Z Zwk (h—j+k)+u), theZ

j=—00 k=—00

és a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség alapjan

[EYernYD) < Y D [l (y(h=j+ k)| +4)

j=—00 k=—00

S i i [510n| <\/D2(Xh+k)\/D2(Xj)+M2>

j*—oo k=—00

Z Z [0k (D?(Xo) + 12)

j=—00 k=—00
0o 2
X2) < > |¢k|> <o0, thel.
k=—0oc0

Tehéat tetszleges t,h€Z esetén E(Y;) és E(Y,1,Y;) végesek és nem fiiggenek t-t6l, tovabba,
felhasznélva, hogy E(Y;)=pu> = _ v;, t €Z, kapjuk, hogy Y autokovariancia fiiggvénye
vy : Z — R,

W (h) =E(YienYy) —E(YVen) (V) = > > dr(h—j+k),  heZ

Jj=—00 k=—00
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A kovetkezSkben kétoldali mozgodatlag folyamatokra vonatkozé nagy szdmok gyenge tor-
vényét targyaljuk. Elgszor egy 6nmagdban is érdekes eredményt szerepeltetiink az eloszlasbeli
konvergenciaval kapcsolatban, melyet felhasznalunk majd a széban forgd nagy szamok gyenge

torvényének a bizonyitasban.

D.4. Allitas. Legyenek X,, neN, és Y., n,j €N, k-dimenzios véletlen vektorok, hogy
(1) Y SN Y;, ha n— oo minden j€N esetén,
(i) Y; =5 Y, ha j— oo,

(1) lim;_,o limsup,, . P(|| X, =Y, |l =€) =0 tetszileges € >0 esetén.

Ekkor X, 2, Y, ha n— oo.

Bizonyitas. A folytonossagi tétel (4.9. Tétel) alapjan elég azt belatni, hogy ¢x, (t) — @y (1),
ha n — oo tetszbleges t € R* esetén. A haromszog-egyenlStlenség szerint tetszéleges t € RF

és n,j €N esetén

|ox, (1) = v (D) < lox, (1) = v, (D] F |y, () = oy, ()] + oy, (1) =y (2)].

Belatjuk, hogy
lim limsup |¢x, (t) — ¢y, ()| = 0.

J700  n—oo

Tetszoleges t € RF és & >0 esetén létezik olyan 0 :=d(e,t) >0, hogy
|t — ) = |1 —Hbv=o)| < ¢ ha |z—y| <. (D.1)
Igy (D.1) alapjan
o3, (6) =y ()] = [B(5) — B(e5)]| < ([ ¥ ) = (1 — o0
=E(|1 -t 1y oy, i<a)

+E(]1— ei<t’X”7Y"*j>!]1{|Xn—yn,]-|>6}‘)
<e+2P(| X, = Yo ;] =6).

Ezért tetszéleges € >0, te€RF és j €N esetén

limsup [px, (t) — ¢y, ,; (1) <e+2limsup P(|.X, — Y, ;] = 9),

n—o0 n—oo

melybdél (iii) alapjan kovetkezik, hogy tetszéleges ¢ >0 és t € R* esetén

lim sup limsup |, (t) — ¢y, ; ()] < e

j—o00 n—00

Igy tetszéleges ¢ € R* esetén létezik a lim; o limsup,_,. |¢ox, (t) — ¢y, (t)] hatarérték és

0-val egyenlé.
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A folytonossagi tétel és (i) alapjan lim;_,« |y, (£) — @y (t)| =0, t € R*. Ezért tetszdleges
teR* ése>0 esetén létezik olyan j, € N, hogy

limsup [, (1)~ v, ()] + v, (1)~ o (1) < =
n—oo
A folytonossagi tétel és (i) alapjan
lim [y, () — oy, (D] =0, R,
n—oo

gy tetszGleges t € RF és € >0 esetén

limsup |px, (t) — @y (t)| <limsup |px, () =y, ; ()| +limsup ey, | () = ey, (1)

n—oo n—oo n—oo
+ v, (8) —ov (1)]
<e,
melybdl kovetkezik az allitas, hiszen € >0 tetszéleges. U

D.5. Tétel. (Mozgoatlag folyamatokra vonatkozdé nagy szamok gyenge tdrvénye)

Legyen (Xi)iez egy kétoldali mozgddtlag folyamat:
Xe= ) ¥iZj te€L,
j=—00

ahol (Zi)iez figgetlen, azonos eloszlasi valdszindségi viltozok, E(|Z1]) < oo, és tegyiik fel,
hogy 3772 . |j| <oco. Ekkor

o 1 n oo
Xn::—ZXti)<Z ¢j> E(Zy), ha n — oo.
n
=1

j=—o0

Bizonyitas. A D.1. Allitas alapjan tetszéleges t € 7 esetén a Z?‘;foo Y;Z;_; sor abszolut
konvergens P-majdnem mindeniitt, hiszen sup,., E(|Z:|) =E(|Z1]) < o0.

Tovabbé a nagy szamok gyenge torvénye szerint tetszéleges j € Z esetén
I P
— E Z_; — E(Z), ha n — oo.
n
t=1

Legyen

n k k n
Yn,k = % Z Z ijt—j = Z wj (%;Zt—j> s n,k‘ € N.

t=1 j=—k j=—k

Tetsz6leges k € N esetén alkalmazhatjuk a 7.21. Tételt az

1 & 1O
5o (M 1) e
t=1 t=1
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és h:R*H SR,

k
X) 1= Z Y, X = (T_p,...,21) € R

i=Fk

vélasztasokkal, ugyanis X, — (E(Zy), ..., E(Zy)) € R?***1 ) és kapjuk, hogy

nk—> Z V; E(Zo)) (Z %) =: Y%, ha n — oo.

j=—Fk j==k

Mivel limyo0 Yy = (Z;‘;_m %) E(Zy), a D.4. Allitas alapjan az igazolni kivant llitas kovet-
kezik, ha megmutatjuk, hogy

hm limsup P(| X, — Yor| =) =0 tetszbleges € >0 esetén. (D.2)

k=00 pooo

Valoban, ekkor Yng(zj, 001/)]) E(Zy), ha n—oo, és mivel (Z;i_o@ wj) E(Zy) konstans,

a 7.19. Tétel (iii) része alapjan kapjuk, hogy X, N <Z;’;foo wj) E(Zy), ha n— oo.
Ratériink most (D.2) bizonyitasara. A Markov-egyenl6tlenség alapjan tetszéleges n € N,
e>0 és keN esetén

Z Z Vi Zi- J__Z Z%Zt —j

t=1 j=—o00 t=1 j=—k

P23 Y w|ze

t=1 [j|>k,jEN

1 1 &
<EE EZ Z ViZij

t=1 |j|>k,jEN

1 n
<SS w1z

t=1 |j|>k,jeN

l7|>k, €N
Igy il
limsup B(| Ko — Yia| > ) < 2UZ1]) > Il keN
nee lj|>k, jEN
Felhasznélva, hogy > [v;| < oo, kapjuk (D.2)-t. O
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