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1. Valészintiségszamitas 1. feladatsor

1.1. Valészintliségi valtozdék eloszlasa, varhato értéke
1.1.1. Feladat. Legyenek ¢&,, n € N, fiiggetlen valdszintiségi valtozok tgy, hogy
P& =0=P¢& =1)==, neN

Legyen tovabba 7 a &,, n € N valdszinliségi valtozdktol fiiggetlen valdszintiségi valtozo,
hogy P(7 € Z,) = 1. Mutassuk meg, hogy
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1.1.2. Feladat. Egy urndban N goly6 van, fehérek és pirosak (N € N). A fehérek szama
valoszintiségi valtozd, melynek csak a varhato értékét ismerjiik. Legyen ez M. Egy golydt
hizunk az urnabél. Mutassuk meg, hogy annak a valdszintisége, hogy a kihtizott golyo6 fehér

%. Miért teljesiil, hogy % <17

1.1.3. Feladat. Mutassunk példat olyan (£2,.A, P) valdszinliségi mezére, és ebben olyan
A, B és C eseményekre, hogy a P(ABC) = P(A)P(B)P(C) feltétel teljesiilése nem
elegend6 az A, B és C események fliggetlenségéhez.

1.1.4. Feladat. Egy n férchelyes mozi egy eléadasara minden jegy elkelt, ahol n > 2.
Az elsének érkezé vendég az n hely koziil véletlenszertien valaszt egyet és leiil oda. A
masodiknak érkezo vendég megnézi, hogy szabad-e a helye, ha igen leiil oda, egyébként
pedig a meglevo helyek koziil egyenld valoszintiséggel valaszt egyet. Az Gsszes tobbi vendég
is hasonldan jar el. Mi a valdszinlisége, hogy az utolsénak érkezé vendég szabadon talalja a
helyét?

1.1.5. Feladat. Egy szabdlyos kockat feldobunk n alkalommal. Mi a valészintisége, hogy
a dobott szamok Osszege oszthato 5-tel?

1.1.6. Feladat. Tekintsiik az alabbi (2, A, P) valdsziniiségi mez6t:

0= (w el A=2 P(la)) = P({w)) = P{ws)) = 5
Legyen
X QSR X(w)=1 X(w) =2, X(ws) =3,
Y:Q R, V() =2 Y(w) =3, V(ws) =L

(i) Irjuk fel A elemeit!

(i) Igazoljuk, hogy X és Y wval6szintiségi valtozok!

’

)
)
(iii) Hatdrozzuk meg X és Y eloszlasat!
(iv) Irjuk fel X és Y eloszlasfiiggvényét!
)

(v) Létezik-e X-nek, illetve Y-nak stirtiségfiiggvénye?

1.1.7. Feladat. Legyenek X és Y fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi
véltozdk. Hatarozzuk meg |X|-sgn(Y) eloszlasfiiggvényét és siirtiségfliggvényét!

1.1.8. Feladat. Az F:R — R,
1

_z—p?

F(z) = —
l1+e =

r € R,

eloszlésfiiggvényti eloszlast (p,0) € R x (0,4+00) paraméter(i logisztikus eloszldsnak ne-
vezziik és Log(u, o) moédon jeldljiik. Bizonyitsuk be, hogy

7
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(a) ha & ~ Log(0,1) és peR, o >0, ugy o+ pu~ Log(u,o). (Tehdt p hely-, o
pedig skalaparaméter.)

(b) ha ¢ egyenletes eloszlasu (0,a)-n, akkor log (ﬁ) ~ Log(0,1). (Ezért hivjak

logisztikus eloszlasnak.)
(¢) ha m ~ Exzp(A1), m2 ~ Exp(Ag) fiiggetlenek, ugy log <%> ~ Log(log Ay —log A1, 1).
(d) Széamitsuk ki a Log(u, o)-eloszlas varhaté értékét!

1.1.9. Feladat. Tetszoleges p >0 és o >0 eseténaz f:R — R,

SRS

(E)p_l e (2)" ha x>0,

g

fz) =

o

ha =z <0,

stirliségfliggvényti eloszlast p és o paraméterii Weibull eloszlasnak hivjuk és W (p, o)
modon jeloljiik. Mutassuk meg, hogy

(a) W(1,5) ~ Ezp(\) minden A > O-ra.
(b) ha € ~W(L1) és p>0, o >0, Ugy o€ ~ W(p, o).

(¢) ha n ~W(p,o1) és mo ~ W(p,o2) fiiggetlenek, gy log (%) logisztikus eloszldsu,

1
log <m) ~ Log (log o1 — log oy, —) :
T2 p

1.1.10. Feladat. Legyen (&,n) egyiittes eloszldsfiiggvénye F : R? — R,

pontosabban

l+e ™V —e®—e? ha x>0, y>0,
F(z,y) =
0 egyébként.

Hatérozzuk meg a peremeloszldsokat, és a P({ < 1,7 < 1) valészintiséget!

1.1.11. Feladat. Eloszlasfiiggvény-e az alabbi két fiiggvény?

(i) F:R2 >R, Flz,y):=e* """ zycR,
(i) F:R2 >R, F(z,y) :=e* =" 2,y e R

1.1.12. Feladat. Legyen ¢ egyenletes eloszldsu valésziniiségi valtozé a (—n/2,7/2) in-
tervallumon. Létezik-e 7 :=tan¢ varhaté értéke?

1.1.13. Feladat. Legyen ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo. Létezik-e
1

@ varhato értéke? Feltéve, hogy igen, véges-e ez a varhatd érték?
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1.1.14. Feladat. Szamoljuk ki a p-edrendii, A paraméteri Gamma-eloszlas n-edik mo-
mentumat!

1.1.15. Feladat. Legyen ¢ ~ Beta(a, ), ahol « >0, 5> 0. Mutassuk meg, hogy

af
(a+ 6 (a+B8+1)

1.1.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X ~I'(p,\) és Y ~T'(q,\) fiiggetlenek, akkor

«

_ 20 _
St D% =

E&

~ Bet .
iy eta(p, q)

1.1.17. Feladat. Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen, A paraméterti Poisson eloszlasu valdszini-
ségi valtozok. Adjuk meg Xi,..., X,-nek egy olyan kifejezését, melynek varhaté értéke A2
(Mas szavakkal, adjunk torzitatlan becslést A2-re.)

1.1.18. Feladat. Legyenek X, n>1 azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok és tegyiik
fel, hogy koziiliik barmelyik ketto kiilonbozo korrelacids egyiitthatéja p. Mutassuk meg,
hogy p = 0.

1.1.19. Feladat. Legyen F : R — R egy eloszlasfiiggvény és a € R. Mutassuk meg, hogy

/R(F(m +a)— F(a))dz = a.

1.1.20. Feladat. Legyenek F) és F, eloszlasfiiggvények f; és fo striségfiiggvényekkel.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ € R, hogy Fi(c) < Fy(c). Legyen F:R — R,

Fi(z) ha z<c¢
F(z) =
Fy(x) ha z>c.

(i) Mutassuk meg, hogy F eloszlasfiiggvény!

(ii) Jeldlje P azt az F eloszlasfiiggvényhez egyértelmiien tartozé valészintiségi mértéket
(R, B(R))-en, melyre P((—o0,x)) = F(z), ¥ x € R. Mutassuk meg, hogy P abszolit
folytonos (X + d.)-re nézve, ahol A a Lebesgue-mérték (R,B(R))-en és 6. a c€ R
pontba koncentralédé Dirac-mérték!

1.1.21. Feladat. Legyenek £ és n valdszintliségi valtozok ugyanazon a valdszintiségi mezon
és tegyiik fel, hogy véges a masodik momentumuk. Az aldbbi allitasok koziil melyik igaz és
melyik hamis? A hamisakra adjunk ellenpéldat!

(a) E(§+n) = E+ En.
(b) Ha & és n fiiggetlenek, akkor E(¢ +n) = EE + En.

(c) E(&n) = EEEn.
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(d) Ha & és n figgetlenek, akkor E(&n) = EEEn.

(e) Ha E(&n) = EEEn, akkor & és n fiiggetlenek.

(f) D*(§ +n) = D¢ + D,

(g) Ha & és n fiiggetlenek, akkor D?(¢ +n) = D2 + D).
(h)

h) Ha D*(¢ +n) =D +D?y, akkor & és n fliggetlenek.

1.1.22. Feladat. Legyen X egy valdszintiségi valtozo. Igaz-e altalaban, hogy

1 1
E(=)==="
<X > EX
Van-e olyan X valdszinliségi valtozo, melyre teljesiil az el6z6 egyeneloség?

1.1.23. Feladat. Legyenek X,,,n > 1, fiiggetlen, azonos eloszlasu, egész értéki valoszinliségi
valtozék. Legyen Sy :=0, S,:=>" X;,n€N. Minden n € NU{0} esetén jelolje R,
az. So,S1,...,5, sorozat dltal felvett kiilonb6z6 (egész) értékek szamét. Mutassuk meg,

hogy
P(R,=R,1+1)=P(55---S, #0), neN,

és 1

lim —ER, = P(Sy #0, VkE=>1).

n—oo N,
1.1.24. Feladat. Tekintsiink egy olyan érmét, mellyel a fejdobds valdszinlisége p, az
frasdobasé pedig 1—p, ahol p € (0,1). Feldobjuk ezt az érmét n alkalommal. Széridnak ne-
vezzilk dobasoknak egy olyan sorozatat, mely azonos kimenetelekbdl all. Példaul, ha n =7
ésa FFIFIIF dobassorozat adédott, ugy a szériak szama 5. Jelolje a tovabbiakban R,
az n dobasbdl a széridk szamat. Hatarozzuk meg R, varhaté értékét és szérdasnégyzetét!

1.1.25. Feladat. Legyen X egy valdszintiségi valtoz. Mutassuk meg, hogy E|X| < 400
akkor és csak akkor, ha barmilyen € > 0 esetén létezik olyan () > 0, hogy E(|X|14) <¢
minden olyan A eseményre, melyre P(A) < 6.

1.2. Konvolucio

1.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy k db fiiggetlen, A\ paraméterii exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozd osszege k-adrendili, A paraméterti gamma eloszlasu.

1.2.2. Feladat. Mutassunk példat két korrelalatlan, abszolut folytonos & és n valdszinliségi
valtozora, melyek nem fiiggetlenek.

1.2.3. Feladat. Legyen & A =1 paraméterli exponencialis eloszlasu valészinliségi valtozo.
Hatdrozzuk meg & + &2 eloszlés- és siirfiségfiiggvényét!

10
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1.2.4. Feladat. Legyenek ¢ és n fliggetlen valdszintiségi valtozok, hogy & Poisson
eloszldsi A > 0 paraméterrel és 7 egyenletes eloszlast a [0,1] intervallumon. Lassuk be,
hogy & + n-nak is van stirtiségfiiggvénye, és hatdrozzuk is meg azt!

1.2.5. Feladat. Legyenek &, n és ( fiiggetlen valdszinliségi véaltozok, hogy ¢ Poisson
eloszldsi A > 0 paraméterrel, n és ( egyenletes eloszldsti a [0,1] intervallumon. Léssuk
be, hogy &+ n+ ¢ abszolut folytonos eloszlasi és hatarozzuk meg a stirtiségfiiggvényét!

1.3. Markov- és Csebisev-egyenlotlenség, Borel-Cantelli lemma

1.3.1. Feladat. Legyenek & és n olyan valdszintiségi véaltozok, hogy E& = En = 0, és
D?%¢ = D%y = 1. Mutassuk meg, hogy

Emax(£2,7?) <1+ /1 — p?,
ahol p := corr(§,n).

1.3.2. Feladat. (A Csebisev-egyenlStlenség kétdimenzids analégja) Legyenek £ és
n valdszintiségi valtozok, és legyen p := corr(§,n). Mutassuk meg, hogy barmilyen & > 0

esetén 1

P({le— B¢l > eDe} U {ln —En| > cDn} ) < 5(1+ V1= 12).

1.3.3. Feladat. (A normadlis fluktuicidk igazi nagysagrendjének megsejtése) Le-
gyvenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok, melyeknek varhaté
értéke EX; = 0, szérdsnégyzete D?X; = 02 < 4o0. Legyen S,:=> 1 X;,neN. A
nagy szamok gyenge torvénye azt mondja ki, hogy barmilyen rogzitett ¢ > 0 esetén

lim P(' Sl >6) =0.
n—o00 n

Bizonyitsuk be a kovetkezd (er6sebb) allitast: barmilyen +oo-hez tarté {b,,n € N} pozitiv
szamokbdl all6 sorozatra, minden rogzitett € > 0 esetén

: [Sul
lim P = 0.
n—00 (b \/_
1.3.4. Feladat. (a): Bizonyitsuk be, hogy a Markov-egyenlétlenség éles a kovetkezd érte-
lemben: rogzitve az 0 < m <A szamokat, létezik olyan nemnegativ. X valdsziniliségi
valtozo, melynek varhaté értéke EX = m é P(X >\) = m/\, azaz a , Markov-
egyenlotlenség telitodik”.

(b): Bizonyitsuk be, hogy a Markov-egyenlétlenség nem éles a kivetkezé értelemben: rog-
zitett nemnegativ. X valdszinliségi valtozéra, melynek varhato értéke véges és nem nulla,

fennall, hogy
AP(X > \)

m e =

11
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1.3.5. Feladat. (Monte—Carlo-integralas) Legyen f:[0,1] — R mérhetd, négyzetesen
integralhaté fiiggvény (a Lebesgue-mérték szerint). Legyen tovabba

1 1
I::/ f(z) dz, J::/ f(z)? dx.
0 0
Legyenek U,, n € N fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi val6sziniiségi

I — f(U1)+f<U2)+"'+f(Un)’ neN.
n

valtozok és

(a) Mutassuk meg, hogy I, Ry

(b) Legyen a > 0 rogzitett. Igaz-e, hogy minden n € N esetén

_ 72
P |]n_]|>i gu?
\/ﬁ a?

1.3.6. Feladat. Egy kaszinéban azt jatsszak, hogy egymas utan feldobnak egy szabalyos
pénzdarabot. Végtelen sok ember egymast felvaltva bemegy a kaszindba, és ott megfigyel
bizonyos szamu pénzfeldobast, mégpedig az n-edik ember k,-et, n € N. Akinek a kaszi-
néban valo ott-tartézkodéasa alatt csupa fej dobés tortént, az nyer, akinek ott-tartézkodasa
alatt tortént iras dobas is, az veszit. Bizonyitsuk be, hogy

a) ha k, = [logyn], n>2, akkor 1 valdsziniiséggel végtelen sok ember tavozik nyertesen;

b) ha k, = [%log2 n] , n>=2, akkor 1 valdszintiséggel csak véges sok ember tavozik

nyertesen;
c) ha k, = [logyn + log,log, n|, n > 2, akkor 1 valdszintiséggel végtelen sok ember tavozik
nyertesen;
d) ha k, = [log2 n + Y og, log, n] , n =2, akkor 1 valdszintiséggel csak véges sok ember

100
tavozik nyertesen.

1.3.7. Feladat. Mutassunk példat olyan (£2,.4, P) valdszinliségi mezdre és ebben olyan
A,, n €N, eseményeckre, hogy > >, P(A,) =400 és

N =

(a) annak a val6sziniisége, hogy végtelen sok A, esemény kovetkezik be

(b) annak a valészintisége, hogy végtelen sok A, esemény kovetkezik be 0.

2. Valészinliségszamitas 2. feladatsor

2.1. Valoszintiségi valtozdok eloszlasa, varhato értéke

2.1.1. Feladat. Legyenek A;,i € I, és B olyan részhalmazai ) # (-nak, hogy B ¢
Uier Ai- Igaz-e, hogy ekkor B ¢ o(A;,i € 1)?

12
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2.1.2. Feladat. Legyenek X és Y valdszinliségi valtozok ugyanazon a valdszintiségi mezon
és tegyiik fel, hogy o(X) =o(Y). Igaze, hogy ekkor P(X =Y) =17

2.1.3. Feladat. Legyenek &, 7 : Q — RF valdszintiségi véltozék. Bizonyitandd, hogy
ekkor P = P, akkor és csak akkor, ha F; = F,. (Azaz az eloszlas és az eloszlasfiiggvény
kolesonosen egyértelmiien meghatdrozza egymast.)

2.1.4. Feladat. Hogyan illeszkednek a most megtanult varhato érték fogalomba a diszkrét,
ill. abszolit folytonos esetre (Valdsziniiségszamitas 1-ben) megtanult varhaté érték fogal-
mak?

2.1.5. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha & és n fiiggetlen, véges varhaté értékii valoszintliségi
véltozdk, akkor &n is véges varhaté értéki, és E(&n) = (E&)(En).

2.1.6. Feladat. Bizonyitandd, hogy a &1, ...,&, valdsziniiségi valtozok akkor és csak akkor
fiiggetlenek, ha

90517_”7571(251, - ,tn) = Qg (tl) cee Cpgn(tn), Y tl, C ,tn I~ R,

ahol ¢¢, ¢, €8 g, a (§1,...,&) valészintiségi vektorvdltozd, illetve a & valészinfiségi
valtozd karakterisztikus fliggvényét jeloli.

2.1.7. Feladat. Legyen I egy nemiires halmaz. Legyen minden i € I esetén (E;,B;) egy
mérhetd tér, és X, : Q — E; egy valészintiségi valtozd. Bizonyitandd, hogy az {X; :i € I}
valészintiségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha az [ kiilonboz6 elemeibdl allo
minden (iy,...,4,) véges részhalmaz és tetszéleges fi, : E;, — R,... fi, + E;,, — R
korlatos, mérheto fliggvények esetén teljesiil, hogy

E(fiu(Xi) - £i(X0)) = Bfa(X) -+ E£, (X,,).

2.1.8. Feladat. Bizonyitandd, hogy az {A; :i € I} események akkor és csak akkor fiigget-
lenek, ha az {14, : i € I} val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek.

2.1.9. Feladat. Legyenek {{,:n € N} és ¢ valdsziniiségi valtozok. Bizonyitandd, hogy
a kovetkez6 halmaz esemény

{weQ: lim & (w) =¢&(w)}.

n—oo

2.1.10. Feladat. (Jensen-egyenlStlenség) Bizonyitandd, hogy ha £ véges varhato értéki
valészintiségi véltozd, és g : R — R konvex fiiggvény, akkor ¢(EE) <Eg(§).

2.1.11. Feladat. (T6bbdimenziés Jensen-egyenl6tlenség) Legyen C' C R™ egy nemiires,
Borel-mérhet6, konvex halmaz, f : ¢ — R konvex fiiggvény, X : 2 — (' olyan
valdszintiségi valtozd, hogy E||X|| < +o0 és fo X : Q — R is valdszintiségi valtozo.
Ekkor EX € C, az Ef(X) véarhaté érték létezik és Ef(X) € (—oo,+o0], tovabba
Ef(X) > f(EX).

13
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2.1.12. Feladat. Legyenek &, n:Q — (0,400) olyan valdsziniiségi valtozok, hogy EE <
+00, [En < +o0o0. Mutassuk meg, hogy

1 1
E §+n+—) >EE+Ep+ —— >3
( &n ESEn

2.1.13. Feladat. (Ljapunov-egyenlStlenség) Mutassuk meg, hogy ha 0 < s < t, akkor
(EIEP)Y < (B[],

azaz az LP-terek normdi monoton novekvéek. (Ha (X, X, m) egy mértéktér, akkor p > 0
esetén

LP(X, X,m) = {f:X—>R‘f mérheté’,/ |fIP dm<—|—oo},
X

és || fllp = ([ 117 dm)'/2.)

2.1.14. Feladat. (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz-egyenl6tlenség) Mutassuk meg,
hogy ha E£? < +o0o, En? < 400, akkor E|&n| < /EE2En2.

2.1.15. Feladat. (Holder-egyenl6tlenség) Legyenek p,q € (1,+00), melyekre Z—lj—l—% =
1. Ekkor, ha E|{]P < 400 és E|n|? < 400, akkor

Elen| < (BIEP) " (Eln) T = [¢]plnl,-

2.1.16. Feladat. (Minkowski-egyenlGtlenség) Ha E[¢|P < 400 és E|n|P < +oco vala-
mely p € [1,+00) esetén, akkor

(Bl +nP) " < (BleP) " + (Bl) "

2.2. Konvergenciafajtak

2.2.1. Feladat. Miért nem koveteljiik meg az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban,

hogy
lim Fe, (x) = Fe(z), VaeR?

n—o0

2.2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az egyenletes konvergenciabdl kovetkezik az L,-beli
konvergencia.

2.2.3. Feladat. Legyen 0 < s < t. Mutassuk meg, hogy az L;-beli konvergenciabol
kovetkezik az Lg-beli konvergencia.

2.2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy az egyenletes konvergenciabdl kovetkezik a majdnem
biztos konvergencia.

2.2.5. Feladat. Legyen 0 < p < +oo. Mutassuk meg, hogy az L,-beli konvergenciabdl
kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

14
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2.2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy a majdnem mindeniitti konvergenciabdl kovetkezik a
sztochasztikus konvergencia.

2.2.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sztochasztikus konvergencidbol kovetkezik az elosz-
lasban valé konvergencial

2.2.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy a P-majdnem mindeniitti konvergenciabdl altalaban
nem kovetkezik az egyenletes konvergencia.

2.2.9. Feladat. Legyen p > 0. Mutassuk meg, hogy az L,-beli konvergenciabdl altaldban
nem kovetkezik az egyenletes konvergencia.

2.2.10. Feladat. Legyen p > 0. Mutassuk meg, hogy az L,-beli konvergenciabdl altaldban
nem kovetkezik a P-majdnem mindeniitti konvergencia.

2.2.11. Feladat. Legyen p > 0. Mutassuk meg, hogy a P-majdnem mindeniitti konver-
genciabol altaldban nem kovetkezik az L,-beli konvergencia.

2.2.12. Feladat. Legyen p > 0. Mutassuk meg, hogy a sztochasztikus konvergenciabol
altalaban nem kovetkezik az L,-beli konvergencia.

2.2.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sztochasztikus konvergenciabol altalaban nem kovet-
kezik a P-majdnem mindeniitti konvergencia.

2.2.14. Feladat. Legyen P a [0,1] intervallumon definidlt Lebesgue-mérték, és minden
n €N esetén P, az a mérték, mely 1/n silyt helyez az (i —1)/n, i =1,...,n pontok
mindegyikébe.

(i) Mutassuk meg, hogy P, tart P-hez gyengén.

(ii) Tekintsiik a ([0, 1], B([0,1]), P) valészintiségi mezét. Adjunk példét olyan &, : Q@ — R,
neN, és £:Q — R valbszinliségi valtozdkra, hogy &,,n € N és £ eloszlasa rendre
P,.n €N, illetve P, és fenndll, hogy &, =5 ¢.

2.2.15. Feladat. Mutassuk meg, ha &, N ¢, ahol c e R, akkor &, e (Azaz ha egy
valészintiségi valtozd sorozat eloszlasban tart egy valds konstanshoz, akkor sztochasztikusan
is konvergal hozzd, ez is egyfajta részleges visszafele irany.)

2.2.16. Feladat. Az alabbi feladatban arra adunk egy tjabb példat, hogy az eloszlasban
valé konvergenciabdl dltaldban nem kovetkezik a sztochasztikus konvergencia (Stromberg 38.
old. és 94. old. alapjén).

Legyen Q:=[0,1[, A:=B(Q), és P := A4, ahol XA a [0, 1[-en definidlt Lebesgue-
mértéket jeloli. Legyen minden w € Q esetén {d,(w), n € N} az w € [0,1] valds szam
diadikus tortbefejtése. Azaz, w € [0,1] esetén a {d,(w), n € N} sorozatot az aldbbi
rekurziéval definidljuk: di(w) = [2w], dni1(w) = 27w — (dy(w)2" + -+ + d,(w)2)]. (Ttt
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[x] egy x valds szam egészrészét jeloli.) Analizisbdl tanultuk, hogy erre a {d,(w), n € N}
sorozatra igazak az alabbiak

(a) V n € Nre d,(w) € {0,1},
(b) nem létezik olyan ng € N, melyre d,(w) =1 barmilyen n > ng esetén,

(c) a w szamot meghatdrozza a diadikus tortbefejtése az aldbbi értelemben

d d
wzsup{#%—-“—l—#,nel\l}.

gy minden n € N-re egyértelmiien definidltunk egy d, : Q — {0,1} fiiggvényt.

A. Mutassuk meg, hogy {d,}>, fliggetlen, azonos eloszlasu valészintliségi véltozdk és
P(d, =0) = P(d, =1) = 5 minden n € N-re.

B. Mutassuk meg, hogy d, eloszlasban konvergdl d;-hez, ha n — oo, de sztochasztikusan
nem.

2.2.17. Feladat. Legyenek &,, n € N és ¢ nemnegativ valdszinliségi valtozok, melyekre
P, =& =1 é E, — E£ < 400. Mutassuk meg, hogy ekkor &, N €.

2.2.18. Feladat. Legyenck &,,n € N és ¢ olyan valészintiségi valtozok, hogy EE2 < +oo,
neN és B2 < +oo. Mutassuk meg, hogy ha &, =2 ¢, akkor E&, — EE és E&2 — E&2.

2.2.19. Feladat. Legyenek &,,n € N és ¢ olyan valészintiségi valtozok, hogy EE2 < +oo,
n €N é FE& < +oo. Mutassuk meg, hogy ha E¢, — E¢ és D?(&, — &) — 0, akkor

£n 5 €.

2.2.20. Feladat. Legyenck &,, n € N olyan valészinliségi véltozok, hogy EE? < +oo,
n € N. Legyen tovdbbd ¢ € R. Mutassuk meg, hogy ha EE, — ¢ és D2, — 0, akkor
& e és €, e

2.2.21. Feladat. Legyen p>1 és tegyiik fel, hogy &,, n € N és ¢ olyan valészintiségi
véltozdk, hogy E|(,|P < +o00,n € N és E|{]P < +o0.

(i) Mutassuk meg, hogy ha &, —% ¢, akkor E|&,|? — E|¢]P.

(ii) Legyen p = 1. Mutassuk meg, hogy ha ¢&, N ¢, akkor [EE, — E. Igaz-e ennek a
megforditasa?

2.2.22. Feladat. Legyenek X,, n € N filiggetlen valdszintiségi valtozok, és tegyiik fel,
hogy X egy olyan valdszinliségi valtozd, melyre X, s X. Mutassuk meg, hogy X
1-valdszintiséggel konstans.
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2.2.23. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszladsu valoszinliségi valtozok,
és tegyiik fel, hogy X egy olyan valdszintiségi valtozo, melyre X, =Ly X. Mutassuk meg,
hogy 1étezik olyan ¢ € R, hogy

2.2.24. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha létezik olyan p > 0, mely esetén >~ E|E,|P <
+oo, akkor P(¢, — 0)=1.

2.2.25. Feladat. Legyenek &,, n € N, és & valoszintiségi valtozok, és e,, n € N, olyan
valés szdmok, hogy ¢, = 0 és > 7 P(|§, —&| >¢€,) < +00. Bizonyitandd, hogy ekkor
P& — &) =1

2.2.26. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha &, L & és &, N n, akkor P({ =n) = 1.
(Azaz a sztochasztikus konvergencia hatarértéke 1 valészintiséggel egyértelmii.)

2.2.27. Feladat. Bizonyitands, hogy ha &, == &, n, —> n és P& =mn) =1, akkor
barmely ¢ >0 esetén P(|§, — .| =€) — 0.

2.2.28. Feladat. Bizonyitand6, hogy ha &, —5 € és 71, —= 1, akkor [&,| == |¢],
Enlin oty &n, és barmely a,b € R esetén a&, + bn, LN a& + bn.

2.2.29. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha {¢, : n € N} sztochasztikusan korlatos, azaz

im sup P([¢,| > R) =0,

1
R—o0 7L>1
valamint 7, L 0, akkor &,m, =L0.

2.2.30. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha &, i 0, ésminden n € N esetén P(0<&,11<&,) =
1, akkor P(§, — 0) =1.

2.2.31. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha &, L & M i 1, és minden n € N esetén
P(& <n,) =1, akkor P(£<n)=1.

2.2.32. Feladat. Legyen ¢ és n valdsziniiségi valtozok esetén

d(g,n) = E(%)

Bizonyitandok a kovetkezo allitasok:

(a) d egy metrikat hatdroz meg a P-majdnem mindeniitt egyenld valdszintiségi valtozdok
ekvivalencia-osztédlyain.

(b) & =% & akkor és csak akkor, ha d(&,, &) — 0.

(Ezen &llitds mondanivaldja, hogy metrizéljuk a sztochasztikus konvergenciat.)
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2.3. Borel-Cantelli-lemma és a nagy szamok eros torvénye

2.3.1. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} olyan valdsziniiségi véltozdk, melyekre

P(fn:[)):l—i P(fn:nQ):P(fn:_nz)_

n?’ T oon?
Bizonyitando, hogy ekkor P(&, — 0) =1, E, =0, de &, 4 0.

2.3.2. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen valészintiségi véltozok,
akkor létezik olyan ¢ € RU {—o00, 400}, hogy

P(limsupé‘n = c) =1,

n—oo
azaz limsup,_,. &, konstans P-m.m.

2.3.3. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} fliggetlen valdszintiségi véaltozdk, és {b, : n € N}
olyan pozitiv valés szdmok, hogy b, T 4+0co0. Bizonyitandd, hogy létezik olyan ¢ € R U

{_OO7+OO}7 hOgy
P(limsupﬁ = c) = 1.

n—o0 bn

2.3.4. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} olyan valdsziniiségi véltozdk, hogy P(&, = 1) = p,
P&, = —-1)=1—p, neN, ahol p # 1/2. Legyen S, =& + - +&, n e N
Bizonyitandé, hogy P({S, =0 véges sok n-re}) = 1.

2.3.5. Feladat. Legyenck {¢, : n € N} olyan fiiggetlen valdszintiségi valtozok, hogy
P&, =1)=P(, =-1)=1/2, ne N. Legyen S, :=& +---+¢&,, n € N. Bizonyitandd,
hogy P({S, =0 végtelen sok n-re}) = 1.

2.3.6. Feladat. Legyen ¢ egy valoszintiségi valtozé. Bizonyitandd, hogy a kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(a) E[¢] < +o0,
(b) barmely € >0 esetén » >, P(|{| > ne) < +oo0,
(c) 1étezik olyan e >0, hogy > 7, P(|{] = ne) < +oc.

2.3.7. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} fiiggetlen, azonos eloszldst valészintiségi véltozok,
hogy &;-nek létezik a varhato értéke és az +o0o. Mutassuk meg, hogy ekkor

P(hm i=+oo) ~ 1.

n—oo M

2.3.8. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} filiggetlen, azonos eloszldst valészintiségi véltozok,
és tegyiik fel, hogy E|& | < +oo. Bizonyitandé, hogy ekkor
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(a) P(lim,Hoo b = 0) ~ 1,
(b) P({|&| > n véges sok n-re}) = 1.

2.3.9. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} filiggetlen, azonos eloszldst valészintiségi véltozok,
hogy E|&| = +o00. Mutassuk meg, hogy

(a) S P(|&,] = en) = 400 béarmilyen £ >0 esetén,

n=1

(c) P (hm sup,, ., el — +oo> = 1.

(d) Igaz-e, hogy P (limTHOO % = —l—oo> —1?

2.3.10. Feladat. Legyenek X,, n = 0,1,2,... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi
véltozdk, hogy P(X; > 1) = 1. Tekintsiik az alabbi, ,,véletlen egyiitthatds”, 0-kozéppontu,
valés hatvanysort:

oo
Zan”, x € R.
n=0

Jelolje R ezen hatvanysor konvergenciasugarat. Mutassuk meg, hogy R 1-valdszintiséggel
konstans, és R 0 vagy 1 lehet (az Xj-k kozos eloszlasatol fiiggéen). Mutassuk meg tovabbd,

hogy
P(R=0)=1 <= E(ln|X,|) = +oc.

2.3.11. Feladat. Legyenek X,,n=0,1,2,... figgetlen, az [1,2] intervallumon egyenletes
eloszlasu valészintiségi valtozék. Tekintsiik az aldbbi ,,véletlen egyiitthatos” 0-kozéppont,
valés hatvanysort:

o
Z X,z", zeR
n=0
Mutassuk meg, hogy ezen hatvanysor konvergenciasugara 1-valdszintiséggel 1.

2.3.12. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha {{, : n € N} fiiggetlen, [0,1]-en egyenletes
eloszlasu valdszintliségi valtozok, akkor

n 1/n
. 1
P <H€> e
2.3.13. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha ¢ :[0,1] — R egy folytonos fiiggvény, akkor
1 1 1
lim / / g(\"/acl---xn)dxl...dxn:g< > )
0 0

n—o00 e
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2.3.14. Feladat. Bizonyitandd, hogy

2
lim/ / DT Ty, zy...dx, =
n—0o0 x|+ - —|—an

2.3.15. Feladat. Mutassuk meg, hogy

e [P ()b (),

ahol f :[0,1] - R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény.

Wl Do

2.3.16. Feladat. Legyenek a, b és ¢ paronként kiillonbozo valos szamok. Hatarozzuk meg

/+OO /+oo /+oo —(z+y+2) sln(am + by + CZ) dzdud
z xXr
VTty+z ’

az

integral értékét!

2.3.17. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} olyan fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, melyekre
valamely a < 1/2 esetén P(§, =n®) = P(§, = —n®) = 1/2. Bizonyitandd, hogy ekkor

Pl e =0) =1

2.3.18. Feladat. Legyen ¢ € N és legyenek {e,};2, , fiiggetlen, azonos eloszldsi
val6szintiségi valtozdk, hogy Elei| < +oo. Legyenek ag,aq,...,a, € R és legyen minden
n €N esetén &, := ape, + a16p—1 + - -+ + aye,—q. Bizonyitandd, hogy ekkor

P 26 =Ba 3 ) =1

=0
2.3.19. Feladat. Legyenek X, n € N valdszintiségi valtozok, melyekre

1 1

P(X,=n*—1)==, P(X,=-1)=1-— neN

Mutassuk meg, hogy EX, =0, n € N, de
P(hm S— = —1) = 1.
n—oo M

(Ez a feladat arra mutat rd, hogy a nagy szamok erds torvényében fontos az azonos el-
oszlasisag feltétele.)

2.3.20. Feladat. Legyenck X,, n € N filiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok,
hogy EX? < 4+o00. Mutassuk meg, hogy

-1
(”) Y XX, — (EX;)? P-mm.

2 —
1<i<j<n
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2.3.21. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen valoszintiségi valtozok, hogy

1 1
P(X,=0)=1- n € N.

P(X, =n)=P(X, =-n) nlogn’

- 2nlogn’

Mutassuk meg, hogy 5= %5 0, azonban P(%" — 0) # 1. Azaz, % sztochasztikusan tart

n
0-hoz, P-majdnem mindentitt viszont nem.

2.4. Borel-Cantelli-lemma és hatareloszlas-tételek

2.4.1. Feladat. Bizonyitand6, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen, A paraméterii expo-
nencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor

n 1
P (hmsup ¢ = —) = 1.
n—ooo logn A

2.4.2. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen, A paraméterii expo-

nencialis eloszlasu valdszinliségi valtozok, akkor

P <liminf &n = 0) =1.
n—o00 logn

2.4.3. Feladat. Bizonyitandé, hogy ha {¢, : n € N} fliggetlen, standard normaélis eloszldsi

. &n
P 1 —_— 1 pr— 1‘
<1gl—>s£p Vv2logn

2.4.4. Feladat. Legyenek {¢, : n € N} fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes eloszldst valészintiségi

valészintiségi véltozok, akkor

véltozdk. Bizonyitandd, hogy a {&,}52, sorozat torlédési pontjainak halmaza 1 valdsziniiség-
gel a [0,1] intervallum.

2.4.5. Feladat. Legyen ¢ (0, 1)-paraméterti Cauchy-eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz

¢ strlségfiiggvénye fe(x) = m, x € R. Mutassuk meg, hogy ¢ karakterisztikus

fiiggvénye
pe(t) =e M teR.

2.4.6. Feladat. Legyenek ¢&i,...,&, figgetlen, (0,1)-paraméterii Cauchy-eloszlasu vald-

§1+"'+§n
n

szinlségi valtozok. Mutassuk meg, hogy is (0, 1)-paraméterti Cauchy-eloszlasu.

2.4.7. Feladat. Legyenek ¢&i,...,&, fiiggetlen, N (0, 1)-eloszlast valésziniiségi valtozok.
Mutassuk meg, hogy % is N(0, 1)-eloszlasti.

2.4.8. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} fiiggetlen, Cauchy-eloszlasu valdszintiségi véltozok.
Legyen minden n € N esetén S, :=& +---+¢&,. Bizonyitandd, hogy

P(limsup& = oo> = P(liminf& = —oo) =1

n—oo N n—oo T
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2.4.9. Feladat. Legyenek X,, n € N filiggetlen, nemnegativ egész értékii valésziniiségi
valtozék. Mutassuk meg, hogy a » > | X,, sor akkor és csak akkor konvergens 1-valdszintiséggel,
ha > P(X, > 0) < +o0.

2.4.10. Feladat. Legyen f:R — R egy olyan differencidlhaté fliggvény, melyre f(0) = 1,
f és f' seholsem nulla R-en. Legyen &; egy pozitiv valésziniiségi valtozé és minden n > 1
esetén &1 = &, f(€n). Mutassuk meg, hogy > 07 &, l-valésziniiséggel divergens.

2.4.11. Feladat. Legyenek X,,n € N filiggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ valészintiségi
véltozdk tgy, hogy P(X; > 0) >0, (azaz P(X; =0) < 1). Mutassuk meg, hogy

D> P(S, <z) <400, x>0,

n=1

ahol S, =X;1+---+X,,neN.

2.4.12. Feladat. Legyenek X,,n € N fiiggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ valészintiségi
véltozdk tgy, hogy P(X; >0) >0, (azaz P(X; =0) < 1). Mutassuk meg, hogy

ZP(S’n>x) =400, x>0,
n=1

ahol S, =X;+---+X,,neN.

2.4.13. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi véltozok,

hogy [E|{| = co. Legyen minden n € N esetén S, :=¢& + -+ &,. Bizonyitandd, hogy

ekkor P(lim SUD,, 00 %" = oo) =1 vagy P(lim inf, 00 % = —oo> =1 teljestl.

2.4.14. Feladat. Legyenek X,,n € N fiiggetlen és azonos eloszlasu valészinliségi valtozok,
melyeknek kozos eloszlasa:
P(X;=1)=p, P(X;=0)=1-p,
ahol p € (0,1). Legyen minden n € N esetén
sup{k}l:Xn:XnH = X :1} ha X, =1,
0 ha X, =0.

R, =

(Azaz R, az ,n-edik poziciéban kezd4do tiszta 1-es sorozat hossza.”) Mutassuk meg, hogy

3 1
P(limsup It = ) =1
nsoo logn  |logp

2.4.15. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintliségi valtozok,
hogy P(X;=0) <1 és EX; =0. Ekkor

P(limsup S,, = +o0) = P(liminf S,, = —c0) = 1.

n—o0 n—00

(Ez K. L. Chung és W. H. J. Fuchs egy tétele 1951-b6l.) Azonban, ha X;-k nem azonos
eloszldstak, akkor nem marad érvényben ez a tulajdonsag. Adjunk erre egy (ellen)példét!
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2.4.16. Feladat. Bizonyitando, hogy ha &, SN ¢ és h:R — R egy folytonos fliggvény,
akkor h(&,) —= h(£).

2.4.17. Feladat. Legyenek {&, : n € N} flggetlen, Cauchy-eloszlast val6szintiségi valtozok.
Bizonyitando, hogy ekkor

1 0 ha x <0,
lim P(— max & < :L‘) =

= <k< _
moee AT ISksn e /¥ ha x> 0.

2.5. Karakterisztikus fiiggvények, folytonossagi tétel, gyenge kon-

vergencia

2.5.1. Feladat. Melyek karakterisztikus fiiggvények az aldbbiak koziil:

(a) 5, tER,

1+t2

et t eR,

)

c) sin(t), t € R,
) cos(t), t € R,
)

1+cos(t)
— t € R?

2.5.2. Feladat. Legyen ¢ standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd, n pedig
(m, 0?)-paraméter(i normdlis eloszldsi valdszin(iségi valtozd, ahol m € R, és o > 0.
Hatarozzuk meg & és n karakterisztikus fliggvényét!

2.5.3. Feladat. Legyen £ (A, p)-paraméterti [-eloszlasu valészintiségi valtozo, ahol A > 0
és p > 0. Hatarozzuk meg ¢ karakterisztikus fiiggvényét!

2.5.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy két fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozo
kiillonbsége nem lehet a (—1,1) intervallumon egyenletes eloszlast.

2.5.5. Feladat. Mutassuk meg egy példaval, hogy abbdl, hogy valészintiségi valtozok ossze-
gének karakterisztikus fiiggvénye egyenlo a tagok karakterisztikus fiiggvényeinek szorzataval,
nem kovetkezik a tagok fliggetlensége.

2.5.6. Feladat. Legyen ¢ az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlasi val6szintiségi
valtozé. Hatarozzuk meg & karakterisztikus fiiggvényét!

2.5.7. Feladat. Interpretaljuk karakterisztikus fiiggvények segitségével a

sint  sin (5 t
— t(2> oS (5) , t#0,t€R  azonossigot!
2
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2.5.8. Feladat. Bizonyitsuk be valdszintiségszamitasi tuton, hogy

sint 1 t
T:HCOS(ﬁ), t%O,tGR

2.5.9. Feladat. Hatarozzuk meg valdsziniiségszamitasi iton a kovetkezo integral értékét:

o fsinv
cos(2zv) dv, =z € R,
v

—00

ahol Sigo = 1.

2.5.10. Feladat. Legyen minden n € N esetén &, 2 Bin(n, p,), ahol np, — A € (0, +00)
és p, € (0,1), n € N. Mutassuk meg, hogy &, N Pois(A\), ha n — oo.

2.5.11. Feladat. Legyen minden n € N esetén &, 4 Bin(n, p,), ahol p, — p € (0,1),
és p, € (0,1), n € N. Mutassuk meg, hogy

MAN(O,D, ha n — oo.
npn(l _pn>

2.5.12. Feladat. Legyen minden A € (0,+00) esetén &, 24 Pois(A). Mutassuk meg, hogy

&\/_XA 25 N(0,1), ha A — oo.

2.5.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy barmilyen y € R esetén

2 3
' vyl
W—1-— = < —.
¢ Wt 21 6
2.5.14. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok,
melyeknek kozos eloszlasfiiggvényét jelolje F. Legyen M, = max{X,...,X,}, n €
N. Az M,, n € N valészintiségi véltozék n — +oo aszimptotikus viselkedése az
F(z) eloszlasfiiggvény ,.felsé farkdnak” aszimptotikajatdl fiigg. Bizonyitsuk be az aldabbi

hatareloszlastételeket.

(i) Ha minden z € R esetén F(x) <1 és lim, o, 2*(1 — F(z)) = b valamely rogzitett
a, b € (0,+00) konstansokkal (azaz 1—F(z) ~ z~®, amint n — +00), akkor n~a M,
eloszlasban konvergdl egy olyan valdszintiségi valtozdéhoz, aminek eloszlasfiiggvénye

e ha x>0,
0 ha =z <0.

(Az, hogy F(x) <1,z €R ott jon be, hogy b > 0.)
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(ii) Ha minden x € R esetén F(z) < 1 és lim, o (1 — F(z)) = b valamely
rogzitett X, b € (0,+00) konstansokkal (azaz 1 — F(x) ~ e % amint n —
+00), akkor M, — k’% eloszlasban konvergal egy olyan valészintiségi véltozohoz,
aminek eloszldsfiiggvénye exp{—be **} x € R. (Az, hogy F(x) <1,z € R egyrészt
ott jon be, hogy b > 0, masrészt, pedig, ha b = 0 lenne, akkor nem kapnank

eloszlasfiiggvényt.)

2.5.15. Feladat. Tekintslink egy érmét, melyet, ha feldobunk, akkor p valészintiséggel esik
a fej, ill. 1—p valészintiséggel az iras oldalara. Egymaés utan dobaljuk ezt az érmét, és jelolje
N az ahhoz sziikséges dobdasok szamat, hogy megjelenjen a dobassorozatban a k-adik fej,
ahol k € N rogzitett. Mutassuk meg, hogy 2Np BN [(k, %), amint p — 0.

2.5.16. Feladat. Legyenek &,, n € N és & abszolut folytonos valdszintiségi valtozok, f,,
n €N, illetve f stliriiségfiiggvényekkel. Tegyiik fel, hogy lim, . fn(x) = f(z) majdnem
minden x € R esetén. Mutassuk meg, hogy &, BN €.

2.5.17. Feladat. Adjunk példat olyan abszolut folytonos &,, n € N és & valdszintiségi
véltozdkra (£ is abszolit folytonos), hogy &, Ly ¢, de fe,(x) nem tart fe(z)-hez
egyetlen olyan x € R pontban sem, ahol f¢(z) > 0. (Ez a feladat arra példa, hogy az
2.5.16. Feladat megforditdsa nem igaz.)

2.5.18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az F,, n € N eloszlasfiiggvények sorozatara
fennall, hogy F,(x) — ®(x), x € R, ahol &(z), 2 € R tetszéleges folytonos el-
oszlasfuggvény, akkor barmilyen z,, — = € R sorozat esetén F,(z,) — ®(z), ha n — +o0.
(A bizonyitasban azt nem hasznaljuk ki, hogy & eloszlasfiiggvény, csak azt, hogy folytonos.
Ez ott lehet érdekes, ahol & konstans.)

2.5.19. Feladat. Legyenek &, n € N és ¢ valészinfiségi véltozék, hogy &, —— €.
Mutassuk meg, hogy barmilyen =z, — +o0o sorozat esetén F¢, (x,) — 1, illetve barmilyen
x, = —o0 sorozat esetén [ (x,) — 0.

2.5.20. Feladat. Tegyiik fel, hogy a Z,, n € N valdszintiségi valtozé sorozatnak van
hatareloszlasa, melyet Z-vel fogunk jelolni, azaz 7, RNy , ha n — oco. Legyen g: R — R
egy folytonos fliggvény. Mutassuk meg, hogy lim,, .. E(g(Z,)) létezésébdl nem kovetkezik,

hogy
lim E(g(Z,)) = Eg(Z).

n—oo
(Azaz abban a tételben, ami a gyenge konvergencia atfogalmazasairdl szol fontos a korlatossag
feltétele (is). Ha ¢ korlatos is lenne, igy mar igaz lenne a dolog.)

2.6. Centralis hatareloszlas-tétel

2.6.1. Feladat. Legyen adott egy {X,x:n € N,k =1,...,n} hdromszogrendszer. Mu-
tassuk meg, hogy az alabbi allitasok ekvivalensek:

25



Barczy Métyas, Pap Gyula Valoszintiségszamitas 2. feladatsor

(i) az {X,,:n€eNk=1,...,n} hdromszogrendszer infinitezimalis,
(ii) tetszbleges k, € N, 1<k, <n sorozatra teljesiil, hogy X, x, 2 0, ha n — 4oo,
(ili) tetszOleges t € R esetén

Jim max [oni(t) — 1/ =0,

ahol 1 (t) = Ee™Xnk ¢ € R,

(iv)
lim max E (M) =0.

n—oo 1<k<n 14 |Xn,k|

2.6.2. Feladat. Legyen adottegy {X,,:n € N,k =1,...,n} hdromszogrendszer. Tegyiik
fel, hogy EX,; =0, EX?, <400, n€ N, 1<k<n, &

lim max D2X,, x=0.

n—oo 1<k<n

Mutassuk meg, hogy az {X,r:n €N k=1,...,n} hdromszogrendszer infinitezimélis.

2.6.3. Feladat. Legyenck Xy, k € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok,
hogy EX; =0, EX? < +oo és o :=+/D2X;| > 0. Mutassuk meg, hogy

Xk
: N, 1<k< }
{a\/ﬁ n c n

infinitezimalis haromszogrendszer.

2.6.4. Feladat. Legyenek {¢, : n € N} olyan fiiggetlen valdszintiségi véltozdk, melyekre
minden n € N esetén &, 2 N(0,2"). Legyen S, :=§& + -+ &,. Bizonyitandd, hogy

ekkor
S, — ES,

D25,
de nem teljesiil a Lindeberg-feltétel.

i>/\f(0,1), ha n — oo,

2.6.5. Feladat. Minden n € N esetén legyenek {X, . : k= 1,...,n} olyan fliggetlen
valészintiségi véaltozok, hogy EX, , = 0 és tegyiik fel, hogy létezik olyan o > 0, hogy

minden n € N, k=1,...,n esetén E|X, ;> < 400, valamint
246 __
nh_)m D2+5 ZE|X" 7 =0

ahol D, := /Y ,_,D?X, ;. (Ez utébbi az un. Ljapunov-feltétel.) Bizonyitands, hogy

ekkor
S, — ES,

D2S,,
ahol S, :=X,1+ -+ Xy,

i)/\/'(O,l), ha n — oo,
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2.6.6. Feladat. Legalabb hanyszor kell dobni egy szabalyos érmével, hogy a fejek szaméanak
relativ gyakorisaga legalabb 0.95 valdszintiséggel 0.1-nél kevesebbel térjen el a valdszintiség-
t6l (1/2-t61)7 (A kozponti hatéreloszlas tétel segitségével oldjuk meg a feladatot!)

2.6.7. Feladat. Legyenek én), §§n), ey ,(L"), n € N fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszini-
ségi valtozdk, hogy
pe® (n) 1 (n) n—-1
(fj :\/ﬁ):P(fj :—\/ﬁ):%, P(fj =0)= — j=1,...,n.

Hatéarozzuk meg az

)
Np = 2 Tt n € N,

\V nD2¢ 1n)

valészintiségi valtozo sorozat hatdreloszldsat, amint n — oo.

2.6.8. Feladat. Legyenek a &,, n € N sorozat elemei ¢,-paraméterii geometriai eloszlasu
valoszintiségi valtozok, ahol ¢, — 0, ha n — +oo. Hatarozzuk meg az 7, := ¢,&,, n € N
valdszintiségi valtozo sorozat hatéreloszlasat!

2.6.9. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszldsu valészintiségi valtozdk,

hogy
1 1
Mutassuk meg a karakterisztikus fliggvények modszerével, hogy
X, ++ X, 1 [
limP( Lt <w)——/ e*“Qdu, reR.
oo Vi VT )

2.6.10. Feladat. Adjunk példat olyan &, k € N fiiggetlen valészintiségi valtozokra, me-
lyekre nem teljestil a centralis hatareloszlas tétel! Mi all az ilyen példak hatterében?
2.7. Feltételes varhato érték és martingalok

2.7.1. Feladat. Legyen (€2, .A, P) egy valésziniiségi mezé és X olyan valésziniiségi valtozo,
hogy E|X| < 400 és F C A olyan rész-o-algebra, hogy F fiiggetlen o(X)-t6l. Létezik-e
olyan ¢ € R, melyre P(E(X|F)=c) =17

2.7.2. Feladat. Legyen (£, A, P) egy val6sziniiségi mez§. Létezik-e olyan X val6szini-
ségi véltozo, hogy E|X| < 400 és F C A rész-o-algebra, hogy X L'-norm4ja kisebb,
mint E(X | F) L'-normdja?

2.7.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a {&, : n € N} sztochasztikus folyamat akkor és csak
akkor martingél, ha

(i) {& :n € N} adaptélt az {F5,n € N} filtraciéra nézve,
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(ii) El&,] < +00, n €N,

(iii) E(&uy1 | FS) =&, P-mm., neN.

2.7.4. Feladat. Legyenek X, n € N fiiggetlen, nemnegativ valoszintiségi valtozok, melyek
ugyanazon a valdszintiségi mezén vannak definidlva és EX, = 1, n € N. Igaz-e, hogy
M, =1[, Xi, n €N martingdl az F, :=o(X;,i=1,...,n), n €N filtrdciéra nézve?

2.7.5. Feladat. Legyen (Q,4,P) = ([0,1],B([0,1]),A), ahol X a Lebesgue-mérték
[0,1]-en. Legyen f : Q — R egy Borel-mérhet6 fiiggvény. Hatdrozzuk meg f-nek a
{[0,1/3),[1/3,2/3),[2/3,1]} partici6 éltal generdlt o-algebrara vonatkozo feltételes varhatd
értékét!

2.7.6. Feladat. Legyen (X,Y) egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozé a D := {(z,y) €
R?: 22+ 9% < 1} egységkorlapon. Hatdrozzuk meg az E(X?|Y) feltételes varhaté értéket!

2.7.7. Feladat. Legyenck X, Y és Z fliggetlen exponencidlis eloszlasu valészintiségi
valtozék A > 0, p > 0, illetve v > 0 paraméterekkel. A feltételes varhaté érték
tulajdonsdgait hasznélva hatarozzuk meg a P(X <Y < Z) valdsziniiséget!

2.7.8. Feladat. Legyenek X, Xo,... fiiggetlen, azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozok,
hogy
1

Legyen S, :=X;+---+X,,n>0 és Sy:=0. (Ekkor S, felfoghaté a szamegyenes egész
koordinataji pontjain szimmetrikusan bolyongé részecske helyzetének az n. 1épés utan.)
Mutassuk meg, hogy

(a) {Sn,n >0} martingal,
(b) {S2 —n,n >0} martingdl,
(c) {e®(cosh(1))™,n >0} martingal,

(d) {W,n > 0} martingdl a o(Sp, S1,...,S5,), n>0, filtrdciéra nézve, ahol

a, A € R, hogy cos(\) # 0,

(e) {30, Si— 153 n>0} martingdl a o(So, S1,...,S,), n >0, filtrdciéra nézve!

37

2.7.9. Feladat. Legyen {X, :n € N} egy olyan sztochasztikus folyamat, melyre E|X,,| <
+oo, n €N és {F,,n € N} egy olyan rész-c-algebra sorozat, hogy F, C F,i1, n € N.
Mutassuk meg, hogy ha E(X,1|F,) = X, n € N, akkor {X, :n € N} martingdl (a
természetes filtraciéjara nézve).
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2.7.10. Feladat. Adott a sikon egy haromszog. Vegyiink fel az oldalain egy-egy pon-
tot véletlenszertien, egymastol fiiggetleniil, majd az &altaluk meghatarozott haromszoget
nagyitsuk a kétszeresére. Az 1ij haromszoggel ismételjiik meg az eljarast, és igy tovabb.
Jelolje T,, az m-edik 1épésben kapott haromszog teriiletét. Mutassuk meg, hogy {7, : n >0}
martingal, ahol 7T, a megadott haromszog tertiletét jeloli.

2.7.11. Feladat. Legyenek X, X,,... fiiggetlen 1 paraméterii exponencidlis eloszlasi
valészinfiségi valtozok, S, = X;+ -+ X,, n=1 é FX = o(Xy,...,X,), n>1.
Mutassuk meg, hogy

nleSn
{(1 TS5y 1}

martingal az {FX,n > 1} filtrdciéra nézve.

2.7.12. Feladat. Tekintstink egy egérkét, aki a sik egész koordindtaju pontjain szimmet-
rikusan bolyong oly médon, hogy a (0,0)-bdl indul és minden egész koordinataju pontbol
ennek mind a 4 lehetséges egész koordinataji szomszédjaba 1/4 valdsziniiséggel ugorhat.
Jelolje S, az egérke helyzetét az n. 1épés utan (Sy = (0,0)). Mutassuk meg, hogy

{1812 = n.n >0}

martingél, ahol ||z| := \/2? + 22, v = (71, 15) € R

2.7.13. Feladat. Tekintstink egy egérkét, aki a szdmegyenes egész koordinataju pontjain
szimmetrikusan bolyong oly médon, hogy a 0-bél indul és minden egész koordindtaji pontbdl
ennek mind a két lehetséges egész koordindtdju szomszédjaba 1/2 valdszintiséggel ugorhat.
Jelolje S,, az egérke helyzetét az n. 1épés utan (Sop = 0). Mutassuk meg, hogy minden
t€[0,1) esetén

{Yn = "5 (1 VI 2)S > 0}

martingal.

2.7.14. Feladat. Legyenek X, X,,... filiggetlen azonos eloszlasi valdszintiségi valtozok,
hogy

(i) ES, =7, DS, =?,
(ii) A nagy szdmok erds torvénye alapjan mit mondhatunk az {S,,n > 0} sorozatrdl?

(iii) Keressiik meg az Osszes olyan 6 € R értéket, melyre {e’*»,n >0} martingal az
Fni=0(S;,0<i<n),n>0 filtraciéra nézve!
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2.7.15. Feladat. Legyenek X,, n € N, fuggetlen valdszintiségi valtozok

1 (2n)~! valdszintiséggel,
X,=10 1-—n"! valésziniiséggel,

—1 (2n)~! valészintiséggel.
Legyen Y; := X4, és n>2 esetén,

_ [x, ha Y, ; =0,
"Y1 X, ha Y, #0.

Mutassuk meg, hogy (Y,,)nen martingal! Mutassuk meg, hogy Y, sztochasztikusan kon-
vergal 0-hoz, ha n — oc.

2.7.16. Feladat. Legyenek (Z,),en fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, hogy

an "5 val6szintiséggel,

Zn=10 1 —n~2 valészintiséggel,
—a, "5~ valészintiséggel,
ahol a1 :=2 és a, = 42;:11 a;, n=2. Mutassuk meg, hogy Y, = 2?21 Zij,n=1,
martingal! Mutassuk meg, hogy az Y := lim,_, Y, hatarérték 1 valosziniiséggel létezik,
noha nem létezik olyan M € R, melyre E(]Y,]|) < M minden n € N esetén.

2.7.17. Feladat. Legyenek XY : Q — R valdszintiségi valtozok, melyekre E|X| < +o0,
E|Y| < 4o00. Tegytk fel, hogy E(X|Y) =Y és E(Y|X) = X. Mutassuk meg, hogy
P(X=Y) =1

2.7.18. Feladat. (Teljes szorasnégyzet tétele) Legyenck X és Y valdsziniiségi véaltozdk,
hogy EX? < 4+00. Mutassuk meg, hogy

Var(X) = E(Var(X | Y)) + Var(E(X | Y)).

2.7.19. Feladat. Adjunk példét olyan & és n valdsziniségi valtozokra, hogy E(£|n)
konstans 1-valészintiséggel, de & és n nem fiiggetlenek.

2.7.20. Feladat. Legyenek X,, n € N, fiiggetlen, azonos eloszlasu, pozitiv valészintiségi
véltozok F (kozos) eloszlasfiiggvénnyel, hogy E|X;| =EX; < +o00. (Ekkor X,, n € N-re
gondolhatunk gy, mint egy termékre vonatkozéan az egymést kovetd drajanlatok.) Legyen
A >0 rogzitett és

N :=min{k > 1| X, > A}.

Legyen « := P(X; > A) és tegyiik fel, hogy « # 0.
(i) Mutassuk meg, hogy P(N < +o0) = 1.
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(il) Mutassuk meg, hogy
+00
EXy = a—l/ rdF(z) = E(X,| X, > A).
A
(Interpretécié: az veheti meg a terméket, akinek arajanlata el6szor nagyobb vagy

egyenld, mint A, és Xy a ,nyertes” arajanlat.)

(iii) Feltételezve, hogy a kozos eloszldas A > 0 paraméterii exponencialis eloszlds, mutassuk
meg, hogy EXy = A+ 1/\. (Azaz ekkor EXy = A+ EX;.)

(iv) Mutassuk meg, hogy Xy és N fiiggetlenek!

2.8. Tobbdimenzidos normalis eloszlas

2.8.1. Feladat. Legyen k € N és tekintsiink egy k-dimenziés normaélis eloszldsu & valdszi-
niiségi valtozét, melynek varhaté érték vektora m € R és kovariancia métrixa D. Ismert,
hogy ha D nemelfajult, azaz det(D) # 0, akkor & abszolit folytonos és stirtiségfiiggvénye
1

1 » )
Y B TR PR N

fe(z) =

Legyen a tovabbiakban k=2, m € R? és D egy (2x2)-es invertalhat6 kovarianciamétrix.
Irjuk fel fe-t & koordindtdi varhato értékeinek, szérasainak és korreldcids egytitthatdjanak
fliggvényeként matrix miiveletek nélkiili alakban!

2.8.2. Feladat. Legyen ¢ = (§1,&) egy 2-dimenziés normdlis eloszldsi valészintiségi
valtozé m € R? véarhat6 érték vektorral és D invertalhaté kovarianciamatrixxal. Hatdrozzuk
meg &i-nek a & = xo feltételre vonatkozo feltételes eloszlasat, ahol x, € R.

2.8.3. Feladat. Adjunk példat olyan (£,7n) 2-dimenzids valdsziniiségi vektorvéltozora,
melynek koordindtai normélis eloszlastak, de (£,7) nem normaélis eloszlas.

2.8.4. Feladat. Legyen (X, Xs, X3, Xy) 4-dimenzids normalis eloszldst valészintiségi valtozo,
melynek varhaté érték vektora m := (10,0, —10,1)" és kovariancia métrixa

15 3 1 0
Do— 3 16 6 -2
1 6 4 1
0 -2 1 3

Ellendrizziik le, hogy (X1, Xo, X3, X4) abszolit folytonos eloszlasi és hatdrozzuk meg a
strtségfiiggvényét!
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2.8.5. Feladat. Legyen (X,Y,Z) 3-dimenzidés normaélis eloszlasi valdszintiségi véltozo,
melynek stirtiségfiiggvénye

V3

1
flz,y,2) = Wexp{—§<2x2 +4y? — 2y(z +5) + (z+5)2)}, z,y,z € R.

Hatérozzuk meg (X,Y,Z) kovariancia matrixat!

2.8.6. Feladat. Ledobunk a [—1,1] intervallumra egymdstdl fiiggetleniil, egyenletes el-
oszlas szerint 2700 db pontot. Adjunk jo kozelito becslést egy standard normalis eloszlastablazat
segitségével annak a valdszintiségére, hogy a kapott pontok értékeinek az Osszege nagyobb,
mint 15, és négyzetOsszege nagyobb, mint 880. (A feladat gy értendd, hogy annak a
valésziniiségét kell kiszdmitani, hogy mind a két esemény bekovetkezik.)

2.8.7. Feladat. Legyenek ¢&,...,¢§, fliggetlen normalis eloszlasu valdszinliségi valtozdk
ugyanazzal a vérhaté értékkel és szérdasnégyzettel (azaz &i,...,§, azonos eloszlastuak is).
Mutassuk meg, hogy & := IS & & (& — £...,6 — &) fiiggetlenek, tovdbba, hogy

(&1 —¢&,...,& — &) eloszlasa nem figg &,...,&, kozos varhatd értékétol.

2.8.8. Feladat. Legyen (X,Y,Z) egy 3-dimenzids normalis eloszldsu valdszintiségi valtozo,
melynek 0 varhato érték vektora és kovarianciamatrixa a kovetkezo alaku

I p1 ps
pr 1 op2],
p3 p2 1

D

ahol p; = corr(X,Y), po = corr(Y, Z) és p3 = corr(X, 7). Mutassuk meg, hogy

1 1
P(X>0,Y >0,7Z>0) = 3 + 4—(arc sin(py) + arcsin(py) + arc sin(p3)>.
7r

(Mivel |p;| <1,i=1,2,3, kapjuk, hogy arcsin(p;), i =1,2,3, értelmezett.)

2.8.9. Feladat. Minden p € N esetén legyen ¢, egy p-dimenzids standard normélis
eloszlasu valészintiségi valtozd, vezessiik be tovabba tetszbleges a € RP esetén a H,(a) :=
E|¢, + a| jelolést. Mutassuk meg, hogy p > 1 esetén

(i)

=l
Hp(a’) = (p_ 1)/0 Hl (m) (1 —|—’I"2)% d’f‘,
(i) N
mo=ctmoy (3) () L

ahol \:=>" a2
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3. Valoszinliségszamitas 2. felméro feladatsorok

3.1. 2001. év példai

3.1.1. Feladat. Legyenek {&, : n € N} valészintiségi valtozok. Bizonyitandd, hogy a
kovetkez6 halmaz esemény:

{we: 3 li_r)n En(w)}.

3.1.2. Feladat. Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normalis eloszlasi valdszintiségi

valtozok. Mutassuk meg, hogy &2 +n? exponencialis eloszlasu % paraméterrel.

3.1.3. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen, X paraméterti expo-
nencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor

l1—e™ ha >0,
lim P(n min & <x) =
nree ISksn 0 ha =z <0.

3.1.4. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha &, tart &-hez sztochasztikusan, illetve ha 7, tart

n-hoz sztochasztikusan, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart a& + bn-hoz
sztochasztikusan.

3.1.5. Feladat. Legyen minden n € N esetén P, az a valdsziniiségi mérték |0, 1]-en,

mely % sulyt helyez az =%, i =1,--- ,n pontok mindegyikébe. Mutassuk meg, hogy P,

n

gyengén konvergdl a [0, 1]-en értelmezett Lebesgue-mértékhez.

3.2. 2003. év példai

3.2.1. Feladat. (2003, II./A1) Bizonyitandd, hogy ha &, — & és &, — n sztochaszti-
kusan, akkor P({ =n) = 1.

3.2.2. Feladat. (2003, II./A2) Legyenek ¢ és n fiiggetlen valdszintiségi véaltozdk P(& =
k) = P(n = k) = p(1 —p)*, k =0,1,... eloszldssal. Bizonyitandé, hogy tetszOleges
n=20,1,... és k=0,1,...,n esetén
1
P(e=k —n)=——.
3.2.3. Feladat. (2003, II./A3) Legyenek {&, : n € N} fiiggetlen, azonos eloszlasu
valészintiségi véltozdk, és tegyiik fel, hogy E|& | < +00. Bizonyitandd, hogy
P({|§n] > n véges sok n € N—re}) =1

3.2.4. Feladat. (2003, II./A4) Bizonyitandd, hogy ha minden n € N esetén &, bi-
nomidlis eloszlasi (n,p,) paraméterekkel, p, € (0,1),n € N és p, — p € (0,1), akkor
—Snmpn oloszldshban konvergdl a standard normalis eloszldshoz, amint n — oo.

\/ Pn (17pn)
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3.2.5. Feladat. (2003, I1./B1) Bizonyitand6, hogy ha &, — &, n, — n sztochasztikusan
és P(£ =n) =1, akkor barmely & >0 esetén P(|§, — .| =€) — 0.

3.2.6. Feladat. (2003, II./B2) Legyenek ¢&;,....§, fiiggetlen valdszintiségi véltozok,
E =0, EE =1 és EE < oo, ha k =1,...,n. Legyen S, := & + -+ &,.
Bizonyitandd, hogy E(S32) =", E(&}) és E(Sp) => 0 E(&) + 3k(k —1).

3.2.7. Feladat. (2003, II./B3) Legyenck {&, : n € N} fiiggetlen, azonos eloszldsi
valészintliségi véltozdk, és tegyiik fel, hogy E|& | < +00. Bizonyitandd, hogy
& _
P {hm ——0} =1

n—oo N,

3.2.8. Feladat. (2003, II./B4) Bizonyitandd, hogy ha minden A\ € (0,+00) esetén &)

Poisson eloszlasi A paraméterrel, akkor 51}/\)‘ eloszlasban konvergal a standard normalis

eloszlashoz, amint \ — +o0.

3.3. 2004. év példai

3.3.1. Feladat. (2004, I./A1) Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszldsi valészintiségi
véltozdk, kozos stirtiségfiggvényik f(z) = %e_m, x € R. Hatdrozzuk meg X +Y
strtségfiiggvényét!

3.3.2. Feladat. (2004, I./A2) Mutassuk meg, hogy ha ¢, tart sztochasztikusan &-
hez, n, tart sztochasztikusan n-hoz és P({ = n) = 1, akkor minden & > 0 esetén
P(lgn - 7]n| 25) — 0.

3.3.3. Feladat. (2004, I./A3) Mutassuk meg, hogy ha {¢, : n € N} sztochasztikusan
korlatos, azaz
im sup P(|¢,| > R) =0,

1
R—o00 n>1

valamint 7, tart sztochasztikusan 0-hoz, akkor &,7, tart sztochasztikusan 0-hoz.

3.3.4. Feladat. (2004, I./A4) Legyenek ¢,, n € N valdszintliségi valtozdk és p > 0
olyan, hogy > >° E|{,|P < +00. Mutassuk meg, hogy P(&, — 0) = 1.

3.3.5. Feladat. (2004, I./B1) Legyenck X és Y filiggetlen, a [—1/2,1/2] intervallumon
egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozdk. Hatarozzuk meg X + Y strliségfliggvényét!

3.3.6. Feladat. (2004, I./B2) Mutassuk meg, hogy ha ¢, tart sztochasztikusan ¢&-
hez, n, tart sztochasztikusan n-hoz, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart
sztochasztikusan a& + bn-hoz.

3.3.7. Feladat. (2004, I./B3) Legyen c¢,, n € N egy konvergens valds szamsorozat, v,
n € N pedig pozitiv egész értékii valdsziniliségi valtozok sorozata, hogy P(v, — o0o) = 1.
Mutassuk meg, hogy c,, tart sztochasztikusan a c¢,, n € N sorozat hatarértékéhez.

34



Barczy Métyas, Pap Gyula Valoszintiségszamitas 2. feladatsor

3.3.8. Feladat. (2004, I./B4) Legyenek ¢&,, n € N valdszintiségi véltozdk és p > 0
olyan, hogy > > E|{,|P < +00. Mutassuk meg, hogy P(&, — 0) = 1.

3.3.9. Feladat. (2004, II./A1) Legyenek &,,n € N fiiggetlen, azonos eloszldsi valészini-
ségi valtozok, hogy [E|&;| = +00. Mutassuk meg, hogy minden & > 0 esetén

+oo
> P(|&| = en) = +oo.
n=1

3.3.10. Feladat. (2004, II./A2) Legyen X egy nemnegativ valdsziniiségi valtozd, mely-
nek varhaté értéke véges. Mutassuk meg, hogy limy o, AP(X > \) =0.

3.3.11. Feladat. (2004, I1./A3) Legyenck &,,n € N fiiggetlen, Cauchy-eloszlasu valészi-
niiségi valtozdk. Legyen S, :=& +---+&,, n € N. Mutassuk meg, hogy

Sn
P (limsup— = —i—oo) =1
n—+oo TN

3.3.12. Feladat. (2004, I1./A4) Legyenek X,,n € N fiiggetlen, azonos eloszldsi val6szi-
ntiségi valtozék F eloszlasfiiggvénnyel. Legyen M, := max(Xy,...,X,), n € N. Tegyiik
fel, hogy F(x) <1, x € R és lim, o 2*(1 — F(z)) = b valamely rogzitett «,b € (0, +00)
konstansokkal. Mutassuk meg, hogy n~'/*M,, eloszlasban konvergél egy olyan valészintiségi
valtozohoz, aminek eloszlasfliggvénye

e ha x>0,
0 ha x<0.

3.3.13. Feladat. (2004, I1./A5) Legyenck X,,,n € Z, fiiggetlen, azonos eloszlasu (valés)
valészintiségi véltozdk, hogy P(X; > 1) = 1. Tekintsiik az alabbi (,,véletlen egyiitthat6s”)
hatvanysort

Z X,z", r e R.
n=0
Jelolje R ezen hatvanysor konvergenciasugarat. Mutassuk meg, hogy P(R € {0,1}) = 1.

3.3.14. Feladat. (2004, I1./B1) Legyenek &,,n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu val6szini-
ségi valtozok, hogy E|& | = +00. Mutassuk meg, hogy

P (sup@ = —|—oo) =1
neN T

3.3.15. Feladat. (2004, II./B2) Legyen X egy nemnegativ valészintiségi valtozd, mely-

nek varhaté értéke véges. Mutassuk meg, hogy limy ,., AP(X > \) = 0.

3.3.16. Feladat. (2004, I1./B3) Legyenek &,, n € N fiiggetlen, Cauchy-eloszldsi val6szi-
niiségi valtozdk. Legyen S, :=& +---+&,, n € N. Mutassuk meg, hogy

n—+oo N

P (liminf & = —oo) =1.
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3.3.17. Feladat. (2004, I1./B4) Legyenek X, n € N fiiggetlen, azonos eloszldsi val6szi-

niiségi valtozék F eloszlasfiiggvénnyel. Legyen M,, := max(Xy,...,X,), n € N. Tegyiik

fel, hogy F(x) <1, 2 € R és lim, ;o (1 — F(z)) = b valamely rogzitett \, b € (0, +00)
Inn

konstansokkal. Mutassuk meg, hogy M, —=* eloszldsban konvergél egy olyan valoszintiségi

valtozéhoz, aminek eloszlasfiiggvénye exp{—be **}, x € R.

3.3.18. Feladat. (2004, I1./B5) Legyenek X,,n € Z, fiiggetlen, azonos eloszlasu (valés)
valészintiségi valtozok, hogy P(X; > 1) = 1. Tekintsiik az alabbi (,,véletlen egyiitthatés”)
hatvanysort

oo
Zan”, r e R.
n=0

Jelolje R ezen hatvanysor konvergenciasugarat. Mutassuk meg, hogy P(R € {0,1}) = 1.

3.4. 2005. év példai

3.4.1. Feladat. (2005, I./1) Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozd a [0, 1]

3

T valészintiségi valtozé eloszlasfliggvényét,

intervallumon. Hatarozzuk meg az n =
strtiségfiiggvényét, varhaté értékét!

3.4.2. Feladat. (2005, 1./2) Legyenek & és n fiiggetlen valdszintiségi véltozdok, melyekre
E¢ = Enp =3 és D% =D?*) =9. Hatdrozzuk meg £+1n és £-n korreldcids egyiitthatdjat!

3.4.3. Feladat. (2005, I./3) A konvoliciés képletet felhasznalva mutassuk meg, hogy k&
db fiiggetlen, A paraméterii exponencialis eloszlast valészintiségi valtozo osszege k-adrend,
A paraméterti gamma eloszlasu.

3.4.4. Feladat. (2005, I./4) Legyenek ¢ és n fliggetlen A paraméterti exponencidlis
eloszlasi valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg & +1n momentumgenerald fiiggvényét!

3.4.5. Feladat. (2005, I./5) Legyenek ¢&,, n € N, és & olyan valészintiségi véltozok,

hogy E& < +oo, n € N, és [E& < +oo. Mutassuk meg, hogy ha &, L2 ¢ akkor
B¢, — EE és EE2 —s Ee.

3.4.6. Feladat. (2005, II./1) Mutassuk meg, hogy ha ¢&, tart sztochasztikusan &-hez,
nn tart sztochasztikusan n-hoz, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart szto-
chasztikusan a& + bn-hoz.

3.4.7. Feladat. (2005, I1./2) Legyenek &,,n € N, azonos eloszldsi valészintiségi valtozok,
hogy E|&| = +o00. Mutassuk meg, hogy barmilyen ¢ > 0 esetén

+oo
Z P(|¢,] = en) = +oo.
n=1
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3.4.8. Feladat. (2005, II./3) Az inverziés formuldt felhasznilva mutassuk meg, hogy
tetszoleges a > 0, b >0 esetén

/*"o sin(at) sin(bt)

2 dt = mmin(a, b).

[e.9]

3.4.9. Feladat. (2005, I1./4) Legyenek X,,,n € N, fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi
valtozok. Feltételezziik, hogy X; karakterisztikus fiiggvénye ¢x, differencialhaté 0-ban
és ¢'x,(0) =ip, ahol e R. A folytonosségi tételt felhaszndlva mutassuk meg, hogy

22;1 Xi

n

D
— i, ha n — oo.

3.4.10. Feladat. (2005, I1./5) Legyen X egy olyan nemnegativ valdsziniiségi valtozo,
melyre EX? < +oco. Mutassuk meg, hogy limy . AP(X > \) = 0. (Segitség: Markov-
egyenlétlenség.)

3.5. 2006. év példai

3.5.1. Feladat. (2006, I./1) Legyenek ¢ és n flggetlen, standard normalis eloszldsi
valdszinliségi valtozék. A konvolicids képletet felhaszndlva mutassuk meg, hogy &2 + n?
1

exponencidlis eloszldsti 5 paraméterrel.

3.5.2. Feladat. (2006, I./2) Legyenek & és n fiiggetlen valészintiségi valtozdk, hogy &
p-edrendii, A paraméterii gamma eloszlasu és n p-edrendii, % paraméteri gamma eloszlas,
ahol p >0, A > 0. Mutassuk meg, hogy

5 _ 9p(p+1)B3p+2)

E(€ +n) e

3.5.3. Feladat. (2006, I./3) Legyen ¢ egyenletes eloszldsi valészintiségi valtozé a (—1,2)
intervallumon. Legyen 7 := &3. Hatdrozzuk meg n eloszlasfiiggvényét, stirtiségfiiggvényét
és varhato értékét.

3.5.4. Feladat. (2006, I./4) Legyenek X és Y diszkrét valészintiségi véltozdk, hogy

C
P X=zY=y)= , ,y €N,
( v ) (x4+y—1D(x+y)(zr+y+1) Y

ahol C' >0 konstans. (Itt N={1,2,...}.)

(i) Hatdrozzuk meg C értékét!
(ii) Hatdrozzuk meg X és Y eloszlasat!

(iii) Hatdrozzuk meg X vdarhat6 értékét!
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3.5.5. Feladat. (2006, I./5) Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok, hogy
X exponencidlis eloszldsi A\ paraméterrel és Y exponencidlis eloszlasi p paraméterrel,
ahol A >0, u > 0. Legyen tovabba U := min(X,Y).

(i) Hatdrozzuk meg a P(U = X) valdszintiséget!
(ii) Hatdrozzuk meg U vdarhat6 értékét!

3.5.6. Feladat. (2006, 1./6) (i) Mikor neveziink egy ¢ valdsziniiségi valtozot diszkrét
eloszlasunak, illetve abszolit folytonos eloszlastinak?

(ii) Mit értiink egy & valdszintliségi valtozé eloszlasfiiggvényén?

3.5.7. Feladat. (2006, I1./1) Legyenek n; és n, fiiggetlen, 1-paraméterii exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozok. Mutassuk meg, hogy a log (171 / 772) valészintiségi valtozo
eloszlasfiiggvénye F: R — R,

1

= , xeR.
14+e®

F(z):

3.5.8. Feladat. (2006, II./2) Legyen ¢ standard normélis eloszlasu valdszintiségi valtozo.

Hatarozzuk meg & karakterisztikus fiiggvényét!

3.5.9. Feladat. (2006, II./3) Minden n € N esetén legyen ¢, n-edrend(i, p,-paraméterii
binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd, ahol np, — A € (0,+00) és p, € (0,1), n € N.
Mutassuk meg, hogy &, 2, Pois(\), ha n — oo.

3.5.10. Feladat. (2006, I1./4) Legyen & = (&1,&) egy 2-dimenziés normadlis eloszldsi
valdszinliségi valtozé m € R? varhat6 érték vektorral és D invertdlhaté kovarian-
ciamétrixxal. Hatarozzuk meg &-nek a & = xy feltételre vonatkozé feltételes eloszlasat,
ahol x5 € R.

3.5.11. Feladat. (2006, II./5) Legyen (&, 1) egyenletes eloszldst valészintiségi véltozé a
(4,4), (6,4), (6,6) és (4,6) csicspontokkal rendelkezd négyzeten. Legyen A := (1,2) és
B :=(&,1n), jeldlje tovabba P az x tengely azon pontjat, melyre AP + PB minimélis.
Hatarozzuk meg P varhaté értékét! (Itt AP, illetve PB az A és P, ill. a P és B
pontok altal meghatédrozott szakasz hosszét jeloli.)

3.5.12. Feladat. (2006, I1./6) Legyen (X,Y) abszolit folytonos eloszldsi valészintiségi
valtozd az aldbbi striségfliggvénnyel

;11(1 +ay(z? —y?) ha |z| <1 és |y| <1,
0 egyébként.

Mutassuk meg, hogy

(i) X és Y nem flggetlenek,

(i) ox(t)ey(t) = oxiv(t), t € R. (Itt ¢ karakterisztikus fiiggvényt jelol.)
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3.6. 2009. év példai

1

3.6.1. Feladat. Legyen ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo. Létezik-e &

varhato értéke? Feltéve, hogy igen, véges-e ez a varhato érték?

3.6.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha ¢, tart sztochasztikusan &-hez, 7, tart szto-
chasztikusan 7)-hoz, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart sztochasztikusan
a& + bn-hoz.

3.6.3. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} olyan valdsziniiségi véltozdk, melyekre

B 1
o2’

P(fn:[)):l—ﬁ, P(ﬁn:n2):P<§n:_n2)

Igaz-e, hogy a {&, : n € N} sorozat 1-valdsziniiséggel konvergal 0-hoz? Igaz-e, hogy a
{&, : n € N} sorozat Lj-ben konvergdl 0-hoz?

3.6.4. Feladat. Legyenek X,, n € N valoszinliségi valtozok, melyekre

1 1

5
n2

P(X,=n"—1)=

Mutassuk meg, hogy EX, =0, n € N, de

P(lim &:—1> =1.
n—,oo M

3.6.5. Feladat. Legyenek a &,, n € N sorozat elemei ¢,-paraméterii geometriai eloszlasu
valészintiségi valtozok, ahol ¢, — 0, ha n — 4o00. Hatérozzuk meg az 7, := ¢,§,, n € N
valésziniiségi véltozo sorozat hatareloszlasat! (Feltételezziik, hogy ¢, € (0,1), n € N.)

3.6.6. Feladat. Minden n € N esetén legyen &, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo
(n, 1)-paraméterekkel. Feszes-e a {F%,,n € N} mértékesalad, ahol P, a &, valdszintiségi
valtozo eloszlasat jeloli?
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