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Bevezetés

Jelen munka a Debreceni Egyetem alkalmazott matematikus és matematikus szakos hall-
gatdi részére tartott Valdszintiségszamitas 2. Gyakorlat anyagat oleli fel. A gyakorlathoz
kapcsolddé eléadas anyaganak gerincét Dr. Pap Gyula: Valosziniségszdmitas 2. cimi jegy-
zete [8] adta, igy féként az ott szerepld elméleti részekhez kapcsolédé feladatokat targyalunk.
A Feltételes varhato érték és martingdlok ciml fejezetben pedig sok feladat és megoldasa
MORI TAMAS: DISZKRET PARAMETERU MARTINGALOK cimfi jegyzetébdl [7], illetve Proka]
Vilmostdl szarmazik. Osszesen 12 darab dbrat készitettiink, melyek a jegyzet legvégén
talalhatok.

Eziton is szeretnénk koszonetet mondani Igléi Endrének figyelmes, lelkiismeretes lek-
tori munkéjaért. Eszrevételeit, kiegészitéseit figyelembe véve a jegyzetet sok helyen pon-
tositottuk.
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1. Valésziniiségszamitas 1. feladatok

1.1. Valészintliségi valtozék eloszlasa, varhato értéke

1.1.1. Feladat. Legyenek &,, n € N, fiiggetlen valoszintiségi valtozok tgy, hogy

P(§n:0)=P(§n:1):%, nen.
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Legyen tovabba 7 a &,, n € N valdszinliségi valtozoktol fiiggetlen valdszintiségi valtozo,
hogy P(7 € Z,) = 1. Mutassuk meg, hogy

1
P(fTZO):P(€T:1>:§'
Megoldas. A fliggetlenség alapjan kapjuk, hogy
=Y P& =07=n)=) P(&=07=n)=) P& =0P(r=n)
n=1 n=1 n=1
l — 1
=3 Z SP(r€Zy) =
Hasonléan lathaté be, hogy P(&, =1) = 1/2. O

1.1.2. Feladat. (Rényi [2], 2.5.25.) Egy urndban N golyé van, fehérek és pirosak
(N € N). A fehérek szama valdszintiségi valtozd, melynek csak a varhaté értékét ismerjiik.

Legyen ez M. Egy goly6t htizunk az urnabdél. Mutassuk meg, hogy annak a valdszintlisége,

hogy a kihuzott golyé fehér % Miért teljesiil, hogy % <17

Megoldas. Jelolje X az urndban levo fehér golyok szamat. Legyen tovabba A az az
esemény, hogy az urnabdl fehér golyot hizunk. A teljes valdszintliség tétele alapjan

- iP(A!X — k)P(X = k),

ugyanis {X =k}, k=0,...,N egy teljes eseményrendszer. Igy

Nk 1 & 1 M
PA =Y —PX=k== kP(X=k)= —EX = —.
(A) ;N( ) sz% ( )= N
Itt % < 1, ugyanis
N N
M=) kP( N P =N-1=N.

n

1.1.3. Feladat. Mutassunk példat olyan (2,.A, P) valdszinliségi mezére, és ebben olyan
A, B és C eseményekre, ahol a P(ABC) = P(A)P(B)P(C) feltétel teljestilése nem
elegend6 az A, B és C események fiiggetlenségéhez.

Megoldas. (Major Péter megolddsa) Legyen Q:= {1,2,3,4,5}, A:=29 és

1

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) := 375

P({5}) =1~ 3\—[
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Legyenek tovabba A :={1,2,3}, B:={1,2,4} és C :={2,3,4}. Ekkor

és ABC = {2}, AB = {1,2} alapjan
b _ 2
3v/3’ - 3V3
Ezért P(ABC) = P(A)P(B)P(C), de P(AB) # P(A)P(B).
Megjegyezziik, hogy van a feladatnak egyszeriibb (trividlis) megoldasa is. Tekintsiink egy

P(ABC) =

olyan valészintiségi mezot, melyben van két nem fiiggetlen esemény, jeloljik ezeket A-val,
illetve B-vel. Legyen tovébba C := (). Ekkor P(ABC) = P(A)P(B)P(C) = 0, de
P(AB) # P(A)P(B). O

1.1.4. Feladat. Egy n férchelyes mozi egy eléadasara minden jegy elkelt, ahol n > 2.
Az elsének érkezé vendég az n hely koziil véletlenszertien valaszt egyet és leiil oda. A
méasodiknak érkezo vendég megnézi, hogy szabad-e a helye, ha igen leiil oda, egyébként
pedig a meglevo helyek koziil egyenl6 valoszintiséggel valaszt egyet. Az Gsszes tObbi vendég
is hasonldan jar el. Mi a valészintlisége, hogy az utolsénak érkezé vendég szabadon talalja a
helyét?

Megoldas. Feltehetd, hogy a székek az 1,2,...,n szamokkal vannak megszamozva, és az
is, hogy az i-ediknek érkezé vendégnek (i = 1,...,n) az i-edik székre szdl a jegye. Vezessiik
be az alabbi eseményeket:

A, = {az utolsénak érkezé vendég a sajét helyére (n-edik szék) tud iﬂni},

By = {az elsonek érkezo vendég a k-adik székre iﬂ}, k=1,...,n.

A P(A,) valésziniiséget kell meghataroznunk. A teljes valdsziniliség tétele szerint, fel-
hasznalva, hogy P(By) = %, k=1,...,n, kapjuk, hogy

1 n
kz (A | By)P k):E;P(AMBk)

(P(AL1 B+ 3 P(A.| B + P4, B,))

SRS

- %(1+7LZ_1P(A”\Bk)+O>.
k=2

Ha 2<k<n—1, ugy a By esemény bekovetkezése esetén a 2-odiknak, 3-adiknak, ...,
(k — 1)-ediknek érkez6 vendég a sajat helyére tud leiilni. Abban az esetben, ha a k-adiknak
érkez6 vendég az 1. székre il le, ugy a (k + 1)-ediknek, ..., n-ediknek érkez6 vendég le tud
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iilni a sajat helyére. Abban az esetben, ha a k-adiknak érkezo vendég az [-edik székre 1l le,
ahol | € {k+1,...,n}, ugy a (k+ 1)-ediknek, ..., (I — 1)-ediknek érkezé vendég a sajat
székére tud letilni.

A fentiek alapjan, bevezetve az a,; := P(A,|Bg), k = 1,...,n, n>2, jeloléseket,
kapjuk, hogy

an s, = P(A, N {a k-adiknak érkezd vendég az 1. székre iil le} | By)

+ ) P(A, N {a k-adiknak érkezd vendég az I-edik székre iil le} | By)

I=k+1
n

= P(A,NCYF[B) + Y P(A,NC | By)

I=k+1
n

= P(A, |CP N By)P(CY" | By) + > P(An |G 0 By P(C™" | By)
l=k+1

1 - 1
=l————4 ) pp-t)ikr1——, 2<k<n—1,
n—(k—1) Z;I =Dkl — 1)

ahol az utolsé egyenléség egyrészt abbdl kovetkezik, hogy ha az elsonek érkezé ember a k-
adik székre it le, igy a k-adiknak érkezé ember n — (k — 1) szék koziil valaszthat, hiszen
a 2., 3., ..., k. székek mar foglaltak; masrészt pedig abbdl, hogy a szabadon maradoé székek
(1. szék, (k+1). szék, ..., n. szék) kozil az [. szék (I € {k+1,...,n}) a szabadon maradé
székeket szamolva csak az (I — k +1). szék.

fgy
1

n—k-+ 1(1+an*k+172+ +an7k+1,nfk+1)7 k= 2,...,7?,— 1.

Ap k. =

Felhasznalva, hogy a,1 =1, n>2, és azt, hogy

n n—1

1 1
1.1.1 P(A,) =~ —— ok M2
(1L1) ()= 23 e = 3 s 0>

kapjuk, hogy

Ezért (1.1.1) alapjan

Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy P(A,) =3, n>2. Ha n =2, gy

1
P(A5) = P(az elsének érkezé vendég a helyére (1. szék) iil) = 3"

10
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Tegyiik fel, hogy P(A;) =--+= P(A,_1) = 1. Ekkor
n—1
1 1 n—2 1
P ~(1 _> - _< ) _ -
(A n i Z; 2 n 2 2
Tehat P(A,) =1 n>2. O

1.1.5. Feladat. (6" International Mathematics Competition for University Stu-
dents, 1999) Egy szabélyos kockat feldobunk n alkalommal. Mi a valdsziniisége, hogy a
dobott szamok Osszege oszthato 5-tel?

Els6 megoldas. Minden n=0,1,2,... és r=0,1,2,3,4 esetén legyen

Ap, = { n dobas utan a dobott szamok 0sszege 5H-tel osztva r maradékot ad}.

Legyen tovabba pg) = P(A,,),n=0,1,2,... és r=0,1,2,3,4. Ekkor

e R R
Tovabba, n > 0 esetén, a teljes valdsziniiség tétele alapjan
4 4
P = P(Ano) = > P(Auo | Au 1) P(A1s) = Y P(Ano | An1)pl
; i=0
= P(az n-edik dobés 5) pgj_)l + P(az n-edik dobés 4) p,(ll)1

+ P(az n-edik dobds 3)p$21 + P(az n-edik dobés 2) &

n—1
(4)
n—1

+ P(az n-edik dobas 1 vagy 6)p

1 1 1 1 2
p1(’l,)l+ ple)1+ p7(1)1+ pil) + p’I(’L)].

6 6 6 6 6
Hasonlbéan kaphatjuk, hogy
2 1 1 1 1
(1) _ 0) + (1) + (2) + (3) + (4)
p 6pn 1 6pn 1 6pn— 6pn_ 6pn 1
Lo 2 Lo 1o 14
Py = 61951 o+ gpi_)l + gpill + gpi_)l + gpfz_)h
1 1 2 1 1
Py = gpfl)1+6pfl)1+6p2)1+6p2)1+6p2)1,
1 I a 1 2 @3 1
p(4) 61751 )1 + 61’7(1—)1 + ap;—)1 + 6p7(1—)1 + gpgz—)l-
Matrixos formaban osszefoglalva:
(0) 11 1 1 2 (0)
P 6 6 6 6 o\ [P
(1) 2 1 1 1 1 (1)
Dn 6 6 6 6 6 n—1
2 2
o | = $ 23 % 3 p,(l,)l ; nzl,
(3) 11 2 1 1 (3)
Pn 6 6 6 6 6 Pn-1
(4) 11 1 2 1 (4)
Pn 6 6 6 6 6 Pn1

—_
—_
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és 0
Do 1
%) 0
p [ =10
) 0
W) o
fgy )
Y 1
pq(ll) 0
pP =40, nxo
Py 0
py) 0
ahol
1111 2
2111 1
1
A:6 12111
11211
11121

Az A maétrix diagonalizdlhatosiagat vizsgalva lehetne szisztematikusan eljarni, ez azonban
a jelen esetben bonyolult, mert lesznek komplex sajatértékek is. Ezért az alabbiakban nem
linearis algebrai eszkozoket hasznélva fejezziik be a megoldast.

Teljes indukcidoval megmutatjuk, hogy

é + % ha n=7r mod?5,
(1.1.2)  p™) = n=0,1,2,..., r=0,1,23,4.
% — 5'16" ha n#r mod)5,

Ha n =0, tgy teljesiil (1.1.2), hiszen
1 ha r=0,
0 ha r=1,2,34.

Tegyiik fel, hogy &k = 0,1,...,n esetén teljesiil (1.1.2). Ekkor, ha n =0 mod 5, ugy
n+1=1 modb5, és

1 4 6 4 3 2 11
Prt1 5 T 56 5 T 56n 5-6™ 567 5 5.67T1L
(1) 1 1 6 8 4 1 4
Pnia 5 567 1 5 + 56" 56" 5 + 5.6nt1
(2) — 11 |\ _-16,4 4 2 _ 3 | _|1__1
Pnt1 | — A 5 56" | T g |5 + 56n 5-67™ 567 | — | 5 56ntl
(3) 1_ 1 6, 4 2 3 1_ _1
Pt 5 56" 5 T 567 56" 5-6™ 5 5.67T1L
(4) 1_ 1 6, 4 2 3 1_ 1
Pri1 5 56" 5 T 567 5-67™ 567 5 5.67T1L

12
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Az n=1, n=2, n=3, és n=4 mod 5 esetek hasonldan vizsgalhaték meg. (Latjuk,
hogy ezen megolddas soran nem csak annak a valdszintiségét szamoltuk ki, hogy 5-tel oszthatd
lesz az eredmény.)

Masodik megoldas. Minden k£ =1,2,... esetén legyen
pr = P(n dobés sordn a dobott szdmok Osszege k).

Jelolje & az n dobas soran dobott szamok 6sszegét. Ekkor £ felithaté & =& 4+ ---+¢&,
alakban, ahol §&;, ¢ = 1,...,n, az i-edik dobas soran dobott szamot jeloli. Tovabba,
felhasznalva, hogy &1,...,&, figgetlenek, kapjuk, hogy & generdtorfiiggvénye:

20 3 4 5 6\
(1.1.3) fel) == Eaf = (EaS)" = (”’"” R Ex R ) -
illetve, a generdtorfiiggvény definiciéjaban szereplo varhato értéket masként felirva
(1.1.4) felw) = abpe, 2 <1

k=1
Célunk a

o
P<n dobas soran a dobott szamok oOsszege oszthato 5—tel) = Z D5k,

valdszintiséget kiszamolni. Legyen

2T s 2
g:=cos| — rsin [ — ),
5 5

azaz ¢ a masodik 5. egységgyok. Ekkor (1.1.4) alapjan

fe(1) + fe(e) + fe(e2) + fe(€%) + fele Zpk (14+eF+e* +e¥ +e%) = 5Zp5k,

k=1 k=1

hiszen
5k

14k 42 4 3k 4t = w1 =0 ha k#0 mod5,
5 ha k=0 mod 5.

fgy

)+ fe(€) + [ (%) + fe(€®) + fe(eY)).

OTI»—t

ZPM =

Az alabbiakban klszamoljuk az  fe(e'), 1 = 0,1,2,3,4, mennyiségeket. Mivel py, k =
1,2,..., diszkrét valészintiségeloszlds, kapjuk, hogy fe(1) = > 0~ pr = 1. Tovabbd,
felhasznalva (1.1.3)-t, kapjuk, hogy

i ) J 27 37 47 57 65\ " 1 % 1\"
N ik e +e+ed+eV+eV+e _ L[ e
6)—? Pre —( c T Gl

=1

1 (e —1\" e
= —c™ (8. ) :5_ j:17273747

6™ gl —1
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ahol az utolsé el6tti egyenléség abbdl kovetkezik, hogy & =1, n € N. Ezért

[e%S) 1 n 2n 83n €4n
;p5k_5(1+@+6_”+6_”+6_”>
Dokt ook b 00 mods
= ly La=14 4 ha n=0 mod 5.

O

1.1.6. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 3.11.4. nyoman) Tekintsiik az alabbi (92,4, P)

valoszintiségi mezot:
Q= {wnwy,w},  A:=2% P({w}) = P({ws}) = P({ws}) = %
Legyen
X: Q=R X(w):=1, X(we) :=2, X(w3) :=3,
Y:Q—=R, Y(w):=2 Y(w):=3, Y(ws):=1.
(i) Irjuk fel A elemeit!
(ii) Igazoljuk, hogy X és Y valdsziniségi valtozok!

’

)
)
(iii) Hatdrozzuk meg X és Y eloszldsat!
(iv) Irjuk fel X és Y eloszlasfliiggvényét!
)

(v) Létezik-e X-nek, illetve Y-nak stirtiségfiiggvénye?
Megoldas. (i): Az A o-algebrdnak osszesen 23 =8 eleme van:
q)7 {W1,W2,W3}, {w1}7 {CL)Q}, {W3}7 {Cdl,CUQ}, {(,Ul,u}g}, {w27w3}‘

(ii): Azt kell megmutatni, hogy V B € B(R) esetén X '(B) € A, illetve Y !(B) € A.
Felhasznalva, hogy X '(B) = {w € Q: X(w) € B}, és azt, hogy A-ban Q-nak minden
részhalmaza benne van, kapjuk a dolgot.
(iii): Az X valészinliségi véaltozé Px eloszldsa valdsziniiségi mérték (R, B(R))-en:
Px(B) := P(X € B), B € B(R). Ekkor

1
Px(B)=P(X €B)=P({weQ: X(w) € B}) = > -
{i€{1,2,3}: X (w;)€B}

_ oy 1 ﬁ{i€{1,2,33}:i€B} :%(51+62+63)(B),

{i€{1,2,3}: i€ B}

14
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ahol tetszéleges x € R esetén 0, az x pontba koncentralodd Dirac-mértéket jeloli:

5.(B) = 1 ha ze€ B, B € B(R)
77710 ha 2¢B, '

Az Y valdsziniiségi véltozé Py eloszlasa valdszintiségi mérték (R, B(R))-en: Py (B) :=
P(Y € B), B € B(R). Ekkor

1
Py(B)=P(Y € B)=P({weQ:Y(w) € B}) = > -
{i€{1,2,3}: Y (w;)eB}

_ t{i € {1,2,3} :i € B} _ 1 51+ 6 + 65)(B).

3 3
(Vegytik észre, hogy Y (w;) #1i,i=1,2,3.)

Latjuk, hogy X és Y kiilonbozo valdszintiségi valtozok ugyanazon eloszlassal.

(iv): Az X val6szinliségi valtozo eloszlasfiggvénye Fyx : R — R, Fx(z) := P(X < z),
r € R.

Ha x<1: Fx(x)=P(0) =0,
Ha 1<2<2: FX(x):P({wl}):%,
Ha 2 <2<3: Fx(z) = P({wi,wa}) = §
Ha x> 3: FX(x):P({wl,w2,w3}):§:1.

Az Y valdszintiségi véltozé eloszlasfiggvénye Fy : R — R, Fy(z) == P(Y < z),
r € R.

Ha z<1: Fy(x)=P(0) =0,
Ha l<z<2:  Fy(x) = P({ws}) = %
Ha 2<2<3:  Fy(z) = P{wsw)) = g
Ha = >3: Fy(xz) = P({w1,wq,ws}) = g =1

Vegyiik észre, hogy X és Y kiilonbozo valdszintiségi valtozok ugyanazon eloszlasfiiggvény-
nyel. (Tudjuk, hogy, ha & és n valdsziniiségi valtozok, gy P. = P, akkor és csak akkor,
ha Fg =F

s azaz az eloszlds és az eloszlasfiiggvény kolesonosen egyértelmiien meghatdrozza

egymast.)

(v): Nem léteznek a stirtiségfiiggvények, mert X és Y diszkrét valdszintiségi véltozdk. O

1.1.7. Feladat. (Rényi [2], 2.6.19.) Legyenck X és Y fiiggetlen, standard normalis
eloszldst val6szintiségi valtozok. Hatdrozzuk meg |X|-sgn(Y') eloszlasfiiggvényét és stirtiség-
fliggvényét!

15
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Megoldéas. Az |X|-sgn(Y) valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

Fix|sgnr) () = P(IX]| - sgn(Y) < z)
= P(|X| sgn(Y) <z,Y >0) + P(|X| -sgn(Y) <2,V <0), z€R.

Felhasznalva, hogy X és Y fliggetlenek, kapjuk, hogy
P(|X]-sgn(Y) <z,Y >0) = P(|X| <z,Y >0) = P(|X| <z)P(Y >0)
= P(X|<z)3, wER
és
P(IX]-sgn(Y) <z,Y <0) = P(|X|-sgn(Y) < z,Y <0) + P(]X]-sgn(Y) < z,Y =0)
=P(—|X|<z,Y<0)+P0<z,Y=0)=P(—|X|<x)PY <0)

1
= P(—|X| < x)é, r e R
fgy tetszéleges = € R esetén

(P(IX| <z)+1—-P(X|< —x)).

DO | —

Fixtasan(#) = 5 (PUX] < 2) + P(X] > —2) =

Ezért, ha x>0, ugy

—_

Fixagan() = 5 (P~ < X <) +1-0) = J(1+ B(z) — &(~a)) = B(a),

illetve, x < 0 esetén

Fix|sen(v)(2) = %(O +1-Pla<X<—1)) = %(1 — O(—x) + O(x)) = O(x).

Tehdt Fix|sgn(y)(z) = ®(2), v € R, azaz |X|-sgn(Y) standard normélis eloszlasi, és

1 a2

ez, zel.

f\X|-sgn(Y) (l’) = \/% )

1.1.8. Feladat. Az F:R — R,

r € R,

1
T—p )

F(z) = ———
l1+e =

eloszlésfiiggvényti eloszlist (p,0) € R x (0,4+00) paraméter(i logisztikus eloszldsnak ne-
vezziik és Log(u, o) moédon jeldljiik. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ha & ~ Log(0,1) és peR, o >0, ugy o&+ pu~ Log(u,o). (Tehdat p hely-, o
pedig skélaparaméter.)

16
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(b) ha ¢ egyenletes eloszlasi (0, a)-n, akkor log ((1575) ~ Log(0,1). (Ezért hivjak

logisztikus eloszlasnak.)
(¢) ha n ~ Exzp(\y), no ~ Exp(Xe) fiiggetlenek, gy log (%) ~ Log(log Ay —log A1, 1).
(d) Szamitsuk ki a Log(u, o)-eloszlas varhaté értékét!
Megoldas. (a): A o€+ p valdszintliségi véltozé eloszlasfliiggvénye
Frepn(t) = P(o€ + pu < x) :P(§< x_“) — F, ("““) -1 sewr
o o l+e =

ahol felhasznaltuk, hogy

1

=— z€eR
1+e=®

Fe(x)
(b): A log (ﬁ) valoszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye

gy 2o (5) <) = (4 <o)

= P(§ < (a—&e") = P(E(1 +¢7) < ae”) = P (g - 1166)

-0 e’ 1

= == 3 I'ER
a—10 1+e® 14+e®

(c): Azt fogjuk kihaszndlni, hogy & ~ Exp(A) akkor és csak akkor, ha barmilyen ¢ > 0
esetén c€ ~ EZBp(%) Legyen 77 := A\imy és 19 := Aono. Ekkor 7y ~ Exp(1l), 172 ~ Exp(1),
illetve 77 és 1 fiiggetlenek. Tovabba

ﬁ_l ~ ~
log (ﬂ> = log ES log (@é> = log (@) + log Ay — log ;.
72 = M2 A1 72

Az (a) rész alapjan elég beldtni, hogy log (%) ~ Log(0,1).

A (b) rész alapjan, ha belatjuk, hogy % ~ 1575, ahol ¢ egyenletes eloszlasi (0, 1)-en,
ugy kapjuk, hogy log (%) ~ Log(0,1). Felhasznalva, hogy 7, és 1, fliggetlenek, és azt,
hogy P(my > 0) =1, kapjuk, hogy

n I
Fil (;L’) =P <,ﬁ—; < .73) = P(?]l < 33772) = /2 ﬂ{y1<$y2} dFﬁhﬁz(yl,yQ)
n2 R

= [ Vo) ) b, 7 € R
RQ

Ha <0, gy Fg(r) =0, hapedig x>0, tugy
2

+oo +oo +oo +oo
Fy (2) = / ( Fo (01 f 32) dy2) dyr / ( / dyz) dy,
2 0 yi/z 0 y1/x

+o0 400 —y1(1+1/z)7 T 1
00 (&
= e_yl — e_y2 + d = e_yle_yl/z d = _— =
/0 [ Lﬂ/m (1 /0 Y [ ! L

17
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Tehat
_1

Fy(0)=q 1"

2 0 ha 2z <0.

ha x>0,

Tovabbé, ha = <0, akkor F ¢ () =0, ha pedig = >0, ugy
T-¢

Flfs(m):P(li_g<m):P(§<(1—§)x):P(§(1+m)<x):P(£< 1—13i$)
T 1
Tlte 141

Ezért F5 (x) = F ¢ (x), = € R.
¢

(d): Ha n ~ Log(u,0), ugy ¢ ~ Log(0,1), az (a) rész alapjan. Illetve, ha & ~ Log(0, 1),
ugy of + u~ Log(u,o). Ezért
En =E(c€ + ) = oEE + p.

fgy latjuk, hogy elég & varhatd értékét kiszamolni. Felhasznédlva & eloszlasfiiggvényének
alakjat kapjuk, hogy & abszolut folytonos és stirtiségfiiggvénye

1 ' e " 1
fe(@) (1 + e—z> (1+e )2  (er/2+4 e 2/2)2 v
El6szor leellenérizziik, hogy
+o0
/ |z| fe(x) dx < 4o00.

Valoban,

+o0 +00 1 e X
/Oo || fe(z) dr = /OO |z] (72 4 o o/2)2 dz = 2/0 (e7/2 4 e=/2)2 dz

+oo T +OO£L‘ +00
:2/ —dx<2/ —dx:2/ re Ydr =2 < +o0.
0 et 4+ e T+ 2 0 er 0

Ezért
+oo +oo 1
Eé- = /_oo xfé(x) dr = /;oo x(em/Q + 6—93/2)2 dr = O’
hiszen az integrandus pératlan figgvény. Igy En=0-0+ pu = p. O

1.1.9. Feladat. Tetszoleges p >0 és o >0 eseténaz f:R — R,

2 (f)pil (2 ha x> 0,

fx) =

e}

ha x <0,

stirliségfliggvényti eloszlast p és o paraméterii Weibull eloszlasnak hivjuk és W (p, o)
modon jeloljiik. Mutassuk meg, hogy

18
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(a) W(1,5) ~ Exp(\) minden A > O-ra.
(b) ha € ~W(L1) és p>0, o >0, dgy o€ ~ W(p, o).

(c) ha m ~W(p,o1) és my ~ W(p,o9) fiiggetlenek, tigy log ("—1> logisztikus eloszlasu,

72

1
log <@) ~ Log (log o, — log o9, —) .
T2 p

G
L<i> e \I/x) =X e™™ ha x>0,

pontosabban

Megoldas. (a): Valéban,

Jwain(x) =
0 ha =z <0.

(b): Minden z >0 esetén

Fyan(z) = Po€r < x) = P (5% < g) —p (5 < (g)p> — F, ((f)p> .

o

Ezért x > 0 esetén, felhaszndlva az (a) részt is,

foern(@) = [ ((g)p> iM"’_l = 6*(§)pipx”‘1 =L (z>p_1 e (3)"

oPp obp o \o

als

Ha pedig = <0, tgy f,a/m(r)=0. [gy kapjuk a (b) rész &llitasat.

e (n) ()
m=\\—=1, nei={— .
01 g9

Ekkor 7, és 1 fliggetlenek, és a (b) rész alapjan 7, ~ W(1,1) ~ Exp(l), illetve

(c): Legyenek

My ~ W(1,1) ~ Exp(1). Tovédbba, n, = o17j7 és 1y = 097y, valamint

1

log (@) ~log ‘71771l = —log (@) + log o1 — log 0s.
72 0.2,’{‘]’21) p 2

Igy az 1.1.8. Feladat (a) része alapjan elég azt belatni, hogy

log (@) ~ Log(0,1).
Up

Mivel 7,12 ~ Exp(1), fliggetlenek, az 1.1.8. Feladat (c) része alapjan

log (@) ~ Log(log1 —log1,1) = Log(0,1).
Up)
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1.1.10. Feladat. Legyen (&,n) egyiittes eloszlasfiiggvénye F: R? — R,

l+e ™V —e®—e?Y ha x>0, y>0,
F(z,y) :=
0 egyébként.

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat, és a P({ < 1,7 < 1) valdszintiséget!
Megoldas. Ekkor F(z,y)=(1—e*)(1 —€e7¥), ha >0,y >0, és

' 1—e™ ha x>0,
Fe(z) = lim F(z,y) = .

egyébként.

zaz raméteri exponenciali zlasu valdszintiségi valtozo. nléan, i
Aza 1 paraméterli exponencialis eloszlasu valds ségi valtozé. Hasonloa s 1
paraméterii exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozo.

A fentiek alapjan nyilvan az is kévetkezik, hogy F(z,y) = Fe(z)F,(y), z,y € R, azaz ¢
és n fluggetlenek.

Végill P(E<1,n<1)=F,(1,1)=(1—e 1) O
1.1.11. Feladat. (Rényi [2], 2.2.1.) Eloszlasfiiggvény-e az alabbi két fiiggvény?
(i) F:R2 >R, Flz,y):=e* """ 2 ycR,

(i) F:R2 =R, F(z,y) :=e """ 2,y € R,

Megoldas. (i): Nem, mert ha F eloszlasfiiggvény lenne, akkor a (0,0), (0,b), (b,0)
és (b,b) cstucspontu téglalapba ,.esés” valdszinliségének b — oo esetén vett hatarértéke
nemnegativ lenne. Azonban

lim (F(b, b) — F(b,0) — F(0,b) + F(0,0)) = lim <e—e*2’7 e ey e_1>

b—oo b—oo

1
=-—-1<0.
e

(ii): Igen. Valéban,
Flr,y)=e® " =e*"e " = F(2)F(y), z,y € R,
és
(a) F' mindkét valtozéjanak balrdl folytonos fiiggvénye.

(b)
lim F(r,y) = lim F(z) lim Fi(y)=1-1=1.

T—00, Y—>00 T—00 Yy—00
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()
lim F(z,y) = Fi(y) lim Fi(z) =0, lim F(z,y) =0.

T——00 T——00 Yy——00

(d)
F(bl, b2) — F(al, bg) — F(CLQ, bl) + F(al, CLQ)
= Fl(bl)Fl(b2) - Fl(al)Fl(bz) - Fl(a2)F1(bl) + Fl(al)Fl(Cl2)
= F1(b1)(F1(b2) — Fi(az2)) + Fi(a1)(Fi(az) — Fi(b2))
= (Fi(b2) — Fi(a2))(Fi(b1) — Fi(a1)) = 0.

O

1.1.12. Feladat. Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valészintiségi valtoz6 a (—n/2,7/2) in-
tervallumon. Létezik-e 7 :=tan¢ varhaté értéke?

Megoldas. Ekkor ¢ -eloszlasfiiggvénye

0 ha =< —7/2,
Fe(z) = %W/Q ha —7/2<z<m/2,
1 ha z>7/2.

Els6 megoldas. Meghatarozzuk n eloszlasat:

F,(z) = P(n < xz) = P(tan{ < z) = P(arctan(tan &) < arctanz) = P({ < arctanx)

arctan x + /2

= , r€eR,
77
hiszen ¢ € (—7w/2,7/2) és arctan(z) € (—w/2,7/2), z € R. Igy
1
- R
W@ =ty vk

azaz 1 Cauchy eloszlasi. Ismert, hogy a Cauchy eloszlasnak nem létezik a varhaté értéke,
igy n-nak nem létezik a varhato értéke. Valdban,

e 1
/ 2| —— dz = +oo.

T )
Ugyanis,

© ! )

1

, , 0
és hasonléan [~ =

Masodik megoldas. Vizsgaljuk az

/2 1
/ | tan z|— dz
—7/2 ™
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integrél végességét. A |tan| fliggvény parossigat felhasznalva kapjuk, hogy

w/2 w/2 /2 :
/ | tan x| dx:2/ tanxdx:2/ Y e
i 0 o COST

w/2
_» /O —(In(cos z))’ dz = 2 [ In(cos 2]

= —2 lim In(cosz) = +o0.
/2

[gy nem létezik n-nak varhaté értéke. O

1.1.13. Feladat. (Rényi [2], 2.6.15.) Legyen ¢ standard normaélis eloszlasu valészintiségi
1

valtozé. Létezik-e 3 varhato értéke? Feltéve, hogy igen, véges-e ez a varhato érték?

Megoldas. Mivel £ abszolut folytonos eloszlasi, P(§ =0) =0, ésigy 5% 1-valdszintiséggel
értelmezett.

Definicié szerint akkor mondjuk, hogy &-nek létezik a varhato értéke, ha az EET és EE
varhat6 értékek koziil legaldbb az egyik véges és ekkor E¢ := E& — E¢—. (Itt &F =
max(£,0), & :=—min({,0), és {=¢" ¢, ([ ="+

Tovébba, definicié szerint akkor mondjuk, hogy &-nek véges a varhato értéke (integralhato),
ha az EET és EE™ véarhatd értékek végesek.

Mivel & >0, kapjuk, hogy (g) — 0, é gy
1Y\ 1 . , Y s
E 5—2 =0 = f—z—nek létezik a varhato értéke.

El kell dontentiink, hogy [E (é) véges-e vagy nem. Ehhez el6szor meghatdrozzuk =

52
eloszlas- és strliségfiiggvényét.

Ha x <0, ugy

Ha x >0, agy

1 1 1 1 1
P =pP(g<r)=r(ie)=1-r(e<))=1-r(- i< g)
1

fgy 5% stirtiségfiiggvénye




Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Ahhoz, hogy E (%) véges legyen az alabbi integrdl végességét kell vizsgalni

[ oy e [ e

Felhasznalva, hogy az integrandus nemnegativ és azt, hogy = > 1 esetén e RETIDS \/Lév kapjuk,
hogy

[t [ e m/ _d‘ml—wll/%r
\/2%(3}530\/5—1)
fgy ]E(é)z—l—oo. U

1.1.14. Feladat. Szamoljuk ki a p-edrendii, A paraméterii Gamma-eloszlas n-edik mo-
mentumat!

Megoldas. Legyen n € N. Ekkor az u = Az helyettesitést végrehajtva kapjuk, hogy

+o00 +o00 \Pp—1 67)\1
E{":/ " f(x dx:/ ' ——— dx
—oo ( ) 0 F<p)

= /+oo <g)n )\p(U/A)p_le_ul du = : /+OO uPt" e du = —F(p + n)
AR T(p) A7 xT() J, AL (p)

1.1.15. Feladat. Legyen ¢ ~ Beta(a, ), ahol « >0, 5> 0. Mutassuk meg, hogy

af
(a+B)2(a+B8+1)

_ @ 24 _
Eg*oﬂrﬁ’ D¢ =

Megoldas. Ekkor

+o0 L pa-1(] _ )81 o
E¢ = /oo ffBeta(oc,ﬁ) (x) dx = /0 T B(Ea, ﬂ)) dr = —B<B(;—, ;)ﬁ)
_Tle+DI'B)Tla+p)  ol(@l(e+p) «a

Fa+1+8)T(@)(B) (a+B8)(a+pB)(a) a+p

Tovabbs,

B — /1 22T =) Bla+2,8)  Ta+2)(B) Lo+ B)
0 B(a, f) Bla,p)  Tla+2+5) T(@)(5)

_ (a)T(B) Ma+p) _ ala+1)
(a@+f+Dla+H(a+B)T(QLB)  (a+p)la+f+1)
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és igy
20 me2 2 _ a(a+1) — o
D*¢ = E¢* — (E¢) @+B)@+p+1) (a+p)?
:a(a+1)(a+5)—042(04+ﬁ+1): af
(a+B8)2(a+pB+1) (a+ B)a+ B +1)

O

1.1.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X ~ I'(p,\) és Y ~T'(q, \) fiiggetlenek, akkor

~ Beta .
X1y (P, q)
Megoldas. X/(X+Y) stlirtiségfiiggvényét hatarozzuk meg. Oly médon tessziik ezt, hogy X
és Y egylittes stiriségfiiggvényét agy transzforméljuk, hogy az egyik marginalis X /(X +Y)
legyen, és meghatérozzuk ezen marginalis striiségfiiggvényét. Felhasznaljuk a kovetkezd
tételt.

Tétel: Legyen £ : 2 — R"™ abszolut folytonos valdészintiségi valtozd, fe stirliségfiggvénnyel.
Legyen D C R™ nyilt halmaz, melyre P(§ € D) = 1. Legyen tovdbba ¢ : D — R™ folyto-
nosan differencialhaté fiiggvény, mely kolesonosen egyértelmit D-n, és Jacobi-determinansa
nem nulla. (Ekkor ¢(D) C R"™ nyilt és a h:g(D) — D inverzfiiggvény folytonosan diffe-
rencidlhatd, nemnulla Jacobi-determinédnssal.) Tovabba az 7 := g(§) valészintiségi valtozo
is abszolut folytonos és stirtiségfiiggvénye:

) fe(h(®)|In(y)| ha y € g(D),
Fly) = {o ha y ¢ g(D),

ahol J,(y) jeloli h Jacobi determindnsat az y helyen.
Ekkor X és Y egylittes stirtiségfiiggvénye, felhasznalva a fliggetlenségiiket

)\p$p7167>\m Aqu—le—Ay

z,y) = x — I'(p) I'(q)
f(X,Y)( y) = fx(z)fv(y) {0 egyébként.

ha x>0,y >0,

A fenti tételt alkalmazzuk & := (X,Y), D :={(z,y) € R* : 2 > 0,y > 0} vdlasztésokkal.
Ekkor D nyilt és
PeD)=P(X>0,Y>0)=1.

A kovetkezo transzformaciét hajtsuk végre
X v
—
(Y) ( vy )

g@w%=<ﬁa, (z,y) € D.

Y

formalisan, legyen ¢ : D — R2,
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Ekkor ¢ folytonosan differencialhaté D-n, mert

0 (z )_a:+y—x_ Y 0 (2.y) = 0
(93791 yY) = («I+y)2 - (x+y)27 81‘92 yYy) =V,
0 x 0

_ B — — =1
83/91(3:73/) (x—l—y)2’ ayg2(xay)

léteznek és folytonosak D-n. Tovéabba ¢ Jacobi determinansa

T

Yy
@ro? | = Y 0, (z,9)€D.
0 | CETE #0, (7,9

Jy(z,y) =

fgy alkalmazhatjuk a fent idézett tételt. Meghatdrozzuk most ¢ inverzét. Legyen minden
(x,y) € D esetén u:=z/(x+y) é v:=y. Ekkor z = ww/(1 —u), és ¢ inverze

h:g(D)— R?
(u,v) — h(u,v) := (11;—)_”“> ,

ahol ¢(D) = {(u,v) ER?*:0<u < 1,0 >0}. Tovdbbd h Jacobi determindnsa

nlu,v) = | &7 T —(1_u) #0, ha (u,v) € g(D).

Mivel ¢(X,Y) = (X/(X+Y),Y), a fent idézett tétel alapjan kapjuk, hogy

foyoenyn(u0) =0, ha (u,0) ¢ g(D).
Abban az esetben, ha (u,v) € g(D), azaz w € (0,1) és v >0, akkor

uv v AP ()P Pe M\l
f(X/(X+Y),Y)(u7 U) f(X Y) 1— uﬂJ (1 — U)Q = F(p)F(q) (1 — u)g'
Bs ezért minden u € R esetén
400 +oo
Ix/oxsvy(u) = fox/x4vyy)(u,v) dv = foxyxav)y)(u,v) dv.
—00 0

Ha u ¢ (0,1), akkor fx;x4v)(u)=0. Abban az esetben, ha u € (0,1), akkor

AP ATy oo .
— p+g—1 —)\fud
Preen ) = i J, T

Végrehajtva az x :=v/(1 —u) helyettesitést, kapjuk, hogy

A\Ptaqp—1

f (u) = /+OO gP TN — w)PT e ™A (1 — u) da
MO T T (@) (1 - wrH g

-1 -1 +oo
_ A\Ptaq,p (1 (_)u>q / Ip+q71€7)\w de
q 0

I'(p)l
R +00 \p+qpta—1,-Az i
S o ALY e et
R ) 1 —
T TIPS T By
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hiszen B(p,q) =T(p)T'(q)/T(p,q). Tehét

i € i) i 1(1 u)? | ha € (0 1)
B(p, ’ ’

0 ha wu ¢ (0,1),
ez pedig nem mas, mint a Beta(p,q) eloszlas slirtiségfiiggvénye. U
1.1.17. Feladat. Legyenek X;,..., X, fiiggetlen, A paraméterti Poisson eloszlasui valszinii-

ségi valtozék. Adjuk meg X, ..., X,-nek egy olyan kifejezését, melynek varhaté értéke A2
(Més szavakkal, adjunk torzitatlan becslést A*-re.)

Megoldas. Leellenérizziik, hogy
1 < o
- g Xi(X;—1) egy j6 valasztés.
n
i=1

Valéban,

LS X - ] ZEX2 )\_ n(A+22) — X =\
O

1.1.18. Feladat. Legyenek X,, n>1 azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok és tegytik
fel, hogy koziiliikk barmelyik ketto kiilonbozo korreldcids egytitthatéja p. Mutassuk meg,
hogy p > 0.

Megoldas. Feltehetjiik, hogy EX, = 0, D?X,, = 1, n > 1, mert 4ttérhetiink az Y,
(X, —EX,,)/DX,, n>1 sorozatra. Ugyanis

COV(Y Y) (]D)X )2 COV(X“X )

15 1 j

DYDY,  mxjpDX.DX;

corr(Y;, Y;) = = corr(X;, Xj).

Ekkor p = corr(X;, X;) = E(X;X}), ¢ # j. Mivel minden n>1-re D*(30  X;) >0 és

D? (Z XZ-> = nD?X; 4+ n(n — 1cov(Xy, Xy) =n +n(n —1)p,

i=1

kapjuk, hogy n+n(n—1)p>0 minden n € N esetén, azaz p> —1/(n—1),n €N, és
igy

azaz p = 0. 0
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1.1.19. Példa. Az altalaban nem igaz, hogy ha Xi,..., X, azonos eloszlasu valdsziniiségi
valtozdk és koziilikk barmely kettd kiillonbozo korrelacios egytitthatéja p, akkor p > 0.
Ugyanis, legyenek Yi,....Y, fiiggetlen, azonos eloszlasi nem degeneralt valdszintiségi
valtozok és

X, =Y-Y, ..., X,=Y,-Y,
ahol Y = (3°1 | Y;)/n. Ekkor Xi,...,X, azonos eloszldstiak, hiszen

Fy(z)=P(X;<z)=PY,-Y <2)

1 1 1 1 1
—P(— Y- - YH+(1——)1@——m1—--~——n<x)
n n n n
P

ahol
1 1 1 1 1

1
Y :=(Y,...,Y,), ai::<——,——,...,——,1——,——,...,——), 1=1,...,n.
non n non n

Mivel egy valdszintiségi valtozé eloszlasa és karakterisztikus fliggvénye kolcsonosen egyértel-
miien meghatérozza egymadst, elég azt belatni, hogy (a;,Y), j=1,...,n, karakterisztikus
fliggvényei ugyanazok. Ekkor Yi,....,Y, fliggetlensége és azonos eloszlastisdga miatt minden
t € R esetén

Pla;vy(t) = EetaY) = Reit 2 @i = H]Eeimjyj = H oy, (ta;) = H oy, (taj).
=1 =1 =1

Mivel minden a;-nek pontosan egy koordinataja 1 —1/n, a tobbi —1/n, a fenti kifejezés
nem fiigg j-t6l. Ezért (a;,Y), 7 =1,...,n, azonos eloszlastiak.

Tovabba ¢ # j esetén, mivel Yi,... Y, fliggetlenek, kapjuk, hogy

cov(Xi, Xj) = cov(V; = Y, Y; = Y) = cov(Y;, Y;) — cov(Y;, Y) — cov(Y,Y;) + cov(Y,Y)

» =]

1 1 1 1
= (0 ————+ = ) cov(Yy, Y1) = ——cov(Yy, V7).
n

n
n n n?

Mivel Y; nem degenerdlt, cov(Y;,Y;) > 0, és igy barmely két killonbozé X; és X
korrelacios egyiitthatéja ugyanannyi és negativ. O

1.1.20. Feladat. (Shao [10], Exercise 9, 7. old.) Legyen F : R — R egy el-
oszlasfiiggvény és a € R. Mutassuk meg, hogy

/R(F(m +a)— F(a))dz = a.

Megoldas. Ha a =0, ugy trividlisan teljesiil a bizonyitandé azonossag.
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Tegyiik fel, hogy a > 0. (Az a < 0 eset teljesen hasonldéan kezelhetd.) Legyen ¢ egy
olyan valdszintiiségi valtozd, amelynek F  az eloszlasfiiggvénye. Ekkor

/R(F(era) ~ F(2))d = / (P(€ <o +a)— P <)) de

R

O

1.1.21. Feladat. (Shao [10], Exercise 16, 12. old.) Legyenek F; és F» eloszldsfiiggvé-
nyek f; és fy slriségfiggvényekkel. Tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ € R, hogy
Fi(c) < Fy(c). Legyen F:R — R,

Fi(z) ha z<c,
F(z) =
Fy(z) ha z>c.

(i) Mutassuk meg, hogy F eloszlasfiiggvény!

(i) Jelolje P azt, az F eloszlasfiiggvényhez egyértelmiien tartozo, valészintiségi mértéket
(R, B(R))-en, melyre P((—o0,x)) = F(x),V x € R. Mutassuk meg, hogy P abszolit
folytonos (A + d.)-re nézve, ahol A a Lebesgue-mérték (R,B(R))-en és 6. a c€ R
pontba koncentral6dé Dirac-mérték!

Megoldas. (i): Azt kell végiggondolni, hogy F balrdl folytonos, monoton névekvo,
lim, o F(z) =1 és lim,, o F(z)=0.

(ii): Vegylik észre, hogy P mnem abszolit folytonos a A Lebesgue-mértékre nézve, mert a
P-hez tartozé F' eloszlasfiiggvény nem folytonos (F° nem folytonos c-ben).

Legyen A € B(R). Ekkor
mszugzégawww>
= /Rm(_m’c) Ta(x)dF(x)+ /Rﬂ{c} La(z)dF(z) +/ La(z)dF (z)

R N(e,400)

:A% ﬁmwmwﬂg@—m@mmﬂf’ fo(@) dA(2).

AN(e,+00)
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Felhasznélva, hogy
(Fa(c) = Fi(e))0e(A) = (Fa(c) — Fi(c)) / 1ddc(x),
An{c}

és

/ 1dd.(x) =0, / 1dd.(x) =0, / LdA(z) =0,
AN(—o0,c) AN(c,+o0) An{c}

kapjuk, hogy

P(A) = / f1(2) A+ 6,) () + (Fa(e) — Fa(0)) / Ld(A + 6.)(x)
AN(—o0,c) An{c}

+ / IR CLERRAI0
= /A (fl (2)L(—oc,e) () + (F2(c) — Fi(c)) iy () + fo(2) L(cq00) ($)> d(A + dc)(z).

Ezért P abszolit folytonos (A + d.)-re nézve és a Radon—Nikodym derivalt

dP

m@) = f1(2)L(—oo ) (7) + (Fa(c) — F1(c) ey (2) + fo(2) L 100y (), r €R.

O

1.1.22. Feladat. Legyenek & és n valdszinliségi valtozok ugyanazon a valdszintiségi mezon
és tegyiik fel, hogy véges a masodik momentumuk. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz és
melyik hamis? A hamisakra adjunk ellenpéldat!

(a) E(§ +n) = EE + En.

(b) Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor E(¢ + n) = E¢ + En.
() E(en) = BEy,

(d) Ha & és n figgetlenek, akkor E({n) = EEEn.

(e) Ha E(&n) = EEEn, akkor & és n fiiggetlenek.

(f) D*(§ +n) = D¢ + D*n.

(g) Ha & és n fiuggetlenek, akkor D?(¢ + n) = D*¢ + D).
(h) Ha D?(¢ +n) = D% + D?, akkor & és 7 fiiggetlenek.

Megoldas. (a): Igaz.
(b): Igaz (fliggetlenség nélkiil is).
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(c): Nem igaz. Ellenpélda: legyen P({ =1)=p és P((=0)=1—p, ahol 0 <p <1,
és n:=1-¢ Ekkor {n=¢(1-¢) =0, igy E({n) =0, é&s E¢=1-p+0-(1—-p)=np,
En=1-E{=1—-p. Ezért E{En=p(l —p)#0. Tehdat E(&n) # EELEn.

(d): Igaz.

(e): Nem igaz. Ellenpéldank a kovetkez6. Legyen a £ és n valdszintiségi valtozok egyiittes
eloszlasa a kovetkezd kontingencia tabldzattal megadva:

19 \ i -1 0 1
1 0 0,25 0 0,25
0 0,25 0 0,25 0.5
1 0 0,25 0 0,25
0,25 0,5 0,25 1
Ekkor
1
P(fz—l):Z:P(UZ—l),
1
P(e=0) = 1 = Ply=0)
1
PlE=1)=1 = Ply=1),
és P(kn=0)=1. Ezért E(¢n) =0 és
1 1 1
E - —]_ — — —_ =
= )4 +02 + 1 0,
1 1 1
En=(-1)- —+1- =
n=( )4 +02 + 1 0

fgy E¢En = 0 = E&n. Azonban, £ és n nem fliggetlenek, hiszen példdul P(§ = 0,n =

0) =0, de
11 1
(f): Nem igaz. Ellenpéldénk a kovetkezd: legyen & egy olyan val6sziniiségi véltozd, melyre

D2 #0 és n:=¢& Ekkor D?*(€ +1n) =D?*(28) = 4D%, de D% + D?n = 2D?C.
(g): Igaz.
(h): Nem igaz. Ellenpélda: az (e)-beli ellenpélda most is megfelels. Valéban,

1,1 .1 1
20 _ g2 2 _me2 _ (_1\22 2+ 24 _ *
D% = B’ — (E€)* = B¢ = (-1’ + 075 + 1° 7 = 5,

és D?n =1/2. Tovabba,

D*(&+n) =E(+n)* — (E(E+n))* = E(€ +n)* = B + 2E(¢n) + En = S +

(NN

1
2
Ezért D*(€ +n) = D*¢€ +D?). Azonban ¢ és 7 nem fiiggetlenek. O
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1.1.23. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 3.3.1.) Legyen X egy val6sziniiségi valtozo.
[gaz-e altalaban, hogy

1 1
E(=)==="
(X ) EX
Van-e olyan X valdszintiségi valtozo, melyre teljesiil az el6z6 egyenloség?
Megoldas. Altaldban nem igaz, hogy E (%) = ELX. Példaul, ha X — 1 eloszldsa p-

paraméterii Bernoulli, ahol 0 < p <1, ugy

EX =2p+1(1—p)=1+p,
1 1 1 P
E(=)=zp+-(1-p)=1-=2.
(X) 5P+ 7(1=p) 5

Megadhato viszont olyan X valdszintiségi valtozo, melyre teljesiil a megkivant egyenloség.

Ha példaul, P(X =a) =1, ahol a € R, a #0, gy EX =a, E(1/X) = 1/a, ésigy
teljestil az egyenl6ség. Adunk egy masik példat is.

Ha példaul X eloszlasa olyan, hogy

1 4 4
P(X=-1)=—, P(X=1/2)=—, P(X =2)=—
9 9 9
gy
1 14 4
EX=(-1)=4+=-=-+2-=1
( )9 * 29 i 9 ’
1 1 4 14
E(=)=(-1)=4+2-4+=-==1
<X> ( >9 i 9 29
fgy teljestil az egyenldség. U

1.1.24. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 3.11.27.) Legyenek X,, n>1, fliggetlen,
azonos eloszlasd, egész értéki valdszinfiségi valtozék. Legyen Sy := 0, S, = > ., X;,
n € N. Minden n € NU {0} esetén jelolje R, az Sy, Si,...,S, sorozat dltal felvett
kiillonboz6 (egész) értékek szamat. Mutassuk meg, hogy

P(Rn:Rn_l—i-l):P(SngSn%O), TLEN,
és

1
lim —ER, = P(Sy #£0, V k> 1).

n—oo M,

Megoldas. Vegyiik észre, hogy Ry = 1. Legyen a tovabbiakban n € N. Ekkor

P(R,=R,1+1)=P(S, # Sp_1,5, # Sn—2,...,5. # So)
=PX,#0,X,+ X, 1#0,.... X, +- -+ Xo 0, X, + -+ X1 #0).
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Felhaszndlva, hogy (X, X,_1,...,X1) eloszldsa megegyezik (X1, Xs,...,X,,) eloszldsdval
kapjuk, hogy

P(R,=R,1+1)=P(X1 #0, X1 + Xp #0,...,. X1+ + X, 1 #0, X1 +--- + X, #0)
— P(S) £ 0,85 20, ..., Sy 1 0,8, £0) = P($1S, - S, 15, #0).

fgy minden n >1 esetén

ERn:/QRn(w) dP(w)

= R,(w)dP(w) + / R,(w)dP(w)

/{wEQ:Rn(w)Rn_l(w)-‘rl} {weQ: Ry (w)=Ryp—1(w)}

_ / (Rp_1(w) +1)dP(w) + / Ry —1(w)dP(w)
{weQ: Rp(w)=Rp—1(w)+1}

{we: Ry(w)=Rn_1(w)}

/Rn1 )dP(w) + / 1dP(w)
{weQ: Ry (w)=Rp—1(w)+1}

=ER, 1+ PR, =R, 1+1)=ER, 1+ P(51S2---5,-15, #0).
Ezért
ER, =ER,_1 + P(5152--- 5, #0) =ER,_ o+ P(Sy---Sp—1 #0) + P(S;1--- 5, #0)
= =FERy+P(S1 #0)+ P(55 #0)+---+ P(S;---S, #0)

=14) P(Si--Sn#0), n>1
m=1

fgy
ER,

(1.1.5) m——

1 n

m=1

S|

Itt P(Sy---S, # 0), m € N, monoton csokkend sorozat, hiszen {Sj---S,, # 0} C
{S1-+-Sm_1# 0}, m=>1. Felhasznélva, hogy a szébanforg6 sorozat alulrél korlatos is (pl.
0-val), kapjuk, hogy konvergens. Karakterizalnunk kell még a hatérértékét.

Felhasznélva, hogy
(V{1 Sm #0} = {8k #0, Vk > 1},

m=1

a valészintliség folytonossaga alapjan addédik, hogy

m—0o0

lim P(S) Sy #0) = (ﬂ{sl sm%o}>zp(s”éo,vzg>1).

Felhasznalva, azt, hogy ha z,, n € N, valés szamok olyan sorozata, hogy x, — a € R, ugy
1 n
— E T — Q,
n
k=1
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kapjuk, hogy
1 n
EZP(&---SWHJ) — P(Sp £0, Vik>1).
m=1

fgy (1.1.5) alapjan kapjuk, hogy lim, . 282 = P(S, #0, V k > 1). O

1.1.25. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 3.4.1.) Tekintsiink egy olyan érmét, mellyel
a fejdobds valdsziniisége p, az irdsdobdsé pedig 1 — p, ahol p € (0,1). Feldobjuk ezt
az érmét n alkalommal. Széridnak nevezziik dobasoknak egy olyan sorozatat, mely azonos
kimenetelekbdl all. Példaul, ha n =7 ésa FFIFIIF dobassorozat adddott, ugy a szériak
szama 5. Jelolje a tovabbiakban R, az n dobasbdl a széridk szamat. Hatarozzuk meg
R,, varhato értékét és szorasnégyzetét!

Megoldas. Minden j = 1,...,n — 1 esetén legyen I; annak az eseménynek az in-
dikatorfiiggvénye, hogy a j-edik és a (j + 1)-edik dobds kimenetele kiilonb6z6. Azaz

1 haa j-edik és a (j + 1)-edik dobas FI vagy IF,
[j —
0 ha a j-edik és a (j + 1)-edik dobas F'F vagy II.

Ekkor teljes indukciéval kapjuk, hogy

n—1
R,=1+)Y I, mneN
j=1
Tgy
n—1
ER,=1+Y El;=1+(n—1)2p(1-p), neN.
j=1

Figyelembe véve R, kordbbi el6allitasat, szdmoljuk ki elészor E(R, — 1)%-et:

n—1 2 n—1
E(R, —1)?=E (Z [j) =K (ij? +2 ) ijk>
j=1 j=1

j<k, j,k=1,..,n—1

[y

3

EL+2 Y E(LI).

1 j<k, j,k=1,..n—1

<.
Il

Felhasznalva, hogy [j—k|>1,j,k=1,...,n—1, esetén [; és I, fliggetlenek (és igy ez
esetben E(I;I;) = ELEL, = (EI;)?), kapjuk, hogy
E(R, — 1) = (n— 1)EL + 2(1@([1[2) Y E(L) + -+ E(In,ﬂn,l))
+((n—1%*=(n—1)—2(n-2))(EL)*
= (n—1DEL +2(n —2)E(L115) + ((n —1)* = 3n+5)(EL)?
= (n—1)2p(1 —p) +2(n = 2)(P’(1 = p) + (1 — p)*p)
+ ((n—1)* = 3n+5)(2p(1 — p))*.
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Mivel p*(1 —p)+ (1 —p)’p=p(1 —p), kapjuk, hogy
D’R, =D*(R, — 1) =E(R, —1)* — (E(R, — 1))?
= (n—=1)2p(1 = p) +2(n = 2)p(1 = p) + ((n — 1)* = 3n + 5)4p*(1 — p)°
— (n —1)%4p*(1 — p)?
= (4n = 6)p(1 — p) — (3n = 5)4p*(1 — p)* = 2p(1 — p) (2n —3-2(3n-5)p(1 - p))-
0

1.1.26. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 5.6.5.) Legyen X egy val6sziniiségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy E|X| < +oo akkor és csak akkor, ha barmilyen ¢ > 0 esetén létezik
olyan () >0, hogy E(|X|14) <& minden olyan A eseményre, melyre P(A) < §(e).

Megoldas. Tegyiik fel elészor, hogy barmilyen e > 0 esetén létezik olyan d(e) > 0, hogy
E(]X|14) < & minden olyan A eseményre, melyre P(A) < d(¢). Legyen a tovdbbiakban
e > 0 rogzitett. Felhasznalva, hogy

0 < limsup P(|X| > z) < limsup P(|X| > 2) =1 — lim Fx|(z) =0,
T—>00

T—00 T—00

kapjuk, hogy lim,_,., P(|X| > x) =0, ésigy létezik olyan = > 0, hogy P(|X| > z) < d(e).
Ekkor E(|X|L{x|>e}) < €. Tovabbd, felhasznélva, hogy

[ X1 = [X[Tgx<ay + X Txpsay 6 E(|X|1{|X\<x}> ST
egy el6adason tanult tétel alapjan kapjuk, hogy E|X| létezik és
EIX| = E(|X|Lixi<n ) + E(IX Lgxisn) <7 +2 < +oo.
Megforditva, tegyiik fel, hogy E|X| < +oo. Ekkor a dominalt konvergencia tétel alapjan

lim E<|X|]1{|X‘>y}> = 0.

y—roo
Legyen ¢ > 0 rogzitett. Ekkor létezik olyan y > 0, hogy E<|X|1{‘X|>y}> < 5. Legyen

= {|X| > y}. Felhasznélva, hogy tetszileges A eseményre

14 = lanpe + Llanp < Lanpe + 1,
kapjuk, hogy
E(|X|14) < E(|X|Lange) + E(X[15) E(IX[Lans) + 5.
Mivel B¢ = {|X| <y}, kapjuk, hogy
E(|X[1.4) < yP(AN B) + g <yP(A) + g

Legyen 6(¢) := 5. Ekkor E(|X[14) <e, ha P(A) <d(e). O
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1.2. Konvolucio

1.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy k db fliggetlen, A paraméterti exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozd Osszege k-adrendli, A paraméterti gamma eloszlasu.

Megoldas. Jelolje T'(k,\) a k-adrendili, A paraméteri gamma eloszlast. Ekkor

)\kxkflef)\z
(k—1)1

0 ha =z <0.

ha x>0,

fraen () =

Teljes indukcioval mutatjuk meg az allitast. Jelolje a tovdabbiakban minden k € N esetén
fr Kk db fliggetlen, A\ paraméterti exponencidlis eloszlastu valdszintiségi valtozd Osszegének
strtiségfiiggvényét. Ha k =1, akkor

Xe ™™ ha x>0,
filz) =

0 ha x <0,

igy k=1 esetén igaz az allitdas. Tegyilik most fel, hogy 1,...,k esetén igaz az Osszefiiggés.
Megmutatjuk, hogy igaz k + 1-re is. A konvoliuciés képlet alapjan szamolva, ha y > 0,
akkor

Y Y \kphk—1p—Az
Jer(y) = /0 fr(@)fily — z)de = /(; ﬁ)\e)\(y:p) de
Yy

k+1 k+1 k7Y k1, k,—X k+1, k,—A
P gl T [H] A e e
(k=1 J, (k—1)! kl, (k=1)! k& k!
Ha pedig y <0, ugy fri1(y) =0. [gy K+ l-re is igaz az Osszefiiggés. O

1.2.2. Feladat. Mutassunk példat két korrelalatlan, abszolut folytonos & és n valdszinliségi
valtozéra, melyek nem fiiggetlenek.

Megoldas. Legyen ¢ egyenletes eloszldsi a [—1/2,1/2] intervallumon. Belatjuk, hogy &
és n = &% korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Ekkor
—1/2+1/2 1/2 — (—1/2))? 1

E
¢ 12 127

1/2
En=E¢ = — E(&n) = E& = / 23 dx = 0.
~1/2
fgy 1
cov(§,m) =E(n) —E{En=0-0- 5 =0

azaz & ¢és n korreldlatlanok.

Informalis indoklasa annak, hogy & és n nem fiiggetlenek az, hogy n determinisztikus
fliggvénye &-nek, és 1 nem konstans.
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Az aldbbiakban egy formalis indoklasat adjuk annak, hogy & és n nem fiiggetlenek. Legyen
a € (0,1/4). Ekkor

{weQin) <a’}={weQ:&w) <a’} ={weQ:[¢w)] <a},
és ezért
P(§ <a,n<a®) =P <al§ <a)=P(¢ <a)=Pn<a’)
Ez alapjén
P(§ <a,n < a’) # P(§ <a)P(n < a®),

hiszen, ha egyenl8ség allna fenn, akkor vagy P(n < a?) =0 vagy P(¢é <a)=1 teljesiilne,
de a valasztasa miatt egyik sem teljestilhet, igy € és n nem fiiggetlenek. 0

1.2.3. Feladat. Legyen £ A =1 paraméterli exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozo.
Hatdrozzuk meg & + &2 eloszlds- és slirfiségfiiggvényét!

Megoldas. Megjegyezziik, hogy a fliggetlen valdszintiségi valtozok Osszegére vonatkozd
konvolicids képletet most nem haszndlhatjuk, mert ¢ és &* nem fiiggetlenek (ennek
pontos indoklasa az el6zé feladat szerint torténhetne).

Jelolje G:R — [0,1] a &+ &% valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét, azaz
G(z) = P({w e Q: {(w) + &&(w) <z}), z€R

Ezt akarjuk felirniaz F: R — [0,1], F(z) = P(§ < z), z € R eloszlasfiiggvény segitségével.
Ez adhatja az otletet, hogy a {4+ £? < z} halmazt {rjuk fel olyan alakban, hogy csak a ¢
valészintiségi valtozora vonatkozd nivohalmazokkal kifejezhetd legyen. Esetiinkben az deriil
ki, hogy

{weQ:w) +&w) <z} ={weQ:n(r) <{w) <p)}

alkalmas yi(x) és wyo(x) fiiggvényekkel. Leirjuk azon y € R-ek halmazat, melyekre
rogzitett © € R esetén y +y? < x teljesiil. Elég csak az = > 0 esettel foglalkozni, mert
r<0 esetén P(E+ & <z) =0, hiszen P(£>0) = 1. Legyen tehdt = > 0. Mivel az
y+y? = x egyenlet két kiilonbozd valés megolddsa:

—1—+1+4x 1+ V1+4e

nie) = =55 (@ .

azt kapjuk, hogy
y+yi <z = y1(x) <z < yo(z).

fgy, mivel £ abszolit folytonos kapjuk, hogy

G(r)=PHwe Q:y(x) <&(w) <ya(x)}) = Fe(ya(2)) — Fe(yi(2)) = Fe(ya(2))
=1- 671'y2(z) =1- exp {1_— ,1+41’} ,

>0
2 T=5
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hiszen Fe(yi(z)) =0, mert yi(x) <0 és P(£>0) = 1. Tehat

1—exp{1’— V;W} ha z >0,

G(r) =
0 ha =z <0,
és fgy & + €% siirliségfiiggvénye
\/ﬁexp {1_— V21+4x} ha x>0,

g9(x) =
0 ha x<0.

O

1.2.4. Feladat. Legyenek ¢ és n fliggetlen valdszinliségi valtozdk, hogy & Poisson
eloszldsi A > 0 paraméterrel és n egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon. Lassuk be,
hogy & + n-nak is van slirtiségfiiggvénye, és hatdrozzuk is meg azt!

Megoldas. Legyen [a,b] egy olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n+1] valamely n € Z7*
esetén. Ekkor
P(+n€[a,b]) =P =n,n€la—n,b—n]),

ugyanis, ha példaul & =n —1, akkor a>n miatt n>1 kell, de ennek a valdszintisége 0.
Felhasznélva, hogy & és n fliggetlenek kapjuk, hogy

)\TL
P(E+n€lat]) = P(E=n)Pela—nb-n])=—e?(b—n—(a=n))
=M _ [ d
— e N—a = [ f)
ahol .
f(x) :—‘e”\, r€nmn+l, n=0,1,2,...,
n!
és f(x) =0, ha x <0. Tehat
f(x):i&e_)‘ﬂ (), zeR
— n! 1) '

Megmutatjuk, hogy f:R — R stirliségfiiggvény. Nyilvan f nemnegativ, és Borel-mérheto
is, mert [n,n + 1[, n € N Borel-mérhet6 halmazok, és mérhetd fiiggvények pontonkénti
hatarértéke is mérheto fliggvény. Az is teljesiil, hogy

+oo o ™

f(x) dz = Zme_”\ =1.

n=0

A fenti szdmoldsok és P({ +1n<0) =0 miatt
Yy
PE+n<vy) =/ f(x)de, yeR,
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azaz [ &4 n surliségfiiggvénye.

Megjegyezziik, hogy altalaban is igaz az, hogy ha & és n koziil az egyik abszolut folytonos
eloszlast, akkor &+ is abszolut folytonos eloszlasu (ldsd pl. Rényi [9], 181. old). O

1.2.5. Feladat. Legyenek &, n és (¢ fiiggetlen valoszintiségi véltozok, hogy ¢ Poisson
eloszldsi A > 0 paraméterrel, n és (¢ egyenletes eloszldsi a [0,1] intervallumon. Léssuk
be, hogy &+ n+ ( abszolut folytonos eloszlasi és hatarozzuk meg a stirtiségfliggvényét!

Els6 megoldas. Jelen esetben 1+ ( abszolit folytonos eloszlasi és meghatarozzuk most a

suriiségfliggvényét. A 3.3.5. Feladat alapjan, ha X és Y fiiggetlen, a (—%, %) intervallumon

egyenletes eloszlasi valdészintiségi valtozdk, ugy

oy (1) 1—|z| ha |z|<1
xT) =
o 0 ha |z| > 1.

gy
Fn+<(a:):P(n+C<x):P((n—%>+<C—%> <x—1> =Fx.y(zr—1), z€eR,

és ezért

forc(@) = fxyv(z—1) = {

Y

1—|z—1| ha \x—1|<1,_{1—|x—1y ha 0<a<2

0 ha |z—1]>1 0 egyébként.

Legyen [a,b] egy olyan intervallum, melyre [a,b] C [n,n + 1] valamely n = 1,2,...
esetén. Ekkor
P(&+n+( € [a,0])
=PE=n-1)Pn+Ce€la—n+1Lb—n+1])+PE=n)P(n+¢e€la—nb—n])
)\n—l \ b—n+1 )\n \ b—n
— e e e Friclz) da.

—n—+1 : a—n

fgy
P(&+n+¢ € [a,b])

A 1 A" b—n
= ol A/ —r+2) d:c—l——e A/ rdx
Tl - a—n-+1 a—n

Pt b—n+1 A" 27b—n
= [—x— + 21:} + e {x—]

(n—1)! 2 et n! 2

a—n

A=t 1 1 ,
= e (—2(b n+1)> ~|—2( a—n+1) +2(b—n+1)—2(a—n+1))
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Felirva a fenti 0sszegben szerepld két tagot integral alakban kapjuk, hogy

n—1 b n b
P(E+n+C€lab]) = (n)\— 1)!6/\/(1 (—x+n+1)dx+%e’\/a (x —n)dx
b n—1
:/a he’\(—x+n+1+%(x—n))dx.
lgy
)\n—l ) )\
flz) = (n—l)'e (—IE—FTL—Fl—l—E(LE—?’L)), ha ze€n,n+1, neN
Ha [a,0] C [0,1], tgy
)\0
P(E+n+Celab]) = P(E=0,n+C€ o)) = Fre P+ € [a,b])
b
:e_’\/ xda::e_)‘bQSQ .
Ezért
f(z)=ez, ha z€][0,1], és f(z) =0, ha z<0.

Masodik megoldas. Az 1.2.4. Feladat alapjan & +n abszolit folytonos és stirtiségfliggvé-

nye
n

A
fean(x) = me_)‘, ha z € [n,n+ 1], n € NU {0},

és feiy(x) =0, ha = <0. Mivel £+ n és ( fiiggetlenek kapjuk, hogy

“+o00

f£+n+<(9€) = f§+n(y)f<(l’ - y) dy, x€R.

Ha z <0, ugy egyszertien adédik, hogy feinic(x) = 0.
Ha 0 <z <1, ugy

A0 _
Jernc(@ / Jen(y / o€ My = ze

Ha x>1, ugy legyen n € N olyan, hogy n<x <n+ 1. Ekkor

T n )\nfl B T \n -
f€+77+C<x> = o fﬁ—l—n(y)dy:/x_l (n—l)!e )‘dy—l—/n He )‘dy

)\n—l _)\ A" Y
—(n_1>!e (n—x+1)—|—me (x —n)

>\n—1 .

(n_1>!e (n—x+1+ﬁ(:v—n))
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1.3. Markov- és Csebisev-egyenlotlenség, Borel-Cantelli lemma

1.3.1. Feladat. (Shiryaev [11], 45. old.) Legyenek £ és n olyan valészintiségi valtozok,
hogy E£ =En =0, é D* =D?;y=1. Mutassuk meg, hogy

Emax(£2,7?) <14 /1 — p2,
ahol p := corr(§,n).

Megoldas. Felhasznélva, hogy

1
) = 5(52 + 07 + [ —n?)),

max(&
kapjuk, hogy
Emax(€’, ) = 3 (€ + Er? + EI& — 7)) = 1+ SEIE — o]
A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlotlenség alapjan

El¢® —n?| = E|(€ — n) (€ +n)| < VE(E — n)?E(¢ + )2
= VE(& — 2en + n2)E(E2 + 26n + n2) = 24/(1 — Eén)(1 + Eén)

=2/1— (E&n)? = 24/1 — p2.

Es igy
1
Emax(¢®,n°) = 1+ 5E|C — 7| <1+ V1 - p”
0

1.3.2. Feladat. (A Csebisev-egyenlétlenség kétdimenziés analégja, Shiryaev [11],
55. old.) Legyenek ¢ és n valészintliségi valtozok, és legyen p := corr(€,n). Mutassuk
meg, hogy barmilyen ¢ > 0 esetén

P({|§—E§| >eDE} U {|n — En| 2511)77}) % 1+4/1—

Megoldas. Legyenek

D¢
Ekkor E(; =E{ =0, D*¢;, =D?*¢ =1 és corr((y, () = corr(§,n) = p, valamint
P<{|5 —E¢| > eDe} U {|n — En| > 5D?7}> = El{gsepuigser-

Felhasznalva, hogy
1
Lgzeoigzey < g max{(, G
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az el6zo feladat alapjan kapjuk, hogy
1 2
5 (14++/1—p?%).

P({le — B¢l > eDe} U {In — En| > D} ) < -

Abban az esetben, ha £ és n fiiggetlenek, akkor p =0, és ekkor a becslés

2
P({‘f—Eﬂ >eD¢} U {[n — En >€Dn}> <5

Ez rogton kovetkezik abbdl, hogy P(AUB) < P(A)+ P(B), felhasznédlva az (,,1-dimenzids”)
Csebisev-egyenldtlenséget.

Ha & =, akkor p=1, igy visszakapjuk az eredeti Csebisev-egyenl6tlenséget. U

1.3.3. Feladat. (A normadlis fluktuicidk igazi nagysdgrendjének megsejtése) Le-
gyenek X,,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozok, melyeknek varhaté
értéke EX; = 0, szérdsnégyzete D?X; = 0? < +o00. Legyen S, :=>7" X;,neN A
nagy szamok gyenge torvénye azt mondja ki, hogy barmilyen rogzitett ¢ > 0 esetén

lim P (lS—n| > 6) =0.

n—oo n

Bizonyitsuk be a kovetkez6 (er6sebb) allitast: barmilyen +oo-hez tarté {b,,n € N} pozitiv
szamokbol all6 sorozatra, minden rogzitett ¢ > 0 esetén

: ||
lim P — 0.
L (bn\/ﬁ >e)=0

Megoldas. A Csebisev-egyenlotlenség szerint barmilyen € > 0 esetén

|Sn| D2Sn TL]DQXI D2X1
P <bn\/ﬁ >e | = P(|S, —ES,| > eb,v/n) < Tl Tl TOR 0 ha n— +oo.

O

1.3.4. Feladat. (Té6th Balint feladata) (a): Bizonyitsuk be, hogy a Markov-egyenlétlen-
ség éles a kovetkezo értelemben: rogzitve az 0 < m < A szdmokat, 1étezik olyan nemnegativ
X valészinliségi valtozd, melynek varhato értéke EX =m és P(X > \) = m/\, azaz a
., Markov-egyenl6tlenség telitodik”.

(b): Bizonyitsuk be, hogy a Markov-egyenlétlenség nem éles a kivetkezé értelemben: rog-
zitett nemnegativ. X valdszinliségi valtozéra, melynek varhato értéke véges és nem nulla,

fennall, hogy
AP(X > \)

lim ———= =

A—00 EX

Megoldas. (a): Ha m >0 é m = A, akkor legyen X a konstans m valdsziniiségi
véltoz6, azaz P(X =m)=1. Igy EX =m és P(X >)) =1.
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Ha 0 <m < A, akkor 0 <m/XA <1, éslegyen X az a valészintiségi valtoz6, melynek
két értéke van 0 és A, a kovetkezo valdszintiségekkel:
m

P(X =X =T, P(X:O):l—%.

Ekkor " m
EX = A2 0(1——) —m,
X X oM
valamint P(X > \) = P(X = \) =m/\, azaz mindkét feltétel teljesiil.
(b): Megjegyezziik, hogy a Markov-egyenldtlenség alapjan csak annyi kovetkezik, hogy
AP(X > \) <1
EX
A bizonyitandé allitds azzal ekvivalens, hogy limy ., AP(X > \) = 0. Ekkor
)\P(X = )\) = )\E (ﬂ{Xg)\}) =E ()\IL{X>)\}) .
Felhasznalva, hogy EX < 400, és azt, hogy minden w € () esetén

m Alpxeza =0, 6 Axza S X (W) 1wz < X(W),

A—00

hiszen X nemnegativ, a dominalt konvergencia tétel alapjan kapjuk, hogy
Jim E (ALxsy) = E (lim ALsy ) =E0=0.

Es igy limy_ s AP(X > \) = 0.
Megjegyezziik, hogy ha feltessziik azt is, hogy EX? < +o00, akkor gyorsabban is célba
érhetiink. Hiszen a Csebisev-egyenlotlenség alapjan, ha A > EX, ugy
AP(X 2 XN)=AP(X —EX>2)X—-EX)<\P(|X —EX| >\ -EX)
D?X
<A—.
(A —EX)?
Itt D2 X
AT —Exe
igy limy 0o AP(X > \) = 0.

O

1.3.5. Feladat. (Monte—Carlo-integralas) Legyen f:[0,1] — R mérhetd, négyzetesen
integrélhaté fiiggvény (a Lebesgue-mérték szerint). Legyen tovabbé

I:= /Olf(x) dz, J = /Olf(x)2 dz.

Legyenek U,, n € N fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi valdsziniiségi

I f(U1)+f(U2>+"'+f(Un)’ —
n

valtozok és
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(a) Mutassuk meg, hogy I, Ry
(b) Legyen a > 0 rogzitett. Igaz-e, hogy minden n € N esetén

J—I?
plin-1>2) <=1
vn a?
Megoldas. (a): Mivel f(U,), n € N is fiiggetlen, azonos eloszlasiak és E|f(U;)| =
fol |f(x)| dz < +o00, a nagy szdmok erds torvénye alapjan kapjuk, hogy

I, = SO + J(Oe) + -+ J(Un) — /1 f(x)dex =1 P-m.m.

n

Valéban fennall, hogy E|f(U;)| < +o00, ugyanis a Ljapunov-egyenlétlenség szerint (ldsd

2.1.14. Feladat)
E|f(Uh)| < VEf2(Uy) = VJ < +00.

Mivel a P-majdnem mindeniitti konvergenciaboél kovetkezik a sztochasztikus konvergencia,
megkapjuk a bizonyitandé allitést.

(b): Legyen a > 0 rogzitett. Mivel EI,, = Ef(U;) = I, a Csebisev-egyenlétlenség alapjan
kapjuk, hogy

2
P(|In—]|>a)<DI" n 1

)y = D) = (B~ BFU)) = 5~ ).

S a?/n a?n? a?
fgy IGAZ a dolog. O

1.3.6. Feladat. Egy kaszinéban azt jatsszak, hogy egymas utan feldobnak egy szabalyos
pénzdarabot. Végtelen sok ember egymast felvaltva bemegy a kaszindba, és ott megfigyel
bizonyos szamu pénzfeldobast, mégpedig az n-edik ember k,-et, n € N. Akinek a kaszi-
noban valo ott-tartézkodasa alatt csupa fej dobas tortént, az nyer, akinek ott-tartézkodasa
alatt tortént iras dobas is, az veszit. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ha k, = [logyn], n>2, akkor 1 valdszintliséggel végtelen sok ember tavozik nyertesen;

(b) ha k, = [%log2 n] , n>2, akkor 1 valészintiséggel csak véges sok ember tavozik

nyertesen;

(c) ha k, = [logyn + log, log, n], n > 2, akkor 1 valészintiséggel végtelen sok ember tavozik
nyertesen;

(d) ha k, = [log2 n+ % log, log, n} , n =2, akkor 1 valészintiséggel csak véges sok ember

tavozik nyertesen.
Megoldas. Legyen

A, = {az n-edik ember nyertesen tévozik}, n € N.
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Ekkor P(A,) = P(k, darab dobés mindegyike fej) = -, n € N. A Borel-Cantelli lemma
szerint egyrészt, ha » °  P(A,) < 400, akkor

P(limsup A,,) = P(végtelen sok bekovetkezik az {4, : n € N} események koziil) = 0.

n—o0

Mésrészt, mivel az A, n € N, események fiiggetlenek, ha > °° P(A,) = 400, akkor
P(limsup A,) = P(végtelen sok bekovetkezik az {4, : n € N} események koziil) = 1.

n—oo

(a): Az [z] <z, z € R, egyenlStlenség alapjin

S P(4,)

I
7
—_
3
I
(]
2
&=
O
=
)
&=
0
S
|
S|
I

P(A,) = — = —— < ———— = 2 — < 00.
nz::z ( ) ; okn —~ 2[%10g2n] ~ ; 2%log2n71 nz:; (TL)
(c): Az [z] <z, x € R, egyenlétlenség alapjan
Z P(An) = Z 2_n - Z 2[log2 n+log, logy n] Z Z 9logy ntlogy logy n - Z n10g2 n‘
n=2 n=2 n=2 n=2 n=2
Tekintsiik az  f : [2,+00) = R, f(x) = xlolgﬂ monoton csokkené figgvényt. Ekkor az

elébbi 6sszeg az [ fiiggvény egy fels6 integralkozelito Osszege, igy

o0

1 °° 1 <1 1
Z 2/ dx:/ —2yln2dy:1n2/ —dy = .
nlog,n o rlogyx 1 2Yy 1Y

n=2

fgy > o1 P(Ag) = oo.
(d): Az [z] >z — 1,z € R, egyenlStlenség alapjin

[e.9]

Z P<An) - Z kn - 101 S Z PACE n-+ 15 logz logy n—1

n—2 9 |:10g2 n+160 log, log, n:| 2

n(log, 71)% '

Tekintsiik az f:[2,400) = R, f(x) = ﬁ monoton csokkend fliggvényt. Ekkor az
z(logy @ 100

el6bbi Osszeg (2-es szorzé nélkiil és az Osszegzést n = 3-tdl futtatva) az f fiiggvény egy

alsé integralkozelito Osszege, igy

= 1 > 1 | |
—t n(log2 n) 100 2 gj(log2 x) 100 1 2Yy700 1 Y100

1—101 709

Yy~ 100 1]

—1In?2 [W] =12 [-100y~ | © = 100In2 < +o0.
1

100 | 4

fgy > o1 P(An) < o0 O
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1.3.7. Feladat. Mutassunk példat olyan (2,4, P) valdszintliségi mezére és ebben olyan
A,, n €N, eseményekre, hogy > 7 P(A,) =400 és

N

(a) annak a val6sziniisége, hogy végtelen sok A, esemény koévetkezik be

(b) annak a valészintisége, hogy végtelen sok A, esemény kovetkezik be 0.

(Azaz a Borel-Cantelli-lemma ,,mésodik” felében, mikor is teljesiil a >~ P(A4,) = 400

reldcid, a fiiggetlenség feltétele nem hagyhatd el.)

Megoldas. Legyen Q:=[0,1], A:=B([0,1]) és P a Lebesgue-mérték [0, 1]-en.
(a): Minden n € N esetén legyen A, :=[0,1/2]. Ekkor

[o.¢] 001
P(A,) = — = 400, és limsup A,, = [0,1/2].
DLERED p A= [0,1/2)

n—o0

Ezért P(limsup, ., A,) = 1/2. (Az A,, n € N, események természetesen nem fiiggetle-
nek.)

(b): Minden n € N esetén legyen A, := (0,1/n]. Ekkor

iP(An) = i% = 400,
n=1

és megmutatjuk, hogy

(1.3.6) limsup A,, = m U(O, 1/k] = 0.
n—00 n=1k=n

Valéban, indirekt médon tegytiik fel, hogy = € [0,1] olyan, hogy z € limsup,, .. An-
Ekkor minden n € N esetén létezik olyan no € N, hogy no=n és z € (0,1/ng.
Abban az esetben, ha x > 0, létezik olyan N € N, hogy % < x, 1igy barmilyen
M>N esetén - <+ <z, ésezért z & (0,5;], azaz ellentmonddsra jutottunk. Ezért
limsup,_,.. A, € {0}. Az is lathaté, hogy 0 & limsup, .. A,. Igy kapjuk (1.3.6)-t. Ezért
P(limsup,,_,.. A,) =0. (Az A,, n € N, események természetesen nem fiiggetlenek.) [
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2. Valészinliségszamitas 2. feladatok

2.1. Valoésziniiségi valtozék eloszlasa, varhato értéke

2.1.1. Feladat. Legyenek A;,i € I, és B olyan részhalmazai  # (-nak, hogy B ¢
Uics Ai- Igaz-e, hogy ekkor B ¢ o(A;,i € 1)?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklds: Ellenpéldat adunk. Legyen Q:=[0,1], B egy zart
halmaz [0, 1]-ben, A;, i € I, pedig a [0, 1]-beli nyilt intervallumok rendszere. O

2.1.2. Feladat. Legyenek X és Y valdszinliségi valtozok ugyanazon a valdszintiségi mezon
és tegyiik fel, hogy o(X) =o(Y). Igaz-e, hogy ekkor P(X =Y) =17

Megoldas. A vialasz: Nem. Indoklds: Ellenpéldat adunk. Legyen Y := X + 1. Ekkor
mivel X determinisztikus fiiggvénye Y-nak és forditva is kapjuk, hogy o(X) = o(Y).
Azonban P(X =Y)=P(X =X+1)=0. O

2.1.3. Megjegyzés. (Lebesgue-mérték, Lebesgue—Stieltjes-mérték) Jelolje B(R) R
Borel-halmazainak o-algebrajat, azaz az R nyilt halmazai altal generalt o-algebrat. Ez
megegyezik az R nyilt intervallumai altal generalt o-algebrdval. Ennek igazoldsanal (és
kés6bb is) fontos a kovetkezd struktira tétel (Kolmogorv—Fomin [5], 2.2.6. Tétel): R min-
den nyilt halmazat eléallithatjuk véges vagy megszamlalhatoan végteleniil sok paronként
diszjunkt nyilt intervallum unidjaként. (A (—oo, +00), (a,4+00) és (—o0,5) alaki halma-
zokat is az intervallumok kozé soroljuk.) Ekkor (R,B(R)) egy mérhet6 tér.

Hogyan szérmaztatjuk ezen a Lebesgue-mértéket? Egy [a,b], a < b, a,b € R, intervallum
hossza p(la,b]) = b—a. A Carathéodory-tétel segitségével belathatd, hogy p egyértelmiien
terjeszthetd ki B(R)-re egy 11 mértékké. Ezt a © mértéket nevezziik Lebesgue-mértéknek.
Ekkor 1 nem véges, de o-véges mérték.

Carathéodory-tétel: Legyen u egy nemnegativ, o-additiv, o-véges halmazfiiggvény az
A algebran. Ekkor egyértelmiien létezik egy 7 mérték a o(A) generdlt o-algebran,
melyre 7(A) = u(A), A€ A. (A o-végesség az egyértelmiiséghez kell.)

A Carathéodory-tétel altalanosabb verzidja segitségével az is belathato, hogy R Lebesgue-
mérhet6 részhalmazainak o-algebrajan is egyértelmiien definidlhaté olyan mérték, mely sze-
rint egy [a, b| intervallum mértéke b—a. (Az egyértelmiiségnél a o-végességnek van szerepe.)
S tulajdonképpen ezt a mértéket szokas Lebesgue-mértéknek hivni. Azt tudjuk, hogy min-
den Borel-halmaz Lebesgue-mérheté. Nem érdektelen kérdés, hogy ez a konstrukcié vajon
a maximalis kiterjesztést adja-e, vagyis a Lebesgue-mérheté halmazok o-algebraja a lehetd
legb6vebb olyan o-algebra-e, amire a kiterjesztést el tudjuk végezni. A valasz nemleges.
A nemmérhet6 halmazok targyalasakor megmutathatd, hogy a Lebesgue-mérték mértékként
kiterjesztheto a Lebesgue-mérhet6 halmazoknél bovebb o-algebréara is. Az is belathato, hogy
ez a kiterjesztés mar nem egyértelmi. Sot az is belathato, hogy az R Gsszes részhalmazaibdl
4ll6 o-algebréra, 2%-re nem végezhetd tigy el e kiterjesztés, hogy [a,b] mértéke b —a le-
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gyen. Hasznos olvasmany e tekintetben Jarai Antal , Invariant extension of Haar measure”
cimit cikke (Jarai [3]).

A Lebesgue—Stieltjes-mérték a Lebesgue-mérték dltalanositasa. Ha F' : R — R monoton
novekvé, balrdl folytonos fliggvény, akkor egyértelmiien 1étezik R Borel halmazain, B(R)-
en olyan lokdlisan véges pp mérték, hogy minden a < b, a,b € R esetén pup([a,b]) =
F(b) — F(a). Megforditva, ha pr egy lokdlisan véges mérték, akkor mindig eldéllithat6 a
megadott modon. (Egy mérték lokalisan végessége azt jelenti, hogy minden kompakt halmaz
mértéke véges.) Ekkor pup neve az F-hez rendelt Lebesgue—Stieltjes-mérték, a pp szerinti
integralas pedig a Lebesgue—Stieltjes integralas. O

2.1.4. Feladat. Legyenek &, 7 : Q — RF valdszintiségi véltozék. Bizonyitandd, hogy
ekkor Py = P, akkor és csak akkor, ha F; = F,. (Azaz az eloszlas és az eloszlasfiiggvény
kolesonosen egyértelmiien meghatérozza egymast.)

Megoldas. (Shiryaev [11], 152-154. old. alapjan) Elészor felidézziik az eloszlas és
az eloszlésfiiggvény fogalmdt: ¢ eloszldsa a P : B(RF) — R, P(B) := P((Y(B))
halmazfiiggvény, mely valészintiségi mérték (R*, B(R¥))-n, illetve ¢ eloszlasfiiggvénye az
Fe 1 RF — [0, 1],

Fe(zv) =P <x)=P& <x1,....& < xp), r=(ry,...,2;) € RF,

fliggvény.

Tegyiik fel elészor, hogy P = P,. Legyen B := (—oo,z), z € R ekkor B € B(RF)
és
Fe(z) = P(§ <z) = Pe(B) = Fy(B) = Py((—00,z)) = P(n € (=00, z)) = P(n < z) = Fy(z).

gy F.=F,
Tegyiik most fel, hogy F¢(z) = F,(x), z € R*. Ekkor

Pe((—00,2)) = P(¢ < 2) = P(n < 2) = By((~o0,)), = € R,

Azaza P; és P, (R*, B(RF))-n értelmezett valésziniiségi mértékek megegyeznek a {(—oo, ) :
r € R¥} halmazrendszeren. A Carathéodory tételt felhaszndlva megmutatjuk, hogy meg-
egyeznek B(R¥)-n is.

Carathéodory-tétel: Legyen () egy nemiires halmaz, A az ) bizonyos részhalmazaibdl
allo halmazalgebra. Legyen g : A — [0,+00] egy o-véges mérték. Ekkor egyértelmiien
létezik olyan p : o(A) — [0,400] mérték, mely po kiterjesztése, azaz u(A) = ug(A),
Ac A

Az A halmazalgebrat a kovetkezéképpen definidljuk:

AeA « dneN:A=|]A4,
=1

47



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

ahol minden 2=1,...,n esetén
(2.1.7) A; € {(7), (—00,a),[b,c),[d,+0) : a,b,c,d € R}
és Aj,..., A, paronként diszjunktak. (Azaz A R azon részhalmazaibdl all6 halmazal-

gebra, mely részhalmazok véges sok, diszjunkt intervallum unidjaként allnak els.) Megmu-
tathatd, hogy A valéban halmazalgebra. Definidljuk a P : A — [0,1], PJ: A — [0,1]
fiiggvényeket, hogy

P£< ZF& bk Fg (Zk) A = U Itl}mbk € .A,
Pl(A) = ZF (be) = Fylan), A=|]JIon, €A,
k=1

(2.1.7)-tipusi, ap és

kDK

ahol F¢(+o00) = F(+00) :=1, F¢(—o00) = F,(—00) =0 és I,
b végponti intervallum. Nyilvanvaloan, POf és Pj végesen additiv halmazfiiggvények
A-n, PS(0) = PJ(0) =0, PS(R) = P)(R) =1, é P5(A) = PJ(A), Ac A Megmutatjuk,
hogy PO£ és P o-additiv halmazfiiggvények A-n, és igy azt is kapjuk majd, hogy P§ és
P! o-véges mértékek A-n. Ismert, hogy ehhez elég azt megmutatni, hogy PS, illetve P
feliilrél folytonos az iireshalmazon. A tovabbiakban csak PS-vel foglalkozunk, P esete
hasonlé.

Megmutatjuk tehét, hogy ha A, | 0, A, € A, akkor Pé(An) 1 0. Legyen a tovabbiakban
{A,}nen egy olyan A-beli sorozat, hogy A, | 0. Tegyiik fel eldszor, hogy létezik olyan
N € R, hogy A, C [-N,N] minden n € N esetén. Legyen e > 0 rogzitett. Megmutatjuk,
hogy minden n € N esetén 3 B, € A: B, C A, és

€

(Itt B, a B, halmaz lezartjat jeloli.) Valéban, minden a,b € R, b, T b szigorian
monoton névekvé és ¢, T +oo sorozatok esetén, F¢ balrdl folytonossaga miatt kapjuk,
hogy

P ([a,b,)) = Fe(ba) — Fe(a) = Fe(b) — Fe(a) = P5([a,b))

P5((=00,b,)) = Fe(ba) = 0 = Fe(b) — 0 = Py ((—00,b))

PE(bsca)) = Felen) — Fe(b) — 1 — Fe(b) = PE([b, +00)).
(A by, n € N, sorozatot azért kell szigorian monoton névekvének valasztani, mert ha

b, = b, n € N lenne, akkor [a,b,) & [a,b) &llna fenn.) Felhaszndlva A definiciéjdt kapjuk
a kivant egyenlotlenséget.

A feltételek miatt (02, A, =0, ésigy (oo, B, = 0. Megmutatjuk, hogy létezik olyan
no :=ng(e) € N, hogy

(2.1.8) ﬁ B, =
n=1
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Valéban, mivel (\°2, B, =0, B, C A, C [-N,N], n € N, kapjuk, hogy
—~N,N] = U —N, N\ B,),

fgy {[=N, N]\ B, }nen nyilt lefedése a [—N, N] kompakt halmaznak. Ezért a Heine-Borel
tétel szerint létezik véges részlefedés, azaz létezik olyan ng := ng(e) € N, hogy

no

U ([_NvN]\B_n> = [-N, N],

n=1

ésigy N, B, =0.Mivel A, 10, A, CA,-1C---C A, (2.1.8) alapjén kapjuk, hogy

PS(Ang) = P (4n \ ﬁ By ) + B ( ﬁ Bi) = P (A, \ ﬁ By)
k=1 k=1 k=1
= A (U ) < B (U Bo) < S0P B < Y o <
k=1 k=1 k=1 k=1

Legyen most {A,},en tetszéleges olyan sorozat, hogy A, [0 és A, € A, n € N. Legyen
tovdbbd e > 0 rogzitett. Ekkor létezik olyan N := N(¢) € R, hogy PS([-N,N]) > 1— 5.
Felhasznélva az

An = (Anm [_N’N]) U (Anm (R\ [_NvN]))
felbontast kapjuk, hogy

F§(An) = P (AN [=N, N]) + F5 (A, N (R\ [-N, N]))
€

P§(An O [=N,N]) + F§ (R\ [=N, N]) < P§(Au 0 [=N, N]) + 5.
Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan, mivel A, N [—N,N] C [-N,N], n € N, kapjuk,
hogy 1étezik olyan ng :=ng(e, N) € N, hogy

N

P5(A, N[N, N]) < ha n > ny.

l\Dlm

[gy figyelembevéve az el6z6 becslést, kapjuk, hogy PS(A,) <e, ha n>ng.
Ezért P§ és Py o-véges, egymadssal megegyezd mértékek A-n. fgy a Carathéodory-tétel
szerint egyértelmiien terjeszthet6k ki mértékké (R, B(R))-re. Mivel
Pe(la,b)) = Fe(b) — Fe(a), a<b, a,be RU{—o0,+00},

és mivel P, valdszinliségi mérték (R, B(R))-en, a Carathéodory-tétel miatt azt is kapjuk,
hogy az el6z6 egyértelmil kiterjesztés megegyezik Fe-vel. Hasonléan, az el6zd egyértelmi
kiterjesztés megegyezik P, -val is. fgy P =P, 0

Az el6z6 feladat tulajdonképpen azt mondja, hogy az (R, B(R))-en értelmezett val6szini-
ségi mértékek és az R-en értelmezett eloszlasfiiggvények kozott kolesonosen egyértelmii
megfeleltetés 1étezik.
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2.1.5. Feladat. Hogyan illeszkednek a most megtanult varhaté érték fogalomba a diszkrét,
ill. abszolut folytonos esetre (Valésziniiségszamitas 1-ben) megtanult varhat6 érték fogal-
mak?

Megoldas. El6szor felidézziik, hogy mit tanultunk diszkrét, ill. abszolit folytonos esetben.

Diszkrét eset: Azt mondjuk, hogy a p, = P(§ = =), k = 1,2,..., eloszldsu &
valészintiségi valtozénak létezik a varhaté értéke, ha a > ° ppog  sor abszolit konver-

EE =) pes
k=1

szamot nevezzilk a ¢ varhaté értékének. (Az abszolit konvergencia biztositja, hogy a

gens. Ekkor az

vérhaté érték az xp-k sorszamozasatdl fiiggetlen szam.)

Abszolit folytonos eset: Legyen a £ valdszintiségi valtozo abszolit folytonos, stirtiségflige-
vénye f. Ha fj;o |z| f(x) dx véges, akkor azt mondjuk, hogy &-nek létezik véges varhatd
értéke. Ekkor az

Ee — /+o° o f(z) da

o0

szamot & varhato értékének nevezziik.

Hogyan allnak ezek egymassal osszhangban? Legyen F : R — R egy eloszlasfiiggvény,
és jelolje Ap az F-hez tartoz6 Lebesgue—Stieltjes-mértéket (R, B(R))-en. Azaz Ap az
az egyértelmiien meghatarozott mérték (R, B(R))-en, melyre Agr([a,b)) = F(b) — F(a),
a,be R, a<b.

Ha & :Q — R egy valészinliségi véltozd, akkor eloszldsa, P egy valésziniliségi mérték
(R, B(R))-en, melyre

P(B)=P(£€ B) =P (B))=(Po&')(B), BeB(R),
azaz Py = Po&'. Ha specidlisan B = [a,b), akkor
Pe([a,b)) = P(¢ € [a,b)) = Fe(b) — Fe(a) = Ap([a, D)),

és igy Ap egyértelmlisége maitt P = Ap.

Ha & :Q — R abszolit folytonos valészintiségi valtozo, akkor létezik olyan f : R — R
fiiggvény, melyre F(x) = ffoo ft)dt, z e R, és

P.(B) = P(¢ € B) = /Bfg(t) dt, B e B(R).

gy ha A(B) =0, akkor P;(B)=0. (Itt A az l-dimenziés Lebesgue-mértéket jelli.)
Latjuk, hogy A és Ap = Pr (R,B(R))-en értelmezett mértékek, és P abszolit
Pe

folytonos A-ra nézve. Jelolésben: P < A és fe = dd—)\' a Radon-Nikodym derivalt.
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A most megtanult varhato érték fogalom szerint, ha & : 2 — R nemnegativ valészintiségi
valtozo, akkor

E¢ = /g )dP(w /deg() /Rxd)\p() /RxdF()

ahol az (2, A, P) és (R,B(R),P:) mértékterek kozott az w := £ '(x) helyettesitést
hajtottuk végre.

A fenti (majdnem) altalanos alakbdl latszik, hogy ha ¢ abszolit folytonos, akkor mivel
fe= %, azt kapjuk, hogy

/Rx dP:(z) = /Rxfg(x) dx = E&.

Abban az esetben, ha ¢ diszkrét eloszlasu és eloszldsa P(§ = x;) = p;, i = 1,2,..., akkor
F(z) =P <x)= Z pi, T€R,
{i:z;<x}

ésfgy EE =377, wipi.

Mi annak az oka, hogy a diszkrét eloszlas és a struségfiiggvény kozott van szoros kap-
csolat? A struségfiiggvény nem mas, mint az abszolut folytonos valdszintiségi valtozé el-
oszlasanak Radon—Nikodym derivéltja a Lebesgue-mértékre nézve. A diszkrét eloszlas pedig
nem mas, mint a diszkrét valdszintiségi valtozd eloszldsanak a szamlaléo mértékre vonatkozd
Radon—Nikodym derivaltja. Ez az oka, hogy a diszkrét eloszlas a stirliségfliggvénnyel mutat
analégiat és nem az eloszlasfiiggvénnyel. A hasonldsag felfedezhet6 az alabbiakban is:

pi=0, ieN — f(z)>0, zeR,
—+00

sz_]- — f() 7

+oo
Eg:inpi — Eg:/ x
i=1 >
U

2.1.6. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha & és n fiiggetlen, véges varhaté értékii valoszintliségi
véltozdk, akkor &n is véges varhaté értéki, és E(&n) = (EE)(En).

2.1.7. Feladat. Bizonyitando, hogy a &, ...,&, valdszinliségi valtozok akkor és csak akkor
fiiggetlenek, ha

@fl,--.,én(tb o ,tn) = Vg (tl) e gpgn(tn), A ti,...,t, € R,

ahol @¢, ¢, és g, a (§1,...,&) valdszintiségi vektorvdltozo, illetve a & valdszinfiségi
valtozé karakterisztikus fiiggvényét jeloli.
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2.1.8. Feladat. Legyen I egy nemiires halmaz. Legyen minden i € I esetén (E;, B;) egy
mérheto tér, és X; : Q — E; egy valdsziniiségi valtozd. Bizonyitando, hogy az {X;:i € I}
valoszintiségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha az [ kiilénboz6 elemeibdl allo
minden (iy,...,4,) véges részhalmaz és tetszéleges fi, : E;, — R, ... fi, + E;,, — R
korlatos, mérhet6 fiiggvények esetén teljesiil, hogy

E(fz‘l(Xz'l) o fin (Xz‘n)> =Efi,(Xy) - Efi, (Xi,).

Megoldas. Elészor a visszafele irdnyt bizonyitjuk. Legyen (iy,...,7,) az I kiilonboz6
elemeibél all6 tetszéleges részhalmaz. Legyen f; (z) := 1 Ay, (z), z € E;,, ahol A; € B;
tetszélegesen rogzitett, j=1,...,n. Ekkor f; korldtos és mérhetd is, mert A; € B;;. A
feltevésbdl adédoan kapjuk, hogy

E[La, (X0)Ta,, (X,)| = E[La, (Xi)] - E[Ly,

n

(Xi,)l-
Mivel
]]‘Ail (Xu (w)) e ]1Ain (Xln (w)) = H{Xil EAiq s XineAin}(w)7 w € Q,

kapjuk, hogy

P(le - Ai17'-~7Xin c Azn) = P<X11 c A“)P(in c Azn)

Az {X; :i € I} valdszinliségi valtozok fiiggetlensége pedig azt jelenti, hogy az [
kiillonb6z6 elemeibdl all6 minden (i, . .., 4,) véges részhalmaz esetén

P(C,N---NGC,) =P(Cy) - P(Cy,),
ahol minden 7 =1,...,n esetén
Cij c O'(Xij) = {XZZI(A) cAe sz} = {{XZJ S A} A€ Bz]}

Latjuk, hogy a fentickben pontosan az {X; :i € I} valdszinliségi valtozok fiiggetlenségét
lattuk be.

Ratériink az odafele irany bizonyitasara. Elegendo azt belatni, hogy a feltételekbol kovet-
kezik, hogy az fi,(X;,),..., fi,(X;,) valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek és létezik és véges
a varhato értékiik. Mivel f; ..., f;, korlatos, mérhetd fliggvények, a fenti varhato értékek
léteznek és végesek. Azt kell még megmutatni, hogy f;,(X;,),..., fi, (X;,) flggetlenek.
A feltevés miatt az X;,,... X, valdszintségi valtozok fiiggetlenek, ez azt jelenti, hogy a
o(X4),...,0(X;,) o-algebrék fiiggetlenek. Ezért tetszlleges Dy € o(X;,), k =1,...,n

események esetén
P(Din---ND,)=P(Dy)---P(D,).

Az fo(Xi), ..., fi,(X;,) valészintiségi véltozdk fiiggetlensége azt jelenti, hogy minden
Ereo(fi, (X)), k=1,...,n esetén

P(E\N---NE,) = P(E))- - P(E,).
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Nyilvén elég azt beldtni, hogy o(f(X)) C o(X). Mivel f mérhetd, igy minden B € B(R)
Borel halmaz esetén  f~1(B) € B(E). Igy tetszbleges B € B(R) esetén

(foX) ' (B)={weQ: (foX)w) B} ={weQ: X(w) e [(B)}=X""(f(B)) €A

hiszen X valészinfiségi valtozé és f~1(B) € B(E). (Itt (9,4, P) a hattérben lev
valészintiségi mez6t jeloli.) Ezért

o(f(X)={(foX)"'(B): BEBR)} = {X :Be BR)} Co(X).
(A fentiekbdl az is latszik, hogy f(X) tényleg valészintiségi valtozo.) O

2.1.9. Feladat. Bizonyitandé, hogy az {A; :i € I} események akkor és csak akkor fligget-
lenek, ha az {14, :i € I} valdsziniiségi véaltozok fiiggetlenek.

Megoldés. Definicié szerint {A; : i € I} fiiggetlenek, ha az F; := {0, A4;,Q\ A;, Q}
o-algebrak fiiggetlenek.
Definicié szerint {14, : ¢ € I} fiiggetlenek, ha az altaluk generalt {o(1a,) : ¢ € I}
o-algebrak fiiggetlenek.

Felhaszndlva, hogy tetsz6leges £ valdszintiségi véaltozd esetén o(€&) = {£71(B) : B € B(R)},
kapjuk, hogy
O'(I].AZ):{Q,A“Q\A“Q}, 1€ 1.

Azaz a két dolog ugyanazt jelenti, a definicidk feloldasa utan. O

2.1.10. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} és & valdszintiségi valtozok. Bizonyitandd, hogy
a kovetkezo halmaz esemény:

{weQ: lim & (w) =¢(w)}.

n—oo
2.1.11. Feladat. (Jensen-egyenlStlenség) Bizonyitandd, hogy ha £ véges varhato értéki
valészintiségi véltozé és g : R — R konvex fiiggvény, akkor ¢(E¢) <Eg(&).

Megoldas. Az f: (a,b) - R fiiggvény konvex (a,b)-n, ha barmilyen =z, x5 € (a,b) és
barmilyen p, ¢ € [0,1], p+¢ =1, esetén

f(pzy + qxo) < pf(x1) + qf (22).

Ismert, hogy f akkor és csak akkor konvex, ha barmely pontjaban van olyan egyenes, mely
alatt nem megy a gorbe. Ismert tovabbd, hogy egy f: R — R konvex fiiggvény folytonos is.
A fentiek alapjan ¢(§) tényleg val6szintiségi valtozd, és mivel EE € R, g(EE) értelmezhetd
és egy valds szam. A fentiek miatt ¢ konvexségébdl kovetkezik az is, hogy az (E¢, g(EE))
ponthoz van olyan egyenes: y = m(z — E£) + g(E¢), melyre

g9(x) =z m(r — EE) + g(EE), zeR.
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gy go&>m(¢—EE) + g(EE). Varhato értéket véve mindkét oldalon kapjuk, hogy Eg(€)
létezik és Eg(§) €] — 0o, +00], valamint

Eg(§) = E(g 0 &) > E(m(¢ — E€) + g(E€)) = mE(¢ — EE) + g(ES) = g(E¢).

A kovetkezékben (a teljesség kedvéért) részletesen leirjuk annak indokldsat, hogy Eg(&)
létezése hogyan kovetkezik. Ehhez azt kell igazolni, hogy g¢(£) pozitiv, illetve negativ
részének varhaté értéke koziil legalabb az egyik véges. Megmutatjuk, hogy ¢(§) negativ
részének varhato értéke véges, azaz Eg(§)~ < +00. Mivel g(&) = m(§—E&)+g(EE) kapjuk,
hogy

min(g(€),0) > min (m(€ — EE) + g(EE),0),

és fgy (&)™ < (m(§ —EE) + g(EE)) . Mivel £F+¢&7 =€ és £72>0,6 20 kapjuk,
hogy &~ <[¢], ésigy
9(&)~ < [ml([g] + [EE]) + 9 ().
Mivel & véges varhaté értékli valdszinliségi véltozd, EET < +oo, EE™ < 400, és ezért
El¢| < +o00. Igy
Eg(€)” <2[m[E[¢] + [g(ES)[ < +oo.

Ebbél a gondolatmenetbdl az is adédik, hogy Eg(§) €] — oo, +o0. d
2.1.12. Feladat. (T6bbdimenziés Jensen-egyenl&tlenség) Legyen C' C R™ egy nemiires,
Borel-mérhet6, konvex halmaz, f : C' — R konvex fiiggvény, X : @ — (' olyan
valdszintiségi valtozd, hogy E||X|| < +o0 és fo X : Q — R is valdszintliségi valtozo.
Ekkor EX € C, az Ef(X) véarhaté érték létezik és Ef(X) € (—oo,+o0], tovabba
Ef(X) = f(EX).

2.1.13. Feladat. Legyenek &, n:Q — (0,400) olyan valdsziniiségi valtozok, hogy E¢ <
+o00, [En < +oo0. Mutassuk meg, hogy

1 1
E £+n+—) >E¢+Enp+ —— > 3.
( &n ESEn

Megoldas. Alkalmazzuk a tobbdimenziés Jensen-egyenlotlenséget a
C:= {(m,y) cR?*|z >0, y>0},
és f:C =R,
1
f(x7y) :$+y+@, (ZL‘,y)GC

valasztasokkal. Megmutatjuk, hogy f konvex fliggvény C-n. A C' halmaz nyilvan konvex.
Mivel [ kétszer differencidlhaté C-n, egy tétel alapjan f akkor és csak akkor konvex
C-n, ha f"(z,y) pozitiv szemidefinit minden (z,y) € C' esetén. Mivel

fl(x,y) = (Hl_—l 1+ 1_—1),

yaz’ Tz y?
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kapjuk, hogy

12 -1-1
3 2 2
f(z,y) = (_yl_l L, | @y el
yr e wy
gy (z,9) € C esetén (f"(z,y))11 = 2/(yz®) > 0 és
4 1 3
detf"(z,y) = = > 0.

2y o ylet T iyt
Ezért f"(x,y) pozitiv definit, s igy f szigorian konvex C-n.
(Masként is okoskodhatunk [ konvexségét illetéen. Mivel

1
In <—> =—Inx —Iny,
Ty

és Inz konkav, kapjuk, hogy In(1/(zy)) konvex. Mivel

5o ()
— =exp|In| — ,
Ty Ty

és exp konvex, monoton névekvd kapjuk, hogy 1/(xy) konvex. Mivel z 4+ y linedris
fiiggvény, igy konvex, és mivel két konvex fiiggvény oOsszege is konvex, kapjuk, hogy f
konvex.)

fgy kapjuk a feladat elsé felének &llitasat. (Megjegyezziik, hogy a feladat els6 felének

belatasahoz tekinthettiik volna az f(z,y) = é, (x,y) € C fliggvényt is.) A feladat mésodik

felének allitasa abbol kovetkezik, hogy a szamtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggés miatt

1 1
r+y+—=37zy—=3-1=3.
ry ry

O
2.1.14. Feladat. (Ljapunov-egyenlStlenség) Mutassuk meg, hogy ha 0 < s <t, akkor
(ElEl)Y < (B[],

azaz az LP-terek norméi monoton névekvéek. (Ha (X, X, m) egy mértéktér, akkor p > 0
esetén
LP(X, X,m) = {f X =R | f mérhet(')',/ |f|P dm < —i—oo},
X

és |\ fllp = (S |17 dm)'/7.)
Megoldas. Emeljiik a bizonyitando egyenlotlenséget a t-edik hatvanyra:

(EE]) <Elg[".
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Hasznaljuk a 2.1.11. Feladatot a g(z) = 2/, 2 >0, és n:=|¢|° valasztasokkal. Ekkor g
konvex, mert

A 2.1.11. Feladat alapjan,

(El¢]*)"* = g(En) <Eg(n) = E|¢[".
0

2.1.15. Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy a Ljapunov-egyenlotlenség egy ismert egyenlétlen-
ség altaldnositasanak tekintheto. Legyen & egy olyan valdszintiségi valtozd, melyre

1
P(fzak):ﬁ, k=1,...,n,

ahol a1 >0,...,a, >0. Ekkor

s - 1 aj+---+a)
Blet = Y apt - E G

n
k=1

Legyen 0 < s < t, ekkor a Ljapunov-egyenl6tlenség szerint,

s s\ 1/s t £\ 1/t
a+...+an R s a+...+an
(BT ey < i = ()

n

Ez pedig nem mas, mint a hatvanykozepekre vonatkozo egyenlotlenség. U

2.1.16. Feladat. (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz-egyenl6tlenség) Mutassuk meg,
hogy ha E&% < 400, En? < 400, akkor E|&n| < /EE2En2.

Megoldas. Ha En? =0, akkor P(n=0)=1 ésigy P(|¢n|=0)=1, Elén| =0. Azaz,
ha En? =0, akkor a bizonyitandé egyenl6tlenség teljesiil (mindkét oldal 0). Ha En? > 0,
akkor minden A € R esetén legyen k) := (|¢| + A|n|)®. Ekkor minden X € R esetén

0 < Eky = E(€2 4 202 4 2)\|€]|n]) = N En? 4 2)\E|én| + E&2.

Lathato, hogy Ek, maéasodfoku fiiggvénye M-nak, mely mésodfoku fliggvény nemnegativ.
Igy a diszkriminansa kisebb vagy egyenld, mint 0. Ezért

4(El¢n|)* — 4EEEn* < 0.

Atrendezés utdn kapjuk a bizonyitandé egyenldtlenséget. U
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2.1.17. Feladat. (Holder-egyenl6tlenség) Legyenek p,q € (1,+00), melyekre %—I—% =
1. Ekkor, ha E[¢|P < 400 és Eln|? < 400, akkor

Elen| < (BIEP) " (Eln4) YT = [¢]plnl,-

Megoldas. Felhasznaljuk a megoldas soran az alabbi lemmat, melyet be is bizonyitunk.

Lemma: Ha 0<a,b < +o00, 1 <p <400, és = akkor

P
—1?
P B
ab < < + —
p q
Bizonyitas. Ha a = 0 vagy b = 0, akkor trividlisan igaz az allitas. Legyen x := aP,
y = b?. Fzekkel a jelolésekkel azt kell belatni, hogy
aPyt/a g lx + ly
p q

Ezzel ekvivalens, hogy (logaritmust Véve)

1 1
logx + - logy log | -2+ -y ).
p p q

Mivel 1/p+1/g=1 és log konkév fiiggvény, kapjuk, hogy a fenti egyenlGtlenség teljesiil.

Visszatérve a Holder-egyenl6tlenség bizonyitdsara, abban az esetben, ha ], = 0 vagy
Inl, = 0 az aldbbiakbdl kovetkezik a Holder-egyenlStlenség:

=0 & (E¢gP)P=0 < [¢=0 Pmm <& (=0 Pmm.
= [¢&n]=0 P-mm. = E|én =0.

Tekintsiik most az esetet, mikor |£[, >0 és |n|, > 0. Legyen

h = i, ko=
€l 1lq

Alkalmazzuk az elébbi lemméat |h|-re és |k|-re, kapjuk, hogy
1 1
[Pl[k] < [P + = [k[%.
p q

Vegyiik ezen egyenlotlenség mindkét oldaldanak varhato értékét:

Bl = Blbllk < SEIbP + Bk = ( i ) e ( Lk ) _11
|f|p| lq E[¢]? E[n|a p g
Atszorozva |€]p|n]4-€l, kapjuk a bizonyitandd egyenlétlenséget. O

2.1.18. Feladat. (Minkowski-egyenl6tlenség) Ha E[¢|P < 400 és E|n|P < +o0o vala-
mely p € [1,+00) esetén, akkor

(mle )" < (eler) " + (hp) "
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Megoldas. Ha p =1, 1ugy azt kell belatni, hogy
El¢ +nl <E[¢] + Eln],

azon feltétel mellett, hogy E[{| < +oo és Eln| < +oo. Mivel |€+n| < [€] + |n|, mindkét
oldal varhaté értékét véve kapjuk a dolgot.

Legyen a tovabbiakban 1 < p < 4o00. El6szor végiggondoljuk, hogy E|[¢ + nP < 4o00.
Felhasznalva, hogy

€+ < (¢l + Il < (2max(lel, o))" = 2 max((€P”, nl?) < 27(€P” + [nP),

varhato értékét véve az eléz6 egyenlotlenség sorozat jobb- és baloldalanak, kapjuk, hogy
El€ + 0" <2°(E[¢[” + Elnl”) < +oc.
Végezzik el az alabbi atalakitast

(219  Elg+nl =E(lg+ 0l 1e +nl) <E(le+ - lel) +E(€ + i n)).

A Holder-egyenlotlenséget akarjuk alkalmazni p és g = ﬁ vélasztasokkal (ekkor %4—% =
1). A Holder-egyenlétlenség alkalmazhatd, mert E[E[P < +oo és

q
E(j¢+n"")" = El¢ +nl’ < +oo.

fgy
q1/q et
E(je+nPel) < [E(le+ar)"] " [®IEP)” = (Ble+ap) ™ [Eler]”
Hasonléan,
E(J¢+nl*nl) < (ElE+nl) ™ [Eil] ",
Ezért (2.1.9) alapjan
Ble + < (Ele +0P) ™ ((E16)"" + (Elal)"")
Ha E[{ +n|P #0, tdgy

1 p—1

(Ble+nP)” = (Ble+ap) 7 < (BleP)"” + @hl)"”.

Ha E|§+n? =0, ugy P(|§+n = 0) =1, és ekkor nyilvan fenndll a bizonyitandé
egyenlotlenség.

O
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2.2. Konvergenciafajtak

Ebben a részben a konvergenciafajtakkal foglalkozunk. Eloszor felidézziik a definiciokat.

Legyen a tovabbiakban (2,4, P) egy valdszintiségi mez6, és &,, n € N, és ¢ Q-n
értelmezett valoszinliségi valtozok.

2.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {&, :n € N} sorozat egyenletesen konvergil a
& waldszindségi valtozohoz, ha ¥ € >0 esetén 3 N(e) € N, hogy ¥ n> N(e) esetén

|Eo(w) —€E(w)| <e, VYV wel.

A definiciot ekvivalens mddon gy is megfogalmazhatjuk, hogy ¥ e > 0 esetén 3 N(e) € N,
hogy ¥ n > N(e) esetén

SUP [ (w) = EW) = [l =l <,

azaz limy, o ||€n — &|lo = 0.

Azt mondjuk, hogy a {&, :n € N} sorozat pontonként konvergdl a & wvaldsziniségi
vdltozohoz, ha ¥ w € Q esetén lim, o & (w) = £(w). (Részletesebben kiirva: ha ¥ w € Q
esetén ¥V e > 0-hoz 3 N(e,w) €N, hogy ¥V n=> N(e,w) esetén |&,(w) —E(w)| <e.)

Azt mondjuk, hogy a {&, :n € N} sorozat P-majdnem mindeniitt konvergdl a ¢
valosziniiséqgi vdltozohoz, ha

P ({w €N T}Lrgofn(w) = 5(@}) —1

Jelolés: &, — & P-m.m. A P-majdnem mindeniitti konvergencidt szokds 1-valdsziniséggel
valo, vagy majdnem biztos konvergencidnak is nevezni.

Azt mondjuk, hogy a {& : n € N} sorozat sztochasztikusan konvergdl a ¢
valdsziniségi vdltozohoz, ha ¥ € > 0 esetén

lim P&, — ¢ >2) = 0.

Jelolés: &, i & A sztochasztikus konvergencia helyett szokds azt is mondani, hogy
mértékben /valdsziniiségben valé konvergencia, és néha a &, N & jelolést is haszndljuk.

Azt mondjuk, hogy a {&, :n € N} sorozat eloszlasban konvergal a & wvaldsziniségi

vdltozohoz, ha

lim F (x) = Fe(x)

n—oo
minden olyan x € R pontban, ahol F¢ folytonos. Jelolés: &, 2, & Az eloszlasban valo
konvergencia helyett szokds azt is mondani, hogy gyenge konvergencia, és néha a &, — &,
ill. & = & jeloléseket is haszndljuk. (Az eloszldsban valé konvergencia ekvivalens példdul
azzal, hogy barmilyen f:R — R korldtos, folytonos figgvényre Ef(&,) — Ef(£).)
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Legyen 0 < p < +oo. Azt mondjuk, hogy a {&, :n € N} sorozat L,-ben konvergél a
& waldsziniségi vdltozohoz, ha E|&,|P < +oo, n € N, E|{P < 400 és

lim E|§, —£]P = 0.
n—oo

Jelolés: €, 25 €.

2.2.2. Megjegyzés. (i): Megjegyezziik, hogy ha az L,-beli konvergencia definiciéjaban
nem tesszik fel, hogy E|£,|P < 400, n € N és E[¢|P < 400, hanem csak azt, hogy
lim, o B[, — &P = 0, akkor el6fordulhat, hogy E|{,[? = +oo, n € N és E|¢| = +o0.
Legyen ugyanis példaul ¢ Cauchy eloszlasu és &, :==&, n € N.

(ii): Legyen 0 < p < 4oo. Jeloljik L,-vel azon ¢ valdszintiségi véaltozok halmazat,
melyekre E[{[P < +o0. Legyen tovabba

lell, = (BleP) ", €L,

Ha p>1, akkor |||, norma L,n, és L, teljes metrikus tér a megfelelé szarmaztatott
metrikdval. Ha 0 < p < 1, akkor ||£]|, nem teljesiti a haromszog-egyenl6tlenséget, igy nem
norma L,-n. Azonban, L, ekkor is teljes metrikus tér a d(&,n) := E|{ — nP metrikaval.
0

A konvergenciafajtak kozotti kapcsolatot az 1. dbra szemléletesen mutatja, amit a to-
vabbiakban részletesen fogunk elemezni.

2.2.3. Feladat. Miért nem koveteljiikk meg az eloszlasban valé konvergencia definicigjaban,

hogy
lim Fe, (x) = Fe(z), VazeR?

n—oo
Megoldas. Egy szemléletes példat konstrualunk. Legyenek c¢,, n € N, és ¢ valds szamok.
Legyenek tovabba
En(w) i=cp, weQ, neN, (w):=¢, weAq.

Természetes médon azt varjuk, hogy &, 2, ¢ akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢, — c.

Ekkor
0 ha x<gc, ) 0 ha x<c,,
Fe(z) = és I (x) =
1 ha z>g¢ 1 ha z>c¢,.

Ha ¢, T ¢ oly mddon, hogy ¢, < c,n €N, akkor Fg (¢)=1,neN és Fe(c)=0. foy a
¢ pontban nem all fenn, hogy F¢, (c) = Fe(c), de ¢ nem is folytonossdgi pontja Fe-nek.

Azonban az fenndll, hogy Fg, () — Fe(x) béarmilyen c¢-t6l kiilonbéz6 = € R esetén.
Valoban, ha xy < ¢, akkor mivel ¢, 1 ¢, kapjuk, hogy létezik olyan ny € N, hogy ¢, > xg
V n>ngra. Igy Fe(z0) = 0, ha n>ng és Fe(zg) = 0. Ha o > ¢, akkor mivel
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¢, < ¢ <z, kapjuk, hogy Fg, (z9) =1 és Fe(zg) = 1. Igy megmutattuk, hogy &, BN £,
ha ¢, T ¢ oly médon, hogy ¢, < ¢, n € N. Ellencriztiik tehét, hogy ¢, 1T ¢, ¢, <c¢, n €N,
esetén &, N ¢, Latjuk azt is, hogy ha a &, N ¢ eloszlasbeli konvergencia definicidja
alatt azt értenénk, hogy lim, o F¢, (v) = F¢(z) bdrmilyen z € R esetén, akkor a konkrét
példdban nem teljesiilne, hogy &, N ¢ (varakozédsainkkal ellentétben). O

2.2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy az egyenletes konvergenciabdl kovetkezik az L,-beli
konvergencia.

Megoldas. Az allitas az alabbi becslésbol kovetkezik:

Elé, — & = / £0(w) — £(w)P dP(w) < / (6 — €lloo)? dP(w) = 1€ — €]
]

2.2.5. Feladat. Legyen 0 < s < t. Mutassuk meg, hogy az L;-beli konvergenciabol
kovetkezik az Ls-beli konvergencia.

Megoldas. A Ljapunov-egyenlétlenség szerint

(Bie) " < (mler) "

igy
s/t

Ele, — &1 < (El&, — ¢f')
Felhaszndlva, hogy lim, .. E|, —&|' =0, kapjuk az allitést. O

2.2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy az egyenletes konvergencidbdl kovetkezik a majdnem
biztos konvergencia.

Megoldas. Tetszolegesen rogzitett w € {2 esetén

&n(w) — W) < [[&n = Ells;, n €N

Az n — oo hataratmenetet véve, minden w € {2 esetén megkapjuk a konvergenciat, azaz
a pontonkénti konvergencia is kovetkezik az egyenletes konvergencidbol. U

2.2.7. Feladat. Legyen 0 < p < +o0o. Mutassuk meg, hogy az L,-beli konvergencidbdl
kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

Megoldas. A sztochasztikus konvergencia definiciéjat alapul véve konnyen atgondolhatd,
st /
hogy &, — £ akkor és csak akkor, ha

lim P(|§, — &P >¢)=0, Ve>0.
n—oo
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A Markov-egyenlotlenség alapjan:

Elg. — &
€

P(lén —¢€lP 2 ¢) <

Mivel lim, o E[§, — &P =0, n — oo hataratmenetet véve kapjuk az &llitést. O

2.2.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy a majdnem mindeniitti konvergenciabdl kovetkezik a
sztochasztikus konvergencia.

Megoldas. Azt kell bizonyitani, hogy minden & > 0-ra fennall, hogy
Tim P({w € 0 [6,(w) — E(w)] > <)) =0.
A kiindulasi feltétel azt jelenti, hogy
P({weQ: lim &,w) = €w)}) = 1
ami azzal ekvivalens, hogy

P{we Q: & w) » E(w)}) =
Legyen minden n € N esetén A, :={w € Q: [§,(w) —&(w)| = e}. Megmutatjuk, hogy

(2.2.10)  limsup A, C {w € Q : limsup |{,(w) —&(w)| Z e} C{w € Q: &, (w) » E(w)}.

n—oo n—oo

Az els6 tartalmazds igazolasdhoz tekintstik az aldbbiakat. Ha w € limsup,,_,., A,, akkor
3 (ng)72, részsorozat, hogy minden k € N-re |, (w) —&(w)| = €. Ha ekkor az teljesiilne,
hogy limsup,,_, . |&.(w) — &(w)| < e, akkor egy analizisbeli tétel miatt |&,(w) — &(w)] < e
lenne legfeljebb véges sok n € N kivételével. Ez azonban ellentmond az (ng)32,; sorozat
1étezésének.

A mésodik tartalmazds abbdl kovetkezik, hogy ha &, (w) — £(w), akkor limsup,,_, . |&.(w)—
§(w)] =0.

A valésziniiség monotonitdsa miatt (2.2.10) alapjén kapjuk, hogy

P <1imsup An) SPHweQ: & (w) »E(w)}) =

n—oo

Igy P(limsup, . A,) =0. Ezért

0=P (limsupAn) =P (ﬂ U An) = lim P <U A > > limsup P(4,,) > 0.
m—00

n—00 m—o0
m=1n=m n=m

Azaz limsup,_,. P(4,) = 0, amib6l méar kovetkezik, hogy létezik a lim, o, P(Ay)
hatarérték és nullaval egyenlé. Ez pedig pontosan a bizonyitando allitast jelenti. 0
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2.2.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sztochasztikus konvergenciabdl kovetkezik az elosz-
lasban val6é konvergencial

Megoldas. Jelolje &, ¢és & eloszlasfiggvényeit Fg,, ill. Fe. Azt kell megmutatnunk,
hogy Fp¢,(x) = Fe(x) minden olyan = € R pontban, ahol F; folytonos, azt felhasznalva,
hogy lim, oo P(|& — & >¢) =0, Ve > 0. Legyen minden n € N esetén

Ay i ={weQ:|&(w) —Ew)] <e}.

Az Fe (x) = P(§, < x) értéket alulrdl és felilrdl is megbecsiiljitk az F;  eloszlasfiiggvény
alkalmas helyen felvett értékeivel.

El6szor a felsé becsléssel foglalkozunk. Ekkor

P, <x)=P, <z|A,)P(A,) + P& <z |Q\ A,)P(Q\ A4,).
Mivel P(A)<1, P(A|B)<1 tetszéleges A, B eseményekre,
(2.2.11) P, <z)< P, <z|A,)+P(Q\A,).

Felhasznalva azt, hogy ha A, B olyan események, hogy A C B, akkor ANB = A, kapjuk,
hogy

P&, < x| A,) = P(&n <a,An) _ Pl <z,§—e<& <E+¢)

P(A,) P(4,)
(2:2.12) _ Pl <z AnE<zte) PE<zte)
N P(A,) = P(A)
Mivel &, 3 ¢,
(2.2.13) lim P(|g, € >€) = lim P(Q\ 4,) =0, V¥ &>0,

igy lim, ,o P(A,) =1. Ezért limsup-ot véve (2.2.12)-ben, kapjuk, hogy

limsup P(&, < x| A,) < P(E<x+¢), Ve>0.

n—oo
Igy (2.2.11) és (2.2.13) alapjan,

limsup P(§, <z)< P <z+¢), Ve>0.

n—oo

Ratériink az alsé becslés bizonyitasara. Ekkor

P& <) 2 P(§ < x| Ay)P(Ay) = P(An)(1 — P(& 2 x| An))
= P(A,) = P(§n 22, Ay) = P(Ay) — P(§ 2 2, Ap,x — € <§)
>P(An)_P(x_5<£)>P(An)_P(x_5<€>
)
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lgy (2.2.13) alapjén

liminf P(§, <x) > P <z —¢), e > 0.

n—oo

Tehat barmely ¢ > 0 esetén

P <z —¢)<liminf P(§, < z) < limsup P(§, < z) < P(£ <2 +¢).
n—oo

n—oo

Mivel F¢ eloszlasfiiggvény, tetszleges = € R esetén fennall, hogy

lig)lp(f <z —¢)=Fx), lig)lp(f <z+e)= liﬁ)ng(x +¢) = Fe(z+0).

Jelen esetben, mivel z € R folytonossigi pontja Fe-nek, Fe(x + 0) = Fe(z). gy a
rendértétel miatt létezik a lim,_,o P(§, < x) hatarérték és Fg(z)-el egyenld. O

A kovetkezOkben ellenpéldakat keresiink arra vonatkozoan, hogy a fentiekben nem bi-
zonyitott iranyokban altalaban nem igazolhaté semmi.

2.2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a P-majdnem mindeniitti konvergenciabdl altalaban
nem kovetkezik az egyenletes konvergencia.

Megoldas. 1. Ellenpélda. Tekintsitk az (R, B(R), P,) valészintiségi mezét, ahol P,
valamely 7 valdszinliségi valtozé eloszlasa. Legyen tovabba minden n € N esetén

Sn(w) =

w ha we (—oo,nl,
n ha w € [n,+00),

és legyen ((w) :=w, w € Q. Léasd a 2. abrat!

Ekkor, ha wy € R rogzitett, akkor lim, .. &,(wo) = &(wp), ugyanis I ng € N, hogy
Vn>mng esetén n>wy, ésigy &,(wo) =wy, ha n>=ng. Jelen esetben tehdt pontonkénti
konvergencia all fenn. Viszont,

g@&@&—ﬂwﬂ=+w,

igy az egyenletes konvergencia nem teljestil.

2. Ellenpélda. Tekintsiik a ([0,1], B([0,1]), ) valészintiségi mez6t, ahol A a [0, 1]-en
definidlt Lebesgue-mértéket jeloli. Legyen minden n € N esetén &,(x) := 2", x € [0,1] és

~JO0 ha ze]0,1),
gwy_{llm r=1

Ekkor &, pontonként konvergdl [0, 1]-en &-hez, mert, ha =z € [0,1), akkor 2™ — 0, ha
pedig = =1, akkor z" — 1.

Azonban [0, 1]-en nem konvergal &, egyenletesen &-hez, mert folytonos fiiggvények egyenle-
tesen konvergens sorozatanak hatarfiiggvénye folytonos, de itt a hatarfliggvény nem folytonos
x = 1-ben. U
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2.2.11. Megjegyzés. Az alabbiakban arrdl szolunk, hogy az 1. dbran az egyenletes és a
P-majdnem mindeniitti konvergencia kozé beékelhetd, az tgynevezett P-majdnem (min-
deniitt) egyenletes konvergencia.

Legyen (X, A,pn) egy mértéktér, f: X —C, f,: X — C,neN, A-mérhetd fliggvények.
Ha minden ¢ > 0 esetén van olyan A € A, hogy

lim sup[fo(2) = f(2)| =0 &  p(X\A)<e,

n—o0 zEA

akkor azt mondjuk, hogy (f,)neny p-majdnem egyenletesen konvergal f-hez.
Tétel (Jegorov): Ha pu(X) < +oo, akkor a kovetkez6 allitasok ekvivalensek:

(i) fn — f p-majdnem mindeniitt,

(ii) fn — f p-majdnem egyenletesen.

A kovetkezdkben leellendrizziik, hogy a 2.2.10. Feladat 1. és 2. ellenpélddjaban megkons-
trualt P-m.m. konvergens sorozatok tényleg P-majdnem egyenletesen konvergensek.

Az 1. ellenpélda esetében, barmilyen € >0 esetén 3 M. € N: P, (R\ [-M,, M,]) < e.
Legyen A, :=[—M_, M.]. Ekkor

sup [¢n(w) — E(w)] =

weEA:

0 ha n> M.,
M, —n ha M, >n.

fgy SUP,ea. |§n(w) —&(w)| = 0, ha n — oo.

A 2. ellenpélddban barmilyen € > 0 esetén 30 < a. < 1: A([0,1]\ [0, a.]) <e. Legyen
A, :=[0,a.]. Ekkor

sup |&,(2) — £(2)] = sup |2"| <ag.
EGAE IGAE

fgy SUpP,ca. |én(2) —&(x)] = 0, ha n — oco. O

2.2.12. Feladat. Legyen 0 < p < +oo. Mutassuk meg, hogy az L,-beli konvergenciabdl
altaldban nem kovetkezik az egyenletes konvergencia.

Megoldas. A 2.2.10. Feladat 2. ellenpélddjaban szereplé ¢&,, n € N, és £ valasztas
megfelel6. Ugyanis
! 1

1 1 :L.pn+1
- p = P = = h .
/0 (€n(z) — &(2))P do /0 " dx Lm n 1}0 e — 0, ha n— o0

(Ebbél a levezetéshdl az is latszik, hogy E|¢,[P < +oo, n € N.) ley &, Lo, &, és a 2.2.10.
Feladatban lattuk, hogy egyenletes konvergencia nem &ll fonn. U

2.2.13. Feladat. Legyen 0 < p < +o0o. Mutassuk meg, hogy az L,-beli konvergencidbdl
altaldban nem kovetkezik a P-majdnem mindeniitti konvergencia.
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Megoldas. Tekintsiik az ([0,1],B([0,1]),A) valdsziniiségi mezbt, ahol A a [0,1]-en
definidlt Lebesgue-mértéket jelli. Legyen ((w) := 0, w € Q. A &,, n € N, sorozatot
értelmezziik a 3.-4. abran lathaté moédon.

Ekkor &, LN ¢, mert barmilyen e > 0 esetén létezik olyan ng € N, hogy V n>mng
esetén |, — &|P < nio < e, azaz E|§, — &P — 0. Viszont &, nem tart P-majdnem
mindeniitt &-hez, mert tetszéleges w € Q0 esetén végtelen sok n € N esetén &, (w) = 0,
és végtelen sok n € N esetén &, (w)=1. O

2.2.14. Feladat. Legyen p > 0. Mutassuk meg, hogy a P-majdnem mindeniitti konver-
genciabdl altalaban nem kovetkezik az L,-beli konvergencia.

Megoldas. Tekintsiikk az ([0,1],B([0,1]),A) valdsziniiségi mezbt, ahol A a [0,1]-en
definidlt Lebesgue-mértéket jeloli. Legyen ¢(w) := 0, w € Q. A &,, n € N, sorozatot
értelmezziik az 5. dbran lathaté modon.

Ekkor ¢, P-majdnem mindeniitt konvergal ¢&-hez, mert minden w € (0,1] esetén
létezik N(w) € N, hogy barmilyen n > N(w) esetén 1/n<w, ésigy &,(w) =0, illetve
£.,(0) =0,n € N. Ha w =0, akkor ,(w) =0,VneN ésigy &(0) — &0) =0 is
teljesiil.

L
Viszont &, - £, mert

1
E|&, — &P :/ nQIL{K;}dx =n — +00.
0 n
U

2.2.15. Feladat. Legyen p > 0. Mutassuk meg, hogy a sztochasztikus konvergenciabdl
altalaban nem kovetkezik az L,-beli konvergencia.

Megoldas. A 2.2.14. Feladatban megadott &,, n € N és ¢ valasztas egy megfeleld példat
szolgaltat. Ugyanis, mivel

1
lim P(|&, — €| >¢e) = lim — =0, ¥V e>0,
n—oo

n—oo N
kapjuk, hogy &, =% €. Viszont &, 2 €. 0

2.2.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sztochasztikus konvergenciabdl altalaban nem kovet-
kezik a P-majdnem mindeniitti konvergencia.

Megoldas. Ugyanaz az ellenpélda megfelel, mint amit a 2.2.13. Feladatban adtunk arra,
hogy az L,-beli konvergenciabdl altaldban nem kovetkezik a P-majdnem mindeniitti kon-
vergencia. 0

2.2.17. Példa. Egy ujabb példat néziink arra vonatkozdan, hogy a sztochasztikus konver-
genciabdl nem kovetkezik a P-majdnem mindentitti konvergencia. Legyen

(QvAv P) = ([07 1]78([07 1])7)‘)7
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ahol A\ a [0,1]-en definidlt Lebesgue-mértéket jeloli. Mivel a raciondlis szédmok halmaza,
Q megszamlalhat6, QN [0, 1] is megszamlalhato, igy irhatd, hogy QN [0, 1] = {ry, k € N}.
Irjuk fel az 7, raciondlis szamot relativ primek hanyadosaként: r, = py/qx, k € N. Legyen

&(z) = e’(p’“’xq’“)z, x€|0,1], k€N,

és &(x) =0,z € [0,1]. Mutassuk meg, hogy & N 0, de & nem tart &hez P-majdnem
mindentitt.

Ahhoz, hogy & =150 azt kell megmutatnunk, hogy barmilyen ¢ > 0-ra
lim P(l|> <) = 0.
Ha ¢ > 1, akkor
{6 > €} = {z € [0,1) : ") > e} =),

hiszen e~ (Pr—2)” <1, 2 € [0, 1].
Ha 0 <e <1, akkor

{z €0,1]: |&(2)| =} ={z€[0,1] : (pr — zqr)* < —loge}

_ ./ —1 / 1
:{xG[O,l]'pk loge < gw}’
qk

——— <z
qk

hiszen (pr — zqr)? < — loge akkor és csak akkor, ha —+/loge! < zq, — pr < \/logeL.

Igy
2+/loge1
P(l&] > e) < 85

qk

(Azért szerepel < az el6z6 egyenlStlenségben, mert nem biztos, hogy (pg — \/log?) [k
és (pr + /loge™')/qr a [0,1] intervallumban vannak.)

Megmutatjuk, hogy ¢qr — +00. Tegyiik fel indirekt, hogy qr - +00, azaz 3 M > 0, hogy
Vko€N esetén 3k >ky, hogy ¢ < M. Azonban az M-nél kisebb nevezoji ri-k csak
véges sokan vannak (hiszen 7, € [0,1], & € N), gy taldlhatunk olyan K, € N indexet,
hogy ha k > Kj;, akkor r; nevezdje nagyobb, mint M. fgy ko == K, vélasztassal
ellentmondasra jutunk. Tehdt g, — +oo. Esigy P(|&]>e) — 0.

Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy a limg_,o & (z) hatarérték nem létezik sem-
milyen x € [0,1] pontban. Legyen a tovdbbiakban x € [0,1] rogzitett. Tekintsiink egy
olyan raciondlis szdmokbdl &ll6 (7, )nen sorozatot, hogy létezik a lim,, o, ry, hatarérték
és értéke egy x-t6l killonboz6 irraciondlis szém. Ekkor (pg, — zq,)* = qp (rk, — x)* 6és

(rr, —x)? = a, ahol a >0 egy pozitiv valés szam.

Mivel 3 lim,, oo 7, € R\ Q, gqx, nem lehet korldtos, és igy létezik olyan részsorozata, mely
+oo-hez tart. Tegyiik fel, hogy ez a részsorozat most az egész (7, )Jneny sorozat (egyébként
&t kellene rd térni). Igy (pr, — zqr,)* = 400, ha n — oo, és ezért &, (z) — 0.
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Most konstrualunk egy maésik részsorozatot, ami mentén a hatarérték nem létezik. Meg-
mutatjuk, hogy létezik olyan (k!),en részsorozat, hogy

C(z)
7 ’

Pr:,
dr!,

[T — x| = neN,

_x‘g

ahol C(z) € R egy z-tél fiiggd konstans.
Ha x € Qn[0,1], akkor = =a/b, ahol a és b relativ primek, és az 7y :=a/b,n € N
valasztds megfelel. Ekkor ¢ =0b, n € N.
Ha z € (R\ Q) NJ0,1], akkor felhaszndlva azt, hogy az irraciondlis szdmok legaldbb

masodrendben approximaélhatdk, kapjuk, hogy léteznek olyan paronként kiilonbozd i, =

P, /qe, € QN [0,1] raciondlis szamok, hogy

o C (Qx)
T, Ik,

v — Pr,
dk!,

és (qu )nen nem korldtos sorozat.

Igy . i
&, (x) = e P00 5 o700 5 g,
és ezért
liminf &, (x) > e C@” 5,
n—oo
Azaz nem létezik a lim, . &,(x) hatarérték. O

2.2.18. Megjegyzés. Az eléz6 két feladatban (2.2.16. Feladat és 2.2.17. Példa) lattuk, hogy
a sztochasztikus konvergenciabdl altaldban nem kovetkezik a P-majdnem mindentitti kon-
vergencia. Viszont van tn. részleges visszafele irany.

Riesz-féle kivalasztasi tétel: Ha &, tart sztochasztikusan &-hez, akkor (&,)nen-nek van
olyan (&, )ken részsorozata, hogy &, (w) — {(w) P-majdnem minden w € 2 esetén. O

2.2.19. Megjegyzés. A 2.2.13. Feladatban lattuk, hogy az L,-beli konvergenciab6l nem
kovetkezik a P-majdnem mindeniitti konvergencia, de az el6z6 megjegyzés nyoman itt is van
részleges visszafele irdny. Valéban, az L,-beli konvergencidbdl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia, és igy alkalmazhaté a Riesz-féle kivalasztasi tétel. U

2.2.20. Megjegyzés. A 2.2.15. Feladat alapjan: a sztochasztikus konvergenciabol altalaban
nem kovetkezik az Li-beli konvergencia, de bizonyos majoralasi feltétel mellett igen.

Tétel: Ha &, N ¢ éslétezik olyan n:Q — [0,400) valészinliségi véaltozd, amire minden
neN esetén |&,|<n és En < +oo, akkor &, RNy O

2.2.21. Megjegyzés. (Javitott Domindlt Konvergencia Tétel) Legyenek &, : Q@ — R,
neN, é £:Q0 — R valoszinliségi valtozok. Ekkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(i) & — &,
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(i) &, L ¢ és {&, :n € N} egyenletesen integralhaté, azaz

P B tyan) =0

O

2.2.22. Feladat. Legyen P a [0,1] intervallumon definidlt Lebesgue-mérték, és minden
n €N esetén P, az a mérték, mely 1/n silyt helyez az (i —1)/n, i =1,...,n pontok
mindegyikébe.

(i) Mutassuk meg, hogy P, tart P-hez gyengén.

(ii) Tekintsiik a ([0,1],B([0,1]), P) valészintiségi mez6t. Adjunk példat olyan &, : Q — R,
n €N, és £:Q — R valoszintiségi valtozékra, hogy &,,n € N és £ eloszlasa rendre
P,.n €N, illetve P, és fenndll, hogy &, =5 ¢.

Megoldas. (i): Ahhoz, hogy P, tart P-hez gyengén elég azt igazolni, hogy barmilyen
f:R — R korlatos, folytonos fiiggvényre

/01 f(z) dP,(z) — /01 f(z) dP(z).

[ s =3r (50 5

a Riemann-integral definicidja miatt kapjuk, hogy a fenti konvergencia fennall.

Mivel f folytonos, és

(ii): A kovetkezékben olyan valdszintiségi valtozokat konstrudlunk a ([0, 1], B([0, 1]), P)
valoszintiségi mezoén, melyeknek rendre P,, ill. P az eloszlasuk.

Legyen minden w € [0, 1] esetén &(w) := w. Ennek valéban P az eloszldsa, hiszen minden
B € B([0,1]) esetén

P:(B) = P(¢ € B) = P({w : w € B}) = P(B).

Legyen tovabba minden n € N esetén

Golw) = ) %

k:0<k/n<w
Mivel 0 < k/n<w<=k=1,...,[nw],
]
£ulw) = 2,

és igy minden B € B([0,1]) esetén
Fe.(B) = P({w: &u(w) € BY) = Pu(B).
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Legyen ¢ > 0 adott. Ekkor létezik olyan n(e) € N, hogy 1/n(e) < e. Igy barmilyen
n>n(e) esetén 1 < en. Tovabba

Gn(w) —EW)[Ze = &lw)—Ew)>e vagy &Gi(w)—Ew)< —¢

[nw] [nw]
— —w>e vagy — —w< —¢
n n
= [nw] —nw = ne  vagy [nw] —nw < — ne.

Ezért
1 <en<[nw] —nw<nw—nw =0,

ami pedig ellentmondas. Hasonldan,
—1>-nezw]—nw>nw—1—nw= -1,
ami szintén ellentmondds. Ezért n >n(e) esetén
{wilnw) = W) =€} =0,

és igy
lim P({w: lgu(w) — @) Ze}) =0, Ve>o.
0

2.2.23. Feladat. Mutassuk meg, ha &, N ¢, ahol ¢ € R, akkor &, “Loe. (Azaz ha egy
valészintiségi valtozd sorozat eloszlasban tart egy valds konstanshoz, akkor sztochasztikusan
is konvergal hozzd, ez is egyfajta részleges visszafele irany.)

Megoldas. Mivel &, N ¢, kapjuk, hogy

1 ha z>g¢
0 ha z<eg,

Fe,(z) — {

hiszen

Fo(x) 0 ha x<ec,
c\r) =
1 ha z>c,

és F.-nek minden z # ¢ folytonossagi pontja. Legyen ¢ > 0, azt kell megmutatni, hogy
lim P(|§, —¢| >¢) =0.
n—oo

Ekkor

(2.2.14)
P& —c|>e)=1—-P(l& — | <e)=1—-—Plc—e<, <c+e)
=1-P <c+e)+ Pl <c—e)=1—-P,<c+e)+ F (c—e).

70



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

A korébbiak alapjan lim, .. F¢,(c —¢) = 0. Tovabba felhasznalva, hogy

{& <c+¢/2} C{& <c+el,

kapjuk, hogy
P({& <c+¢e/2}) < P({& <c+e}),

és igy

1= lim P(§, <c+¢/2) =limsup P(§, < c+¢/2) < limsup P({§, <c+¢e}) <L
n—oo

n—oo n—0o0

Azaz limsup,,_,. P({{, < c+e}) = 1. Hasonléan liminf, . P({&, < c¢+€}) = 1. Mindezek
miatt 1étezik a lim,, o P({{, < c+¢}) hatdrérték és 1-el egyenlé.

Vegylink n — oo hataratmenetet (2.2.14)-ben:
lim P(|§, —¢|>¢)=1-14+0=0.
n—oo
U

2.2.24. Példa. Az alabbiakban egy példat adunk arra vonatkozoan, hogy az eloszlasban
valé konvergenciabdl altalaban nem kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

Tegyiik fel, hogy a {&,, n € N} valészintiségi valtozd sorozat eloszldsban konvergal ¢-hez,
ahol ¢ standard normadlis eloszldsi valészintiségi valtozd. (A centrélis hatareloszlds tételre
gondolva ez nagyon természetes dolog.) Legyen tovabba 7 egy olyan standard normaélis
eloszlasu valdszintiségi valtozo, mely figgetlen a {&,&,, n € N} rendszert6l. (Beldthato,
hogy ilyen n létezik.) Mivel F¢(z) = F,(z), x € R, és &, N ¢, a folytonossagi tétel
alapjan kapjuk, hogy &, N 1. Megmutatjuk, hogy &, oty 1 nem teljesiil.

Tegyiik fel indirekt, hogy &, LN n. Ekkor &, —n N 0, és az 2.2.23. Feladat nyoman
€, —n —250. A kovetkezékben felhasznaljuk azt a tényt, hogy ha X 2, akkor X + 7 2
Y + Z minden olyan Z val6szintiségi véaltozora, mely fliggetlen X-tél és Y-tdl is (ez
karakterisztikus fliggvények segitségével konnyen beldthaté). Mivel n 2 —n, és &, figgetlen
n-tél és —n-tél is, kapjuk, hogy &, —n 2 &, +n. Felhaszndlva, hogy &, —n — 0, kapjuk,
hogy &, +n Zs0. [gy a folytonossdgi tétel miatt Ve, 4n(t) = 1, Vt € R Mivel &, és n
figgetlenek, ¢, (t)¢,(t) =1, VteR.

Ugyanakkor, mivel &, i &, kapjuk, hogy
e, (t) = @elt), tER, = g (H)en(t) > pe(t)on(t) = (¢4(1))",  teR

gy (p,(t)>=1,t€R. Mivel @,(t)=e /2 kapjuk, hogy e =1,¢t € R, ami pedig

nyilvanvaléan ellentmondas. fgy nem igaz az, hogy &, N 7. 0

2.2.25. Feladat. Az alabbi feladatban arra adunk egy tjabb példat, hogy az eloszlasban
valé konvergencidbdl altaldban nem kovetkezik a sztochasztikus konvergencia (Stromberg
[13] 38. old. és 94. old. alapjan).
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Legyen Q:=[0,1], A:= B(Q), és P := M4, ahol A a [0,1[-en definidlt Lebesgue-
mértéket jeloli. Legyen minden w € Q esetén {d,(w), n € N} az w € [0,1] valds szam
diadikus tortbefejtése. Azaz w € [0,1] esetén a {d,(w), n € N} sorozatot az aldbbi
rekurziéval definidljuk: d;(w) := [2w], d,1(w) = 2w — (d1(w)2" + -+ + dp(w)2)]. (Tt
[z] egy x valds szdm egészrészét jeloli.) Analizisb6l tanultuk, hogy erre a {d,(w), n € N}
sorozatra igazak az alabbiak

(a) V n € N-re d,(w) € {0,1},
(b) nem létezik olyan ng € N, melyre d,(w) =1 barmilyen n > ng esetén,

(¢) a w szdmot meghatdrozza a diadikus tortbefejtése az aldbbi értelemben

d d,
w:sup{¥+---+%,nel\l}.

fgy minden n € N-re egyértelmiien definidltunk egy d, : 2 — {0,1} fliggvényt.

A. Mutassuk meg, hogy {d,}>2, fliggetlen, azonos eloszlast valészintiségi véltozdk és
P(d,=0)=P(d,=1)=

B. Mutassuk meg, hogy d, eloszlasban konvergdl d;-hez, ha n — oo, de sztochasztikusan

% minden n € N-re.

nem.

Megoldas. A: Minden k =1,2,3,...,2" esetén legyen

—1
In,k = |:k £|:7

VAL

azaz I, -val jeloljik az n-ed rendli diadikus intervallumokat. Teljes indukciéval megmu-
tatjuk, hogy a d, : Q@ — {0,1} fiiggvény olyan, hogy minden I, ;-n konstans, nevezetesen,

il = 0 ha Kk paratlan,
! 1 ha £k paros.

Ha n =1, ugy

dl(w>:{[2w]20 ha we€[0,1/2),
[2w]=1 ha well/2,1).

Az n =1 esetet szemléletesen mutataja a 6. abra.

Ha n =2, ugy

220] =0  ha wel0,1/4),
o) [sz] =1  ha we [1/4,2/4),

220 -2 =0 ha we[2/4,3/4),

22w —2]=1 ha w € [3/4,4/4),



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

hiszen
0 ha wel0,1/4),
0 ha we[l/4,2/4),
dy(w) =
1 ha we2/4,3/4),
1 ha wel3/4,4/4).

Az n =2 esetet szemléletesen mutataja a 7. dbra.

Hasonléan bizonyithato, hogy tetszoleges n € N esetén is igaz a dolog. fgy d, Borel-
mérhetd, mert d,'({0}) és d,'({1}) is balrdl zart, jobbrdl nyilt intervallumok unidja.
Azaz d, valészinliségi valtozé minden n € N esetén.

Felhasznalva, hogy d,, az I,; intervallumok felén 1, felén 0 és I,; hossza 1/27,
kapjuk, hogy

Azt kell még ellenérizniink, hogy d,, n € N fiiggetlenek. Legyenek 1<ny <mny <---<mn,
pozitiv egész szamok, és e1,¢es,...,e, € {0,1} adottak. Azt kell megmutatni, hogy

1
P(dnj:tfj, 1<]<T‘>:§
Az el6z6 intervallumos gondolatmenet alapjan kénnyen lathatjuk, hogy az A, := {d,, =

£;,1<j<r} esemény n,-ed rendii diadikus intervallumok uniéja. Nyilvan, A, C A,

minden r > 1 esetén. Minden [, C A,_; intervallum 2" "1 gzamu diszjunkt,

Nr—1,k
szomszédos n,-ed rendl diadikus intervallum unidja (az el6z6 gondolatmenet alapjén) és
ezek felén lesz d,, = ¢,, azaz pontosan ezen intervallumok uniéja lesz A,. Mivel P(A;) =
P(d,, = 1) = 1/2, az el6z6 gondolatmenetet is felhasznélva r-szerinti teljes indukciéval

kaphatjuk, hogy

Ezért d,, n € N fliggetlenek.

B: Mivel minden n € N esetén d, 2 dy, kapjuk, hogy d, 2, dy. Legyen m # n,
ekkor a fliggetlenség alapjan

P(|dy — dp| =1) = P(dy = 1,dyp, = 0) + P(dp = 1,d,, = 0)

= P(dy = 1)P(dy, = 0) + P(dy = 1)P(dy = 0) = ~ +

>~ =
e~ =
N | —

Legyen X : ) — R egy valészintiségi valtozo. Felhasznalva, hogy
|dy, — dy| < |dpy — X| + | X — dy,
kapjuk, hogy

(2.2.15) {dm — do| = 1} € {Jdm — X| > 1/2} U {|dn — X| >1/2}.
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Ugyanis, ellenkez6 esetben ellentmondésra jutnank:

1 1
|dm—dn\<\dm—X]+]dn—X]<§—|—§:1.

Tegyiik fel indirekt, hogy d, —— X. Ekkor e =1 /2 véalasztassal

lim P(\d ~X|> ):o.

n—oo
Igy létezik olyan ko € N, hogy minden k > ky esetén P(|dj, — X| > ) < 1/4.
Felhasznélva (2.2.15)-ot kapjuk, hogy ha m,n > ko, m # n, akkor
1 1
P(ldyp —dn| =1)< P(|dy, — X| 2 1/2)+ P(|d,, — X| > 1/2) < 1T1T3
Ez pedig ellentmond annak, hogy P(|d,, —d,| =1) =1/2, ha m # n. O

2.2.26. Megjegyzés. Legyenek (u;);en valoszintiségi mértékek R-en, éslegyen (02, A, P)
az el6z6 feladatban definialt valoszintiségi mez6. Ekkor 1éteznek olyan (X,)jen fliggetlen

valoszintiségi valtozok az (€, A, P) val6szinliségi mezén, hogy X; = ,uj, jeN O

A kovetkez6 feladatban arra latunk egy elégséges feltételt, hogy a P-majdnem mindeniitti
konvergenciabdl kovetkezik az Li-beli konvergencia.

2.2.27. Feladat. Legyenek &,, n € N, és & nemnegativ valoszintiségi valtozok, melyekre
P&, — &) =1 és Eg, — EE < +oo. Mutassuk meg, hogy ekkor &, L €.

Megoldas. Mivel E¢ < 400 és EE, — EE, kapjuk, hogy EE, < 400 elegendden nagy
n € N-re. Ezért, ha n elegendden nagy, akkor

Ble — &l = E[(€ — &)1 gesn] +E[(6 — O)Tece]
—2E|(€ — &)V iesen | +E (€0 — O)Tggcen — (€ — &) Liezen)
— 2E[(€ — &) ez | + E(6n —€).
Mivel 0< (€ —&)Tesey <& EE < +oo, és P(&, — &) =1 miatt

lim (§(w) = & (W) Lig)zen@)y =0, P-mm. w € Q,

n—oo

a dominalt konvergencia tétel alapjan kapjuk, hogy
Tim E (€ — fn)ﬂ{osn}] 0.

Igy felhasznalva jra, hogy EE, — EE, adédik, hogy lim,_, E|S, — €| = 0, azaz &, L €.
O
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2.2.28. Feladat. Legyenck &,,n € N és ¢ olyan valészintiségi valtozok, hogy EE2 < +oo0,
neN és B2 < +oo. Mutassuk meg, hogy ha &, =2 ¢, akkor E&, — EE és E&2 — E&2

Megoldas. Ekkor a Cauchy-Schwartz-egyenlétlenség alapjan

‘Efn - Ef’ g ]E|£n - g‘ < V E|£n - 6‘2 - O,

hiszen a feltétel miatt E|¢, — &]* — 0. Hasonldan,

[EE: — B¢ <EJE — €% = E| (€ — )% + 2%a€ — 26%| <E(6 — )° + 2EJ¢(6 — ).

Mivel
E[¢(6n — ) < VEEE(E, — £)? — 0,

kapjuk, hogy E&2 — EE2. O

2.2.29. Feladat. Legyenek &,,n € N és ¢ olyan valészinliségi valtozdk, hogy EE2 < +oo,
n €N é E& < +oo. Mutassuk meg, hogy ha EE, — EE és D?*(E, — &) — 0, akkor

& 55 €.

Megoldas. Felhasznalva a 2.2.38. Feladatot, és, hogy [EE, — E&, elég azt belatni, hogy
& — EE, i ¢ —E& Legyen € >0 rogzitett. Ekkor a Csebisev-egyenl6tlenség alapjan

Dg(gn B 5)

— 0.
82

P(l&n —E& — (=B8] >e) =P(|(¢a — ) —E(& — &) > ) <
O

2.2.30. Feladat. Legyenek &,, n € N olyan valdszinfiségi valtozok, hogy E&2 < +oo,
n € N. Legyen tovdbbd ¢ € R. Mutassuk meg, hogy ha EE, — ¢ és D2, — 0, akkor
& 5 és & e

Megoldas. Mivel D?(§, —c¢) = D%, n € N, az eléz8 feladat alapjdn kapjuk, hogy
& =Ly ¢. Tovébbd a Minkowski-egyenlétlenség alapjan

160 — cllz = v/ETGn — ? = \/E|(€ — B&,) + (B&, — )|
< lén — Eulo + |EE, — el
— VEE, —B& + v/EEE, — o
= D¢, + |E¢, — | — 0.

O

2.2.31. Feladat. Legyen p>1 és tegyiik fel, hogy &,, n € N, és £ olyan valdszintiségi
véltozok, hogy E[E,|P < +oo, n € N és E[{P < 4o0.

(i) Mutassuk meg, hogy ha &, —% ¢, akkor E|&,|? — E|¢[P.
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(ii) Legyen p = 1. Mutassuk meg, hogy ha &, N &, akkor K¢, — EE. Igaz-e ennek a
megforditasa?

Megoldaés. (i): Egyrészt,
1/ 1/ 1/
(EIE)™ = 1l€ll, < 1€ = &allp + Nl = (EIE = &il7) " + (Eléal?) ™.
Felhaszndlva, hogy E|¢, — &P — 0, kapjuk, hogy

1/p .. 1/p
(EIeP)" < timin (16, )"

és igy
E|£]P < liminf E|E,|P.
n—oo
Maésrészt,
1/ 1/ 1/
(L&) = lI€nlly < 16n = Ellp + NI€]l, = (Bl&n — €)™ + (EIE]”) ™,

és i

& : P 1/p P 1/p

tim sup (EJe.l?) 7 < (El¢l) .
n—oo

Ezért

lim sup BJ¢, [* < El¢]”

n—oo
Osszevetve az E|¢[P-re kapott két becslést, kapjuk, hogy E|¢,[P — E|¢[P.
(ii): Ekkor [|E¢, — E¢| < E|E, — & — 0 miatt kovetkezik az allitas.
A megforditas viszont nem igaz, ugyanis legyen £ =0 és minden n € N esetén &, olyan,

hogy .
P(fn:D:P(fn:— )25

Ekkor E¢, =0,n e N, E£ =0, ésigy EE, — EE. Azonban,
E|¢, — & =E|&,| =1+ 0.
O

2.2.32. Feladat. Legyenek X,, n € N filiggetlen valészintiségi valtozok, és tegyiik fel,
hogy X egy olyan valdszintiségi valtozd, melyre X, Ly X. Mutassuk meg, hogy X
1-valdszintiséggel konstans.

Els6 megoldas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy X nem konstans 1-valészintiséggel.

Ekkor léteznek olyan ¢ és e valds szamok, hogy 0 < ¢ < % és P(X < ¢) > 2¢,

P(X >c+¢e) > 2, illetve ¢ és c+¢e folytonossigi pontjai Fx-nek. Val6ban, tegyiik fel,
hogy barmilyen 0 < ¢ < % és Fx barmilyen c¢ folytonossigi pontja esetén Fy(c) < 2e
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vagy 1 — Fx(c+ ¢) < 2e. Igy ¢ — 0 hatératmenettel kapjuk, hogy Fy barmilyen ¢
folytonossagi esetén

Fx(c) <0 vagy 1—Fx(c+0)<0,

azaz Fx(c) <0 vagy Fx(c+0)>1. Felhaszndlva, hogy Fx monoton névekvé és balrdl
folytonos, kapjuk, hogy létezik olyan ¢y € R, melyre Fx(z) =0, ha z<¢y és Fx(z) =1,
ha = > ¢g. Azaz P(X = ¢y) = 1, ez pedig ellentmondt annak, hogy X nem konstans
1-valészintiséggel. Mivel Fx folytonossagi pontjainak halmaza slirti, € megvélaszthato
ugy, hogy ¢+ ¢ is folytonossagi pontja legyen F'y-nek.

Mivel X, % X, kapjuk, hogy X, — X, és igy
P(X, <c¢)=Fx,(c) = Fx(c) = P(X <c¢) > 2,
P(X,>2c+e)=1—-Fx,(c+e) > 1—Fx(c+e)=P(X =c+e)> 2,
hiszen ¢ és ¢+ ¢ folytonossigi pontjai Fy-nek. fgy létezik olyan N € N, hogy
P(X,<c¢)>¢e, P(X,>c+e)>¢e, ha n>=N.
Felhasznalva, hogy barmilyen k,l € N esetén
P(IX — Xi| > €) < P(IXi — X| + |X = Xi| > 2) < P(1Xp — X| > £/2) + P(IX - Xi| > £/2),
és, hogy X, LN X, kapjuk, hogy

lim P(|Xk —Xl| > 8) =0.

e 00
[gy 1étezik olyan M € N, hogy barmilyen k,[> M esetén
P(| X, — X| > ¢) < &°.
Legyen a tovabbiakban k,[ > max(M, N), k # . Ekkor a fiiggetlenség miatt
E>P|Xy—Xi|>e) > P(Xp<e,X;>c+e)=PXp <c)P(X;>c+e)>e

fgy e > 1 lenne, ami ellentmondas.

Masodik megoldas. (Igléi Endre megolddasa) Minden n € N esetén legyen &, :=

st

(X, Xnt1). Megmutatjuk, hogy &, — (X, X), amint n — oo. Valéban, barmilyen
e >0 esetén

P (11X Xoe1) = (X, X)| > £) = P (X = X) o (Xpsy — X)? > 22)
<P((X, — X)*>¢e%/2) + P(Xpy1 — X)* > £2/2).
Mivel X, i X, kapjuk, hogy

lim P (|| (X0, Xpr1) — (X, X)|| > ) =0, >0,

n—oo
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gy fenndll az is, hogy &, SN (X,X), amint n — oo. Felhasznalva, hogy X, és
X1 figgetlenek minden n € N esetén, a folytonossagi tétel alapjan azt is kapjuk,
hogy &, hatdreloszlasanak (nevezetesen (X, X)-nek) a koordinatéai fiiggetlenek. Ez azt
jelenti, hogy az X valdszintiségi valtozd fliggetlen énmagatdl. Belathato, hogy ekkor X
1-valdszintiséggel konstans. 0

2.2.33. Feladat. Legyenek X, , n € N fiiggetlen, azonos eloszladsu valoszinliségi valtozdk,
és tegytk fel, hogy X egy olyan valdszintiségi valtozo, melyre X, 'y X. Mutassuk meg,
hogy 1étezik olyan ¢ € R, hogy

Megoldas. Az el6zé feladat nyomén létezik olyan ¢ € R, hogy P(X = c¢) = 1. Legyen
e > 0 tetszolegesen rogzitett. Ekkor

lim P(|X, —¢/>¢)=0, Ve>0.

n—oo

Mivel az azonos eloszlasusag alapjan
P(|X,—c>e)=P(| X1 —¢c| >¢), neN,

kapjuk, hogy
P(|X;—¢|>¢)=0, Ve>D0.

Igy P(X;=c¢)=1, ésezért P(X,,=c¢)=1,neN. 0

2.2.34. Feladat. Bizonyitandé, hogy ha létezik olyan p > 0, mely esetén >~ E[,|P <
+o00, akkor P(§, —0)=1.

Megoldas. Legyen ¢ > 0 rogzitett, és minden n € N esetén
A, ={weQ: | (w)] >}, neN.
Ekkor a Markov-egyenl6tlenség alapjan
P(4,) = P& >€) = Pl ) < Tt

Y

és ezért (a feltétel miatt)

o0 1 (o]
; P(An) < 5 Z:lmgnv’ < +o0.

A Borel-Cantelli-lemma miatt
P(limsup A,,) =0,

n—oo
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és igy
“+0o0 +oo

P(U ﬂA_k>:1.

n=1k=n

Részletesebben kiirva, minden & > O-ra
(2.2.16) P ({w €0 ‘ Jnw) eN: VE=nw): [&w)] < g}) ~1.
Ahhoz, hogy P(&, — 0) = l-et beldssuk, azt kell megmutatnunk, hogy

P({w RY) ’ Ve>0:3N(cg,w)eN: Vn=N(gw): |&(w)] < 5}) = 1.
Végiggondolhaté, hogy

{wGQ‘V5>O:3N(5,w)EN: Vn>=N(Ew): [&(w) <€}
+oo

~N{weo ‘ IN(m,w) EN: V= N(m,w): |&w)|<1/m},

és igy a valészinliség folytonossaga miatt elég azt megmutatnunk, hogy minden m € N
esetén

P({w €N ‘ IAN(m,w) eN: ¥Vn>Nmw): |§w)] < 1/m}> =1.

Felhasznélva (2.2.16)-et & = 1/m-mel azt kapjuk, hogy

lim P({wGQ ‘ AN(m,w) eN: Vn>=Nm,w): [&(w)] < 1/m}> = lim 1 =1

m—r 00 m—o0

l

2.2.35. Feladat. Legyenek &,, n € N, és & valdszintiségi véltozok, és ¢,, n € N, olyan
valés szamok, hogy e, — 0 és > 2 P(|§, —&| > ¢e,) < +00. Bizonyitandd, hogy ekkor
P(gn — g) =1

Megoldas. A {|{, —&| >¢e,}, n € N eseményeket tekintve a Borel-Cantelli-lemma alapjén
kapjuk, hogy 1 a valdszintisége annak, hogy ezen események koziil csak véges sok kovetkezik
be, azaz azon w € -k halmazinak a valdsziniisége 1, melyekre |£,(w) — &(w)| < &n
kovetkezik be véges sok n kivételével. Mivel e, — 0, kapjuk, hogy P(§, — &) = 1.

Ugyanis, ha megadunk egy ¢ > 0 szamot, akkor létezik olyan N; € N, hogy ¢, <4, ha
n > Ny, hiszen e, — 0. Ha w € Q a fenti 1-valészintiségii halmaz egy eleme, akkor 1étezik
Ny € N, hogy minden n > Ny esetén |&,(w) — &(w)| < e,. Ha n > max{Ny, No}, akkor
[§n(w) = E(w)] < 0. O

2.2.36. Feladat. Bizonyitand6, hogy ha &, — & és &, —— 7, akkor P(€ =) = 1.
(Azaz a sztochasztikus konvergencia hatarértéke 1 valészintiséggel egyértelmii.)
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Megoldas. Azt kell belatni, hogy P(|é—n| > 0) = 0. Eldszér megmutatjuk, hogy barmilyen
e >0 esetén P(|¢ —n| >e)=0. Felhasznalva, hogy

{16 = &ul + 160 —nl > e} SH{I€ = &al > /2 U {[&n —nl > £/2},
kapjuk, hogy

P(l§ =nl >e) = P(I§ = & + & —nl > ) <P(I§ = &l +[6n — 1] > ¢)
SP(I€ = &nl > 2/2) + P(|&n — 1l > £/2).

fgy mivel &, o & és &, i n, az € — 0 hataratmenet utan adodik, hogy
P(l¢—n| >¢) =0, e > 0.

Minden n € N esetén legyen A, := {|¢ —n| > 1/n}. Ekkor P(A,)=0,n€N és

U An = ULl =0l > 1/n} = {|€ —n| > 0}.

Ezért N N
P(I€ =1 >0)< Y P(A4,)=) 0=0.
n=1 n=1

2.2.37. Feladat. Bizonyitands, hogy ha &, =% &, n, —» n &s P =n) =1, akkor
barmely € >0 esetén P(|&, —n.| =€) — 0.

Megoldas. Ekkor

P&, —&E+&—n+n—mu=e) < P& =&l +1E—nl+n—mn.] =¢)
< P([6 =&l =¢/3) + P(I€ =1l = ¢/3) + P(In — nal = ¢/3).

Mivel P(§ =n)=1, P(|{¢—n|>¢/3) =0, és mivel &, =g n, =5 n kapjuk, hogy

lim P(&, — €[ >¢/3) =0,  lim P(ln—n| >=/3) =0.
n—oo n—oo

Igy limsup, . P(|&, —n| =€) =0, 6s ezért 1étezik a lim, oo P(|€, — 1| =€) hatdrérték
és nullaval egyenl6. O

2.2.38. Feladat. Bizonyitandd6, hogy ha &, N & és my N n, akkor |&,| N €],
Enlin N &n, és barmely a,b € R esetén a&, + bn, N a& + bn.

Megoldas. Elészor annak bizonyitasat targyaljuk, hogy |&,| N £]. Legyen e > 0.
Felhasznélva, hogy
||x]—|y|‘<|x—y|, xvy€R7
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kapjuk, hogy

P(|lénl = I€l] 2 €) < P(|n — €] > ) = 0

mert &, oty €.

Most azt mutatjuk meg, hogy &,n, N én. Legyen ¢ > 0. Ekkor

{|§n7]n - 577| > 5} = {|£nnn - fnn +§nn - 577| 2 5} g {|nn||§n - §| + |§||77n - 77| 2 5}
C {Imallén — €l = e/2} U{I€]Inn — 0l > €/2}.
fgy
P& — &nl =€) < P(Inall§n — €1 = €/2) + P(I€|Inn — nl 2 £/2).
Megmutatjuk, hogy lim, . P(|¢||n, —n| =¢/2) =0. Minden K € N esetén

P(IE][nn —nl = €/2) = P(I¢llnn — 1l = €/2,[6] = K) + P(¢]ln, — 0l = €/2,[¢] < K)
S P(E] = K) + P(In. — 1l > ¢/(2K)),

ugyanis

{1€llm —nl = e/2,|€l < K} € {[na —n| > ¢/(2K)}.
Mivel 7, LN n, kapjuk, hogy minden K € N esetén

lim sup P(€]In — 0l > £/2) < P(€] > K).

n—oo

Mivel X
{ll>K+1}C{lg|>K}, 6 ({lE=K}=
K=1

a valoszintiség folytonossaga miatt kapjuk, hogy
0=P0) = lim P(|¢| > K).
K—o0
(Az, hogy limg .o P(|¢| > K) =0 egyszertibben is kovetkezik, ugyanis

Jim P([¢]> K) = lim (1 Fg(K))=1-1=0)

fgy
Tim P([¢]|n, —n| > ¢/2) = 0.

Most megmutatjuk, hogy

(2.2.17) lim P(|n, |6, — €] > 2/2) = 0.
n—oo

Minden K € N esetén

P(|mnllén — &l = €/2) = P(|mnllén — €1 = /2, Innl = K) + P(Jnl[én — &l = €/2, |na| < K).
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Mivel
{nnll&n — &l = /2, Ima| < K} CH{|& — €l 2 e/ (2K)},

kapjuk, hogy
Plnnllén — &1 2 €/2) < P(|mn| 2 K) + P(|6n — €] 2 ¢/ (2K)).
Mivel &, i ¢, minden K € N esetén kapjuk, hogy

lim sup P(|n, /&, — &| = €/2) < limsup P(|n,| > K).

n—oo n—o0

Ekkor minden K € N esetén

P(lnn| =2 K) = P(|n, —n+n] > K) < P(|n, —n| + n| =2 K)
<P —nl = K/2) + P(In| = K/2).

fgy mivel 7, LN n, kapjuk, hogy

limsup P(|n,| > K) < P(|n.| > K/2) = 0, ha K — +o0.

n—oo

Ezért limsupy_, . limsup,,_,. P(|n.| = K) =0, és igy kovetkezik (2.2.17).

Most azt mutatjuk meg, hogy a&,, + bn, =L a& +bn. Legyen e >0 rogzitett. Azt kell
belatni, hogy barmilyen ¢ > 0 esetén

P(|a&, + by, —al —bn| =) — 0.

Felteheto, hogy a # 0 és b # 0. Ugyanis, ha a vagy b nulla, akkor a kiindulasi feltételb6l
azonnal kovetkezik az éllitas. Ekkor

P(lagy + b, — a€ — bi| > €) < P({la&, — ag| > £/2} U {Jbn, — bn| > £/2})
< P(|ag, — a&| = 2/2) + P(|bn, — by| > £/2)
= P(1& — & = ¢/lal)) + P(lm — 1l = /(2]b])) = 0,

mert &, N & és ny, N 7. U
2.2.39. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha {¢, : n € N} sztochasztikusan korlitos, azaz

im sup P(|g.] > R) = 0,

1
R—o0 n>1
valamint 7, =L 0, akkor &,m, =4 0.
Megoldas. Azt kell bizonyitani, hogy barmilyen € > 0 esetén
lim P(|&.n,| > ¢€) = 0.
n—oo
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Legyen K > 0. Ekkor

P(|&nmm| > &) = P(I€n| > &, || > K) + P([&unn| > &, [mn] < K).

It
P([&umm] > ¢, nn| > K) < P(|n] > K),
és
P[] > €, |na| < K) < P <|gn| - %) 7
ugyanis
{leml > el <K} < {16l > =}
Tgy

P(lgum| > ) < Pllma] > K) + P16 > ) < Pl > ) +sup P(16a] > 7).

Ezért minden K > 0 esetén

limsup P(|€,1,] > €) < limsup P(|n,| > K) + supP<|§n| > i) = supP<|§n| > i),
neN K neN

n—oo n—o0 K
hiszen 7, 0. Vegyiik mindkét oldal limsup-jat, amint K — 0, ekkor

limsup P(|&,n,] > €) < limsup supP(]fn\ > i) =0,
n—00 K—0 neN K

ahol az utols6 egyenldség a feltétel miatt igaz. fgy létezik a lim,, oo P(|$nnn| > ) hatérérték
és 0-val egyenlo. 0

2.2.40. Feladat. Bizony{tandé, hogy ha &, —= 0, és minden n € N esetén PO0<&,41 <& =
1, akkor P(§, —0) =1.

Els6 megoldas. Megmutatjuk, hogy
P({w €N:0<&n(w) <& (w) Vm,n eN, m)n}) =1.
Ehhez elegend6 megmutatni, hogy barmilyen m,n € N, m >n esetén
P({w €N:0<&n(w) < {n(w)}> =1

Ugyanis az {m >n, m,n € N} rendszer megszamldlhatéan végtelen és, ha A,, n € N
események, melyekre P(A,) =1, n € N, akkor P((~, A,) = 1. (Val6ban,

0:P<OOA_H> giP(A_n):iO:O.)
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Bizonyitasi modszeriink a teljes indukci6. Ha m = n + 1, akkor a feltétel miatt igaz a
dolog. Tegyiik fel, hogy m-re igaz a dolog (m >mn), és bizonyitsuk be, hogy m + 1-re is
igaz. Ekkor

P(0<£m+1 <€n) :P(0<§m+1 <§m§n <§m)+P(O<§m+1<§m§m<§n) = I+1I
Az indukciés feltevés miatt P(0<§,, <&,) =1, ésigy [ =0. Ezért

és gy P(O<&nii <6) =1
gy €,(w), n € N monoton csokkend, alulrél korlétos sorozat P-majdnem minden w € €

esetén, ezért

P{weQ:3 ggogn(w)}) =1

Mivel &, <50, kapjuk, hogy barmilyen & > 0 esetén lim,_ . P(|&,] > ¢) = 0. Legyen a
tovabbiakban ¢ > 0 rogzitett. Ekkor

P({w €Q:3 nli_)nglofn(w) és nh_r}olofn(w) > 5})
= P({w €04 1};1210 En(w) és 71ZI€1£I€”(LLJ) > 5})
<P{weQ:i&w) > YneN}) = P({we: N{&w) > =1})

<P >e)<P(|€,] >¢), neN.

gy barmilyen € > 0 esetén
P<{w €eQ:3 7}1_>I2<>€”<w) és ngolofn(w) > E}) = 0.

Mivel

{weq:3 Ji_)rilofn(w) és Tllgxgofn(w) >0} = kL:Jl {we:3 nh_r>1010§n(w) és nll_{l;lofn(w) > 1/k},
kapjuk, hogy

P<{w €eQ:d Jir{.lofn(w) és Jirgofn(w) > 0}> = 0.
Mivel P({w € :3 lim, 00 &p(w)}) =1 és PH{w e Q:&,(w) 20,V n e N}) =1, kapjuk,
hogy

P({w €Q:3 Jgrgofn(w) és nggofn(w) = 0}) =1

Masodik megoldas. (Igléi Endre megolddsa) Felhasznalva, hogy megszdmlalhaté sok
1-valészintiségli esemény metszete is 1-valdsziniiségli esemény, kapjuk, hogy

[e.e]

PO - <& <& < <§2<§1):P<ﬂ{0<§n+1<5n}> =L

n=1
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fgy &n(w), n € N monoton csokkend, alulrél korlatos sorozat P-majdnem minden w € Q
esetén, és ezért

P ({w e JEEO@(W)D ~ 1

Mivel &, B 0, a Riesz-féle kivalasztési tétel szerint 1étezik olyan (ny)ren részsorozat,
hogy P(limy e &n, = 0) = 1. Felhaszndlva, hogy P(3 lim, - &,) = 1, és azt, hogy
egy konvergens (valds értékii) sorozat hatarértéke egyértelmi, kapjuk, hogy P(lim,, . &, =
0) = 1. 0

2.2.41. Feladat. Bizonyitandé, hogy ha &, i & M i 7, ¢és minden n € N esetén
P(&, <ny) =1, akkor P(£<n)=1.

2.2.42. Feladat. Legyen & és n valdsziniiségi valtozok esetén

d(E.n) = E(%).

Bizonyitandok a kovetkez6 allitasok:

(a) d egy metrikat hatdroz meg a P-majdnem mindeniitt egyenl valészintiségi véltozdk
ekvivalencia-osztédlyain.

(b) & =5 ¢ akkor és csak akkor, ha d(&,, &) — 0.

(Ezen &llitds mondanivaldja, hogy metrizéljuk a sztochasztikus konvergenciat.)

Megoldas. (a): Sorban leellendrizziik a metrika definiciéjaban szerepld tulajdonsigokat.

Ekkor d nemnegativ, és

1€ — 1

d§,n) =0 < E(m

>:0 <~ P=n)=1
Nyilvanvaléan fenndll az is, hogy d(&,n) = d(n,§). Azt kell még igazolnunk, hogy

d(&,m) < d(§, k) +d(k, n).

Vizsgaljuk meg elészor d definicigjaban, az integrandusban szereplo fiiggvényt, nevezetesen

az
A
A > oovénvt.
fN) DY A>0 fiiggvényt
Ekkor 1+A—=2A 1
f' () = = 5 >0,

(1+X)? (1+ XN

és igy f szigortian monoton novekvé. Tovabba megmutatjuk, hogy

A+ Ao A Ao
ANy = < + =
fu+ ) T+ As SN 1T+

JA) + f(A2), A, A2 2>0.
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Ekvivalens atalakitdasok utdn a bizonyitandé egyenlotlenség azzal ekvivalens, hogy
0 <2X1 A2 + A (Ar + Ag),

ez pedig igaz, mert Ay, Ay > 0.
Felhaszndalva az f fliggvény tulajdonsagait, kapjuk, hogy

o e-al € — k| + |k — 7|
d<fﬂ7)—/91+|§—n| dP</91+|§—/<a|+|f<a—77| w

€K [ k—n
< [ S gpy [ T gp e k) + dk).
/QHIS—%I g (& %) +dix,m)

(b): Tegyiik fel elészor, hogy &, 4 ¢. Legyen minden &> 0 esetén

An(e) = {w e Q:|&(w) — E(w)| > e}

Ekkor

A6, &) = [ —n=8l_gp_ 28 gp =8 yp
(&-8) /szl+|§n—f| /An(s)1+|fn—§| +/Q\An(e)1+|§n—f|

<1 P(A)) +/Q\A Tz P = A+ PO\ A)
= P(A,(e) + 7= (1 = P(A,(2)).

Mivel &, % ¢, kapjuk, hogy lim, o P(A,(¢)) =0 barmilyen &> 0 esetén. Ezért

€

i d(&,,€) <0 .
im sup (€n, €) 15

Véve mindkét oldal limsup-jat, amint ¢ | 0, kapjuk, hogy limsup,, . d(&,,&) = 0. Mivel
d >0, adddik, hogy létezik az lim, . d(&,,&) hatérérték és 0-val egyenld.

Tegyiik most fel, hogy d(&,,&) — 0. Ekkor

|§n - §| |€n - gl € €
ns == d = — = dP = An
d(&,€) /Q P> /A P> /An( p P(A,(2))

L+ — ¢ AR IS ogl+e 1+e¢
gy _
0 = limsup d(§,, &) > limsup P(A,(¢)) 2 0,
n—00 1 n—00
és ezért
lim sup P(A,(¢)) = 0.
n—oo
Mivel P(A,(c)) >0, kapjuk, hogy lim, . P(Au(c)) =0, azaz &, 5 €. 0
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2.3. Borel-Cantelli-lemma és a nagy szamok eros torvénye

2.3.1. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} olyan valdsziniiségi véltozdk, melyekre

1
_ﬁa P(fn:nQ):P@n:_nQ):ﬁ'

Bizonyitandé, hogy ekkor P(§, — 0) =1, E¢, — 0, de &, %o.
Megoldas. Ekkor
1 1 1
£, =0- (1——2) +n?—— +(—nH=—= =00,
n n n
valamint

| , 1 , 1
Bl — 0l =Bl = 01 (1= 5 ) + 1 z + = il = 1 0.

és igy &, 2o
Minden n € N esetén legyen

Ay i={w e Q: & (w) #0}.
Ekkor P(A,) =1/n? ¢és

Részletesebben kiirva
P({we Q:3Inw)eN: VE=nw):&(w) :o}) ~1.
Mivel
{weQ:Inw) eN: VE>nw): &(w) =0} C {weQ:&(w) -0},

kapjuk, hogy P(& — 0) = 1.
Vegyiik észre, hogy nem kellett feltenniink, hogy &,, n € N fiiggetlenek. 0

2.3.2. Feladat. Bizonyitand6, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen valészintiségi véltozok,
akkor létezik olyan ¢ € RU {—o00, 400}, hogy

P(limsupfn = c) =1,

n—oo

azaz limsup,_,. &, konstans P-m.m.
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Megoldas. Azt, hogy limsup,,_,. &, mérhetd mértékelméletbol tanultuk. Tekintsiik az
Fni=0(&), n € N o-algebra csaladhoz tartozé farok-o-algebrat:

T = ﬂ 0(&n, Enity o)
n=1

Ekkor barmilyen ¢ € RU {400, —00} esetén

{w € Q:limsup§,(w) = c} eT,

n—oo

hiszen minden m € N esetén

{weQ:limsup&,(w) =c} ={weQ: limsup & (w)=c},

n—00 n—oo,n=m
és
{weQ: limsup &(w) =c} € o(&m,Emts---)-
n—00,Nn=>m

Az is hasonléan jon ki, hogy barmilyen z € R esetén

{weQ:limsup&,(w) <z} eT.

n—oo

A Kolmogorov 0-1 torvény alapjan

P(limsup¢, < z) € {0,1}, zeR.

n—o0

Ekkor az = € R — P(limsup,_,. & < x) leképezés monoton névekvé, balrdl folytonos,
hiszen egy eloszlasfiiggvény monoton novekvo és balrdl folytonos.
Igy létezik olyan ¢ € [—oco, +00] :

0 ha x<c,

P(limsupé, < x) =
n—00 1 ha z>c

Ezért

P(limsupé, = ¢) = P(limsup &, < ¢) — P(limsup &, < ¢) = P(limsupé&, < c¢)

n—o0 n—o0 n—oo n—oo

- FjlimsupnHoo &n (C + 0) =1.

U

2.3.3. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} fluggetlen valdszintiségi véltozdk, és {b, : n € N}
olyan pozitiv valés szamok, hogy b, 1T +o0o. Bizonyitandé, hogy létezik olyan ¢ € R U
{—00,+0o0}, hogy

P(limsupu = c) =1

n—o0 bTL
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2.3.4. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} olyan valdsziniiségi véltozdk, hogy P(&, =1) = p,
P, = —-1)=1—-p, n €N, ahol p # 1/2. Legyen S, =& + -+ &, n € N,
Bizonyitandé, hogy P({S, =0 véges sok n-re}) = 1.

Megoldas. Mivel az origéba csak paros szamu lépésben tudunk visszatérni, vezessiik be az
A, i={w e Q: Sy(w) =0}, n €N jelolést. Ha megmutatjuk, hogy > 2, P(A4,) < 4o,
akkor a Borel-Cantelli-lemma alapjan kovetkezni fog, hogy P(limsup,,_,., An,) = 0. Ez
pedig azt jelenti, hogy azon w-k halmazanak a valdsziniisége, melyek végtelen sok A,-ben
benne vannak 0, azaz azon w-k halmazénak a valdszintisége, melyek csak véges sok A,-ben
vannak benne 1, s pont ezt kell bizonyitani.

Ekkor 5
Pl =P =0) = (2 )1

A > ¥ P(A,) sor konvergencidjit a D’Alambert-féle hanyados kritérium segitségével el-
lendrizziik le. Ekkor

2n+ 1)yl bl (20+2)(2n+1) (20)!

lim sup Gy ) (L =) = lim sup (nt1) nin! p(l —p)
oo () (L= p)" oo Uy

An® +6n+2

= p(1 — p) limsup =4p(1—p).

n—00 n?+2n+1
Mivel p € [0,1], kapjuk, hogy

2
p+1—p 1

1-p) < (E==F) ==
p(1—=p) < i ) 1
és egyenléség akkor és csak akkor &ll fenn, ha p = 1/2. Mivel p # 1/2 esetiinkben, kapjuk,
hogy p(1 —p) < 1/4. Azaz a kérdéses sor konvergens. [gy adédik az allités. O

2.3.5. Feladat. Legyenek {¢, : n € N} olyan fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk, hogy
P&, =1)=P( =-1)=1/2, ne N. Legyen S, :=& +---+¢&,, n € N. Bizonyitandd,
hogy P({S, =0 végtelen sok n-re}) = 1.

Megoldas. Felidézzik az iteralt logaritmus tétel allitasat: ha &,, n € N fliggetlen,
azonos eloszlast valészintiségi valtozok, melyekre E& =0, 0 < 0? := E&F < +oo, akkor

P<limsup Sn = 1) =1,
n—oo 1/202nlog(logn)
P(liminf S —-1) =1
n—oc 4 /202nlog(log n)

Mivel y/nloglogn — 400, kapjuk, hogy

P(limsupSn = —|—oo> =1,

n—oo

n—0o0

P(liminfSn = —oo) =1.
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Ezért 400 és —oo 1 valdszintiséggel torlédasi pontja az {S, : n € N} sorozatnak. Mivel
0 e két torlodasi pont kozott van és S, egyesével 1épeget, megkaptuk az allitast. O

2.3.6. Feladat. Legyen ¢ egy valészintiségi valtozé. Bizonyitandd, hogy a kovetkezo
allitasok ekvivalensek:

(a) E[¢] < +oo,
(b) barmely € >0 esetén Y > P(|¢]| > ne) < +oo,

(c) létezik olyan € >0, hogy > 7 P(|{] > ne) < +oo.

Megoldas. A megoldés sordn felhasznédljuk azt a (tanult) dolgot, hogy ha n > 0 valdsziniiségi
valtozo, akkor

Br= [ 0-R@)dr= [ Puzdn

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldalon allé6 mennyiség létezik és véges, akkor a masik
is az, és a kett6 egyenld. (Ennek révid indoklasa a kovetkezd. A Fubini-tétel alapjan kapjuk,

hogy
—+o00 +oo —+o00
/ Pn>x)dx —/ Elj o0y () dz —/ / [z, 400) (N(w)) dP(w) dz
0 0

//m fa,+00) (N(w)) dz dP(w) = /Qn(w) dP(w) = En.)

fgy barmilyen ¢ > 0 esetén

oo ) €l g1
JARAGESS dt—/0 ( ) d =B = “Elg],

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldalon all6 mennyiség létezik és véges, akkor a masik
is az, és a ketto egyenld.

(a) = (b) : Tegyiik fel, hogy E[{| < +oo0. Legyen e > 0 rogzitett. Ekkor felhaszndlva,
hogy a t € [0,400) — P(|¢| >te) flggvény monoton csokkend, és, hogy E[£| < +oo0,
kapjuk, hogy

+o0 +o0 n +00 n oo
ZP(|5|>TL€)=Z/ P(|¢] = ne) dt < Z/ P(|&| > te) dt:/ P(|¢] > te) dt
n=1 n=1 n—1 n=1 n—1 0

_Elg

£

(b) = (c) : Trivialis.
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(c) = (a) : Tegyiik fel, hogy valamely ¢ >0 esetén >~ P(|{| >ne) < +oo. Tekintsiik
a kovetkezd becslést:

400 e n

JARAGE dt—Z WIRLCE Z JARAGEICEREL
:ZP(M (n—1)e) =) P(¢| > ne).
n=1 n=0

Mivel > P(|¢{| = ne) < +o0, és P(A) <1 tetszbleges A eseményre, kapjuk, hogy

1 +oo
JBl = [ Pl 2t di < +ox,
0
és igy E[¢| < +oc. O

2.3.7. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} fiiggetlen, azonos eloszldst valészintiségi véltozok,
hogy &;-nek létezik a varhatd értéke és az +o00. Mutassuk meg, hogy ekkor

P( lim & = —|—oo> =1.
n—oo M,

Els6 megoldds. (Medvegyev [6], 538. old. alapjan) A ¢ = max{{,0}, & =
—min{&;,0} jelolésekkel élve, mivel & -nek létezik a varhatd értéke, az K& és E&
varhaté értékek kozil legalabb az egyik véges. Es mivel E¢ = E& — B, EE >0,
E& >0 és EE = +oo, kapjuk, hogy EE = +oo és EE, < +oo kell legyen.

Tegyiik fel el6szor, hogy P(& > 0) = 1. Legyen minden K € N esetén &(11{) = min{¢,, K}.
Ekkor {¢):n € N} fiiggetlen, azonos eloszlésti valdszintiségi valtozok és E|¢)| < K <
+00, azaz véges a varhaté érték. fgy alkalmazhaté a nagy szamok erds torvénye, ami szerint

(hm im & 15 ng{K)) ~1.

n—o0

Mivel &(LK) <&, kapjuk, hogy

{ lim 2=t _ Eg?“} C {hm inf 2= S Eé’“} C {hm inf 22k=1 8 Eg{K)}.
n n n

n—oo n—oo n—oo
Es igy

1= ( lim Zk Eém) < P(lim inf% > Ed’“), VK eN,

n—o0 n—oo

emiatt pedig

n—oo

P(liminfM > E5§K>) —1, VEKEeN
n

A monoton konvergencia tételt felhasznalva megmutatjuk, hogy limg .o, = IE&K) = +-00.
Mivel minden K € N esetén E]éK” <K < +oo, £§K)>O, E(0) = 0 > —o0, és
B (w) 1 €(w) minden w € Q esetén, adédik, hogy EES) 1 EE = +o00

91



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Ezért .
n n

n—00 n—>00
K=1

és igy a valdszintiség folytonossaga miatt

P(liminfM = +00) = lim P(hmme >E) = lm 1=1
n n K—o0

n—00 K—o0 n— 00

Mivel liminf < limsup, kapjuk, hogy

P( lim &:—i—oo) — 1.

n—oo N,

Legyen most & tetszileges (a feladat feltételeit kielégitd) valoszintiségi valtozs. Ekkor

O S skt o S S skt o
n o n n '

Mivel E& = 400, & >0, a feladat megoldasdnak elézd része miatt

P<£f+---+£:

—>—|—oo> =1,
n

illetve, mivel E& < 400, a nagy szamok erds torvénye szerint

plitt

n

— E& > = 1.
Felhasznalva, hogy két 1-valdszinliségli esemény metszete is 1-valdszinliségli esemény, és
E¢ < 400, kapjuk, hogy
Sn
P (— — +oo> =1
n

Masodik megoldas. Ez a megoldéas sokban hasonlit az els6hoz. Csak azzal az esettel fog-
lalkozunk, amikor P(&; > 0) = 1, azaz nemnegativ, azonos eloszlasu valésziniiségi valtozdkat
tekintiink. Minden K € N esetén legyen

K = fnﬂ{gngK}, n € N.

Ekkor mivel n,x <K, n € N, azaz az 7, -k korldtosak, kapjuk, hogy az 7, x-k in-
tegralhatoak és mivel fiiggetlenek és azonos eloszlasiak is, a nagy szamok erds torvénye
alapjan

1
P(Eznk,K_)Enl,K> =1, K e N.
k=1

Legyen minden K € N esetén

1 n
Ag = {w e EZWK - E771,K}=
k=1
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ekkor
+o0 +o0
P(U4k) =0 — P(ﬂ 2\ Ax)) =1
K=1 K=1
Legyen w € N2 (2\ Ag). Ekkor minden K € N esetén
- Z e, ic(w) = Eny .
Mivel P(§,>0) =1, n €N, kapjuk, hogy minden K € N esetén

1< 1< Sn(w)
< — = .
" 321 M,k (W) < " 321 &r(w) ma— n €N

(Egészen pontosan azon w € Q-k halmazanak is 1 a valdszintlisége, melyekre ¢&,(w) >0,
n €N, és melyek benne vannak [\x_,(2\ Ax)-ban.) Ezért minden K € N esetén

1 — S,
Emx = T}g{}o - ; M, (W) = 1llggolf Z M i (w) < liminf ﬂ

n—oo n
=1

Az els6é megoldas alapjan limg_,o Eny x = E& = +oo, ésigy

+00 = hm En x < liminf Sn(w) < limsup S"(w).
n—0oo n n—00 n

gy lim, e Sp(w)/n = +00. Mivel w € Q egy 1-valészinfiségli halmazbdl keriilt ki,
kapjuk a feladat allitasat. O

2.3.8. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} filiggetlen, azonos eloszldst valészintiségi véltozok,
és tegyiik fel, hogy E|{| < +00. Bizonyitandé, hogy ekkor

(2) P(lim, & =0) =1,
(b) P({|&| > n véges sok n-re}) =

Megoldés. (a): A nagy szdmok erds torvénye szerint
S
P (—” = ]E£1> ~ 1.
n

fn Sn - Sn—l Sn n—1 Sn—l

n n n n n-—1

Felhasznélva, hogy

)

azt, hogy (n —1)/n — 1, és azt, hogy 3 darab 1-valdszinliségii esemény metszete is 1-
valosziniiségli esemény, kapjuk, hogy
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(b): Ekkor
{|£n| > n véges sok n—re} = {|§”| > 1 véges sok n- re}

Az (a) rész alapjan P-majdnem minden w € 0 esetén létezik olyan N(w) € N, hogy
Vn>Nw) esetén [&,(w)|/n<]1, gy ezek az w € Q-k benne vannak az {|&,| >
n véges sok n-re} halmazban, és ezért ez utébbi esemény valészintisége is 1. 0

2.3.9. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} fiiggetlen, azonos eloszlasu valésziniiségi valtozok,
hogy E|&| = +00. Mutassuk meg, hogy

(a) .72 P(|¢u] = en) = +oo barmilyen & >0 esetén,
(b) P (supneN Ln] — —1—00) =1,
(c) P (hm SUpP,, 00 % = —|—oo) =1

(d) Igaz-e, hogy P (hmnﬁoo % = +oo> =17

Megoldas. (a): Ekkor

S P> = Y- Plal >0 =3 [ Pl > 00
Z/ GE >=/1 Pl te) dt.

+o0o 1
[ CEEEE
0

amennyiben az egyik oldalon all6 mennyiség létezik és véges, kapjuk, hogy

(2.3.18)

Felhasznélva, hogy

400
El§i| = +00 = / P(|&| = te) dt = +oc.
0
Igy, mivel fo (|&| = te) dt < fol 1dt =1, kapjuk, hogy

—+o00
/ P(|&1] > te) dt = +o0.
0

Felhaszndlva (2.3.18)-at, kapjuk, hogy

+o00
ZP(\fnl >en) = +00
n=1

Megjegyezziik, hogy a 2.3.6. Feladat (a) = (b) része alapjan az is igazolhatd, hogy

E|{| =400 <= Ve >0 esetén ZP(|§1\ >en) = 400.

n=1
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Megjegyezziik tovabbd, hogy az (a) rész allitdsa kozvetleniil is kovetkezik a 2.3.6. Feladat
(a) < (b) ekvivalencidajabol.

(b): Minden n € N esetén legyen

A, = {@25}.
n

Mivel &,, n € N fiiggetlenek, igy az A,, n € N események is fiiggetlenek és az (a)
rész miatt Yy P(A,) = +oo. Ezért a Borel-Cantelli-lemma alapjan kapjuk, hogy
P(limsup,,_,.,A,) = 1. Ha w € limsup,_,. A,, akkor minden n € N esetén létezik

olyan k(w) €N, hogy k(w)=n és |&w (w)|/kw)>e. Tgy
b [€nl (@) o

ZE.
neN n

Mivel P(limsup,,_,. A,) =1, adédik, hogy

P(supM2€>:1, Ve>0.

neN T

Mivel

[6n] [nl <
(2.3.19) {ilég - ——i—oo} Ql{ilég . },

a valdszintiség folytonossaga miatt kapjuk, hogy

P(Sup@——l—oo) = llm P(supM M) = lim 1=1.

neN T —00 neN TN M—o0

gy kapjuk (b)-t. (Egyszerlibben is befejezhetjiik e rész megoldasat. Felhasznalva, hogy
megszamlalhaté sok 1-valdszinliségli esemény metszete is 1-valdszintliségli esemény, (2.3.19)

alapjan kapjuk, hogy P (s;upnGN |€7‘ = —|—oo> =1.)

(c): A (b) rész gondolatmenetét médositva mutatjuk meg (c)-t. Legyen € > 0 rogzitett, és

A, = {M25}.
n

Ekkor P(limsup,,_,. A,) = 1. Ezért, ha N € N rogzitett és w € limsup,,_,., A,, akkor
barmilyen n> N esetén létezik olyan k(w) € N, hogy k(w)=n és [&uw)l(w)/k(w) > ¢
gy

minden n € N esetén

sup [&n](«) > e, Ve>0, VNEN.

n>N n

Hasonléan a (b) részhez, kaphatjuk, hogy barmilyen N € N esetén

(2.3.20) P (sup &l = +oo> =1

n>N T
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Felhaszndaljuk az aldbbiakban azt az allitast, hogy ha (z,).en egy valds szamsorozat, akkor

limsup x,, = inf (sup xk>
n—00 ne k>n
fgy
P(hmsup 0] = —1—00) = P( inf (sup |§k|) = —l—oo),
n—00 neN \ >, k

és (2.3.20) miatt, felhasznélva, hogy megszamlalhaté sok 1-valészinliségli esemény metszete
is 1-valdszintiségii esemény, kapjuk, hogy

P(sup |£ﬂ’ = 400, VNEN) =

n=N T
Ezért
P hmsup =+4o00) = P({ inf sup = = =400} N{sup == = +o00, VN € N}
n—00 neN k> n>N T
:P<sup@—+oo, VNEN)z
n=N T
ugyanis
16nl Iékl _
{ sup =400, VN € N} { inf sup = —i—oo}.

A kovetkezékben egy mésik bizonyitést is adunk, s megmutatjuk azt is, hogy (b) <= (c).
Azt mutatjuk meg, hogy

{sup &0 = 400 } {hmsup ] = —i—oo},
neN T n—00
ebbél mar kovetkezik, hogy (b) <= (c).
Legyen el6szor w € Q0 olyan, hogy
el
neN n

Ekkor barmilyen M € N esetén létezik olyan nyr € N, hogy |&,,, (w)|/nar > M. Az nyy,
M € N szamokat tugy is megvalaszthatjuk, hogy nrq1 > nay, M € N, ugyanis,

SUPM:‘FOO - SUpM:+OO, M e N.

neN n n2nng n
Ezért 1étezik {'5"—7(;”', n € N}-nek olyan részsorozata, nevezetesen, {W, M € N}, mely

+oo-hez tart. Es fgy lim SUD,, 00 @] — 4 o0

n

Tegyiik most fel, hogy w € 2 olyan, hogy

i sup 121

Nn—00 n
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Ekkor 1étezik {K"—T(Lw)l, n € N}-nek olyan részsorozata, mely -+oo-hez konvergdl, és igy
nyilvan fennall, hogy

o 162

neN n

Ezért, ha valamelyik szobanforgd esemény valdszintisége 1, akkor a mésiké is.

(d): Megmutatjuk, hogy nem a véalasz. Belatjuk ugyanis, hogy

P (liminf@ = 0) =1.
n—0o00 n

Mivel % >0,n €N, a24.2. Feladat alapjan ehhez elég azt belatni, hogy barmilyen ¢ > 0
esetén

(2.3.21) »or (% < s) = +o00.
n=1

Mivel barmilyen ¢ > 0 esetén

limP(@<6> = limP(@<e) =1,
n—o00 n n— 00 n

kapjuk, hogy a Y >° P <% < 5) sor nem konvergens, s mivel nemnegativ tagu, adodik

(2.3.21). Erdemes osszevetni a (d) rész eredményét a 2.3.8. Feladat (a) részével. O

2.3.10. Feladat. (Baum—Katz-tétel) Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasi
valészintiségi valtozok, S, := X7+ ---+ X,,, n € N. Legyenek tovabbd a és ¢ olyan
valés szamok, hogy a > 1/2 és ¢>1/a. Mutassuk meg, hogy ha ¢ < 1, akkor

(2.3.22) > n®7?P(|S,| 2 en”) < 400, Ve >0,
n=1

akkor és csak akkor teljesiil, ha E|X;|? < +00. Mutassuk meg tovabba, hogy ¢>1 esetén
(2.3.22) akkor és csak akkor all fenn, ha E|X;|? < +o0 és EX; =0.

2.3.11. Feladat. Legyenek X,, n = 0,1,2,... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi
véltozdk, hogy P(X; > 1) = 1. Tekintsiik az alabbi, ,,véletlen egyiitthatds”, 0-k6zéppontu,
valés hatvanysort:

o
Zan", r € R.
n=0

Jelolje R ezen hatvanysor konvergenciasugarat. Mutassuk meg, hogy R 1-valdésziniiséggel
konstans, és R 0 vagy 1 lehet (az Xj-k kozos eloszlasatdl fliggéen). Mutassuk meg tovabba,

hogy
P(R=0)=1 <+= E(n|X;|)=+o0.

97



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Megoldas. A fenti hatvanysor konvergenciasugara:

0 ha limsup,_,. /| X, = +oo,
R=1{ 400 ha limsup, .. ¥/|X.| =0,

1 , 4
egyébként.
limsup,, oo %/ |Xn| &Y

Vizsgéljuk meg az In({/|X,|) sorozat viselkedését. Megjegyezziik, hogy In({/|X,|)
értelmezhetd 1-valdszintiséggel, hiszen P(X;>1) = 1 miatt barmilyen n € N esetén

P(Y/|X,|>1) = 1. Esigy azt is latjuk, hogy P(In({/|X,])>0)=1,n e N.
Ekkor n>1 esetén

1 1
In({/]1X,]) = Eln|Xn| = E(Sn — Sp-1),
ahol S, :=>"7_ In|Xy[,n>1, é Sy:=0.
Abban az esetben, ha E|ln |X;|| =EIn|X;| < +oo, felhasznélva a 2.3.8. Feladatot, kapjuk,

hogy
P( lim In {/|X,| =0) = 1.
n—oo

Abban az esetben, ha E|In |X;|| =Eln|X;| = +oo, felhasznélva a 2.3.9. Feladatot, kapjuk,

hogy
P(limsupln {/|X,| = +o00) = 1.
n—oo
Ezért
. P(limn_,C>O VX = 1) ha Eln|X;| < +oo,
P(lmsup, . §/[X,] = +00) ha  Eln|X,| = +oc.
Mivel
P( lim {/|X,| =1) < P(limsup {/|X,|=1),
=0 n—00
kapjuk, hogy
P(R=1)=1 ha Eln|X;| < +oo,
P(R=0)=1 ha Eln|X;| = +oo.

Ahhoz, hogy P(R =0) =1 <= Eln|X;| = +oo, azt kell még belatni, hogy
ha P(R=0) =1, akkor Eln|X;| = 400. Ha P(R =0) =1, akkor R értelmezése
miatt P (limsup,_ {/|Xs| = +00) = 1. Azonban, ha Eln|X;| < +oo lenne, akkor
P(R=1)=1 lenne, azaz P(limsup, ., {/|X,|=1) =1, ami ellentmondés.

Ha R = 0, akkor a hatvanysor csak x = 0-ban konvergens. Ha R = 1, akkor
{z € R,|z| < 1} része a hatvanysor konvergencia tartoményanak. Ekkor az {z € R, |z| =
1} = {—1,1} pontokban kérdéses a konvergencia. Az {z € R, |z| > 1} pontokban divergens
a hatvanysor. O
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2.3.12. Feladat. Legyenek X,,n=0,1,2,... figgetlen, az [1,2] intervallumon egyenletes
eloszlasu valészintiségi valtozék. Tekintsiik az aldbbi ,,véletlen egyiitthatos” 0-kozéppont,
valds hatvanysort:

o
Z X, z", xeR
n=0
Mutassuk meg, hogy ezen hatvanysor konvergenciasugara 1-valdszintiséggel 1.

Megoldas. Az el6zb feladat alapjan dolgozunk. Mivel P(X;>1) = 1, azt kell csak
ellenérizniink, hogy Eln |X;| < +oco0. Ekkor

2
Eln|X;| :/ Inz dz < 400,
1

igy kapjuk a dolgot. O

2.3.13. Feladat. Bizonyitand6, hogy ha {¢&, : n € N} fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor

n 1/n
. 1
r(m(16)-2) -

Megoldas. Mivel log folytonos fiiggvény, rogzitett w € {2 esetén

1/n

n 1/n n
(H fk) (w) — é <~ log (H fk) (w) = —1.

(Megjegyezziik, hogy az el6z6 szadmolds soran 1 valdszintliséggel tényleg vehetjiik a logarit-
must, hiszen

PEneN:[[6=0< > P([J&=0)< > nPE=0=3 n-0=0)
k=1 =1 k=1 n=1 n=1
Ekkor n
log (ﬁ fk) = &,
k=1 "

ahol S, :=log& +---+log&,, n € N. Mivel {log¢&, k€ N} filiggetlen, azonos eloszldsi
valoszintiségi valtozok rendszere, a nagy szamok erds torvénye miatt kovetkezik az allitas,
ha azt belatjuk, hogy Elogé = —1, ahol ¢ a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi
valoszintiségi valtozo.

Ekkor

1 1
1
Elogﬁz/ (logx)-ldx:[xlogx]é—/ rz—dr=0—lim(zlogz) — 1= —1,
0 0 xz z|0
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hiszen

_ loge ..  1/x .
lim(eloge) = lim 77> =lim — 7 = lim(—2) =

2.3.14. Feladat. Bizonyitandé, hogy ha ¢ :[0,1] — R egy folytonos fiiggvény, akkor

1
lim/ / g xy)dry .. da n:g<—>.
n—oo [

Megoldas. A baloldalon szerepld integralt felirjuk valamely valészintiségi valtozo varhaté
értékeként. Emlékezziink vissza a kovetkezdkre, abszolut folytonos esetben:

By(©) = [ gle)felo) da

o0 +o0
Eg(fl,...,fn):/ / 9(x1, .o ) fey e (1, oo x) Aoy Lo dy,.

Ezek alapjan
/ / n )dIl .dzx anQ( n\/fl"'gn)7

ahol &,...,&, figgetlen [0,1]-en egyenletes eloszldsi valdszintiségi véltozdk, ugyanis ekkor

feren(@1, .o ) = fe (x1) - fe, (x0), T1,...,%T, €R.

A 2.3.13. Feladat nyomén

P(lim r 51---§n:1/e) —1

n—oo

Mivel ¢ folytonos fiiggvény, kapjuk, hogy

P( lim g(3/& €)= g(1/e)) =1

Felhasznélva, hogy kompakt halmazon folytonos fliggvény korlatos, kapjuk, hogy létezik
olyan K > 0 konstans, hogy

, neN.

oV G| <K

Ezért alkalmazhaté a dominalt konvergencia tétel:

lim Eg({/& -+ -6n) =E<7}ggog(\/" £1~--£n)) =[Eg(1/e) = g(1/e).

n—oo

2.3.15. Feladat. Bizonyitandé, hogy

2
lim / / i B d Ty...dz, = —.
n—00 T+ -+ x, 3

100



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Megoldas. Legyenek ¢&;,...,&, figgetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldst
valoszintiségi valtozok. Ekkor

[ [ e e (BY)

Mivel E& =1/2 és E& = fol 2?2 dr = 1/3, a nagy szdmok erds torvénye alapjan kapjuk,
hogy P-majdnem minden w € 2 esetén

Y fw) o ari W)  E& 2
1 7 1 e = —.
S T ) AT ) TR 3

(Megjegyezziik, hogy azon w € Q-k halmazédnak a valészintisége, ahol Y " | &(w) = 0 nulla,

fgy az €l6z6 szdmolds 1-valészintiséggel korrekt.) Mivel P(£2< &) =1,i=1,...,n, kapjuk,
hogy

PlosgRy <=1

fgy a dominalt konvergencia tétel szerint,

> 52) ( D it 52)
lim E E{ L - — )
nggo ( Zz 1 51 n%o Zz 1 51 (2/3) 2/3

2.3.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy

1 1 1
e [ [ () 1 ()] anan =5 (3)
ahol f :[0,1] = R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény.

Megoldas. Mivel kompakt halmazon folytonos fliggvény korldtos, kapjuk, hogy f, f', f”
korlatosak. Legyenek ¢&;,...,&, fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsti
valészintiségi valtozok. Ekkor

[ L) e (5525 )

Mivel f kétszer folytonosan differencialhato, ezért méasodrendig Taylor-sorba fejthetjik 1/2
koriil:

(2.3.23) flz)=f(1/2)+ f(1/2)(x —1/2) + %f”(1/2 +0(z)(z — 1/2)) (x — 1/2)*,

ahol 0 < 0(z) <1, és = 1/2-nek egy alkalmas kornyezetébdl vald. Helyettesitsiink az el6z6
egyenldségben x helyére (& +---+&,)/n = S, /n-et, majd vegyiikk mindkét oldal varhaté
értékét:

elr () - s0sm] = o (G- g) e gl ureo (3-3)) (3 -3) |
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ahol @ egy olyan fiiggvénye w-nak, melyre 0] < 1. Megjegyezziik, hogy 6 nem

lesz feltétleniil valdszintiségi valtozd, azonban erre nincs is sziikségiink, ugyanis f” (1 /2 +

0(S,/n — 1/2)) valészintiségi valtozo. Valéban, (2.3.23) alapjn f”(1/2—|—0(5n/n— 1/2))
el6allithat6 (kifejezhetd) valdszintiségi valtozok mérhet fiiggvényeként. Itt az x helyére
torténd helyettesitést végrehajthattuk, mert a nagy szamok erds torvénye szerint:

n 1
S— — Efl = 5 P-m.m.

Mivel f” folytonos, |0 < 1, és egy korldtos sorozatnak egy nullsorozattal vett szorzata
tovabbra is nullsorozat, kapjuk, hogy

f”<1/2 + 6 (% — %) ) — f"(1/2) P-m.m.

Tudjuk tovabba, hogy

E (5_) _ Lome =L
n

n

2’
S, 1\’ S, 1, 1
E(ﬁ‘i)-ﬂ)(z)—ﬁﬂmﬁ—iﬂ'

" S’Vl 1 1" Sn 1 2 o
<f (1/2+9(?—§)> _f (1/2)>n(?—§) ] ~0.
Ezt felhasznalva mar kovetkezik, hogy

: S N o1 It S, 1
g fr () =1 (5)] = g 3=l (oo (S -5)) (S-5) |

1
2

= ; f7(1/2) lim E[ (% _ 1)2} f”(l/Z) 1 f”(214/2).

Megmutatjuk, hogy

(2.3.24) lim E

n—00

2

n—oo

Rétériink (2.3.24) igazolasara. A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlétlenség alapjan
E [(f”(1/2 +0(Sn/n — 1/2)) - f”(1/2))n(5n/n - 1/2)2}
< \/E [f”(1/2 +0(Sp/n—1/2)) — f”(1/2)]2\/E [n2 (S /n — 1/2)4].

Mivel g 1
f//<1/2 +6 <Fn _ 5) ) — f”(l/Q) P-m.m.,

és f" korlatos, a dominalt konvergencia tétel alapjan kapjuk, hogy

E[f”(1/2+9 (% _ %) ) _ ]"’(1/2)]2 50, n— oo
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Az aldbbiakban E[(S,/n — 1/2)1] viselkedését vizsgdljuk. A polinomialis tétel alapjan:
So 1\ _((&_1 & 1 & 1Y)
(7—5) - ((5_%)+(5_% T\ T

B Z 4[ 51 1 i1 §2 1 i2 é-n 1 in
N T il \n 2n n  2n n 2n ’

i1,.0in€{0,1,2,3,4}

Mivel &,i=1,...,n, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast val6sziniiségi valtozdok,

& 1 .
2o ) =0, i=1,...
(n 2n Y ? ? 7?7/7

és mivel &,...,&, fiiggetlenek is, kapjuk, hogy E[(S,/n — 1/2)%] szédmoldsanal az olyan
tagok, melyekben valamelyik i, = 1 kiesnek. Mivel a 4 =4+0, 4=3+1, 4 =2+ 2,
4=2+14+1, 4=1+1+141 felbontasok lehetségesek az Osszeadanddk sorrendjét nem
figyelve, latjuk, hogy csak a 4 =440 ésa 4 =2+ 2 felbontasok adnak 0-tdl kiilonbozé
tagot. A 4 =4+ 0 felbontdsok szama n, a 4 =2+ 2 felbontasok szama pedig (g) fgy

E5n14_E§114n4! & 1\
(roa) = Cm) () (26 20)
1 2.3 3es(n — 1
=n—E(& —1/2)" + 2!(n”_ o (Bl - 1/2)%)" = 5+ Sesln = 1)

n3

Ezért

4
lim En? (5_ - %) — lim (ﬂ ¥ L‘”) = 30, = B(E(6s — 1/2) = 306" =

n—00 n n— 00 n n

gy megkapjuk (2.3.24)-ct, hiszen a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenséggel adédé felss
becslésben az egyik sorozat nullsorozat, a masik pedig korlatos. 0

2.3.17. Feladat. (Monthly 112., 2003/341.) Legyenek a, b és ¢ paronként kiillonb6zé
valos szamok. Hatarozzuk meg az

/+oo /+oo /+oo —(z4y+=2) Sln(a$+by+cz) dzdud
Zdydx

x+y+z

integral értékét!

Megoldas. Jeldlje a tovabbiakban [(a,b,c) a fenti integral értékét. Ismert, hogy
1

+o0
2.3.25 Sl P Car Al
(2:3.25) Nz /0 NETES

Valéban, ha ¢ normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd 0 varhaté értékkel és o
zettel, ahol

2 szérasnégy-

1 1
r+y+z=—-—, azaz o=

202 NeNEaTErs

103



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

akkor ¢ suruségfiiggvényének integrédlja 1. Azaz

[ e VE Ry Ez [T e

1= e 22 dt = +—2FL e dt
o V27O NS e
2\/.1"":1/"_2/ :c+y+z)t2 dt

amib6l mér kovetkezik (2.3.25).
Igy felhasznélva, hogy sin(z) = Ime™® = Im (cos(z) + isin(z)), = € R, kapjuk, hogy

+oo +oo +oo o
I(a,b,c) / / / ~@ ) sin(az + by + cz)\/_ </ e (THy+a)t? dt) dzdydz
+oo +oo +o0 +00 9 9

= 7/ (/ / / #B4+1) =y +1) =+ gin (g + by + c2) dzdyd:r;) dt

2) +o0 +oo  pfo0  pto0 ) 9 5 )
_ Tlm / (/ / / e—az(t +1)6—y(t +1)€—z(t +1)€z(ax+by+cz) dZdydl‘) dt

T 0 0 0 0

9 +00 +o0 . +oo 0 oo 2 1
Sl / (/ e—m(t +1—ia) dl‘/ e—y(t +1—14b) dy/ e—z(t +1—ic) dZ) dt.

ﬁ 0 0 0 0

Felhasznalva, hogy tetsz6leges (a,b) € R?\ {0} valds szampdr esetén

“+o0 —z(a—ib) 7T
/ e~2@=b) dg = {—6 ( .) ] = ! s
0 —(a —1b) ], a—ib
kapjuk, hogy

+oo 1
Ilab —I dt.
(a,b,¢) = m/ (t2+1—da)(t2+1—1db)(t2+ 1 —ic)

Elkészitjiik az integrandus parcialis tortek alakjaban valé felbontasat. Keressiink olyan kq,
ko és ks valds szamokat, hogy

1 —_ kl + k2 + k3
(BP+1—ia)(t?+1—ib)(t?+1—ic) t*+1—ia *+1—ib +1—ic

(Mivel a, b és ¢ péaronként kiilonbozéek, ilyen kq, ko és ks létezik.) Ekkor

L=k (t? +1—ib)(* 4+ 1 —ic) + ko(£* + 1 —ia)(t* + 1 —ic) + ks(t* + 1 —ia)(t* + 1 — ib),
)
1=k (t"+t* —ict> + 1 + 1 —ic — ibt* — ib — be)
+ ko(t* + % —ict® +t* + 1 — ic — iat® — ia — ac)
+ ky(t* + % —ibt* + 2 + 1 — ib — iat® — ia — ab)
= (k1 + ko + ks)t* + t*[k1(2 — ic — ib) + ko(2 — ic — ia) + k3(2 — ib — ia)]
+ k(1 —ic —ib —be) + ko(1 — ic —ia — ac) + k(1 —ib — ia — ab).
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Az egytitthaték Osszehasonlitasabdl adodik, hogy

]{Jl‘f‘kg‘f'kg:(),
k(2 —ic —ib) + k2(2 —ic — ia) + k3(2 — ib — ia) = 0,
ki1(1 —ic —ib — be) + ko(1 — ic —ia — ac) + k3(1 —ib — ia — ab) = 1.

fgy ks = —ky — ko, amit beirva a masodik egyenletbe kapjuk, hogy
(2.3.26) ki(a —c)+ ko(b—c) =0,

illetve, beirva a harmadik egyenletbe adodik, hogy

(2.3.27) ki(a —c)(b+1) + ka(b—c)(a+1) = 1.

Beszorozva (2.3.26)-ct (b + i)-vel, majd levonva beléle (2.3.27)-et, kapjuk, hogy kao(b —

c)(b—a)=—1, ésigy
1

e sy

Esezért . 1 . 1
" a=b)(c—a) T c—a)b—c)

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

9 400 1 1 1 1
W’b’C):ﬁ'm/O ((a—b)(c—a)t2+1—ia+ (a=b)(b—c)t?+1—ib

+ ! ! ) di
(c—a)(b—c)t?+1—ic/

Megmutatjuk, hogy tetszoleges olyan z € C komplex szamra, melyre Rez > 0, fennall,
hogy

“+o00 1 T
2.3.2 ——dt = —.
( 3 8> /0 t2 + 22 2z

Ha z >0 valds szam, akkor

/ﬂo ! dt—l/m L g 2 Laetan ()] = Y2 — 0) = n/20)
o B2z 22y 14 (/)2 22 SR 0 L - TSR

Ha z € C, Rez > 0, akkor

teo ] 1 [T/ 1 1 IR LA | 1
o 2422 2iz Jo t+iz t—iz 212 T=o0 Jyp \t+iz t—iz

1 r 1 t+iz]"
= —— lim [log(t +iz) — log(t — zz)] = —— lim [log +Z,
21z T—o0 t=1/T 21z T—o0 =12 |qr
1 [+iz §—iz
= —— lim log +ZZE — .
21z T—o0 ['—iz s +iz
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Ekkor

T+iz =—iz
(2.3.29) lim — . T "
I—oo ' — 12 Ttz

—1(—1) = —1.

Tudva azt, hogy a komplex logaritmus fiiggvény nem folytonos a negativ valds tengely
mentén, nem elég (2.3.29)-ben csak a hatarérték (-1) ismerete, ahhoz, hogy a

i log

(F—{—z‘z 1 —iz

T —iz L4z

> értéket meghatarozzuk.
T

(A teljesség kedvéért lefrjuk a komplex logaritmus definiciéjat. A z = re’ komplex szam
logaritmusa az log z = Inr+ip komplex szam, ahol ¢ €] —7, 7]. fgy latjuk, hogy a negativ
valds tengelyhez kozeli pontokban, ha Im(z) > 0, akkor ¢ m-hez, ha Im(z) <0, akkor
¢ —m-hez kozeli érték. Azaz log nem folytonos a negativ valés tengely mentén.) Ekkor a
2=z + 12y jeloléssel élve z; >0 és

. 1 . . 1 . . 1 .
I+iz g—iz T4inn—2z -tttz —-zmntin gtzn—in

I'—iz %—FZZ F—i21+22 %+i21—22 F+22—i21 %—22—1—2'21
1

- (F—22+’i21)(r+22+’i21) ] (% + 29 _Z'Zl)(f ) —iZl)

(I + 29)% + 27 (F = 2)? + 2
Pz - vi2al oA —i2ag
(T + 29)%2 + 22 (§ — 22)2 + 22
fgy 1
+iz 7—1z 2 1
Im <F — g—{—zz) =c [—le(F2 —z2; —25) + 2Tz <ﬁ — 22— z%)] :
ahol

c= ((F+z2)2+zf>_l ((% —z2)2+zf>_l

Mivel z; >0, ha I' elég nagy pozitiv szam, akkor

I +iz £—iz
Im (rtZ'EJr' ><0.
T 1z

Tehat a (2.3.29)-beli sorozat gy konvergal —1-hez, hogy egy index utan a sorozat tagjainak
képzetes részei negativak. gy, a z = re'®, ¢ €] —m,m eléallitast alapul véve, a sorozat

ugy konvergal —1-hez, hogy a megfeleld ,,p-sorozat” —m-hez konvergal. Ezért
T'+iz +—iz
lim 10g< +Z,Z- 1; : ) = —im.
I'—o0 I'—iz $+4+1z

Igy kapjuk (2.3.28)-et. (Vegyiik észre, hogy log(—1) = ir.)

Ekkor ] 1

Prl—ia 2+ (/1-ia)?
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ahol
VI=ia= (14 0 cos(a/2) + isin(a2)).

ahol tano = —a, a € (—7/2,7/2), ésigy Re(v/1I—ia) >0, a € R. Igy kapjuk, hogy

1 1
I(a,b,c) = —=Im T 1

Nz ((a—b)(c—a) 2v/1 —ia * (a—b)(b—c)2/1—1ib
1 m
+<c—a)(b—c)2m>‘

Ekkor
1 1/ . 14 . (arctan(—a)
Im = —(1+a®)Y*sin(a/2) = —(1 + d? 1/48111(—),
(=) =~ isinta/2) =~ + o) :
és
_ 1—
<in arctan(—a) _ —ein arctan(a _ _sen(a) \/ cos(arctan(a))
2 2
1
ta val 2—-1
= —sgn(a)|| —XF = —sgn(a ta
2 i+a?
1
= —sgn(a)—(1 +a®)"V*"\/V1+a2 - 1.
(0 75!
Es ezért
f(a) f(b) f(e)

N e R P R e

ahol minden z € R esetén

T \/ V1422 — \/7 V1422 -1

f<x> = §Sgn( (1 + IQ 1/2 1+ 22

Megjegyezziik, hogy hasonlé okoskodéssal kaphatjuk, hogy

3/ sin(2 arctan(a))

s (taps o SR

I(a,a,a) =

t

2.3.18. Feladat. Legyenek {¢,:n € N} olyan fiiggetlen valdszin(iségi valtozok, melyekre
valamely o < 1/2 esetén P(&, =n®) = P(§, = —n®) = 1/2. Bizonyitandd, hogy ekkor

Qﬁnz&—®
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Megoldas. A kovetkezé in. Kolmogorov-tétel alapjan okoskodunk: legyenek {¢, :
n € N} fliggetlen, négyzetesen integralhaté valdszintiségi valtozdok, valamint {b,, n € N}
pozitiv valés szamok olyan sorozata, hogy b, T +oo.

Ha > ?’“ < 00, akkor ;- > (& —E&) — 0 P-mom.
k=1 k=1

Ellenérizziik, hogy a Kolmogorov-tétel feltételei teljesiilnek-e a megadott {&, : n € N}
sorozatra!l Egyrészt &,, n € N, fliggetlenek, és

1 1
E&2 = (n“)2§ + (—no‘)2§ =n** < +0o0,
azaz &,, n € N négyzetesen integralhaték. Tovabba legyen b, := n, n € N, és igy

b, T +oo. Mivel E¢, =n®/2+ (—n)/2=0,n €N, és

D% = EE Nk N1
D T Tl E T <t
k=1 k k=1 k=1 k=1

hiszen « < 1/2 miatt 2(1 —a) > 1. A Kolmogorov-tétel alapjan pedig kapjuk, hogy

1 n

- (& —0)—0 P-mm.
n

k=1

U

2.3.19. Feladat. Legyen ¢ € N és legyenek {e,};2, , fiiggetlen, azonos eloszldsi
valdszintiségi valtozok, hogy [El|e;| < +oo. Legyenek ag,aq,...,0, € R és legyen minden
n €N esetén &, := ape, + 16p—1 + -+ - + ayen—y. Bizonyitandd, hogy ekkor

I I
P > 6 =B Y ) =1

J=0

Megoldas. A {¢,, n € N} sorozatra a nagy szamok erds torvénye nem alkalmazhato,
mert a sorozat tagjai nem fiiggetlenek. Azonban visszavezetjiik a feladat megoldasat e,-ek
fiiggetlenségére. Ekkor

§1 = el +aigi1 - €1,

fz = QppEr + 1€ 1 + -+ QgE2—gq,

gn = QpEp + X1Ep—1 + - F AgEn—q,

és igy
n n n n
E Sk = E €k—0 + 1 E Ek—1 T - F Oy E Ek—q-
k=1 k=1 k=1 k=1
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Felhaszndlva a nagy szamok erds torvényét, kapjuk, hogy barmilyen ¢ € {0,...,q} esetén

1
— E €pt —> Ee1_; = EKeqy P-m.m.
n

k=1

Igy
1 & 1 « 1< 1<
TY6 oS aatat S an e Ya
k=1 k=1 k=1 k=1
— apEe; + aEeq + -+ + agEey P-m.m,

hiszen ¢ darab 1-valdszinliségli esemény metszete is 1-valdszinliségi esemény. Azaz

1< !
- Z & — Eeq Z a P-m.m.
k=1 j=0

2.3.20. Feladat. Legyenek X,, n € N valdszinliségi valtozok, melyekre

1 1

. Pa=-1)=1-—, neN

P(X,=n*-1)= —

Mutassuk meg, hogy EX,, =0, n € N, de

P(Iim & = —1> =1.
n—,oo M

(Ez a feladat arra mutat ré, hogy a nagy szdmok erds térvényében fontos az azonos eloszla-
susag feltétele.)

Megoldas. Ekkor EX,, =n2(n?—1)+(-1)(1—=n"2) =0, n € N. Minden n € N esetén
legyen A, :={X, # —1}. Ekkor

P(A,)=) PX,=n"—-1)=)» — =— < +o0.
TP PH i P VT
Ezért a Borel-Cantelli-lemma alapjén kapjuk, hogy P(limsup,,_,. A,) =0, azaz
+0o0 +00 “+00 +o0o
P(ﬂ UAk>:O — P(Uﬂ{Xk:—1}>:1.
n=1k=n n=1k=n

Tgy
1:P<{weQ ‘ In(w) eN:V k> n(w) :Xk(w):—1}>,
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és ezért egy ilyen rogzitett w € ) esetén, ha n >n(w), akkor

Sp(w)  n(w) Spw) (W) N Sn(w) = Spwy(w)  n(w) Sn) (W) N Xnwyr1(w) + -+ X, (w)

n n  n(w) n n  n(w) n
_ @) S @) | (ED 4 A (5D nw) Suw (@) | (=D (0 = nw)
n  n(w) n n  n(w) n
S 0—1=-1.

Igy PweQ: S"T(w) — —1})=1.
Vegyiik észre, hogy a feladat megoldasahoz nincs sziikség a fiiggetlenségre.

Megjegyezzik, hogy az 1-valdszintiségii konvergenciat az alabbi lemma segitségével is bi-
zonyithatnank. Legyenek n,,n € N és n valészintiségi valtozok az (€2, A, P) val6sziniiségi
mezon, ekkor

P, —»n)=1 <= lim P(sup|n, —n|>e)=0, Ve>0.

li
N—o0 TL}N

Mivel barmilyen ¢ > 0 esetén

[e.e]

P(sup |, —n| =€) < P(sup |n, —n| >2/2) < D P(lmn —nl > ¢/2),

n>N n>N —

ahhoz, hogy megmutassuk, hogy P(n, — 1) =1 elég azt igazolni, hogy

Jim z;vp(mn —n| >¢e/2)=0, Ve>D0.
Esetiinkben az n:=—1 és n, := S,/n, n € N, vélasztdsokkal élhetiink. 0

2.3.21. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 7.3.8.) Legyenek X,, n € N fiiggetlen,
azonos eloszldst valdszintiségi valtozok, hogy EX? < 4+o0o. Mutassuk meg, hogy

-1
n
<2) > XiX; — (EX;)* P-mm.

1<i<j<n

2.3.22. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 7.4.1.) Legyenek X,, n € N fiiggetlen
valoszintiségi valtozok, hogy

1 1
P(X,=0))=1- n € N.

P(X,=n)=P(X,=—-n) nTogn’

B 2nlogn’

Mutassuk meg, hogy % N 0, azonban P(Sn—” — 0) #1. Azaz % sztochasztikusan tart

0-hoz, P-majdnem mindeniitt viszont nem.
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2.4. Borel-Cantelli-lemma és hatareloszlas-tételek

A kovetkezd feladatok megolddsa sordn sziikségiink lesz (lehet) a liminf, ,..-ral, ill. a
lim sup,,_,-ral kapcsolatos alabbi allitasokra.

Tétel: Egy valds szamsorozat alsé hatarértéke (limesz inferiorja) és fels6 hatarértéke (limesz
szuperiorja) a sorozat torlddési pontja.

Tétel: Egy valds szamsorozatnak akkor és csak akkor van hatérértéke R = RU{+o00, —00}-
ban, ha az also és fels6 hatarértéke megegyezik.

Tétel: Legyen (7,)nen egy valés szamsorozat. Ekkor egy o € R szam akkor és csak akkor
alsé hatarértéke a sorozatnak, ha az alabbi két feltétel teljesiil:

(i) barmely ¢ < a, c € R esetén c <z, legfeljebb véges sok n € N kivételével,

(ii) barmely a <¢, c € R esetén z, < ¢ végtelen sok n € N-re.

Tétel: Legyen (z,)nen egy valés szamsorozat. Ekkor egy o € R széam akkor és csak akkor
fels6 hatarértéke a sorozatnak, ha az aldbbi két feltétel teljesiil:

(i) barmely ¢ < a, c € R esetén ¢ <z, végtelen sok n € N-re,
(ii) barmely a <¢, c € R esetén z, < ¢ legfeljebb véges sok n € N kivételével.
Tétel: Legyen (z,)nen egy valds szamsorozat. Ekkor

liminf z,, = sup ( inf a:k) és lim sup x,, = inf (sup xk)
n—00 neN kz2n n—00 neN *p>np

2.4.1. Feladat. Bizonyitand6, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen, A paraméterii expo-
nencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor

1
P <lim sup n = —) =1.
nooo logm A

Megoldas. A korabbiak alapjan, ha {a,, n € N} egy valés szamsorozat, a € R,

akkor ahhoz, hogy a limsup,,_,. a, = a egyenloséget megmutassuk elég azt igazolni, hogy
barmilyen ¢ > 0-ra

a, € [a+¢€,+00) csak véges sok n-re,

a, € [a —e,+00) végtelen sok n-re.

Felhasznalva, hogy ¢&,, n € N filiggetlenek, a Borel-Cantelli-lemma alapjan elég azt meg-
mutatni, hogy barmilyen ¢ > 0-ra

o 1 o Nopf & L
2.4. P > — P = - — = :
(2.4.30) E (log ~ 27 +e) <+oo és 321 ogn = A £ +00

n=1
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Ugyanis, ha » > P (hfg"n > % +€> < 400, akkor a Borel-Cantelli-lemma alapjan a

{logn > 1 +e}l, n €N események koziil 1-valdszintiséggel csak véges sok kovetkezik be.

Ha pedig >, P <logn > X — 5) = +o00, akkor szintén a Borel-Cantelli lemma miatt (ide

kell a fiiggetlenség) a {-= —e}, n € N események koziil 1-valészintiséggel végtelen sok

logn > )\

kovetkezik be. Mivel két 1-valdoszintiségli esemény metszete is 1-valdszintiséglii esemény, ha
belatjuk (2.4.30)-et, akkor kapjuk a dolgot.

Ekkor
Z &n >——|—5 :ip o> 1—1—5 logn | .
— logn ! A

Mivel

1 1
P (fn 2 (X + 5) logn> =1-Fg, ((X + 5) logn) =1-1+ e‘A(%é)logn =l

kapjuk, hogy

—_

hiszen 1+ Ae > 1.

Hasonléan,

hiszen 1 — X\e < 1.
Tehat azon w € -k halmazénak 1 a valdszintlisége, melyekre &,(w) végtelen sokszor megy

(% — 5) logn folé, és legfeljebb csak véges sokszor (% + 5) logn folé. U

2.4.2. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha {¢, : n € N} fiiggetlen, A\ paraméterii expo-
nencialis eloszlasu valoszintiségi valtozok, akkor

P (hminf &n = 0) =1.

n—oo logmn

Megoldas. Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonldan, elég azt igazolni, hogy béarmilyen
e >0 esetén

Zp(logn ) & ZP(Iogn\ _6) < oo
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Ekkor

P ( n < e) = F;, (clogn) =1 — e lo8n =1 — 7>
logn

és P( b 5) =0, hiszen —e < 0. Ezért

logn
=) (1-n).
P(logn ) 2 (1=n™)

n=1 n=1

Ha ez utébbi sor konvergens lenne, akkor 1 —n=* — 0 teljesiilne, azonban 1 —n=?¢ — 1.

fgy N
E P< &n <e>:+oo,
logn

n=1

valamint

Z (logg?n< —5) =0 < +o0.

n=1
Megjegyezziik, hogy felhasznélva azt az eléaddson tanult dolgot, hogy ha {7,, n € N}
fliggetlen valészintiségi véltozdk, akkor léteznek olyan c¢1,co € R U {400, —00} szdmok,

hogy
P(limsupn, = ¢;) = 1 és P(liminfn, = ¢) =1,

n—oo n—oo

azt biztosan tudjuk, hogy létezik olyan ¢ € R, hogy

P (liminf En = c) = 1.
n—oo logn

(Azért lesz ¢ € R, mert §,-ek nemnegativitasa folytan 0 < ¢, és az eléz6 feladat alapjan

c<1/X kell legyen.) Azt azonban nem tudjuk megmondani, hogy mennyi c értéke. Azt
kénnyen belathatjuk, az elézéektdl fiiggetleniil, hogy P(lim inf,_. = oo 2 >0) =1. Valéban,
mivel P(&,>0)=1,n €N, kapjuk, hogy P(§, >0,n € N) =1, és ezért

P(liminflén 20) —P({liminflgn 20}ﬂ{§n20, nEN})

n—oco  lO0gn n—oo 108N

= P(£,>0, neN) = 1.
0

2.4.3. Feladat. Bizonyitandé, hogy ha {, : n € N} fliggetlen, standard normélis eloszldsi
valészintiségi véaltozok, akkor

: &n
Pl —=1) =1
(lgl_igp V2logn
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Els6 megoldas. Felhasznaljuk az alabbi, el6adason tanult dolgot: 1éteznek olyan xy > 0
és 0 < ¢ < cg szamok, hogy

22
2

“+o00
C1 _a? _u? Cy _a?
—e 2<—/ ez du —e 7, ha x> z,.
z V2T J. T

A korédbbiakhoz hasonléan elég azt igazolni, hogy barmilyen € > 0 esetén

e €n
>1 < 400 Pl—l—>1—¢) =+o0.
E < 210gn +s) +oo és ) ( AT e) =+

n=1 n=1

Ekkor, ha n >ng, ahol ng € N olyan, hogy +/2logng(1l +¢) > xo, kapjuk, hogy

&n ) 2
Pl——=—_=2>1+4¢c)=P(&>2logn(l+¢)) = z du
(\/210gn ( Y e VZlogn( 1+e)

Co _ (1+s) 2logn Cy 1
s =

< = 5.
V2logn(1 —|—5)€ V2Iogn(1l + ¢) n(i+e)

fgy
- gn Co 1
Pl——2>21+4+¢| <
n:zno (\/2logn \/5(1 +¢) n:ZnO V1ogn ni+e)?
Co > 1
< < 400,
\/5(1 +¢) T;O n(i+e)?

hiszen (1+¢)? > 1. Mivel az els§ ng — 1 tag Osszege kisebb vagy egyenld, mint ng — 1,

kapjuk, hogy
=1+ < +00.
; ( 210gn 5) >

Hasonl6éan, ha n >mng, ahol ny € N olyan, hogy /2logng(l —¢) > xy, kapjuk, hogy

_u
2 du

&n _ = o
Py 1-¢) = (6> VEIogn(i - 2) m/>

c1 _(1-e)?210gn c1 1
e 2 e

> .
V2logn(l —¢) V2logn(1l — ) nt—2)?

Ha >1, akkor 1—e<0, és ezért

fgy kapjuk, hogy
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Ha 0 <e <1, akkor

= En C1 1
E Pl—7m=—=21-¢) > E 5
o (v 2logn V2(1—¢) = Vlognn=)

Megmutatjuk, hogy létezik olyan nf € N, hogy barmilyen n > ny, esetén +/log nnt—’ < p.
Azonos atalakitasokat végezve:

\/lognn(l_g)2 <n <= logn < pl=0-9"  — logn < n?(=9
log(1
< log(logn) < 2¢(2—¢)logn <= % <2(2—¢).
n

Mivel 0 <e <1 esetén, 2¢(2—¢) >0, n{ létezése kovetkezik, ha megmutatjuk, hogy

log(1
lim ellosn) _
n—oo ]ogn

A L’Hospital szabély alapjan

1 1

log(l ognn
lim 108U%87) _ pp ) Benn _
n—o00 logn n—oo -

)2
(Megjegyezziik, hogy vizsgalhattuk volna direktben is a lim,, —Vmog”n"(l) hatérértéket. )
fgy

o0 gn ) Cl o 1
E Pl———=21-¢) 2—F——— g — = 400,
) <\/21ogn V2(1 —¢) =~ n
n=max(n ,nO n:no

és ezért
- &n
Pl——>1—¢] = +4+o0.
; (\/210gn

Masodik megoldas. A korabbiakhoz hasonléan elég azt igazolni, hogy barmilyen ¢ > 0
esetén

o~ n
P zl+e) <+ Pl—/—/m2>21—¢| = +4ox.
Z ( 210gn ) e ; <\/210gn ~ >
Ezen feltételek teljesiilését most az els6 megoldastol eltéré6 moédon mutatjuk meg. Fel-

hasznélva, hogy ha n ~ AN (0,1), akkor —n 2 n, és

P(ln|>6)=P({n=dtU{n< —6}) = P(n=>
=Pn=6)+P(-n< —0)=2P(n

)+ P(n< —9)
>0), V>0,
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kapjuk, hogy

ZP(%}%H:) <400 = ZP(§1>(1+6)\/210gn) < 400

n=1 n=1

= ZP|§1 (14¢e)y/2logn) < 400 < ZP(§f>(1+e)2210gn)<+oo

n=1

o0

= Z P(egf > e(Ha)Qng") < 400 = Z P(egf > n2(1+a)2) < +00
n=1 n=1
&g g

= ) P(eM+9” >n) <+oo = EeX+? < +oo,

ahol az utols6 ekvivalencia szarmaztatasanal a 2.3.6. Feladat (a) <= (b) részét hasznaltuk
e = 1 valasztdssal.

Hasonldan, felhasznalva a 2.3.9. Feladatot kaphatjuk, hogy

52

ZP Z>l—c| =40 <= E62<1—1€)2 = +400.
210gn

Az alébbiakban meghatérozzuk tetszéleges u € R esetén az Ee” varhaté értéket, ahol
E~N(0,1). (Mivel ¢%* >0, az Ee"¢’ varhaté érték létezik (legfeljebb +o00).) Ekkor

oo o1

E ug? ux —% d 1 /+OO —22(1/2—u) d
v — P = — e x.
0 v 2T V2T J o

Ismert, hogy tetszoleges o > 0 esetén

+oo 2
/ e 2% dy = V2mo.

o0

fgy ha u < 1/2, akkor legyen o > 0 olyan, hogy

1 1 1
- = _ — —— = —
207 (2 “) M =TT

és ekkor
1 1
Ee® = —— __  y<

V1-=2u 2
Abban az esetben, ha u>1/2, azaz —(1/2 —u) >0, kapjuk, hogy
REevs’ > L/+OO e’ dz = +o0
Vo ) ;

azaz Ee'’ = 400, ha u>1/2. Osszefoglalva,

1
Eeu§2 _ \/ﬁ ha u < 1/27
+oo  ha wu>=1/2.
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Mindezek miatt adodik, hogy

S 1
Eez2+9? = —1 < +OO,
. (1+¢)?
hiszen m < 1/2. Hasonléan,
Si
Ee21-9* = 400,
hiszen m > 1/2. O

2.4.4. Feladat. Legyenek {¢, : n € N} fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes eloszldst valészintiségi
véltozdk. Bizonyitandd, hogy a {&,}52, sorozat torlédési pontjainak halmaza 1 valésziniiség-
gel a [0,1] intervallum.

Megoldas. A torlédasi pont definicigjat felhasznélva elég azt beldtni, hogy azon w € -k

halmazénak 1 a valészintisége, melyekre fenndll, hogy tetszoleges [0, 1]-beli részintervallumban
a {&(w) : n € N} sorozatnak végtelen sok eleme van. Mivel tetszéleges [0, 1]-beli

részintervallumban van racionalis végpontu intervallum, elég az |o, 8], o, 5 € [0,1] N Q,

a < [ alaku intervallumokat tekinteni. Azt kell tehdt belatni, hogy

P({w €EQ:Va,pel0,]]NQ,a<f esetén &,(w) € |a, 8] végtelen sok n—re}) =1.

Felhasznalva, hogy megszamlalhato sok 1-valdszintiségli esemény metszete is 1-valoszintiségi
esemény, kapjuk, hogy elég azt beldtni, hogy barmilyen rogzitett «, 5 € [0,1]NQ, a <
esetén

(2.4.31) P({w €0: & (w) € a,p] végtelen sok n—re}) = 1.

Mivel {&, € [, 5]}, n € N fiiggetlen események és

Y PénelB) =) (8—a) =+,
n=1 n=1
a Borel-Cantelli-lemma alapjan kapjuk (2.4.31)-t. O

2.4.5. Feladat. Legyen ¢ (0,1)-paraméterii Cauchy-eloszlasu valészintiségi valtozd, azaz

¢ stirtiségfiiggvénye fe(z) = x € R. Mutassuk meg, hogy ¢ karakterisztikus

1
m(1+a2)’
fiiggvénye

pe(t) =e M teR.

Megoldas. A megoldas soran felhasznaljuk az tin. inverziés formulat: ha n karakterisztikus
fiiggvénye ¢, € L'(R), azaz [ |p,(t)| dt < +oo, akkor n-nak létezik folytonos, korlétos

strtségfiiggvénye és
1 [T

folz) = —/ e_it”gon(t) dt, r € R.

2 J_
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Els6 1épésként leellendrizziik, hogy el t € R tényleg karakterisztikus fiiggvény. Ennek
tobb utja is van. Az egyik, hogy észrevessziik, hogy %e"t‘, t € R strtségfliiggvény, és ennek
a karakterisztikus fliggvényére alkalmazva az inverzidés formulat okoskodunk. A masik 1t,
hogy a Pélya-féle (elégséges) kritérium feltételeit ellenérizziik le. Mi ez utébbit teszziik.
El6szor felirjuk a Polya-kritériumot.

Poélya-kritérium: Ha a ¢: R — R fiiggvényre teljesiilnek, hogy

(i) ¢ nemnegativ, folytonos, paros,

(ii

) a

(iii) a [0,+00) szakaszon konvex,
) #(0) =
)

(v) limys 400 ¢(t) =0,

[0, 4+00) szakaszon monoton csokkend,

(iv

akkor ¢ egy valdszintliségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye.

Mivel a ¢¢(t) = eI, t € R fiiggvényre teljesiilnek a Pélya-kritérium feltételei, ¢,
tényleg karakterisztikus fiiggvény. Ekkor

+oo +o00 +00 0
/ ]gpg(t)\dtZ/ el dt:/ et dt+/ e! dt
—00 —00 0 —0o0

+oo
:[6_1] +[et]2m:1+1:2<+oo,
—do

és igy e € L'(R).
Ezért az eIl t+ € R karakterisztikus fiiggvényhez tartozé valészintiségi véltozénak (ami

az egyértelmiiségi tétel alapjdn eloszlasfiiggvénye erejéig egyértelmiien meghatarozott) az
inverziés formula alapjan létezik folytonos, korlatos stirtiségfiiggvénye, jelolje ezt fe. Ekkor

1 Foo
fe(x) = 2—/ e el dt, z e R.
7T —00

Ekkor

1 +oo ) 1 +oo 1 +oo
by e~tremlt dt = 2—/ cos(tx)e 1 dt + @2—/ sin(tx)e” 1 dt,
T TJ o T J oo

—00

és

+o00 +00 0
/ sin(tz)e ! dt = / sin(tz)e”" dt +/ sin(tz)e dt
- 0

“+o0o
:/ sin(tx)e 1tdt—/ sin(yz)e ™ dy = 0.
0 0
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ahol a masodik integralban végrehajtottuk az ¢ := —y helyettesitést. Ezért, hasonldéan az
el6z6ekhez,

1o 1 [+ 1[re
L oite oIt g — _/ cos(ta)e M dt = _/ cos(tx)e " dt.
e 2 J_ T Jo

2m .
Parcialis integralassal hatarozzuk meg ez utébbi integral értékét. Legyenek
f(t) = cos(t), g(t) =

M I
f'(t) = —xsin(tz) g(t) = —e ",

és igy

1 [T
—/ cos(tx)e " dt =
™ Jo

[ -1 (t )]+OO $/+OO . (t ) —t dt
—e " cos(tx - = sin(tx)e
0 7 Jo
+oo
— E/ sin(tz)e" dt.
0

™

= |

Ujra a parcidlis integraldas modszerével élve, legyenek

f(t) = sin(tx), gt)y=e™,
Y Y
f'(t) = & cos(tx) gt) = —e™,
és igy
1 [t : 1 =z +oo +eo .
- cos(tx)e " dt = — —( [ "sin(tx) ] +x cos(tz)e dt)
T Jo T w 0
1
= — :v_ cos(tz)e " dt.
T
Ezért
1 1 2 o0 +o0 1
- = (— + x_) / cos(tr)e tdt = / cos(tr)e t dt = ——,
T T 7 ) Jo 0 1+ 22
azaz .
1 < 1 1
— e eIt gt = = , reR.
21 J_ oo w1+ 22

Megjegyezziik, hogy egyszeriibben is kiszamithatjuk a fj;o e~#re~lt dt integral értékét.
Nevezetesen,

+oo 0 +oo +oo +oo
/ efitzeﬂt\ dt _/ et(lfix) dt +/ eft(1+im) dt = / eft(lfix) dt +/ eft(1+ix) dt
—00 —00 0 0 0

R S S
C1l—ir 14ir 1422
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fgy megmutattuk, hogy az e !, t € R karakterisztikus fiiggvényhez tartozé valészintiségi
valtoz6 (ami eloszlasa erejéig egyértelmiien meghatérozott) Cauchy-eloszldsi. Mivel az el-
oszlasok és a karakterisztikus fiiggvények kolesonosen egyértelmiien meghatarozzak egymaést,
kapjuk az allitast. O

2.4.6. Feladat. Legyenek &;,...,&, fluggetlen, (0,1)-paraméterii Cauchy-eloszldsi vald-

£1++£n
n

szinliségi valtozok. Mutassuk meg, hogy is (0, 1)-paraméterti Cauchy-eloszlasu.

Megoldas. Legyen n := % Az egyértelmiiségi tétel alapjan elég azt megmutatni,
hogy ¢,(t) = el ¢t € R. Felhasznalva, hogy &,...,&, fiiggetlenek, azonos Cauchy-
eloszlasuak, kapjuk, hogy

) t t t
tY=TF wn _ E ,L(§1+ A+&n) _ — R R e
©n(t) = Ee e = Pareten | ) =va | e | o
t
=<3051(—)) ( | ’) =l teR.
n
]

2.4.7. Feladat. Legyenek ¢&i,...,&, fiiggetlen, N (0, 1)-eloszlast valdsziniiségi valtozok.
Mutassuk meg, hogy % is N(0, 1)-eloszlasti.

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan, legyen n := St \; Stotn - Ekkor

pn(t) = Ee" = Ee vrlbrrrtn) - Per+-+én (ﬁ) = P4 (%) T Pen (%)
t n _/ymE\"P 2
:<<P§1 <%)> :<e 2 ) =e = (t), teR

O

2.4.8. Feladat. Legyenck {&,:n € N} fiiggetlen, Cauchy-eloszlasu valdszintiségi véltozok.
Legyen minden n € N esetén S, : =& + -+ &,. Bizonyitandé, hogy

P(limsup& = oo> = P(liminf& = —oo) =1.

n—oo N n—oo T

Megoldas. Eloszor megmutatjuk, hogy

P(limsup& = oo) =1

n—oo N

A valészintliség folytonossiaga miatt kapjuk, hogy

P(limsup& :oo> = lim P(hmsupS— > K>

n—oo TN K—o0 n—oco N
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Az el6addson tanult dolgok miatt barmilyen K € R esetén a {limsup, .. % > K}
esemény benne van a {c(§,), n € N} o-algebrék éltal meghatarozott farok o-algebraban.
Igy a Kolmogorov 0-1 térvény alapjan

P(limsup% > K> €{0,1}, KeR.

n—oo

Megmutatjuk, hogy
P(limsup& > K) —1, KeR
n

n—oo
Ehhez elég azt igazolni, hogy P(limsup,, . ST? > K) > 0, K € R. Ehhez megmutatjuk,
hogy

0<P <& > K végtelen sok n—re) , K eR,
n

amibdl mar kovetkezik, hogy

S , : Sh
0< P(— > K végtelen sok n—re> < P<hmsup — > K), K eR.
n

n—oo N

Végezziik el az alabbi becsléseket,

S, , SYEPES () {5
P<7>K végtelen sok n—re) =P<nﬂwpn{ﬁ>[(}> :JQIEOP<PR{E>K}>

Z S S
1m sup o 1m sup (1 1}2) T

n—oo n—o0 K

+oo 1
- =
/K ) x>0,

ahol felhasznéltuk, hogy a 2.4.6. Feladat alapjan S, /n Cauchy-eloszldsi minden n € N
esetén.

Belatjuk most, hogy

P(liminf& = —oo) =1.

n—oo N
A valoszintliség folytonossaga alapjan
Sy, Sn
P(liminf— = —oo) = lim P(liminf— < K).
n—oo N K—oo n—oo N

Hasonldéan a korabbiakhoz

P(liminf& < K) €{0,1}, KEeR
n

n—o0

Megmutatjuk, hogy
P(liminf& < K) —1, KeR

n—oo M
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Ehhez elég azt igazolni, hogy P(liminf, . % < K) >0, K € R. Ehhez megmutatjuk,
hogy
S
0< P (— < K végtelen sok n—re) , K e R,
n

amibdl mar kovetkezik, hogy

0<P<& < K végtelen sok n—re) gP(liminf&<K>, K eR.
n

n—oo N

Hasonléan a korabbiakhoz,

S (s
P(f < K végtelen sok n—re) :P(ﬂ U {Em <K}>

n=1m=n

K 1 K 1
> i - dz= - dz>0
g linfiip/_w r(l+a?) /_oo r(+a?)

Megjegyezziik, hogy a 2.3.7. Feladatot hasznalva nem lehet megoldani ezt a példat, mert
a Cauchy-eloszlasnak nem létezik a varhaté értéke. 0

2.4.9. Feladat. (Rényi [2], 3.2.17.) Legyenek X,, n € N fiiggetlen, nemnegativ egész
értékil valdszintiségi véltozok. Mutassuk meg, hogy a >~ X, sor akkor és csak akkor
konvergens 1-valdszintiséggel, ha » > P(X,, > 0) < +o0.

Megoldas. Végiggondoljuk, hogy a > 7 X, sor l-valészintiséggel val konvergencidjdnak
sziikséges és elegendd feltétele, hogy 1-valdszintiséggel véges sok X; kivételével a tobbiek
0-val legyenek egyenlok. Valéban,

P( g X, konvergens> =1 = P( lim X, = 0> = 1.
n—o0
n=1

Mivel X,-ek nemnegativ egész értékiiek, ez csak ugy lehet, hogy egy index utan minden
X, nulla. A maésik irany trivialis.

Az, hogy 1-valészintiséggel véges sok X; kivételével a tobbiek 0-val legyenek egyenldk, a
Borel-Cantelli-lemma alapjan ekvivalens azzal, hogy >~ P(X, > 0) < +o0. O

2.4.10. Feladat. (Monthly, 2003/438. nyoméan) Legyen f: R — R egy olyan diffe-
rencidlhatd fliggvény, melyre f(0) = 1, f és f' seholsem nulla R-en. Legyen ¢&; egy
pozitiv valészintliségi valtoz6 és minden n > 1 esetén &,.1 = &,f(§,). Mutassuk meg, hogy
> &, l-valdszintiséggel divergens.

Megoldas. Mivel f folytonos, f(0)=1>0 és f seholsem nulla, kapjuk, hogy f(x) > 0,
z € R. Igy P&, > 0) =1, n € N. Megmutatjuk, hogy f szigorian monoton. Tegyiik
fel indirekt, hogy nem az. Ekkor léteznek olyan w,v € R, u # v valds szdmok, hogy
f(u) = f(v). Ezért Rolle-tétele alapjdn létezik olyan w € R, hogy f'(w) =0, ez azonban
ellentmond a kiindulasi feltételeknek.
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Ha f szigorian monoton novekvd, akkor minden n € N esetén 1-valdszintiséggel igaz a
kovetkezo egyenlétlenség

€n+1 = 5nf<5n) > gnf(o) = gn

Mivel megszamlalhaté sok 1-valdsziniiségli esemény metszete is 1-valdszinliségli esemény;,

kapjuk, hogy &, 1-valészinliséggel szigorian monoton novekvo, s ezért 1-valdszintiséggel
’ ’ ’ (e.) 7 s 2 .

nem konvergal 0-hoz, és igy > >~ &, 1-valdszintiséggel divergens.

Ha [ szigorian monoton csokkeno, akkor minden n € N esetén 1-valésziniiséggel igaz a
kovetkez6 egyenlotlenség

0 <&y = gnf<§n> < gnf(()) = &n-

fgy az el6z6hoz hasonléan a (&, )nen sorozat 1-valésziniiséggel szigorian monoton csokkend.
Mivel egy valds értékii, monoton csokkend, alulrdl korlatos sorozat konvergens, kapjuk, hogy
&, 1-valészintliséggel konvergens.

Legyen & :=lim, ,o &,, ekkor mivel f folytonos, kapjuk, hogy P(§ =¢f(£)) =1, ésigy
P =0} U{f(§) =1}) = 1. Mivel f szigorian monoton és f(0) = 1, kapjuk, hogy
P¢=0)=1. fgy &, 1-valészintiséggel monoton csokkenden tart 0-hoz, illetve

Egl:ﬂ) tORO) = f0) = 1.

Az aldbbiakban felhasznaljuk a sorok konvergencidjara vonatkozé uin. Limit Comparison
Tételt.

Limit Comparison Theorem: Legyen {a,, n € N} és {b,, n € N} két olyan sorozat,
hogy 1étezik olyan N € N, hogy barmilyen n > N esetén a, >0 és b, > 0.

(i) Tegyiik fel, hogy a
. an
lim —:=1L1L
n—oo b,

hatédrérték létezik és 0 < L < +o00. Ekkor > 7 a, és > >, b, egyszerre konvergens,
illetve divergens.

(ii) Tegyiik fel, hogy

Can,
g, =0
Ekkor, ha > ° b, konvergens, gy > .- a, is. Ha > 7 a, divergens, akkor

o by s

A Limit Comparison tétel segitségével vizsgéljuk a » >° &, és >~ —1In(f(§,)) sorok
konvergencigjat. Mivel 0 < f(&,) < 1, n € N, kapjuk, hogy In(f(&,)) <0, n € N, azaz
~In(f(&,)) > 0, n € N. Tovabbi

1nf(§n) f(gn) —1 1nf(€n>

lim ——————= = lim —

n—00 gn n—00 Sn f(gn) —1 B

—f'(0)In’(1) = —f'(0) - 1 € (0, +00),
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hiszen [’ seholsem nulla és [ szigorian monoton csokkend. fgy a Limit Comparison tétel
alapjdn P-mm. w € Q esetén > 7 & (w) és Y 2, —In f(&,)(w) egyszerre konvergens,
illetve divergens. Mivel

~hn(f) = <t (5] =~ (n(6e) - n(6), n e,

kapjuk, hogy

n

(= m(f(&)) = = (1n(&) - ().

k=1
és igy

Z (_ hl(f(g"») = — lim (In(&,) — In(&;)) = +oo.

n—00
n=1

Azaz Y > (—In f(&,)(w)) divergens P-mm. w € Q esetén, és ezért » > &, (w) is
divergens P-m.m. w € ) esetén.

Megjegyezziik, hogy tulajdonképpen a kovetkezd analizisbeli allitast bizonyitottuk be. Le-
gven f:R — R egy olyan differencidlhaté fiiggvény, melyre f(0) =1, fés f’ seholsem
nulla R-en. Legyen a; egy pozitiv valés szdm, és minden n>1 esetén a,.1 = a,f(a,).
Mutassuk meg, hogy > 7 a, divergens. U

2.4.11. Feladat. Legyenek X,,n € N fiiggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ valészintiségi
véltozdk tgy, hogy P(X; >0) >0, (azaz P(X; =0) < 1). Mutassuk meg, hogy

D> P(S, <x) <400, x>0,

n=1

ahol S, =X;+---+X,,neN.

Els6 megoldas. Legyen P(X; = 0) := p, ekkor 0<p < 1, és, ha = = 0, akkor
P(S, <0)=0,n €N miatt trividlisan kapjuk az allitast. Legyen a tovabbiakban z > 0.
Ekkor

P(S, <z)=P({S, <z}n({Xi=0}n---Nn{X, =0}))
+P<{Sn<:c}ﬂ(Q\({Xlzo}ﬂ-~~ﬂ{Xn:0}))>
=P(X:=0,....X,=0)+ P{S, <z} n ({X1 >0} U---U{X, > 0}))
="+ P(({Sn <2}n{X; > 0}) U ({S, < 2} N {X, > 0})
U---U({Sn<a;}m{Xn>0})>
<P+ P(S, <z, Xy >0)+---+ P(S, <z, X, >0).
Felhaszndlva, hogy az X;-k nemnegativak, kapjuk, hogy

P(S, <2, X1 >0)<PO< X, <2, Xo<uz,...,X, <z)=(Fx,(2) —p)(Fx,(z))"*,
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és hasonléan becsiilhetd feliilrol az 6sszes P(S,, < z, X; > 0)-tipusi val6szintiség is. fgy

P(Sy < ) <p" +n(Fx, (z) — p)(Fx, (2))" .

Ezért

D P(Sy <)<Y p"+ (Fxi(x) —p) Y n(Fx, (x)"

Ismert, hogy ha |y| < 1, akkor

e S (=Y (v Y 1—yty 1
;ny —Z(M—(;y) _(1—11) (-2 -y

n=1

Azt tudjuk, hogy 0 < Fyx,(z) <1 mindig teljesiil, ezért, ha x > 0 olyan, hogy Fy,(x) < 1,
akkor

> 1
2P )™ =

Tehat, ha = >0 és Fx,(z) <1, akkor

1 D 1 o
ZPS <SR T P <

A tovébbiakban legyen x > 0 és Fx, (z) = 1. A kovetkezékben Igléi Endre gondo-
latmenetét kozoljik. Megmutatjuk, hogy létezik olyan k € N, hogy P(Sp < z) < 1.
Mivel az X,-ek nemnegativak, 1étezik a varhaté értékiik (véges vagy -+o0). Jelolje ezt a
kozos varhato értéket p. A nagy szamok erds torvénye, illetve a 2.3.7. Feladat alapjan
P(limn%w% = u) = 1. Tegyiik fel indirekt médon, hogy barmilyen k € N esetén
P(Sy < z)=1. Ekkor

P(VEEN: S <a) =1 — P<VkEN:%<%>:1 = P(hm— 0) =1
Mivel az X,-ek nemnegativak, kapjuk, hogy p =0, ésigy P(X; = 0) = 1, ami pedig

ellentmond a kiindulési feltételeknek.

Legyen a tovdbbiakban k € N olyan, hogy P(Sr < x) < 1. Ekkor Fg, (x) <1, igy az
x>0, Fx,(xr) <1 (mér bizonyitott) eset szerint

> P(Su < x) < 4o

n=1

(Mésként mondva, a mar bizonyitottakat alkalmazzuk X; helyett X;+---+ Xj-ra.) Mivel
k:[%] < J, az X,-ek nemnegativitdsa miatt fennall, hogy
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Az Sy := 0 jeloléssel élve j = 1,...,k — 1 esetén is teljesiil a fenti egyenlétlenség, a
tovabbiakban ezt vessziik alapul. Ezért

Y P(S <)<Y P(Syz <a)=k—1+Y kP(Sp < ) < +00.

n=1 n=1

Masodik megoldds. (Peter Becker-Kern megoldésa) Elészor megmutatjuk, hogy
létezik olyan g > 0, hogy P(X; >¢gg) :=p > 0. Tegyiik fel ugyanis, hogy P(X; >¢) =0
barmilyen € > 0 esetén. Ekkor a valésziniiség folytonossaga miatt

P(X, > 0) = (D{X1 1/n})§+§P(X121/n):+iO:O,

és ezért P(X; > 0) =0 lenne, ami ellentmond a kiinduldsi P(X; > 0) > 0 feltételnek.
Igy létezik olyan ey > 0, hogy P(X;>¢o) :=p > 0. Legyen >0 rogzitett. Ekkor
létezik olyan ng € N, hogy mngeg > x. Ezért

(2432) P(Sn 2 ) (Sno = 77,080) 2 P(Xl 2 EQy - - 7Xn 1o

0

o Z€0) =D

fgy barmilyen k£ € N esetén, felhasznalva, hogy az X;-k nemnegativak, fliggetlenek és
azonos eloszlasuak,

P(Skno <r)= P(Sno + (SQno - Sno) +eeet (Skmo - S(kfl)no) <)
P(Sno <x SQnO — Sno < Ty..., S]mo — S(k—l)no < l’)

= P(Sno < m) (Xno+1 + 4 Xop, < m) T P(X(k‘fl)noJrl + o X < 33)
= P(S,, < ).
Felhasznalva (2.4.32)-ot kapjuk, hogy P(Skn, < ) < (1 — p™)*, k € N. Mivel barmilyen
m>=n esetén P(S,, <x)< P(S, <), kapjuk, hogy
+00 no—1 (k4+1)no—1 400
ZP(Sn<x ZPS <) +Z Z P(S,, < x) n0+nOZP(Skn0<x)
n=1 m=kng k=1

1
<no+n02(1—pno)k<no <1+2%) < +oo, >0,
k=1

Megjegyezzik, hogy az elsé megoldasbdl az is latszik, hogy bebizonyitottuk a kovet-
kezéket. Ha X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasti valdszintiségi valtozok, hogy 1 =
P(X1>0)>P(X;>0)>0, és >0 olyan valds szam, hogy P(X; < z) < 1, akkor

+oo
P(X; =0 1
ZP(Sn<x)<P( =0, S < +00.
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2.4.12. Feladat. Legyenek X,,n € N fiiggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ valészintiségi
valtozok ugy, hogy P(X; >0) >0, (azaz P(X; =0) <1). Mutassuk meg, hogy

ZP(Sn>x) =+o0, x>0,
n=1

ahol S, =X;+---+X,,neN.

Megoldas. Mivel P(X;>0) =1, kapjuk, hogy EX; >0 és EX; = 0 akkor és csak
akkor, ha P(X; = 0) = 1. Azonban a feltétel miatt P(X; = 0) < 1, és ezért EX; # 0,
amibol kovetkezik, hogy EX; > 0. A nagy szamok erds torvénye alapjan

P(ﬁ —>EX1) =1.

n

Sn

Ezért, az S, =n
n

felbontast tekintve, P(S,, — +o00) = 1. Ugyanis, egy +o0o-hez és egy
pozitiv valés szamhoz tarté sorozat szorzatanak hatarértéke +oo. Legyen a tovabbiakban
x >0 rogzitett és

A :={S, = 400}, A, ={S, >z}, neN.

Ekkor P(A) =1, és,ha w € A, akkor létezik olyan ng(w) € N, hogy barmilyen n > ng(w)
esetén S, (w)>z. Igy

P({w € Q:S,(w)>x végtelen sok n € N—re}) =1,

azaz P(limsup,_,. A,) =1. Ha > % P(A,) < +oo lenne, akkor a Borel-Cantelli-lemma
alapjan P(limsup,, .. A,) =0 lenne, ami ellentmondas. Igy

iP(An):iP(SnEHC):vLOO, x> 0.
n=1 n=1

O

2.4.13. Megjegyzés. (Lévy-tétel) Legyenek X,, n € N fliggetlen, szepardbilis Banach-
térbeli értéki valdszintiségi valtozdk, S, := E?Zl X, n € N. Ekkor a kovetkezd allitdsok
ekvivalensek:

(i) {Sn, n € N} P-majdnem mindeniitt konvergens,
(i) {Sn, n € N} valészintiségben konvergens,

(iii) {Sn, n € N} eloszldsban konvergens.
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2.4.14. Feladat. Legyenek {¢, : n € N} fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi véltozok,
hogy El|&| = co. Legyen minden n € N esetén S, := & + -+ +&,. Bizonyitandé, hogy
ekkor P(lim SUp,, .o, 2% = oo> =1 vagy P(lim inf, .o 22 = —oo> =1 teljestl.

n n

Megoldas. Megmutatjuk, hogy elég azt belatni, hogy

Sn

P<limsupu = +oo> = 1.
n—00 n

Ez azzal az analizisbeli ténnyel fiigg 6ssze, hogy ha {z,,n € N} egy valés szdmsorozat és

limsup,,_,, |zn| = +00, akkor

limsupzx, = +oo vagy liminfz, = —occ.
n—00 n—oo

A teljesség kedvéért leirjuk ennek az indoklasat is. Tegytk fel indirekt, hogy

limsupz, < +oo és liminfzx, > —occ.
n—o00 n—oo
Mivel limsup,,_, . |zn| = +00, létezik olyan {z,,, k € N} részsorozata {z,, n € N}-nek,
melyre limy_, |2, | = +00. Azonban, mivel limsup,,_,. &, < +00, sup,cyzn, < +00, és
mivel liminf, ,. 2, > —o0, inf,eyxz, > —00. Ezért sup,cy|rn| < +00, és ez ellentmond

annak, hogy van 4o00-hez konvergdl6 részsorozat.
Tegyiik fel tehat, hogy
S|

P(limsup— = —1—oo> = 1.

n—00 n

Ekkor a limsup definicidja miatt

P(v keN: 5l Sk végtelen sok n—re) — 1.
n

Mivel

S, Sn ,
{V keN: | - | >k végtelen sok n-re} C {’ " | >k  végtelen sok n—re}, VEkeN,

kapjuk, hogy

P(|Sn| >k végtelen sok n—re) =1, VkeN.
n

Es mivel minden k € N esetén

Sh , Sn )
{u >k  végtelen sok n—re} C {— >k végtelen sok n—re}
n n

U {& < —k végtelen sok n-re}
n

C {limsup S > k} U {lim inf& < —k},
n n—oo n

n—oo
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kapjuk, hogy minden k € N esetén

(2.4.33)

1=P(|%‘

>k végtelen sok n—re) < P(lim sup & > k:) + P(lim inf é < —k:).

nooo N n—oo N

Mivel {limsup, . 2= > k} és {liminf, 2 < —k} benne vannak a o(&,), n € N

fiiggetlen o-algebrakhoz tartozé farok o-algebraban, a Kolmogorov 0-1 térvény alapjan

kapjuk, hogy barmilyen k£ € N esetén

(2.4.34) P(limsup% > k) c{0,1} 6 P(hgicgf% < —k;) e {0,1}.

n—o0

fgy (2.4.33) alapjdn, barmilyen k € N esetén

(2.4.35) P(limsup& > k) —1 vagy P(liminf& < —k) ~1.

n—oo N n—oo N

A valdszintliség folytonossaga miatt

P(limsup& = +oo> = lim P(limsup& > k:),

9.4.36 nooo T o0} noeo T
( ) .. .S . .. .S
P(hmmf— = —oo) = lim P(hmmf— < —k‘).
n—soo N k—o0 n—oo N

A valésziniiség monotonitédsa és (2.4.34) alapjan

P(limsup— = —l—oo) € {0,1} és P(hmmf— = —oo> € {0,1}.
n—oo T n—oo M
Es (2.4.36) alapjan gy lehet az el6z6 két valészintiség egyszerre nulla, ha létezik olyan k6zos
ko € N index, hogy barmilyen k> kg esetén
S S
P(limsup—>k‘>:0 és P(liminf—<—oo>:().

n—oo N n—oo 1

Azonban ez ellentmond (2.4.35)-nek, és igy

P(limsup&:+oo> =1 vagy P(liminf&:—oo> =1

n—oo N n—oo N

Most megmutatjuk, hogy

P<limsup@ = +oo> = 1.

n—00 n

A 2.3.9. Feladat nyoméan tudjuk, hogy [E|{| = +o0o akkor és csak akkor, ha barmilyen
e >0 esetén

ZP(\&\ > en) = +00.
n=0
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fgy, mivel a &,-ek azonos eloszlasiak, kapjuk, hogy
S P(la] > en) = +o0,
n=0

és igy a Borel-Cantelli-lemma alapjan (felhaszndlva, hogy ¢&,-ek fiiggetlenek)

P(limsup{|£n] > en}) =1, e>0.

n—oo
Azaz barmilyen € > 0 esetén

“+o00 +0o0o

r(NU{f =) -1

n=1k=n

Ekkor felhasznalva, hogy
|€n| = |Sn — S+ €n| < |Sn| + |Sn - €n| = |Sn| + |Sn—1|7

kapjuk, hogy

ﬂ U {725} - {hmsup%}s} C {limsup%}s}

n=1k=n n—o00 n—o00
Sn . S
C {w € Q) : limsup —| () + lim sup [Sn-a(@)l 1)l > g}
n—00 n n—00 n
Sn
= {2lim sup [0 > e},
n—00 n
hiszen S s .
hm Sup M — hm Sup n— | nfl(w)‘ — hm Sup | n—l(LL))| .
Ezért 5
P(limsupM > E) =1, £>0.
n—00 n 2
Igy

P(lirns.upM = +oo> = lim P(limsup [l > k) = lim 1 =1.

n—o00 n k—o0 n—o0 n k—o0

Megjegyezziik, hogy érdemes Gsszevetni ezt a feladatot a 2.3.7. Feladattal. Az itteni
momentumfeltételbdl nem kovetkezik az ottani momentumfeltétel, s az ottani bizonyitas a
nagy szamok erds torvényére tamaszkodik, az itteni pedig a Kolmogorov 0-1 torvényre.

Megjegyezzik azt is, hogy ha a &,-ek kozos eloszlasa szimmetrikus is, akkor

P(linlsup&:—l—oo):l = P(liminf&:—oo>:1.

n—oo I n—oo N

A (0, 1)-paraméterti Cauchy-eloszlasnél igy mindkettd teljesiil, errdl szolt a 2.4.8. Feladat.
O
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2.4.15. Feladat. Legyenek X,,n € N fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok,
melyeknek kozos eloszlasa:

P(Xlzl):p, P<X1:0):1—p,
ahol p € (0,1). Legyen minden n € N esetén

sup{k>1:Xn:XnH:--.: n+k,1:1} ha X, =1,
0 ha X, = 0.

R, =

(Azaz R, az ,n-edik poziciéban kezd4do tiszta 1-es sorozat hossza.”) Mutassuk meg, hogy

. 1
P(limsup i = ) =1
nooo logn  [logp|

Megoldas. Legyen ¢ > 0 rogzitett. Megmutatjuk, hogy

- R, 1
2.4.37 P .
(2.4.37) > <logn > Toapl +a) < +o0

n=1

Ekkor a Borel-Cantelli-lemma alapjan kovetkezik majd, hogy P(limsup,, .. A,) =0, ahol

R, 1
A, = > +ep, neN.
logn = [logp|

[gy az A,, n € N események koziil 1-valdszintiséggel csak véges sok kovetkezik be.

Rétériink most (2.4.37) bizonyitdsédra. Ekkor minden n € N esetén

—I—e)) = i P(R, =k)

k=[log n( HT;m +e)]+1

P(A,) =P (Rn > logn (
| log p|

o0 llog (e +)]+1 )

[ log p|
= > Pr1—p)=1-pl— < pl " moen t9)

1 —
k:[logn(m—ka)]-i-l b

hiszen p® monoton csokkend z-ben, mert p € (0,1), és [z] <x < [z] +1. Ezért

o o 1 -
ZP(An) < Zpbg"(m-i-e) — Znelogp—l < o0,
n=1 n=1 n—1

ugyanis elogp —1 < —1.
Azt kellene még belatnunk, hogy barmilyen ¢ > 0 esetén az

1
B, = ol > —e¢, neN,
logn " [logp|
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események kozil 1-valoszintiséggel végtelen sok bekovetkezik. Itt feltehetd, hogy e < |logp|

Megjegyezziik, hogy ehhez nem elég belatni, hogy

- R, 1
Z P > — €| = +o0,
logn = |logp

n=1

ugyanis a Borel-Cantelli-lemma nem alkalmazhaté, mert B,, n € N nem fiiggetlen esemé-
nyek. A kovetkezd gondolatmenet Mori Tamastdl szarmazik. Minden n € N esetén legyen

a, = [log1 n] és Spi=ay+ -+ ay.
p
Ekkor S, nlog1 n, és megmutatjuk, hogy
Spi1 — Sp > (1 —¢)log: S,, ha n elég nagy.
P

Ez utébbihoz elég belatni, hogy

Spi1 — S
lim inf =027 > 1,
n—oo  logi S,
p
Végezziik el az becsléseket:
SnJrl - Sn o Ap+1 > Ap+1 o Ap+1

log1 S,  logi1 S, logi(nlogin) login+logi(log:n)
logi(n+1)—1 login+logi(n+1)—login—1

> _
logi n + logi (log: n) log1 n + log: (log1 n)
)—1

log1 n +log (login)

log; n+ log;(’”r

fey
-3, log:in 1
lim inf = > liminf L =liminf ——— =1,
oo 10g1 Sh n—00 10g1 n + 10g1 (10g1 n)  n—oo log (log 1 n)
log1 n

P

hiszen a L Hospital-szabaly alapjan

log1 (log1 n) 1
n—oo  logimn n—oo log1 mlog =
P P p

Minden n € N esetén legyen

Cn = {Xgn = XSTL+1 == Xsn+1,1 = 1}
Ekkor C,, n € N, filiggetlen események és

1 n+1 1
P(C,) = i = ponns 5 p " = n+1
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Igy Y2 P(Cy) = 400, és a Borel-Cantelli-lemma (mésik irdnya) alapjin

P(limsup C,,) =1,
n—oo
azaz 1-valoszinliséggel végtelen sok n € N-re teljesiill (). Felhaszndlva, hogy minden
w € C, esetén, ha n elég nagy

Rs, (w) = S,11— S, > (1 —¢)logi S,

kapjuk, hogy 1-valésziniiséggel végtelen sok n € N-re teljesiil, hogy Rg, > (1 —¢)log1 S,.
p

Mivel
Rg 1

n Sn

Rg |
= O —_ =
log1 S, logs, & p logS,

n

| log pl,

kapjuk, hogy 1-valészintiséggel végtelen sok n € N-re fennall, hogy

Rsn > (1 —8) 1 . 1 _ 9
|logp| |logp| |logp|’

log S,

Ebbol mar kovetkezik, hogy a B,, n € N események koziil is 1-valoszintiséggel végtelen sok
bekovetkezik. O

2.4.16. Feladat. (Székely [15], 190. old.) Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos
eloszldsi valészintiségi valtozok, hogy P(X; =0) <1 és EX; =0. Ekkor

P(limsup S,, = +00) = P(liminf S,, = —o0) = 1.

n—o00 n—00

(Ez K. L. Chung és W. H. J. Fuchs egy tétele 1951-b6l.) Azonban, ha X;-k nem azonos
eloszldstak, akkor nem marad érvényben ez a tulajdonsag. Adjunk erre egy (ellen)példét!

Megoldas. Legyenek Y,, n € N fiiggetlen valoszintiségi valtozok, hogy

1 1 1 1
Ply,=-)=1-—=, P(v,=-—n+-]=—,
n n? n n?

és legyen

Ekkor X,,n € N fliggetlenek és

1 1 1 1\ 1 1
e (D) (D) o

illetve
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Mivel
- 1 =1
;P(Yn: —n+ﬁ> :;ﬁ < +00,
a Borel-Cantelli-lemma alapjan kapjuk, hogy
P(limsup{Y, = —n+1/n}) = 0.

n—o0

[gy létezik olyan A € A esemény, hogy P(A) =1 és barmilyen w € A esetén létezik
olyan N(w) € N, hogy Vn> N(w) esetén Y,(w)=1/n, azaz X,(w) =1/vn?—1, ha
n>Nw). Igy V we A, Vn>Nw) esetén

N(w)fl n 1
S@= Y X+ Y o=
k=1 k=N (w) N

azaz ¥V w € A, Vn> N(w) esetén

N(w)—l n 1

Sp(w) = Z Xi(w) + P +oo, han — oo.
k=1 k=N (w)

Ezért P(lim, o S, = +00) =1, ésigy P(liminf, ,, S, =+o0) = 1. O

2.4.17. Feladat. Bizonyitandé, hogy ha &, N ¢ és h:R — R egy folytonos fliggvény,
akkor h(&,) — h(€).

Megoldas. Egy eldadéasbeli tétel alapjan

&n N ¢ — Ef(&) —Ef(§) Vf:R—=R korldtos, folytonos fiiggvényre,
illetve
h(&n) SN h(§) <= Eg(h(&)) = Eg(h(§)) $Vg:R — R korltos, folytonos fiiggvényre.

fgy, ha ¢g: R — R egy korlatos, folytonos fiiggvény, akkor go h : R — R is korlatos,
folytonos fliggvény, és ezért a fentiek miatt kapjuk az allitast.

Megjegyezzik, hogy nem kell feltenniink, hogy h korlatos. 0

2.4.18. Feladat. Legyenek {&, : n € N} fliggetlen, Cauchy-eloszlast val6szintiségi valtozok.
Bizonyitandé, hogy ekkor

1 0 ha x <0,
lim P(— max & < x) =

n—00 n 1<k<n 6—1/(7rw) ha x> 0.
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Megoldas. Ekkor
P ! =P =P -
(s & <) = P & <o) = P | (M6 <)

= (P(& < na))" = (/mﬁ dt)" _ ( [%arctant]m )n

—00 —00

L aretan(ne) + )
= — arctan{nx — .
T 2

Mivel arctanz > —7w/2, z € R, %arctan(na:) —i—% >0,z € R, n €N, igy vehetjik
(£ arctan(nz) + 3)" logaritmusat. A logaritmus, illetve az exponencidlis fiiggvény folyto-

nossaga miatt elég azt megmutatni, hogy

: 1 1 —oo ha <0,
lim nln [ —arctan(nz) + = | =

n—00 m 2 —% ha =z > 0.

Ha x <0, akkor
. 1 1
lim nln | —arctan(nz) + = | = —o0,

hiszen egy -+oo-hez, ill. egy —oo-hez tartozé sorozat szorzatanak hatarértéke —oo.

Ha z =0, akkor

: 1 1 , 1
lim nln (— arctan(nz) + 5) = (hm n) In 5 =~

n—00 e n—00

Ha z > 0, akkor a szébanforgd hatarérték +oo -0 tipusu, ezért a L Hospital szabalyt
alkalmazzuk a hatarérték kiszamitasakor:

In (L arctan(nz) + )

1 1
lim nln (— arctan(nz) + 5) = lim

n—o00 e n—00 l/n
1 1
lim 7 arctan(nz)+ w(+(n2)?) " __r lim n’ — _L
oo —1/n?  wnseo 14 (nx)2 T
O

2.5. Karakterisztikus fiiggvények, folytonossagi tétel, gyenge kon-
vergencia

2.5.1. Feladat. Melyek karakterisztikus fiiggvények az alabbiak koziil:
(a) X5, t ER,

1+t2

(b) e t € R,
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(c) sin(t), t € R,
(d) cos(t), t € R,

(e) =) ¢ ¢ R?

Megoldas. (a): A valasz: Igen. Azt ellendrizziik le, hogy ha & stirtiségfiiggvénye fe(z) =
1
1+¢2

%G*M, x € R, akkor ¢¢(t) = ﬁ, t € R, azaz igy kozvetlentil megkapjuk, hogy

karakterisztikus fiiggvény. Ugyanis

+oo 1 1 0 ‘ 1 +o0 ‘
(,Dg(t) = / eztacie_m dr = _/ elit+)z .. + _/ elit=Dz 4,
- 0

- 2] . 2
1 6(it+1)z 0 1 e(it—l)x +oo
2 {it%—l}_ 3 L’t—lL
= ; — lim ——@®Fe iy —— (it _ ;
2it+1) w00 2(it + 1) v—rtoo 2(it — 1) 2(it — 1)
1 1
C2(it+ 1) 20t —1)
hiszen
it—1

e DT — ¢ 50 ha 2 — —oo0, és [V =¢ 50, ha x— +oo.

Es igy

t—1—1t—1 1

o) = = it

(b): A vélasz: Nem. Pedig e folytonos és a O0-ban l-et vesz fel. Tanultuk ugyanis
elméletbdl, hogy ha létezik gogn) (0) € R, akkor E&?™ < 4o0. Jelen esetben, n = l-el

P(0) = () oo = (7" (48 oo = (€ (~48°)7 + (2126 ) o = D € R

fgy E£? < +o00. Szintén elméletbdl tanultuk, hogy

P2 (0)

7:2

= E¢?,

és gy E&2 =0/i* =0. Mivel P(£*>0) =1, kapjuk, hogy P({ =0) = 1. Ez azonban
ellentmondas, mert ekkor ¢¢(¢) =1,t € R lenne.

Megjegyezziik, hogy a feladatban szereplé dolog éltalanosabban is igaz. Ha egy ¢(t)
karakterisztikus fiiggvény eP() alaki, ahol p(t) polinom, akkor p(t) fokszdma legfeljebb
2 (ez Marcinkiewicz-tétele).

(c): A vélasz: Nem. Ugyanis, sin0 =0 # 1.

136



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

(d): A vélasz: Igen. Ugyanis, ha ¢ eloszldsa

akkor

0e(t) = Be'™ = 5(6” +e ) = i(cost +isint + cost —isint) = cost, t &€ R.

(e): A vélasz: Igen. Ugyanis a (d) feladat nyomdn cost, t € R pozitiv szemidefinit,
igy az %(1 + cost), t € R fliggvény is pozitiv szemidefinit. Val6ban, barmilyen n € N,

21,...,2n € C esetén az azonosan % fliggvény pozitiv szemidefinit, mert
EZZZiiji ZZZ' 20
=1 j=1 =1

Mivel l(1 + cost) folytonos és 0-ban 1-et vesz fel, kapjuk, hogy karakterisztikus fiiggvény.

Minek a karakterisztikus fiiggvénye (1 + cost)? Mivel 1(1+cost) € R, ¢ szimmetrikus
kell, hogy legyen. Mivel
1

, 1, 1. 1 .
_ezt) — §€Zt0+16n+—6_2t.

1 1 1
5(1 + cost) = Re (5(1 + cost)) = Re <§e’t0 + 5 1

fgy, ha ¢ eloszlasa

1 1
Pe=-)=PE=1)=1,  Pe-0)-1
akkor
1. 1 1
oe(t) = =™ + 4e‘1t + Zel( b 513 cos(t), teR

O

2.5.2. Feladat. Legyen ¢ standard normalis eloszlast valészintiségi valtozd, n pedig
(m, 0?)-paraméteri normdlis eloszlasti valészintiségi véltozé, ahol m € R és o > 0.
Hatarozzuk meg & és n karakterisztikus fliggvényét!

Megoldas. Eloszor & karakterisztikus fiiggvényét hatarozzuk meg:

pe(t) = E(c") = E (i Wf)”) . teR

n!
n=0

E(%(g)) i (zts )

Megmutatjuk, hogy

n=0
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Azt ellendrizziik le, hogy a domindlt konvergencia tétel feltételei teljestilnek az mnp =
Zk_ GOk e N, sorozatra. Tetszéleges k € N és tetszoleges w € (1 esetén

n=0 n!
Z (Zté i [P e,

n=0 n=0

és megmutatjuk, hogy

+oo
Eell = L/ e‘m_% dr < +o0.

o0

N

Valoban, ha t >0, ugy

+oo 2 +oo »2
/ W‘_* / e T do + / "7 do
—00 0

+oo
0

+o0
/ (@) g / b a—0) 4
0

0 _ (a+1)? 2 oo _(@=t)?
2 dxr+e2 ez dx
—00 0
“+oo 2 “+oo Py
2 e _won?
e?2 </ dz + / dx) )
(o) — o0

2

2
Eel¥l <e7(1+1) =27 < 4o0.

gy, ha t>0

(A t <0 eset hasonléan kezelhetd.) Ezért

- S8 (1) - 5 W S 0

n=0 n=0 n=0
ugyanis
1-3---(n—=1)=(n—1! ha n paros,
per (n=1)=(n—1)
0 ha n paratlan.
fgy
> zt2"1 2:3---(2n—1)-(2n) =/ t2\"1 _e
nz: 2nn| :nz% —5 m:e 2’ tG]R

Felhasznalva, hogy =™ standard normalis eloszlast, kapjuk, hogy

2

gpn—m (t) == 67%, t E R

Ezért

jpn=m _2 it —E-H'*m
E(e g):e 7, teR, = E(ean):e 2Tt e R
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fgy a t=ov, veER, helyettesitéssel élve

o~v

2,2
on(v) = Ee™" = exp {imv - } , veR

l

2.5.3. Feladat. Legyen £ (), p)-paraméterii I'-eloszlasu valészintiségi valtozo, ahol A > 0
és p > 0. Hatarozzuk meg & karakterisztikus fliggvényét!

Els6 megoldas. (Csak arra az esetre vonatkozik, mikor p>1.) Legyen p> 1.
Ekkor

)\pl.p—le—/\z

T
fg(x) — (»)
0 ha x <0,

ha x>0,

illetve

) +oo >\pl’p_1€_>\w 2P +00 ]
) =FE it _ it dr = / p—1 _—(A—it)z dr.
eul) =B = [ et s = s [ e

A z = (XA —it)x helyettesitéssel

>\p prl 1 )\ p ]_
_ . _(_ A - p—1_—z
0= 167 L o T (A—z’t) w7

ahol L jeldli a komplex sik {(A —it)x : 2 >0} félegyenesét. Tekintsiik a 8. abrdn lathatd
zart gorbét.

Mivel p>1, a z € C + 2P le™® fiiggvény analitikus, igy a fenti zdrt gorbén az
integralja 0. (Megjegyezziik, ha 0 < p < 1, akkor csak az igaz, hogy a z € C + 2P~ le™?
fiiggvény analitikus barmilyen olyan tartomanyon, amely nem tartalmazza a nullat.) Felirjuk
most analitikusan a K,, és L,, gorbéket. A K,, irdnyitott szakasz két végpontja az
2 +y? = r2 egyenletii kornek az = tengellyel, ill. az L egyenessel valé metszéspontjai.
Az L egyenes egyenlete:

t

—(—t)=—(x— A
y— (=) = —=(z - ),
! +t—t t
=——x —t=——x.
YT A
fgy meg kell oldanunk az
2?4y = Tos
t
=——z
Y77
egyenletrendszert. Ekkor
1 22
2= = 2
1+45 A2+t
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és mivel az dbra alapjan z > 0, kapjuk, hogy

7"0)\ , t’f’o
r= —— es

NoCESEX T

gy K,, az (ro,0) és

( 7’0)\ t?"o )
VAT /A4
pontokat 0sszekoto szakasz, ezért paraméteres eloallitasa

tr

ToA
y € [0,1] H(Toyo)ﬂLy(\/ﬁ—To,—\/)\Q—Lw)

4 ( 7’0/\ ) i t’l‘o
=T —— — T — VY.
0 y \/m 0 y /—)\2+t2

Hasonléan, L,, paraméteres eldallitdsa:

y € [O 1] . ( T‘o)\ _ t?“(] > +y (_ T(]/\ t?“o >
’ VA2 N2 VAZ 12 N4 12

. T()/\ 7”0)\ 1 (_ t?"o 1 t’l“() )
“ere Yere e Vere)

fgy
T0
0 :/ P le™® dx—l—/ Plem dz—i—/ e % dz,
0 Kry Lr,
és
1 p—1
A t
/ P lem dy = / [7‘0 +y (L — 7“0) - iyL}
Krq 0 VAZ 4 12 VAZ 4 t2
% { ( T‘())\ > 1 . t’l“() }
exp< —1rg — _— —r W ——
P\ T\ Uere ) TV e
( 7’0)\ . t?”g >
X | —m— —1rg— i——— | dy.
VAT + 12 VAT 12
fgy

p—1

1
</

/ 2P le™% dz
K

70

i ( ’l“o)\ ) . tT’O
T T | W
T\ e ) Yt e

o[- (2]}

A 2 y
A ) . —
o (\//\2+t2 ) Tare

140



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Felhaszndlva, hogy zart gorbénk konstrukcidja miatt

p—1
p—1
< ’r() 9

’r'o)\ . tT'Q
nril\ e ) oeie
kapjuk, hogy

/ Pl dz
K

0

A 2 £2 1 A
< —70,.P —_1 o _ —_1
i TO\/(\/AQHQ ) e, exp{ T°y<w2+t2 }dy

y=1
Crop A 2 exp {—Toy (—T;\HQ 1> }

2
=e To\/<— — 1) +
VA2 12 A2+ ¢2 e (x
+ To \/W 1
- TO)\ ero Y
e V22

2 9 -1
O - (L_1)+ ! ( A _1>
“V\Vere Nre\yvge |

Ha megmutatjuk, hogy tetszoleges a € R és b > (0 esetén

y=0

ahol

.
(2.5.38) Jm % =0
akkor mar kovetkezik, hogy
lim / 2 le™* dz| =0,
ro—>00 Kro
azaz
lim 2P le™ dz = 0.

To—00 Kro

A L’Hospital szabaly tobbszori alkalmazasaval kapjuk, hogy

Igy
—+00
/ 2P le ™ dr = — lim / P e dy = / 2P le™ de,
0 r90—>00 Lro L

ugyanis, ha ~,, illetve v, az A pontot a B ponttal, illetve a B pontot az A ponttal
0sszekotd gorbék, paraméteresen

7 :te0,1] — A+t(B - A),
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akkor minden f:C — C mérheté fiiggvényre

F(2) dz = /0 F(A+t(B— A)(B - A) dt,

71

£(2) dz = / A+ HA=B)(A=B)di = / J(A+y(B — A))(A - B)(~1) dy

Y2

_ /O F(A+y(B— A)(A— B) dy,

/lzf(z) dz:—/%f(z) dz.

)\ p 1 —+o00 )\ p “+o00 1pxp—1e—$
=——) = e dy = [ —— -
w0=(575) w = () [ T
fry A - ! fry 1 — éé _p'
A — it A

Masodik megoldas. (p > 0 tetsz6leges) Ekkor

és igy

Ezért

ApmpflefAz

T
fe(x) = ®)
0 ha x <0,

ha x>0,

illetve

. +oo AP p—1_—Az AP 400 .
gps(t) = E€1t§ — / 6ztmL dr = _/ xp—le—()\—zt)z dr.
0 L'(p) I'(p) Jo

A z= (A —it)r helyettesitéssel

AP zpfl 1 A b 1
1) = — dz = Ty | 2 e d
0= 567 L o e (A—z’t) ol A

ahol L jeloli a komplex stk {(A—it)z : 2 >0} félegyenesét. Mivel most 0 < p < 1 is lehet,
csak az igaz, hogy a z € C + 2P~ le™ fiiggvény analitikus barmilyen olyan tartomdanyon,
amely nem tartalmazza a nullat. Azért, hogy a nullat elkeriiljiik tekintsiik a 9. abran lathato

zart gorbét.

A reziduum-tétel alapjdn a fenti zart gorbén 2P~le™ integralja 0. Felirjuk most ana-
litikusan a Ky, Ky és L,. gorbéket. Legyen a tovdbbiakban o € (—%,%) olyan,

hogy tan(a) = —%. Tegyiik fel a tovdbbiakban, hogy o >0 (az a <0 eset hasonléan

targyalhatd). Ekkor K, illetve K, paraméteres el6éllitasa:

Ky :te[0,a] = re’, Ky :t€[—a,0] — ce ™.
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Az els6é megoldas alapjan L, . két végpontja:

( ) e ) 4 ( rtA o tr >
VAZ 12 AT 412 VA2 N 2)

fgy L,. paraméteres eléallitasa:

rA ot (e=1r)A (r—e)A
veli (x/A2+t2’ \/>\2+t2) Y (x/A2+t2’ \/A2+t2> '

0 :/ P le® dm—l—/ 2P le dz+/
5 K L

Megmutatjuk, hogy

Ezért

P le™% dz —i—/ P lem7 dz.
K>

T,

(2.5.39) lim Ple*dz =0, é lim [ 2P le*dz=0.
=00 J g e—0 Ky

(03
_ _ ; _ it oy,
/ P le Zdz:/ (re’"yP~le™" re'i dt,
Ky 0

/ P lem? d2
K

Felhasznélva, hogy cos(t) > — 2t + 1, t € [0,3], kapjuk, hogy

12
/ P lem% dz
K

Ekkor

és igy

< / rPe" cos(t) dt.
0

e D e27’15/7r @ rP 1
< P —T(—%t-‘rl) dt = T_ o _ 2ra/m 1
e /0 ‘ er | 2r/m], e 2r (e )

<7 rp=1 rp=1
= 5 e(1=2a/m)r o er ’

Mivel a € (—%,7%), kapjuk, hogy (1 — 270‘) € (0,2), ésigy (2.5.38) alapjan

, rp=1 ~oppt
lim ————— = lim
r—oo e(1—2a/m)r r—oo e’

=0.

Ezért (2.5.39) elsé fele teljesiil. Hasonléan

0 L
/ P le T dy = / (e )P tem=¢ e () dt,
K>

—Q
p—1_—=z
2P dz
Ky

és igy

0 o
< / Epe—ecos(t) dt :/ Epe—acos(t) dt.
—a 0

Mivel t € [0,a) esetén 0< cos(t) <1,
< / el dt = ae?.
0

/ 2P le™% dz
Ko
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Mivel p >0, lim.oe? =0, igy (2.5.39) masodik része is teljesiil.
Megjegyezziik, hogy (2.5.39)-t egyszeriibben is beldthatjuk. Ugyanis,

/ P le % dz
K1

ugyanis o € (—35,5) ésigy Rez>rcos(a), ha z € K;. Mivel cos(a) > 0, ha

< 27mr max |Zpilefz| = 2711 - P max e*ReZ < 2mrPe™” cos(a)’
z€K1 z€K,

a € (—2,2), (2.5.38) alapjan lim, o rPe™" ) =0, és {gy kapjuk, hogy (2.5.39) elsd fele
teljesiil. Hasonléan okoskodhatunk (2.5.39) masodik felét illetGen.
Ezért
“+o0 r
/ P le™dr = lim P le ™ dr = lim P lem dzr = / 2P le™ dz,
0 r—o00, )0 c r—o00, )0 Ly L

ugyanazon okok miatt, mint amik a p>1 eset indoklasaban részletesen leirasra keriiltek.
S ugyanugy fejezhetjiik be ezt a levezetést, mint az elsé megoldasban. 0

2.5.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy két fliggetlen, azonos eloszlasi valdszintiségi valtozo
kiilonbsége nem lehet a (—1,1) intervallumon egyenletes eloszlasti.

Megoldas. Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok, és tegyiik
fel indirekt, hogy X —Y eloszdsa a (—1,1) intervallumon egyenletes eloszlasi. Ekkor

px-y(t) = Ee" ) = ox(t)oy(—t) = ox()ex(—t) = px(t)ox(t) = [ex(t)? 20, teR.

Tovabba, ha t # 0, akkor

| 1[e=]h 1, o1
ou1n(t) = /1 em’é dx = 5 { m }_1 = 2—Z,t(e’t —e ) = Q_it(COSt +isint — cost + isint)

1
ZESint, tER

Ha pedig ¢ =0, akkor ¢y—1,1)(0) = 1.

Azonban, ha t € (m,2m), akkor ¢y11)(t) <0 és @x_y(t) >0, és igy nem lehetnek
egyenloek, azaz ellentmondésra jutottunk. U

2.5.5. Feladat. Mutassuk meg egy példaval, hogy abbdl, hogy valdszintiségi valtozok 0ssze-
gének karakterisztikus fiiggvénye egyenlo a tagok karakterisztikus fiiggvényeinek szorzataval,
nem kovetkezik a tagok fiiggetlensége.

Megoldas. A 2.4.5. Feladat alapjan tudjuk, hogy ha ¢ (0, 1)-paraméterii Cauchy-eloszldst,
akkor karakterisztikus fiiggvénye ¢¢(t) = e~ t € R. Ekkor

Pere(t) = @ac(t) = pe(2t) = e P = eTMe M = e (t)e (1), teER,

de nyilvan & nem fliggetlen 6nmagatol. O
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2.5.6. Feladat. Legyen ¢ az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlasi valdszintiségi
valtozo. Hatarozzuk meg ¢ karakterisztikus fiiggvényét!

Megoldas. Ha ¢t =0, akkor ¢¢(0)=1. Ha pedig ¢ # 0, akkor

: [, 1 . .
t) = F g e Jp — b _ ita ]
pe(t) = Ee b—a/a e dw —it(b—a)(e e''?)

U

2.5.7. Feladat. (Rényi [2], 2.8.30.) Interpretédljuk karakterisztikus fiiggvények segitségével

a
sint  sin (5 t
= (2> cos (—) , t#0,teR azonossagot!

t
t L 2

Megoldas. Az azonossag ,.hagyomanyos” tton konnyen igazolhatd, hiszen
sint = 2sin(t/2) cos(t/2), teR.

Legyenek X és Y olyan fiiggetlen valdszintiségi valtozok, hogy X egyenletes eloszlast
a (—1/2,1/2) intervallumon és
1 1 1
PY=2)=PY=—)=—.
(Y=3)=P¥=—3)=7
Megmutatjuk, hogy a baloldal X + Y karakterisztikus fiiggvénye, a jobboldal pedig X
karakterisztikus fiiggvénye megszorozva Y Kkarakterisztikus fiiggvényével, és igy a kettd

tényleg egyenlo, mert X és Y fiiggetlenek.

Az elozo feladat szerint

ox(t) = Z,til(eit/2 — 2y = %(Cos(t/Q) +isin(t/2) — cos(t/2) + isin(t/2)>
_ 2sin(t/2) _ sin(t/2)
t t/2
tovabbi
oy (t) = %eitﬂ + %e—itﬂ - %(Cos(t/Q) +isin(t/2) + cos(t/2) — isin(t/2)> = cos(t/2).

Megmutatjuk majd, hogy X + Y egyenletes eloszlasi a (—1,1) intervallumon, és igy

az eloz6 feladat nyoman kovetkezik majd, hogy
1 sint

oxiy(t) = %(e” —e ) = %(cost—kisint —cost+isint) = —

Rétériink annak igazoldsara, hogy X + Y egyenletes eloszlasi a (—1,1) intervallumon.
Nyilvan, P(X +Y € (-1,1)) =1, ésigy P(X+Y <z) =0, ha z< —1, és
P(X+Y <z)=1, ha x>1. Ha z € (—1,1), akkor
Fy.y(z)=PX+Y <2)=PX+Y <z,Y=-1/2)+ P(X+Y <2,Y =1/2)
—P(X <2+1/2Y =—1/2) + P(X <2 —1/2,Y =1/2).
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Ha z € (—1,0), akkor

r+1/2+1/2 1 1 1
Pea(a) = TEVEEU2 1o 1 Lo

Ha z € (0,1), akkor

Fx+y(x):1-%+Lf“/2é:%(x+1).
Tehat
0 ha z< —1,
Fxyy(z)=qiz+1) ha ze(-1,1),
1 ha x>1,
azaz X +Y egyenletes eloszlasi a (—1,1) intervallumon. u

2.5.8. Feladat. Bizonyitsuk be valdszintiségszamitasi tton, hogy

Megoldas. Legyenek Y,,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok, hogy a
kozos eloszlas

Tekintstik az
X=> 2—’; val6szintiségi valtozot.

Ekkor X 1-valdsziniiséggel jol definialt, hiszen a Kolmogorov egy-sor tétel miatt, mivel
EY; =0 és

=1 1/4
Z]D?() > b= i <
k=
kapjuk, hogy
Yk

Megmutatjuk, hogy X egyenletes eloszlzisfl a (—1,1) intervallumon. Legyen minden k € N
esetén X = %Yk + % Ekkor X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasiak és

fgy
= Y, 2X, —1 <= X, =1 = X,
X=> 5= =D =2 5 L
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Ezért elég azt megmutatni, hogy > -, % =X egyenletes eloszlasi a (0,1) intervallumon,
hiszen 2U(0,1) — 1~ U(—1,1). Tekintsiik a

n

&n

X ’ /7
Z 2—:, n € N, valdszintiségi valtozokat.
k=1

Ekkor P(&, — X) =1, ésigy &, Ly X. Azaz Fe (x) = Fg(r) minden olyan z € R
pontban, ahol Fg folytonos. Mivel

1 1(3)" -1 1 21
0<&n < — = =1-_—= ;
§ ng 2 L1_q om on
k=1 2
kapjuk, hogy &, értékkészlete {2% ck=0,1,...,2" =1} és
k n—1 n—2 1
P(gn:2—n>zp(2 Xy 4272 Xy 4 42X,y + X, = k) =

?7

hiszen k-t a 2-es alapi szamrendszerben csak egyféleképpen lehet eloallitani és X;-k fiigget-
lenek. Ezért

0 ha x <0,
Fe(r)=q kL ha £ <ok k

1 ha x> 1.

Igy Fe (z) = 0, ha 2<0, é F () = 1, ha = > 1. Hapedig = € (0,1], akkor
barmilyen n € N esetén létezik olyan k, € {0,1,...,2" — 1}, hogy

ky, k,+1
— << .
2n TS 2n

Ekkor ftl | 2. fgy F (z) = butl

22, és limy oo I, (z) = 2, ha x € (0,1]. Osszefoglalva,

0 ha x<0,
li_r)n Fe(x)=qx ha 0<az<l,

1 ha x>1.

Ezért Fg minden x € R pontban folytonos és

0 ha <0,
Fg(x)=qx ha 0<az<1,
1 ha z>1,

azaz X egyenletes eloszlasi a (0,1) intervallumon.

147



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Az el6z6 feladat megolddsdban latottak alapjan ¢y (t) = %, t€R,t=#0, ami a baloldal

a bizonyitand6 azonossaghan. Minden n € N esetén legyen

.Y,
Tin ::ZQ_II:’

k=1

ekkor n, N ' , ¢s a folytonossagi tétel alapjan

sint
O, (1) = ox(t) = — 1 40, t €R.

(Ha t =0, akkor trividlisan teljesiil az el6zé hataratmenet, 1 — 1.) Ekkor, felhasznalva,
hogy Yi,...,Y, flggetlenek, kapjuk, hogy

Pnn (t) = Ee tnn E <€ 3 k=1 2’“) = H oY, (2_k) = HCOS (?) s
k=1 k=1

hiszen
1 iz —iz
¢Yk(z):§(e +e¥)=cosz, z€R, keN.

fgy
ﬁcos L %@ te R\ {0}
2k t’ '
k=1
U

2.5.9. Feladat. (Rényi [2], 2.8.32.) Hatarozzuk meg valészintiségszamitdsi titon a kovet-

too fginy?
cos(2zv) dv, z € R,
v

—00

kezd integral értékét:

sin0 .__
ahol = :=1.

Megoldas. Legyenek X és Y fiiggetlen, a (—1,1) intervallumon egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozok. Ekkor a korabbiak alapjan

sint

e (t) = pxl@lerlt) = (ex()? = (2], e R\ (0}

Felhaszndlva, hogy (Rudin)

kapjuk, hogy
/+oo sin « 2dx:z+/0 sinx de:z+/+°° sinx 2d:1::7r,
. T 2 o \ T 2 0 x
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és igy oxiy € LY(R). Az inverziés formula alapjdn X +Y abszolit folytonos eloszlast és

R 1 [t (sint)?
=— i t)dt = — Tl — ) dt R.
Feore) =0 [ e tpnan= o [ e (), ae

—00

Felhaszndlva, hogy a konvolicids képlet alapjan fy,y(z) € R, kapjuk, hogy

Yoo . 2
Im </ e e (SlTnt) dt) =0,

azaz

too ) 2

t
/ sin(tz) (%) dt =

Igy N )

1 & int

fxiv(z) = —/ cos(tx) st dt, = € R,

27 J_o t

és ezért

/+OO (siny) cos(2zv) dv = 27 fx v (22).

0o 14

A 3.3.5. Feladat alapjén, hogy ha & és n fiiggetlen, a (—1/2,1/2) intervallumon egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor

fein(z) =

1 —Jz| ha |z]<1,
0 ha |z| > 1.

fgy Fxiy(2) = Faern(t) = Feay(z/2), © € R, és ezért

Frov (&) = S fennle/2) = {

Mindezek miatt

0o v

+oo : 2 1_ |z
/ (smu) COS(2$V)C|V:{27T(2 1Z]) ha |z|<1,

_Jr—mlx] ha |z|<1,
0 ha |z| > 1.

Megjegyezziik, hogy tetszoleges n € N-re is megoldhaté az elézo feladat, ekkor n db
fiiggetlen, (—1,1)-en egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozd Gsszegének stiriiségfliggvényét
kell meghatarozni. Ez utobbi dolgot eloszor N. 1. Lobacsevszkij hatdrozta meg. Ezaltal
akarta a csillagdszati mérési hibakat megbecsiilni annak eldontése céljabdl, hogy vajon a
vildgmindenséghen az euklideszi, vagy a nem euklideszi geometria torvényei érvényesek. [J
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Az aldbbiakban felidézziik a folytonossagi tételt, amit a gyenge konvergencia bizonyitdsanal
jol hasznalhatunk.

Folytonossagi tétel: Legyenek F,, n € N eloszlasfiiggvények és ¢, n € N a megfeleld
karakterisztikus fiiggvények.

(i): Haaz F,, n € N eloszldsfliiggvények gyengén konvergalnak egy F' eloszlasfiiggvényhez
(azaz lim,_,o F(x) = F(z) teljesiil minden olyan = € R pontban, ahol F folytonos),
akkor

lim go(t) = (1), LER,
n—oo

ahol ¢ az F-hez tartozd karakterisztikus fiiggvény. Ez utobbi konvergencia minden véges

intervallumban egyenletes.

(ii): Ha lim, e pn(t) = ¢(t), t € R, ahol ¢ a 0-ban folytonos fliggvény, akkor ¢
karakterisztikus fliggvény, és a hozza tartozdé F' eloszlasfiiggvényhez gyengén konvergal az
F,, n € N eloszlasfiiggvény sorozat.

2.5.10. Megjegyzés. A kovetkezOkben egy példat mutatunk arra, hogy az F,, n € N
eloszlasfiiggvények sorozatanak a karakterisztikus fliggvényei egy, az origéban nem folytonos
fiiggvényhez konvergalnak. Ebben az esetben az F,, eloszlasfiiggvények nem konvergalnak
eloszlasban egy eloszlasfiiggvényhez. fgy a folytonossagi tétel (ii) részében az a megkotés,
hogy a ¢, karakterisztikus fiiggvények ¢ hatéarfiiggvénye az origéban folytonos fiiggvény
nem elhagyhaté feltétel.

Minden n € N esetén legyen az F,, eloszldsfiiggvény a [—n,n] intervallumon egyenletes
eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ekkor az F,-hez tartozé stiriiségfiiggvény: f,(x) = %, ha
x € [-n,n], é fo(r) =0, ha |z| >n. Ekkor ezek az F,, n € N eloszlasfiiggvények nem
konvergalnak eloszlasban egy eloszlasfiiggvényhez, mert az dltaluk meghatarozott tomegel-
oszlas , kifolyik a végtelenben.” Formalisan azért nem teljesiilhet az eloszlasban valé konver-

gencia, mert barmilyen z € R esetén létezik olyan ng € N, hogy ng > x, és ezért

r+n
Fn = y = .
(z) on nz=ng
igy + 1
lim F,(z) = lim TR -, xz€eR
n—o00 n—00 n 2

Ugyanakkor, minden n € N esetén

illetve ¢,(0) = 1. Ezért
lim ¢,(t) =0, t#0, lim ¢,(0) = 1.

n—o0 n—oo

fgy a ¢,, n € N karakterisztikus fiiggvények hatarfiiggvénye

0 ha t#0,
p(t) =
1 ha t=0.
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Ez utébbi fiiggvény azonban a 0 helyen nem folytonos. 0
A kovetkezo feladatok megoldasa soran felhasznédljuk majd az aldbbi két lemmaét.

2.5.11. Lemma. Legyen {a,, n € N} walds szamok olyan sorozata, melyre «n, > —n

minden elég nagy n € N-re és legyen « € RU {+o0, —o0}. Ekkor
Qp

<1+—> —e* = qa,—aq,
n

ahol e :=0 és et™® := +o00.

2.5.12. Lemma. Legyen {z,, n € N} komplex szamok egy sorozata. Ha =z, — z € C,
akkor

(1 + Z—”) — e°.
n
2.5.13. Feladat. Legyen minden n € N esetén &, 2 Bin(n, p,), ahol np, — A € (0, +00)

és pp € (0,1), n € N. Mutassuk meg, hogy &, N Pois(A), ha n — oc.

Megoldas. Ha megmutatjuk, hogy lim,_, @¢, (t) = @rois(r) (1), t € R, akkor a folytonossagi
tétel (ii) része alapjan kovetkezik az allitds. Elészor kiszamoljuk &, 2 Bin(n,p) és n 2
Pois(\) karakterisztikus fiiggvényét:

pe(t) = E(e") = ; et (Z)p’“(l —p)" = ; (Z) (e"p)* (1 —p)" " =("p+1-p)",

és
+oo k +oo ity \k
: )\ (6 )\) it it
) itk —A - - e et —
@n(t):E(et”):Zetﬁe =e Z e = M),
k=0 k=0
Megmutatjuk, hogy
(2.5.40) lim (ppe +1—p,)" = ANt e R, ha np, — A > 0.

n—oo

Ekkor
npn(eit _ 1) ) "

(o + 1= )" = (L gl = 1) = (14 2224

és a feltétel miatt np, (e —1) — A(e"—1), ha n — +oo. A 2.5.12. Lemma alapjdn kapjuk
(2.5.40)-ct. 0

2.5.14. Feladat. Legyen minden n € N esetén &, 4 Bin(n, p,), ahol p, — p € (0,1),
és p, € (0,1), n € N. Mutassuk meg, hogy

M&N(o,n, ha n — co.
npn(l _pn>
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Els6 megoldas. A folytonossagi tételt felhasznalva dolgozunk. Ekkor

7 n _ 42
@e, (1) = (pue” + 1 —pn)", envont) =e 2 teR,

és igy
it En—npn _ itnpn it ¢n
0 ennpy () =E (& Voratm | = ¢ Vo m B ( ¢ Vara(im
Vv npn(1—pn)
_ itnpn t
= e vV npn(l—pn) Soén -
npn(1 — pn)
_ itnpn it n
—e \/npn(lfpn) <pne\/npn(1pn) + 1 o pn)
it(l—pn) _ itpn n
= (VT 4 1= e V)
n
= (pnelt T (1— pn)e_it\/T%)
(1.0 - DY
. 0 s
ahol

. [1—pn . =
2n(t) 1= pne” LTz (1 —pp)e ™V - € C.
A 2.5.12. Lemma alapjan, ahhoz, hogy megmutassuk, hogy

WM 0 cponpy (1) = t)y=e"? teR,
ool @Jﬁ( ) @N(o,l)( )

elég azt beldtni, hogy barmilyen ¢ € R esetén lim, . n(z,(t) — 1) = —t?/2. Ehhez
megmutatjuk, hogy

lim Re (n(z(t) - 1)) = —5, ¢ limm (n(z.(t) — 1)) = 0.
Ekkor
Re (n(za(t) — 1)) = n {pn cos (t 1n_pf”) + (1= py) cos (t ﬁ) - 1} ,

azaz lim, o Re (n(z,(t) — 1)) egy oo -0 tipusi hatdrérték. (Megjegyezzilk, hogy
a L'Hospital szabaly most nem alkalmazhaté egyszeriien, mert p, fiiggése n-t6l nem
ismert, ami differencidldsnal probléma lehet.) A Taylor-tétel alapjén kapjuk, hogy ha & > 0
rogzitett, akkor V x € R, |z| < e esetén létezik olyan 60(x) € (—¢,¢) \ {0}, hogy

r?  sin(0(z)) ,

Cosx:1—5+T:E .
Mivel
1 - Mn . n
lim ¢ Pn _ 0 és limt I 0,
n—00 npn n—00 ’I’L(l - pn)
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kapjuk, hogy létezik olyan ng € N, hogy V n >ngy esetén
11— Pn

, / Pn
< e e€s t, | ————

Igy, ha n>ng, akkor létezik 6(n,t) € (—e,e) \ {0} és Oy(n,t) € (—e,e)\ {0}, hogy
1— pn) ( DPn )
ppcos |t +(1—pp)cos |t/ ——— ) —1
t*1—p, sin(@i(n,t)) 5 (1—p, 3/2
2 np, 3! npn

2 sin(fz(n, 1)) Pn e -
+ (1= pn) (1_571(1—%)Jr s (n(l—pn)) > 1

2 sin(Ou(n 1) 5 (1= p)? | sin(Oa(n,) 5 gl

2n 3! NVAD 3! VI=p.nyn

t

< €.

lgy
1— n
n lpn COs (t nppn) + (]. - pn) COS (t h) — ].:|

£ sin0u(n, 1) o (L= p)*” | sin(0a(n.1)) s pil”

2 3! NPn 3! vl —p,)
Ezért
t2

lim Re (n(z,(t) — 1)) =——, teR

n—oo 2
Hasonléan,

Im (n(z,(t) — 1)) =n pnsm<t )—l— 1—pp)(—1 sm(t —)],
(n(an(0) = 1) =n | e R SIS (Y

azaz ez egy +00-0 tipusd hatarértékre vezet. A Taylor-tétel alapjan kapjuk, hogy ha ¢ > 0
rogzitett, akkor V x € R, |z| < e esetén létezik olyan 6(z) € (—¢,¢) \ {0}, hogy

3 sin(0(z)) ,

3 + T T,

Legyen no a kordbbi. Igy, ha n >ng, akkor létezik 0(n,t) € (—e,) \ {0} és Oy(n,t) €
(_57 5) \ {0}7 hogy

Ppsin | ¢ —(1—p,)sin|t, ———
T=p, & /1—p,\*? sin(f1(n,t)) 4 (1—pn\’
npn 3\ np, 4! np,

oo (5 ) e ()

sing = x —

_ PA=p)? s, 1) (L -po)® B g sin(a(nt) B
31 /Pany/n 4! n2p, 3T = pany/n 4! n2(1 —p,)’
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Ezért
n[p sin(t 1_pn)—(1—p)sin(t p—”)]
" npn " n(l - pn)
B(1—p)*?  sin(0i(n,t) ,(1—py)2 8 pi? sin(6a(n,t)) , P2
] T | t 31 - A1 e )

és 1gy lim, o0 Im (n(2,(t) — 1)) = 0.

Masodik megoldas. Felhasznéljuk az alabbi, karakterisztikus fliggvények Taylor-sorba
fejtésére vonatkozo tételt.

Tétel: Tegyiik fel, hogy E[¢|™ < 400, ahol n € N. Ekkor ¢¢(t) n-szer differencidalhaté

és oM(0) = *EEF, k=1,...,n, tovibb,

pelt) = > MmO g

— 7l
ahol
len(t)] < 3E[E|™ és P_{%%(t) = 0.
Felhasznéalva azt, hogy ha mn,...,n, filiggetlen, p,-paraméterti Bernoulli eloszlasiak,

akkor m; +---+mn, ~ bin(n,p,), kapjuk, hogy

it—8&n—npn +
e (D) =E (e ﬁ) e
gpm() ( e ( npn(l—pn)>

(oo (i)
A\ \ o))

Mivel E(m — p,)? < 400, alkalmazhatjuk az el6z6 tételt r =2 valasztéssal:

2
it 1 it
wonpn (1) = |14+ ———=E(m —pn) + 5 | ———=] Eln —pn)°
S0\/51?71(1111%)( ) npn(l _pn) (771 P ) 2 ( npn(l _pn)) (Th g )

) = ()
2 npn(1 — pn) ’ npn(1 — pn)

t
lim E9 = 0, teR.
oo npn(l - pn)

ahol
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Mivel Eny =p, é D*p = po(1 — ps), kapjuk, hogy

2 2 / !
nenpn ()= 140 — ———p, (1 — p,,) — €
SOx/jpn(llipn)( ) 2npn(1 _pn)p ( P ) 2npn<1 - pn) ? ( npn(l - pn)>]

[ t2 t2 t !
=(1—-— — €2

n

[ t? 1 t
2 (1 + p’ﬂ(lfp’ﬂ)g2 <\/npn(1—pn)>)

= |1+
n

Mivel

1 t 1
lim 1+ €9 =14+ ——-0=1,
00 pn(1—pn) ( np, (1 — pn)> p(1—p)

a 2.5.12. Lemma alapjan kapjuk, hogy

+2

lim n—npp, (t) =€ 2 = t), tekR,
et @m() 90/\/(0,1)()

ahonnan a folytonossagi tétel alapjan kovetkezik az allitas. U

2.5.15. Feladat. Legyen minden A € (0,+00) esetén &, 2 Pois(A). Mutassuk meg, hogy

fA\/_XA Ly N(0,1),  ha A— oc.

Megoldas. A folytonossagi tétel alapjan elég azt megmutatni, hogy

+2

(2.5.41) lim pe,-a(t) =€ 2 = ppnp1)(t), teR.
A—00 VN

Ekkor o (t) =X~V t € R, és gy

it A2 it t , it it
o (t) =E (e” B ) =e "y, <—) = e IVAAEAD) — pAe VASiA-A
ey

VA

Felhaszndlva azt, hogy a z € C +— e* leképezés folytonos, ahhoz, hogy (2.5.41)-t beldssuk
elég azt megmutatni, hogy

t2

Ae’%—z‘t\/}—A—>—5, teR.

Els6 médszer: A valds és képzetes részeket vizsgaljuk. Ekkor

-, cos &) —1
Re (Ae'¥x — itV/A — A) = Acos <%) A= %
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és latjuk, hogy ez 8—t1’pus1’1 hatarérték. A L' Hospital szabély alkalmazédsaval kapjuk, hogy

-, —sin (&) =55
lim Re (Ae'Vx — itV/A — \) = lim <ﬁ> 2~ lim ——VAsin

t X t
As00 A 00 —1/)2 Asoo 2 No\
sin (%) " cOS <%> 53372
= lim —————%2 = —— lim £
A—oo 2 1/\/X 2 A—o0 — 53872
2 t t2 t2
= ——/\li_{rolocos (ﬁ) =3 cos(0) = 3

Hasonléan,

Im (Ae'¥% — itv/X — A) = Asin (%) V=

t —t t
cos (ﬁ) ez T e

it . . t .
lim Im ()\e 7 — itV — )\) = lim - = — lim
A—00 A—00 2 2 A—o00
¢ sin (%) S 2
= — lim T = —— lim sin
2 A—o0 Y 2 M=o

VAsin (ﬁ) t B sin (W) — \La
1/VA a x

Miasodik médszer: Felhasznaljuk az alabbi egyenl6tlenséget (amit a kovetkezd feladatban

bizonyitunk):
2 3
~ e
W—1- = <= R.
e W+ G| < YE
Ekkor barmilyen ¢ € R esetén
3
it 3 t2 ¢ t t? 7
AR —itVA= A+ —| =XV =1 —i—+ —| <\ =
et 3T " 6

2.5.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy barmilyen y € R esetén

2

: Y
Y _ 1 o g
¢ W

3
ot

6

Megoldas. Legyen y > 0 rogzitett. Ekkor

és 1
18y . y o y
e — 1| < / lie”*| dz = / ldz=uy.
0 0
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Hasonl6 egyenlétlenség adédik, ha y < 0. fgy
|ely_1|<|y|’ yGR

Legyen y > 0 tjra rogzitett. Ekkor,
eV —1—iy=I[e" —iz].2) = / (ie” —1i) dz,
0

és igy az eloz6 becslés felhasznalasaval

' U v y y y?
|ew—1—iy|</ lie” — 1 dz:/ |ew—1|dz</ |2 dz:/ zdz==.
0 0 0 0 2

Hasonlé egyenlotlenség adodik, ha y < 0. fgy
ev—1-ig<L, yer

Legyen y > 0 1jra rogzitett. Ekkor,

2

, Y , 27#7Y L
ely—l—z‘y%—gz[e”—iz—l——] :/(ie”—ijtz)dz,
0

és 1gy az el6z6 becslés felhasznalasaval

Y 52 %
— dz = =.
2

2
. . Yy
W1 — z

e zy—l—z 6

y o y o
</ \z’e’z—i—i—z|dz—/|e”—1—iz[dz<
0 0 0

Hasonl6 egyenlétlenség adédik, ha y < 0. fgy

2

: oy
Zy_l_ g
e y+ 5

3
<%, yeR

O

2.5.17. Feladat. (T6th Baélint feladata) Legyenek X,, n € N filiggetlen, azonos el-
oszlasu valdszintiségi valtozok, melyeknek kozos eloszlastiiggvényét jelolje F. Legyen M, :=
max{Xi,..., X}, n € N. Az M,, n € N valosziniiségi valtozok n — 400 aszimptotikus
viselkedése az F(x) eloszlasfiiggvény ,.fels6 farkdnak” aszimptotikdjatol fiigg. Bizonyitsuk
be az alabbi hatéareloszlastételeket.

(i) Ha minden =z € R esetén F(x) <1 és lim, o, 2*(1 — F(z)) = b valamely rogzitett
a, b € (0,+00) konstansokkal (azaz 1—F(z) ~ #~®, amint n — +00), akkor n~a M,
eloszlasban konvergdl egy olyan valdszintiségi valtozéhoz, aminek eloszlasfiiggvénye

e ha x>0,
0 ha =z <0.

(Az, hogy F(x) <1,z €R ott jon be, hogy b > 0.)
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(ii) Ha minden x € R esetén F(z) < 1 és lim, o (1 — F(z)) = b valamely
rogzitett X, b € (0,+00) konstansokkal (azaz 1 — F(x) ~ e % amint n —

+00), akkor M, — k’% eloszlasban konvergal egy olyan valészintiségi véltozohoz,

aminek eloszlasfiiggvénye exp{—be **}, z € R. (Az, hogy F(x) <1,z € R egyrészt
ott jon be, hogy b > 0, masrészt, pedig, ha b = 0 lenne, akkor nem kapnank
eloszlasfiiggvényt.)

Megoldas. (i): Mivel az
e ™" ha x>0,
0 ha =z <0,

fiiggvény a 0 kivételével mindenhol folytonos, a gyenge konvergencia definiciéja alapjan azt
kell megmutatni, hogy

lim P(n‘éMn <zx)=

n—oo

e ™" ha x>0,
0 ha x <0.

Ekkor
P(n_éMn <x)=P(M, < né:p) = P(X; < neg, i=1,... ,n) = (F(nax))"
n(F(néx) — 1)]n

n

1+

A 2.7.9. Lemma alapjan elég azt megmutatni, hogy

lim n(F(ném) -1)=

n—o0

—bx™* ha x>0,

—00 ha z <0.
Ha z < 0, Ggy nez — —oo, ha n — +oo, és igy F(néx) —1 — —1, illetve
n(F(naz) —1) = —oc.

Ha x > 0, ugy nex — +oo, és ezért, felhasznalva, hogy lim, .. z*(1 — F(x)) = b,
kapjuk, hogy

lim (néx)o‘(l - F(néx)) =,

n—oo
azaz lim,_,oon(l — F(naz)) =27, és igy

lim n(F(néx) —1)=—-bz™® x>0.

n—oo

(ii): Hasonl6an az el6z6 részhez, kapjuk, hogy

I I logn,\"
P (Mn— . <x) e (Mn <zt Oin) = (F(:):+ Of”))

n(F(x + k’%) - 1)]71.

1+

n
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A 2.5.12. Lemma alapjan elég azt megmutatni, hogy

. IOg n -z
(2.5.42) Jim n(F(z + 3 )—1)=—be ™, zeR
Mivel barmilyen z € R esetén z + bin — 400, ha n — 0o, és a feltétel miatt

ogn 1
lim e¥(1 - F(z))=b = lim At 5") (1 —F (x—l— ogn)) =0, z€R,

n—oo n—oo A

kapjuk (2.5.42)-at. O

2.5.18. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 5.9.3.) Tekintsiink egy érmét, melyet, ha

feldobunk, akkor p valészintiséggel esik a fej, ill. 1 — p valdszinliséggel az iras oldalara.

Egymas utan dobaljuk ezt az érmét, és jelolje N az ahhoz sziikséges dobasok szamat, hogy

megjelenjen a dobassorozatban a k-adik fej, ahol k& € N rogzitett. Mutassuk meg, hogy
D 1 .

2Np — I'(k, 5), amint p — 0.

Megoldas. A feladatot a folytonossagi tétel segitségével oldjuk meg. Elég azt megmutatni,
hogy

Qanp(t) = oraayz(t) = (1 —2it) ™", VteR,

ahol T'(k, %) karakterisztikus fliggvényének felirasanal felhasznaltuk a 2.5.3. Feladatot.
Meghatarozzuk eloszor N karakterisztikus fiiggvényét. Ismert, hogy N felirhaté N =
Ty +---+ 1T, alakban, ahol T,T5,...,T) figgetlen, p-paraméterti geometriai eloszlasuak,

aAZaZ
P(T;=r)=p(l—p', reN, i=1,... k
Ekkor
> R . 1
1) = itr 1 — r—1 _ it it 1 — r—1 _ it :
or, (1) ;6 p(1—p) " =pe T:1<6( P =
és ezért
k pe't F
t) = ) =(———| .
oxtt) = (on0)" = (=)
fgy

peith k
QOQNP(t) = @N(2pt> - (1 . ei2pt<1 _p)> ’

Ekkor a £'Hospital szabély alapjén

peith ei2pt _'_p€i2pt2'2t 1
lim o = lim —— o — = =0
p—=0 1 —e2P(1 —p)  p=0 2Pt —ei2P(1 —p)i2t 1 —i2t
és igy .
1
t) — =(1—d2t)™" teR.
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2.5.19. Feladat. (Rényi [2], 3.1.5.) Legyenek ¢&,, n € N és ¢ abszolut folytonos
valészintiségi valtozok, f,, n € N, illetve f stlriségfiggvényekkel. Tegyiik fel, hogy
lim, o fo(z) = f(x) majdnem minden z € R esetén. Mutassuk meg, hogy &, 2, €.

Megoldas. Ha P, n € N, illetve P jeloli &, n € N, illetve ¢ eloszlasat, akkor
egy eloadasbeli tétel alapjan &, N § akkor és csak akkor, ha P, = P gyengén. A

portmanteau tétel alapjan

P, = P: gyengén <= liminf P (G)> P:(G) Y G e B(R) nyilt halmaz esetén.

n—o0

Mi a lim inf-re vonatkozé egyenl6tlenséget mutatjuk meg. Felhasznaljuk majd az (analizises)
Fatou-lemmat, miszerint, ha (X, A, u) egy mértéktér, f, : X — R, n € N mérhetd
fiiggvények, hogy sup,cy |fn(z)| < 400 p-majdnem minden x € X esetén, akkor

n—oo n—o0

/liminffn( ) du(z hmlnf/ fo(z) du(x
X

ha [y infen fo(x) du(z) > —oc.

Jelen esetben az abszolit folytonossdg miatt barmilyen G € B(R) nyilt halmaz esetén

n—o0 n—0o0 n—o0

liminf P, (G) = lim mf/ fo(z) dz = lim mf/ fo(2)lg(x) do

Végiggondoljuk most, hogy a Fatou-lemma alkalmazhaté-e. Mivel lim, o fo(z) = f(2)
majdnem minden x € R esetén és tudva azt, hogy konvergens sorozat korlatos, kapjuk,
hogy sup,ey|fu(z)] < +00 majdnem minden z € R esetén. Mivel f, nemnegativ,
kapjuk, hogy infuey fo(z) >0, z € R. Igy a Fatou-lemma alkalmazhaté, és felhaszndlva,
hogy liminf, o (fn(2)lg(x)) = f(2)lg(x) majdnem minden = € R esetén, kapjuk, hogy

liminf P (G) > /hmmf (fn( dx—/f V1g(z d:v—/f ) dz = Pe(G).
R

n—oo n—o0

Ezért liminf, o P, (G) > P:(G) béarmilyen G € B(R) nyilt halmaz esetén.
Ez a feladat alkalmazhaté példaul azon statisztikai feladat megoldasandl, hogy t, N

N(0,1), ahol t, jeldli az n-szabadsdgi foki t-eloszlést. U

2.5.20. Feladat. (Rényi [2], 3.1.6.) Adjunk példat olyan abszolut folytonos &,, n € N
és ¢ valbsziniiségi valtozokra (€ is abszolit folytonos), hogy &, i>§, de fe, () nem
tart fe(x)-hez egyetlen olyan = € R pontban sem, ahol fe(x) > 0. (Ez a feladat arra
példa, hogy az 2.5.19. Feladat megforditdsa nem igaz.)

Megoldas. Minden n € N esetén tekintsiik az

0 ha x <0,
Fo(z):=¢x+ Sm(;;m) ha 0<z<1,
1 ha z>1
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eloszlasfiiggvényt. Ezek tényleg eloszlasfiiggvények, mert F), balrdl folytonos, lim, , . F,(x) =
0, lim, ,o Fy(z) =1, és F, monoton névekvo is, hiszen barmilyen z € (0,1) esetén

1
Fl(x)=1+ ﬂ2ﬂ'n cos(2mnx) > 0.
7r

Az F, eloszlasfiiggvényti valoszintiségi valtozok abszolut folytonosak is és stirtiségfiiggvényiik

1+ cos(2mnz) ha 0<z<]1,
fn($>_

0 ha =<0 vagy = > 1.
Ekkor
0 ha x<0,
li_>m Fo(x)=qx ha 0<z<1, =F(x).
1 ha z>1

Latjuk, hogy F a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye, igy legyen
¢ :=U([0,1]). Es ezért &, 2, U([0,1]). Azonban, ha = € (0,1) tetszélegesen rogzitett,
akkor

fn(x) =1+ cos(2mnz) - 1, ha n — oco.

Ugyanis, ha 27z € Q, akkor cos(2mnz), n € N mindig véges sok érték valamelyikét veszi
fel, ha pedig 27z € R\ Q, akkor cos(2mnz), n € N sirti a [—1,1] intervallumban. [

2.5.21. Feladat. (Rényi [2], 3.1.8.) Bizonyitsuk be, hogy ha az F,, n € N eloszlas-
fliggvények sorozatdra fennall, hogy F,(x) — ®(x), z € R, ahol ®(z), z € R tetszbleges
folytonos eloszlasfiiggvény, akkor barmilyen z, — x € R sorozat esetén F,(z,) — ®(z),
ha n — +oo. (A bizonyitasban azt nem hasznéljuk ki, hogy & eloszlasfiiggvény, csak azt,
hogy folytonos. Ez ott lehet érdekes, ahol & konstans.)

Megoldas. Legyen h > 0 tetszélegesen rogzitett. Ekkor x, — x miatt 1étezik olyan
No € N, hogy barmilyen n > Ny esetén xz, € (x —h,x +h), azaz = —h <z, <z + h,
ha n > Ny. Végezziik el az alabbi becslést:

[Fn(n) — @(0)| < [Fn(2n) = Fo(2)] + [Fa(2) — ()]
Megmutatjuk, hogy ha n > Ny, akkor
(2.5.43) |Fo(xy) — Fo(z)| < F(x + h) — F(x — h).

(Itt F.(x +h) — F,(x — h) >0, hiszen F, monoton névekvé és h > 0.) Ha =z, >z,
ugy F(z,)— F,(z) >0, igy (2.5.43) baloldala |F,(x,) — F.(x)| = F,(z,) — F,(z). Mivel
z, <x+h, F(x,) <F,(x+h), ésmivel x—h <z, F,(r—h)<F,(z), azaz —F, (v —
h) > — F,(z). I/gy

|Fo () — Fo(2)| = Fu(@n) — Fo(z) < Fo(z + h) — Fa(z — h).
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Hasonldéan, ha =z, < z, gy F,(z,) < F,(z), igy (2.5.43) baloldala |F,(x,) — F,(z)| =
F.(x) — F.(z,). Mivel x <x+h, F,(x)<F,(x+h), ésmivel z —h < x,, F,(rv—
h) < Fu(x,), azaz —F,(x —h) > — F,(z,). fgy

|Fo(xn) — Fo(2)| = Fu(z) — Fu(z,) < Eu(z 4+ h) — E,(z — h).

Tehat fennall (2.5.43). Ezért

[Fn(@n) — @(2)| < [Fu(z + h) — Fo(z — )| + [Fa(z) — (2))]
<|Fu(z+h) —®(x+h)|+ |®(x+h) — D(x —h)|+|P(x—h) — F,(z— h)|
+ |F(x) — ®(2)].

Mivel F,(x) — ®(z), x € R, kapjuk, hogy

limsup |F,(x,) — ®(x)| < |®(z+h) — P(z —h)], Yh>DO0.

n—oo

Mivel ® folytonos, h — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy

lim sup | F,,(z,) — ®(z)| <0.

n—oo

Ezért 1étezik a lim,, o F,(x,) hatdrérték minden z € R esetén és ®(x)-el egyenls. [

2.5.22. Feladat. Legyenek ¢&,, n € N és ¢ valdszintségi valtozok, hogy &, N €.
Mutassuk meg, hogy barmilyen x, — 400 sorozat esetén Fy (z,) — 1, illetve barmilyen
r, — —oo sorozat esetén [y (x,) — 0.

Megoldas. Mivel &, N ¢, kapjuk, hogy F¢, (v) — F¢(x) minden olyan z € R pontban,
ahol Fg folytonos. Mivel F eloszlasfiiggvény, ezért legfeljebb megszdmlalhaté sok pontban
nem folytonos. Jelolje F¢ szakadési helyeinek halmazit D.

Tegyiik fel elészor, hogy x, — —oo. Valasszunk egy olyan (Mj)/>] valds szamokbdl 4116
sorozatot, hogy My — —oo és My & D, k € N. (Mivel D megszdmldlhatd, ilyen (M),
sorozat véalaszthatd.) Ekkor Fg (M) — Fe(Myg), ha n — 400 béarmilyen k£ € N esetén.
Mivel z, — —oo, barmilyen k € N esetén létezik olyan Ny(My) € N, hogy barmilyen
n > No(My,) esetén z,, < M. Mivel F monoton novekvo, ezért Fe, (x,) < Fe, (M), ha
n = No(My). gy

limsup Fg, (z,) < limsup Fg, (My,) = Fe(Mg), ke N.

n—oo n—o0

Véve mindkét oldal limsup,_,-jét, kapjuk, hogy

lim sup Fe, (x,) < limsup Fe(My) = hm Fg(Mk) =0,

n—00 k—o0

hiszen F¢ eloszlastiiggvény. Loy létezik az lim,_ . Fe, (x,) hatarérték és 0-val egyenld.
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Tegyiik most fel, hogy =, — +oo. Vdlasszunk egy olyan (M)} valés szdmokbdl 416
sorozatot, hogy M), — +oo é My ¢ D, k € N. Ekkor Fg (My) — Fe¢(Mg), ha
n — 4+oo barmilyen k € N esetén. Mivel x, — 400, barmilyen k € N esetén létezik
olyan No(My) € N, hogy barmilyen n > No(M) esetén x, > M. Mivel F¢, monoton
novekvé, ezért Fe, (My) < Fe, (x,), ha n> No(My). Igy

Fe(My) = nh—I>Iolo Fe (My) = liminf Fy (Mj) < liminf F¢ (z,), k€ N.

n—oo n—o0

Véve mindkét oldal liminf,_,.-jét, kapjuk, hogy

lign inf Fe(M},) < liminf F¢ (x,).
—00

n—oo

Mivel
hlgg:(l)ljf Fe(My) = kll_{go Fe(My) =1,
kapjuk, hogy létezik az lim, .o F¢, (z,) hatdrérték és l-el egyenld.

Megjegyezziik, hogy ezt a feladatot és az el6zo feladatot ugy foglalhatjuk 6ssze, hogy ha
F,, n € N eloszlasfiggvények sorozatdra fenndll, hogy F,,(x) — ®(z), z € R, ahol ®(x),
r € R tetszbleges folytonos eloszlasfiiggvény, akkor barmilyen x, — x € RU {400, —o0}
sorozat esetén F, (z,) — ®(z), ha n — +oo, ahol ®(+o00):=1, ®(—o0):=0. (Itt mar
kell, hogy & folytonos és eloszlasfiiggvény legyen!) 0

2.5.23. Feladat. (Rényi [2], 3.1.9.) Tegyiik fel, hogy a Z,, n € N val6szintiségi véltozd
sorozatnak van hatareloszlasa, melyet Z-vel fogunk jelolni, azaz Z, BN Z, ha n —
o0o. Legyen g : R — R egy folytonos fiiggvény. Mutassuk meg, hogy lim, ... E(g(Z,))
1étezésébdl nem kovetkezik, hogy

lim E(g(Z,)) = Eg(2).

n—oo
(Azaz abban a tételben, ami a gyenge konvergencia atfogalmazésairdl szol fontos a korldtossag
feltétele (is). Ha ¢ korlatos is lenne, gy méar igaz lenne a dolog.)
Megoldas. Legyenek X,, n € N fiiggetlen valészintiségi valtozok, hogy

1 1
P l——

PX,=n+1)=P(X,=—-(n+1)) = m,

Legyen tovabba,

és g(r) :=2? r € R. Ekkor
EX, =0, D?’X, =EX?=1,
1
(D*’X; +---+D?X,) = 1.

n

EZ, =0, D?*2Z,=
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Az aldbbiakban az Fy, ...y, (x), x € R eloszldsfiiggvényt vizsgaljuk. A folytonossigi
tételt felhasznalva megmutatjuk, hogy X; +---+ X, := 5, gyengén konvergal valamilyen
valosziniiségi valtozohoz, amint n — 4o0o. Ehhez el0szor meghatarozzuk X; 4+ --- + X,
karakterisztikus fiiggvényét:

Oxyr4tx, (1) = kljlgoxk ;ﬁ ( ( %1)2) + eit(kﬂ)m + eit(k+1)m>
- kr:[ (1= Gy eostth + D) s ) - kf:[ (1- =),

Megmutatjuk, hogy minden t € R esetén létezik a lim, o ¢x,+..1x, (t) hatdrérték. Mivel

‘ 1 — cos(t(k + 1)) ‘ 1
~ 27

<= keN
(k+1)? ’
értelmes logaritmust venni, és hasznalhatéo majd az
(2.5.44) |In(1 —2)| <2|z|, ha |z|<1/2

egyenlGtlenség. fgy

n

I (0, (1)) = Zln (1 ~ 1—cos(t(k + 1))) .

p (k+1)2

Ezért, ha megmutatjuk, hogy a

+oo
1— t(k+1
Zln 1— cos(t(k + 1)) sor konvergens,
(k+1)2

akkor kapjuk, hogy a lim, o In(px,+..1x,(f)) hatarérték 1étezik. A szébanforgd sor kon-
vergencidja a majorans kritériummal igazolhatd, ugyanis (2.5.44) alapjén

o3 1 — cos(t(k +1)) X1 —cos(t(k+1)] <= 1 2
Zln(l— s )<2Z D

k=1

Ezért 1étezik olyan G:R—>R fiiggvény, hogy

lim In(ox, +.4x, () =G(t), teR,

n—oo

azaz lim, oo Ox, 411 x, (1) = GO+ e R, Ha megmutatjuk, hogy e¢®  0-ban folytonos,
akkor a folytonosségi tétel (ii) része miatt e“®, ¢t € R karakterisztikus fiiggvény, és a

hozzatartozo, F-al jelolt, eloszldstiggvényhez konvergdl gyengén F. XittX,, amint n —
+00. Ahhoz, hogy eG® 3 0-ban folytonos azt kell belatni, hogy G a 0-ban folytonos.
Mivel

G(0) = lim In(px,4..tx,(0)) = lim In1 =0,

n—00 n—oo
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azt kell belatnunk, hogy lim; . é(t) = 0. A Weierstrass-féle elegend6 kritérium alkal-
mazasaval egyszertien kijon az is, hogy G mindenhol folytonos. Ugyanis, a korabbiak

1 —cos(t(k +1)) 4
n(1— < . VieR, VkeN,
“( (k+1)2 Grnz S ©

és mivel > )7, ﬁ < 400, a Weierstrass-féle elegend¢ kritérium alapjan a
- 1 — cos(t(k +1
Zln(l— cos(t( 2+ )))
= (k+1)

fliggvénysor egyenletesen konvergens R-en. Szintén egy analizisbeli tétel alapjan (folytonos
fiiggvények egyenletes konvergens sordnak hatarfiiggvénye is folytonos) kapjuk, hogy a fenti

alapjan

fiiggvénysor hatarfiiggvénye is folytonos, ez a hatarfiiggvény azonban nem més, mint G(t) =
hmnﬁoo OX14+Xn (t), t e R.
Létezik tehat olyan F:R—R eloszlasfiiggvény, hogy

lim P(X, + -+ X, <z) = F(x)

n—oo
minden olyan z € R pontban, ahol F folytonos. fgy
lim P(Z, <z)= lim P(X;+ -+ X, < vnz)= lim Fx . x, (v/nz)
n—oo

n—oo n—oo
(2.5.45) )0 ha =<0,
|1 ha z> 0,

ahol az utolso lépésben felhasznaltuk az 2.5.22. Feladatot (ﬁ eloszlasfiiggvény, P(S, <
x) — ﬁ(:z:), ha z F folytonosségi pontja, \/nz — +oo, ha z > 0, illetve /nz — —oo,
ha z < 0). Ezért Z, 2, dog, ahol &9 a 0-ba koncentrdlédé Dirac-mértéket jeloli.
Megjegyezziik, hogy (2.5.45)-ben x = 0-ban nem kell teljesiilnie a konvergencidnak, hiszen
0 nem folytonossagi pontja Fjy, -nak.

Mivel g(z) = 2% = € R, kapjuk, hogy Eg(Z,) =EZ2 =1,n €N, ésigy lim, o Eg(Z,) =
1. Azonban, Eg(Z) = EZ% = Ed; = 0, és ezért nem teljesiil a lim,, ., Eg(Z,) = Eg(Z)

feltétel. O
2.6. Centralis hatareloszlas-tétel

El6szor felidézziik az infinitezimalitas definiciéjat.

2.6.1. Definicié. Valdsziniségi vdltozok {X,r:n € Nk =1,...,n} rendszerét harom-
szogrendszernek nevezzik, ha minden n € N esetén X,1,...,X,, figgetlenek. Azt
mondjuk, hogy az {X,r :n € Nk = 1,...,n} hdromszégrendszer infinitezimalis, ha

barmilyen € >0 esetén
lim max P(|X,x >¢)=0.

n—o0 1<kLn
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2.6.2. Feladat. Legyen adott egy {X,r:n € Nk =1,...,n} haromszogrendszer. Mu-
tassuk meg, hogy az aldbbi allitasok ekvivalensek:

(i) az {X,x:neNk=1,...,n} hdromszogrendszer infinitezimélis,
(ii) tetszéleges k, € N, 1<k, <n sorozatra teljestl, hogy X, 1, 150, ha n — +oo,

(ili) tetszéleges t € R esetén

lim max |p,x(t) — 1| =0,

n—o00 1<k<n

ahol @, 1(t) = Ee'™Xnk ¢ € R,

(iv)

. [ Xogl )
Jim - max B (1 + | Xnkl ) 0

Megoldas. (i) = (ii): Azt kell belatni, hogy tetszoleges k, € N, 1 < k,, <n sorozat esetén,
barmilyen e > 0O-ra fenndll, hogy

lim P(|Xpx,| > ¢) = 0.
n—o0

Mivel
P(| Xk, | >¢) < max P(| X, x| >¢), neN,
1<k<

IENAEN

az (i) feltétel alapjan kapjuk a dolgot. Valéban,

0 < limsup P(|Xpx,| >¢) < lim max P(|X,x| >¢) =0.

n—00 n—o0 1<kLn
(17) = (7) : Mivel létezik olyan k, € N, n € N sorozat, hogy 1<k, <n és

max P(IXox| > €) = P(|Xnk.| > ),

a (i) feltétel alapjan kapjuk a dolgot.
(1) = (i17) : Az (i) = (i) rész alapjan, barmilyen k, € N, n € N, 1 <k, <n sorozat
esetén X, =4 0. fgy X n N 0, és ezért a folytonossagi tétel alapjan

lim @, (t) = po(t) = Ee™ =1, teR,
n—o0

AZaZ
|onk, (1) —1] =0, n—o00, teR.

Felhasznélva, hogy létezik olyan k, € N, n € N sorozat, hogy 1<k, <n és

max [oni(t) 1 = lpns. () 1], neN,
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kapjuk (iii)-t.
(1ii) = (i) : A (iii) feltételbél kovetkezik, hogy tetszileges k, € N, n € N, 1<k, <n
sorozat esetén ¢, (t) — 1, t € R. Ezért a folytonosséagi tétel alapjan X, x, 25 0. Mivel

a hatér valdsziniiségi valtozo konstans 0, a 2.2.23. Feladat alapjan kapjuk, hogy X, ., =4 0.
Felhasznalva a (ii) = (i) irdnyt kapjuk a dolgot.

Az aldbbiakban az (i) < (iv) bizonyitasaval foglalkozunk. Felhasznélva, hogy létezik
olyan k, € N,n € N, 1<k, <n sorozat, hogy

|Xnk| |Xnk|
1Sk <1+1Xn,k| T4 X )0 "5

az (i) < (i1) ekvivalenciat felhasznalva elég azt megmutatnunk (i) < (iv)-hez, hogy
tetszoleges k, € N, n € N, 1 <k, <n sorozat esetén

s X k’
X,p 50 «— E Xkl — 0.

Felhaszndlva a 2.2.42. Feladat (b) részét & =0 valasztassal kapjuk a fenti ekvivalenciat. [

2.6.3. Feladat. Legyen adottegy {X,,:n € N,k =1,...,n} hdromszogrendszer. Tegyiik
fel, hogy EX, =0, IEXiJC <400, neN, 1<k<n, és

lim max D%X,,, = 0.
n—oo 1<k<n ’

Mutassuk meg, hogy az {X,x:n € N,k =1,...,n} héromszogrendszer infinitezimélis.
Megoldas. Legyen ¢ > 0 rogzitett. Ekkor

D? X, = EX7y = B[X2 qx, 5e] + E[X0pLgx, c<ey] = BIXD p1qx, o>e)]

n n n

> E[®1x, 15e1] = 2P| Xnil > €).

Igy X
2
max P(|X,x| >¢) <= max D°X,
1<k<n (Xl > £) < £2 1<k<n T
és ezért
. 1 9
limsup max P(|X, x| >¢) < — lim max D°X,,; = 0.
n—oo 1<k<n £4 n—oo 1<k<n
Azaz lim,,_,o max;<p<n P(|Xni| >€) = 0. O

2.6.4. Feladat. Legyenck X, k € N filiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozdk,
hogy EX; =0, EX? < 400 és o :=+/D2X; > 0. Mutassuk meg, hogy

Xk
: 1<k< }
{a\/ﬁ n € N, n

infinitezimalis haromszogrendszer.
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Megoldas. Definicié alapjan bizonyitunk. Legyen & > 0 rogzitett. Az azonos eloszlastusag

Xy
> =1i P > =0
o) =tmawr (77| ~<) =0

hiszen, ha € egy valészintiségi valtozo, akkor lim, .. P(€ > z) = 0. Igy
5) = 0.

2.6.5. Feladat. Legyenek {¢, : n € N} olyan fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, melyekre
minden n € N esetén &, 2 N(0,2"). Legyen S, :=¢& + -+ &,. Bizonyitandd, hogy
ekkor

miatt kapjuk, hogy

n—oo 1<k<n

0 < limsup max P(

X -
o\/n

lim max P (

n—oo 1<kLn

U

S, —ES,
D25,
de nem teljesiil a Lindeberg-feltétel.

i>./\/(0,1), ha n — oo,

Megoldas. Mivel &,,n € N fiiggetlenek és &, 2 N(0,2"), n € N, kapjuk, hogy S,
normalis eloszlasia, ES, =0 és

D?S, = D%, = ok — 9=  — —9(o" —1

azaz S, 2 N(0,2(2" —1)). Igy

~E
S — ESn 2 N(0,1), neN,
D23,

és emiatt az eloszldsban valé konvergencia trividlisan igaz.

Tegyiik fel indirekt, hogy a Lindeberg-feltétel teljesiil. Ekkor az eloadason tanultak miatt

Ok
r, = max — — 0 ha n — oo,
1<k<n Dy,

ahol oy, := /D3, és D, = /> _,ot. Ekkor

\/ 2k
T, = max ,
1<k<n 4 /2(20 — 1) \/2 2n — 1) \/ -1 \/2- 1/2n 1

és fgy lim, oo = y/1/2 # 0. Azaz ellentmondésra jutottunk, igy nem teljesiilhet a
Lindeberg—feltétel. 0
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2.6.6. Feladat. Minden n € N esetén legyenek {X,, : k = 1,...,n} olyan fuggetlen
valészintiségi véltozok, hogy EX, , = 0 és tegyiik fel, hogy létezik olyan 6 > 0, hogy
minden n € N, k=1,...,n esetén E|X, ;> < 400, valamint

lim

N300 D2+6 ZElX |2+§ =0,

ahol D, := /> ;_D?X, ;. (Ez utébbi az in. Ljapunov-feltétel.) Bizonyitand, hogy

ekkor
S, — ES,

D25,
ahol S, = X,1+ -+ X,

i>/\/’(0,1), ha n — oo,

Megoldas. Azt fogjuk belatni, hogy ekkor teljesiil a Lindeberg-feltétel, vagyis barmilyen
e >0 esetén

A one )JLIEOEZlE[ Xosliuaipepat] =0

Ugyanis ekkor a Lindeberg-féle centralis hatareloszlas tétel miatt teljestil az allitas. Ekkor

E[Xikﬂ{|xn,k|>wn}] :/Q\Xn,k(w)\Qﬂ{Xn,kw»sDn} dP(w) =/ | X (w)]? dP(w).

{IXn,klZeDn}

Mivel az {| X, >eD,} integraldsi tartomanyon |X,.|°/(eD,)’>1, és nemnegativ
fiiggvényt integralunk, kapjuk, hogy

Xnk( )|2+6 |Xnk: |2+5
E[X2 b, ime0] < a8 ap) < [ IO ap)
g {1 X k| } (Xox[>eDn) (ED)

fgy a Ljapunov-feltétel miatt

n

1 1
li a(e) < lim — E| X, .*™ =0
121_5}31) g (5) nl—>Holo 727, p (€Dn)6 | ,k| )
tehat lim, o gn(g) = 0. O

2.6.7. Feladat. Legalabb hanyszor kell dobni egy szabalyos érmével, hogy a fejek szaméanak
relativ gyakorisaga legalabb 0.95 valdszintiséggel 0.1-nél kevesebbel térjen el a valdszintiség-
t6l (1/2-t61)7 (A kozponti hatéreloszlas tétel segitségével oldjuk meg a feladatot!)

Megoldas. Tegyiik fel, hogy legalabb n-szer kell dobni, ekkor erre az n értékre teljesiilnie

o

kell, hogy

o< 0.1) > 0.95,

n

ka(A) 1‘
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ahol A azt az esemény jeloli, hogy az érmét egyszer feldobva fej az eredmény, k,(A) pedig
az A esemény gyakorisdga n fiiggetlen ismétlés soran. Ismert, hogy k,(A) eléallithatd
kn(A) =& + -+ + &, alakban, ahol

1 ha az i-edik dobas fej, )
&= 1=1,...,n.
0 ha az i-edik dobas iras,
Ekkor
1 .

Mivel E(>°7" &) =n/2 és D*(D°" &) = n/4, a centrdlis hatdreloszlds tétel alapjan
kapjuk, hogy

Ea(A) /2 o, 50,1y
n/4 e

Ezért barmely a > 0 esetén

tn P (B €] =800~ 80 =200 -1,

azaz

n—00 n 2

limP(k”(A)—le {— LR )):2@(@—1.

fgy, ha n elég nagy, akkor

(e ) v

Ezért, ha gy vélasztjuk meg a és n értékét, hogy 2®(a) —1=0.95 és a/(24/n) =0.1
legyen, akkor jo kozelit6é becslést kapunk n-re. A standard normalis eloszlds tablazatabdl
kikeresve a = 1.96, és igy n =~ 96.04. Azaz az érmét kb. 97-szer kell feldobni. U

2.6.8. Feladat. (Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [16], 4.5.12.) Legyenek 5%"),

én), ey 7(1"), n € N fliggetlen, azonos eloszldsu valoszintiségi valtozok, hogy

. N 1 n n—1 .
P =vn) = P = —v)= 5. PV =0=—— j=1...n
Hatéarozzuk meg az
) )
o = L +--+&n neN,

\/nD2™

valoszintiségi valtozd sorozat hatareloszlasat, amint n — oo.

Megoldés. Ekkor E€™ =0, és

a,m) _ 1 1 _ .
D%¢; —n%—i—n%—i—(](l—l/n)_l, j=1,...,n.
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A hatéareloszlas megallapitasdhoz 1, karakterisztikus fiiggvényének pontonkénti konver-
genciajat vizsgaljuk, amint n — oo. Legyen a tovabbiakban t € R rogzitett. Ekkor
felhasznélva, hogy &™), één), &M fiiggetlenck és azonos eloszldsdak, kapjuk, hogy

b 6 L s LM PERT
o, (1) = B va :E[He ﬁ]:HEe Vi :[Ee ﬂ} :
k=1 k=1
Ekkor
. 5(") v 1 = ] 2 o0on—1 1 . . 1 cost 1
Eelt\lﬁ :elt\ﬁ +€ltﬁ _i_ezt\ﬁ :_(ezt+€—zt)+1__: 1— =
2n 2n n 2n n n n

fgy a 2.7.9. Lemma alapjan

t \" t—1\" ,
P (1) = (—COS +1- —) = (1 + S ) — el han — oo,
n n n

Az aldbbiakban keresiink egy olyan valészinliségi valtozdt, aminek e'=! ¢t € R a ka-
rakterisztikus fliggvénye. Nevezetesen megmutatjuk, hogy két fiiggetlen, 1/2 paramétert
Poisson-eloszlast valészintiségi véltozé kiilonbségének a karakterisztikus fiiggvénye e®st=1,
t € R. Felhasznalva azt, hogy egy A > 0 paraméterii Poisson eloszlas karakterisztikus

fiiggvénye e~ ¢ € R, a fentihez azt kell leellendrizni, hogy

cost—1 __ €(eit_1)/26(6_it_1)/2

e , telR

Ekkor

e(e“—l)/2e(e_“—1)/2 _ e(cost+isin(t)—l—l—cos(t)—isin(t)—l)/2 — peost—1

Ebben az esetben a Lindeberg-feltétel nem teljesiilhet, mert ez esetben A(0,1) lenne a
hatéreloszlas. Valoban, a Lindeberg-feltétel azt mondja ki, hogy

n

: . (n)\2
lim g,(e) = lim D_%;E[( v ) ]l{lﬁ,i")l%Dn}] =0, Ve>0,

és, ha 1 >¢ >0, akkor

_ 1 (n)\2 1 L
gn(e) = E"E[@l ) 1{|s£">|>eﬁ}} =ng g =10

Tehat a Lindeberg-feltétel valoban nem teljestil. U
2.6.9. Feladat. (Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [16], 4.2.15.) Legyenek a §&,,
n € N sorozat elemei ¢,-paraméteri geometriai eloszlasu valdszintiségi véaltozok, ahol

¢n — 0, ha n — +oo. Hatarozzuk meg az 7, := ¢,&,, n € N valdszinliségi valtozo sorozat
hatédreloszlasat! (Feltételezziik, hogy ¢, € (0,1), n € N.)
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Megoldas. Ekkor
P =k+1)=q¢(1—¢)" k=012,

és &, karakterisztikus fiiggvénye

[e.@] oo it
1t€n i i i n€
Qpﬁn(t) = Ee'r = Ze t(k+1)Qn(1 - Qn)k = (dn€ ¢ (6 t(l - qn))k = 1 (1 , teR.
k=0 k=0 —e'(l— )
Igy
1tqn
) i gn€ 1 1
©n. (1) = Eem = Eeitantn — - = — = — .
K 1—eton(l—gq,) etan—op1 14 (et —1)
A L'Hospital szabély alkalmazédsaval adédik, hogy
—itqn __ 1 —it —itgn
lim S~ — lim (zit)e = —it,
n—»00 qn n—»00 1
és igy
li t)=——, teR.
Jim gy, (1) = 77—

Ez utobbi karakterisztikus fiiggvény pedig nem mas, mint a A = 1 paraméterli exponencialis
eloszlas karakterisztikus fiiggvénye, és igy

lim P(n, <z)=1—¢e" x>=0.

n—0o0

O

2.6.10. Feladat. (Rényi [2], 3.3.9.) Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasi
valoszintiségi valtozok, hogy

1 1
Mutassuk meg a karakterisztikus fiiggvények moédszerével, hogy
X, +--+ X, 1 [®
limP( (R <a:):—/ 6_u2dU, x €R.
e Vi Vi)

Megoldas. Eloszor azt ellenorizziik le, hogy az

1 r 2
xERHﬁ/_OOe_“ du

fiiggvény tényleg eloszlasfiiggvény. A monoton novekvoség, a balrdl folytonossag, és az, hogy
a —oo-ben a hatarértéke 0 trividlisan teljesiil. Egyediil azt kell csak leellendrizni, hogy a
+o00-ben a hatérértéke 1. Ez teljesiil is, hiszen az u = t/4/2 helyettesités utan

— e U= —= e —dt =1.
VA VT s V2
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Azaz tényleg eloszlasfiiggvényt adtunk meg, mely abszolit folytonos f(z) = \/%76*”32, T €
R strtségfiiggvénnyel. Meghatarozzuk ezen stlirtiségfiiggvényhez tartozo karakterisztikus
fiiggvényt. Az = = u/v/2 helyettesitést végrehajtva

(t) /+oo i L g2 d /+ itu/vV2_~ 1 —u?/2_~ 1
o(t) = et —e T = e —e
—o0 ﬁ —00 \/_ \/_

too 1 t

i(t/V2)u —u?/2 d ( ) —(t/V2)?/2 —t2/4

= e —c U= — | =e =e , telR
/_oo V2 NGO V2

1

5 Szordsnégyzetii normalis eloszlds. A

Latjuk, hogy a hatéreloszldas 0 véarhatd értékli és
feltételek miatt EX; =0, és
1

DX, = EX} =177

1 1

—1)2= ==,

+H(=D) =5
A folytonossagi tétel alapjan elég azt megmutatni, hogy

()OX1+“‘+X’” (t) —> 6_t2/47 t 6 R
NG

Ekkor
— itXl_l lfit lzt_l 1 i ..
ox, (1) = K"t = 21+ 7€ ta€ =517 cos(t) — isin(t) 4 cos(t) + isin(t)
1 1 t
= §+§cos(t) = %S(), teR.
gy

1) = B — (g 1/ = (E)
_ (1 , G cos(t/vm) — 3) )

A 2.5.12. Lemma alapjan elég azt megmutatni, hogy

L t L — r h — +
n{=cos|—=]|—= —— n :
2P\ V) 2 TR >

A L'Hospital szabély kétszeri alkalmazédsaval kapjuk, hogy

o1 1 cos(t/y/n)—1 1 . —sin(t/\/ﬁ)ﬁ
iy gleostt/ i =) = i =50 =g i
by SRt cos(t/v/n) 55
4noe 1/\/n dnoeo —1/(2n3/2)

12 ’ t 12
=——1lmecos|—= ] =——.
4 n—oo \/ﬁ 4
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Megjegyeziik, hogy a feladat allitasa azonnal kovetekezik a centralis hatareloszlas tételbol.
Ugyanis, a centralis hatareloszlas tétel alapjan

X+ +X,—n-0
plHt AT, / e/ dt, zeR
\/575 \/271'

Legyen x =+/2y, y € R, ekkor

X 4+ X, 1 (v
P( Lt <y)—>—/ e_tQ/zdt, y € R,
ﬁ V2T J o

ésa t=+2u helyettesitéssel

1 e, L[ ey 1Y
— e~ dt = — e "' vV2du=— e " du.
\/%/_oo \/%/_oo ﬁ/_oo
O

2.6.11. Feladat. Adjunk példat olyan &, k € N fiiggetlen valészintiségi valtozokra, me-
lyekre nem teljestil a centralis hatareloszlas tétel! Mi all az ilyen példak hatterében?

Megoldas. (Major Péter példaja) Legyenek &, k € N olyan fliggetlen val6sziniiségi
valtozok, hogy

P& =k) = P& = k) =55, P& =0)=1-—, keN.

Ekkor B¢ =0, B2 =1, k€N, ésigy

:]D)Z(igk) :iDQ r=n, neN.
k=1 k=1
Mivel

;P(g,ﬁéo kzk—:l<+m

a Borel-Cantelli-lemma alapjén kapjuk, hogy P(limsup,_ . {& # 0}) = 0, azaz 1-
valészintiséggel csak véges sok indexre teljesiil az, hogy &.(w) # 0, és ezért 1-valoszintiséggel
sup,>; |Sn(w)| < 4o00. Igy, felhasznélva, hogy D, = /n — +00, kapjuk, hogy

S,

P(Z-—0)=1.

D,
Megjegyezziik, hogy minden ilyen példa hatterében az all, hogy bizonyos valészintiségi val-
tozok kis valoszintiséggel rendkiviil nagy értéket vesznek fel. Ezek a rendkiviili értékek csak
nagyon kis mértékben befolyasoljak a normalizalt 6sszeg eloszlasat, de nagyon befolyasoljak
az 0sszeg szorasnégyzetét. 0
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2.7. Feltételes varhato érték és martingalok

Ebben a részben sok feladat és megoldasa Mori Tamas: Diszkrét paraméterti martingalok
cimi jegyzetébdl [7], illetve Prokaj Vilmostdl szarmazik. Az aldbbiakban a teljesség kedvéért
ujra felirjuk a martingal definiciéjat és felelevenitjiik a feltételes varhaté érték legfontosabb
tulajdonségait.

2.7.1. Definicié. Legyen (2, A, P) egy valdsziniiségi mezd, (X,X) egqy mérhetd tér és
T # 0 eqy tetszbleges nemiires halmaz. Legyen adva minden t € T értékére eqy & : Q — X
mérhetd figguény. Ekkor ezek {& :t € T} egyiittesét sztochasztikus folyamatnak ne-
vezziik. A T halmazt paraméterhalmaznak, X'-t pedig fazistérnek vagy allapottérnek
nevezzuk.

2.7.2. Definicié. Legyen T C [0,4+00) és (2,.A) egy mérhetd tér. Az {F,t € T} rész
o-algebra csalddot filtracionak nevezzik, ha monoton névekvd, azaz ha

Fs CF CA, ha s<t, s,teT.

Azt mondjuk, hogy a {& :t € T} sztochasztikus folyamat adaptalt az {Fy, t € T} filtrdcidra
néze, ha & JFy-mérheté minden t € T esetén. Az Fo = o(&,s<t,seT), teT
filtraciot az {& :t € T} sztochasztikus folyamat természetes filtracicjanak hivjuk.

2.7.3. Megjegyzés. Az ff = 0(&,s<t,s €T), t €T definici6 tényleg filtrdciét ad
meg. U

2.7.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& :t € T} walds értéki sztochasztikus folyamat
martingdl az {F,t € T} filtrdciora nézve, ha

(i) {&:teT} adaptdlt {Fi,t € T}-re nézve,
(ii) E[&| < 400, t €T,
(iii) E(&|Fs) =& P-m.m. bdrmilyen s <t, s,t €T esetén (s =t-re is igaz).

Azt mondjuk, hogy {& :t € T} dnmagaban martingdl, ha martingdl a természetes filtracio-
jdara nézve.

A feltételes varhaté érték fogalmanak rovid attekintése.

2.7.5. Definicié. Legyen (Q, A, P) egy valdsziniiségi mez6, F C A rész-o-algebra, és & :
Q — R olyan valdszindségi valtozo, melyre E|E| < +o0o. Azt mondjuk, hogy a {x: Q — R
valdsziniségi vdltozo a & feltételes varhaté értéke az F feltételre nézve, ha

(i) & F-mérhets, E|¢x| < 400,

(ii) minden A€ F esemény esetén E({rl4) =E(El4).
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2.7.6. Tétel. Legyen (Q, A, P) egy valdsziniségi mezd, F C A rész-o-algebra, és ¢ :
Q — R olyan valészindségi vdltozo, melyre E|¢| < 4+o00. FEkkor létezik a &7 : Q — R
feltételes vdarhato érték az F  feltételre nézve, és P-m.m. egyértelmiien meghatdrozott.

A feltételes varhaté érték fontosabb tulajdonsagait az aldbbi lemméban foglaljuk Gssze.

2.7.7. Lemma. Legyen (2, A, P) egy valdszindségi mezé, F C A eqy rész-o-algebra.
Legyenek & és n olyan valdszindiségi vdltozok, hogy E|E| < +o0o és E|n| < +oo. Ekkor

(i) ha £€<n P-m.m., akkor E(|F)<E(n|F) P-m.m.,

(i
(ili) E(¢|A) =& P-m.m.,

=

[EE|F) <E(ElF) P-m.m.,

(v) E[E(§]F)] = EE,

)
)
)
(iv) ha & F-mérhetd is, akkor E({|F)=¢& P-m.m.,
)
(vi) ha & figgetlen az F o-algebratol, akkor E(|F) =EE P-m.m.,
)

(vii) ha T C F rész-o-algebra, akkor E(E(|F)|T) = E&|T) P-m.m., (ez az in.
torony-szabaly ),

(viii) tetszdleges a,b € R esetén E(al +bn|F) = al(&|F)+bE(n|F) P-m.m.,
(ix) ha n F-mérhetd és E|En| < +oo, akkor E({n|F)=nE(|F) P-m.m.

2.7.8. Definicié. Legyen (), A, P) egy valoszindiségi mezd és & : Q — R olyan valdszini-
ségi vdltozo, melyre E|E| < +00. Legyen tovdbbda n:Q — X egy tetszdleges valdszindségi
vdltozo, ahol (X, X) eqy mérhetd tér. Ekkor a & feltételes varhaté értéke az n-ra

nézve E({[n) :=E(|a(n)).

2.7.9. Lemma. Legyen (Q, A, P) egy valdsziniiségi mezd és & : Q@ — R olyan valdszindségi
vdltozo, melyre E|¢| < +oo. Legyen tovdabba n : Q — X egy tetszdleges valdsziniségi
vdltozo, ahol (X, X) egy mérhetd tér. Ekkor létezik olyan f : X — R mérhetd figgvény,
melyre E(&|n) = f(n) P-m.m. Ezaz a P,-m.m. egyértelmiien meghatdrozott f: X — R
mérhetd fiigguény, melyre tetszoleges B € X esetén teljesil, hogy

/f E(€L,1(s)),

ahol P, az n eloszldsdt jeloli, azaz minden B € X esetén P,(B):= P(ne€ B).
A gyakorlati példak megoldésa soran fontos szerephez jut a kovetkezo allitas.

2.7.10. Allitas. Legyen (2, A, P) egy valdszindségi mezd és & : Q@ — R olyan valdszindségi
vdltozo, melyre E|¢| < +oo. Legyen tovdbba n : Q — X egy tetszdleges valdsziniségi
vdltozo, ahol (X, X) egy mérhetd tér. Ekkor
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(i) ha g: X — R olyan mérhetd figguény, melyre E|Eg(n)| < +oo, akkor E(Eg(n)|n =
y)=gWEE|n=y) Pr-mm. yeX,

(i) ha & és n figgetlenek és g: Rx X — R olyan mérhetd fiigguény, hogy Elg(&,n)| <
+o0, akkor E(g(&,n) |n=y) =Eg(§y) Py-mm. yeX.

2.7.11. Megjegyzés. Abban a specialis esetben mikor (X,&x) = (R*,B(R")), n € N,
n=m,...,nn) : Q& — R" valdsziniiségi vektorvaltozo az el6z6 allitdsok az alabbiakat adjak.
Beszélhetiink &-nek az  mp,...,7n, valdszinliségi valtozdkra vonatkozé feltételes varhatéd
értékérdl oly médon, hogy az 1 := (m1,...,n,) valészintliségi vektorvéltozéra vonatkozéan
vesziink feltételt, formalisan

B m,....m) = E(&|n) :=E(&|o(n) = EE&|o(n,...,0m)).
Kapjuk, hogy 1étezik olyan f:R™ — R Borel-mérheto fliggvény, melyre

E(§|7717777n):f(771,,77n) P-m.m.

Ez az a Pprm.m. y € R" esetén egyértelmiien meghatarozott f :R"™ — R Borel-mérhetd
fiiggvény, melyre tetszéleges B € B(R™) esetén teljesiil, hogy

/B £(y) Py(dy) = E(EL 1),

ahol P, az n = (m,...,n,) valdszinlségi vektorvaltozd eloszlasat jeloli, azaz minden
B € B(R") esetén P,(B) = P(n € B).

Azt is kapjuk, hogy ha £:Q — R és n:Q — R fiiggetlen valoszinliségi valtozdk és
g:R xR" = R olyan Borel-mérheté fiiggvény, hogy E|g(¢,n)| < +o00, akkor

E(g(&.n) [n=y) =Eg({y) P,mm. y € R™
U

2.7.12. Definicié. Legyenck X és Y waldszintiségi viltozok, hogy EX? < 4o00. Ekkor
X-nek Y-ra vonatkozé feltételes varianciajan a

Var(X | V) := E((X CE(X|Y))? Y)
valosziniiséqgi valtozot értyiik.

2.7.13. Feladat. Legyen (Q, A, P) egy valészinliségi mez6 és X olyan valészintiségi
véltozd, hogy E|X| < +o0 és F C A olyan rész-o-algebra, hogy F filiggetlen o(X)-tél.
Létezik-e olyan ¢ € R, melyre P(E(X|F)=c¢) =17

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: legyen ¢ :=EX. 0

177



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

2.7.14. Feladat. Legyen (2, A, P) egy valésziniiségi mez6. Létezik-e olyan X valdszini-
ségi véltozo, hogy E|X| < 400 és F C A rész-o-algebra, hogy X L'-norm4ja kisebb,
mint E(X | F) L'-normdja?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: A Jensen-egyenlétlenség szerint
IE(X|F)| <E(X||F) P-m.m.
fgy mindkét oldal varhaté értékét véve
E(EX[F)) <EE(X]]F)) = E|X].
O

2.7.15. Feladat. Mutassuk meg, hogy a {&, : n € N} sztochasztikus folyamat akkor és
csak akkor martingal, ha

(i) {& :n € N} adaptdlt az {F5,n € N} filtrdciéra nézve,
(ii) El&,| < 400, n €N,
(iii) E(&uy1 | FS) =&, P-mm., neN.
Megoldas. Ha a {{, : n € N} sztochasztikus folyamat martingal, akkor a martingalsag

definici6ja folytan nyilvan teljesiilnek az (i), (ii) és (iii) tulajdonsagok.

Tegyiik most fel, hogy {&, : n € N} egy olyan sztochasztikus folyamat, melyre teljesiilnek
az (i), (i) és (ili) tulajdonsigok. Felhaszndlva, hogy F§ C F5.,,n € N, teljes indukciéval
megmutatjuk, hogy

(2.7.46) E(épin | FS) =&, P-mm. n>1k>1.

Legyen n >1 rogzitett. Ekkor k = l-re a (iii) feltétel miatt teljestil (2.7.46). Tegytik fel,
hogy (2.7.46) igaz 1,2,...,k-ra, és mutassuk meg, hogy igaz k + 1-re is. Valéban,

E(§n+k+1 |f5) = E<E(§n+k+1 |.7:,§+1) |}—£> = E(§n+1 \ }—5) =&, P-mm.,

ahol a 2. egyenl6ség az indukciés feltevés miatt kovetkezik (n+k+1-(n+1)=k), illetve azt is
hasznaltuk még, hogy két P-m.m. egyenlo valdszintliségi valtozénak ugyanazon o-algebrara
vonatkozo feltételes varhaté értéke P-m.m. ugyanaz. 0

2.7.16. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen, nemnegativ valészintiségi valtozdk,
melyek ugyanazon a valdszinliségi mezén vannak definidlva és EX,, = 1, n € N. Igaz-e,
hogy M, :=[[_, Xi, n € N martingdl az F, := o(X;,i =1,...,n), n € N filtrdciéra
nézve?
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Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas:
E(M,1 | Frn) = E(Xp1 M, | Fr) = MLE(X i | Fn) = MLEX, 1 = M,.
O

2.7.17. Feladat. Legyen (Q, A, P) := ([0,1],B([0,1]),A), ahol X a Lebesgue-mérték
[0,1]-en. Legyen f : Q — R egy Borel-mérhet6 fiiggvény. Hatdrozzuk meg f-nek a
{[0,1/3),[1/3,2/3),[2/3,1]} partici6 altal generdlt o-algebrara vonatkozé feltételes varhatéd
értékét!

Megoldas. Jelolje F a széban forgd o-algebrat. Ekkor
F={[0,1/3),[1/3,2/3),12/3,1],[0,2/3),[0,1/3) U [2/3,1],[1/3,1], [0, 1], 0}

A feltételes varhato érték tulajdonsigai miatt az E(f|F) : Q@ — R feltételes varhaté
érték olyan (F, B(R))-mérhet6 leképezés melyre E(E(f|F)14) =E(f14) minden A € F
esetén. fgy

E(f ‘ f)(W) = 011[071/3) (CL)) + 02]]_[1/372/3)((,0) + 03]].[2/371] (CU)7 w € [O, 1],

ahol
o= w101/ = Bl _ B I [,
=12y - B i [ o
ca:Euuwau>:§%$§ﬁf=L%f§§x=32;f@mx

Vegyiik észre, hogy a ¢;, i = 1,2,3, konstansok gy vannak megvalasztva, hogy az 1/3 és
¢; oldalhosszisagu téglalapok teriilete rendre megegyezzen az f fiiggvénynek a [0,1/3),
[1/3,2/3), ill. [2/3,1] intervallumokhoz tartozé gorbe alatti teriileteivel. O

2.7.18. Feladat. Legyen (X,Y) egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozé a D := {(x,y) €
R?: 22 +y* < 1} egységkorlapon. Hatérozzuk meg az E(X*|Y) feltételes varhato értéket!

Megoldas. Jelolje X-nek Y-ra vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvényét fx|y. Ekkor

o0

E<X4\Y=y>=/ iy (@ly)de,  VyeR

—00

Valéban, a 2.7.9. Lemma alapjan elég azt ellenérizniink, hogy tetszéleges B € B(R) esetén

/B £(5) Pr(dy) = E(X Ty ),
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ahol -
f(y> 3:/ 5134fx\y(113|y)d:13, y e R.

o0

A fenti egyenl@ség bal oldala:

[ vt [ ([ esescimsaonios

— /_OO (/_OO ot fxy(z,y) dx) Ip(y)dy = E(X4I[{YEB}) _ E(X4]IY_1(B)),

o0 oo

Meghatarozzuk most fx|y-t. Az (X,Y) valdszintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye:

fX,Y(Ly) = {

illetve Y stirtiségfliggvénye:

foof ( )d /Vl_yzld 2 1_y2 h [ 11]
—00 X,Yxay xr = —ar = — ay€_> 3
f (y) - /192 T ™
0 ha y ¢ [~1,1
fgy (z.y)
Ixy(zy 1
: = ha (z,y) € D,
el = 4w g M)
ha (z,y) ¢ D.

Ezért E(X*|Y =y) =0, ha y & (—1,1), illetve, ha y € (—1,1), tgy

4 N v 4 1 _ 1 2> VI (1— 92)2
E(X*|Y =y) = r————dr = ——— | — =
_V1m2 241 —? 21 —y2 |9 - 5

foy E(X*|Y)= 0222 0

2.7.19. Feladat. Legyenek X, Y és Z fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valészintiségi
valtozék A > 0, pu > 0, illetve v > 0 paraméterekkel. A feltételes varhaté érték
tulajdonsdgait hasznélva hatarozzuk meg a P(X <Y < Z) valdsziniiséget!

Megoldas. Nyilvan
P(X <Y < Z) =E[lix<v<zy] = E[lixcmin(r2)y Liy<zy] = E<1{Y<Z}E(1{X<min<xz>} ¥, 2 ))

Mivel X,Y és Z figgetlenek, a 2.7.10. Allitas (ii) része alapjdn, Lebesgue majdnem
minden y >0, z >0 esetén

IE:<I]-{X<min(Y,Z)} ‘ Y = Y, Z = Z) = IE:[IL{X<min(y,z)}] = P(X < Hlin(ya Z)) =1- e—Amin(y,z).
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fgy
E(ﬂ{x<min(y,z)} Y, Z) — 1 _ e min(Y;2)
Ezért
PX<Y<2Z)= E((l - e—Amin(Y,Z)>]1{Y<Z}> = E(E((l _ e—Amin(y,Z)>ﬂ{Y<Z} | Y))

Ujra a 2.7.10. Allités (ii) része alapjan, Lebesgue majdnem minden y > 0 esetén

E((l _ ef)\min(Y,Z)) Liyes |V = y) _ E((l _ ef)\min(y,Z)> ﬂ{y<Z})
= P(y < Z) — E(e 021, )
— e VY / ef)\min(y,z)yefz/z dz
y
=e " — e_’\yP(Z >y)=e " — e My
= e (1 —e V).
fgy
P(X <Y <Z)=E[e"Y(1—e )] =Ee ™ —Ee VY,

Felhasznalva, hogy tetszéleges s > 0 esetén

00 0o —(s+p)y 1°°
Ee*SY — / efsylueﬁuy dy — M/ e*(eru)y dy = U |:6—:| = H ,
0 0 —(s+p) 0 st u

kapjuk, hogy

PX<Y<Z)y=—b - F _ pA .
v+p v+AX+p (p+rv) A+ p+v)

O

2.7.20. Feladat. (Prokaj Vilmos feladata, (c) rész) Legyenek Xi, X5, ... fiiggetlen,
azonos eloszlasu valészintiségi valtozok, hogy

1
Legyen S, :=X;+---+X,,n>0 és Sy:=0. (Ekkor S, felfoghaté a szdmegyenes egész

koordinataji pontjain szimmetrikusan bolyongé részecske helyzetének az n. 1épés utan.)
Mutassuk meg, hogy

(a) {Sn,n >0} martingal,
(b) {S? —n,n >0} martingdl,

(c) {e®(cosh(1))™,n >0} martingal,
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(cos )"
a, A € R, hogy cos(\) # 0,

(d) {w,n > O} martingal a o(Sp, S1,...,5,), n >0, filtraciéra nézve, ahol

(e) {30, Si— 352, n>0} martingdl a o(Sp, Si,...,S,), n>0, filtrdciéra nézve!
Megoldas. S, definicidja folytdn X,, = S, —S, 1, n > 1. Legyen F2 :=a(Sy, S, ...,S,),
n > 0.

(a) Azt kell megmutatni, hogy az 2.7.15. Feladat (i), (ii) és (iii) feltételei teljesiilnek.
(i): F? definiciéja miatt S, F--mérhetd.
(ii):
2
Megjegyezziik, hogy mivel S, véges sok értéket felvevd diszkrét valdszintiségi valtozo,

E|S,| < 400 automatikusan teljesiil. A fentiekben tigy lattuk ezt be, hogy egy fels6 becslést
adtunk [E|S,|-re. Ezt més feladatokndl is gyakran igy csindljuk.

1 1
IS, < B+ B = nE = 0 (13 + (DI ) = <40

A (i) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy
E(Sy41 | F2) =S, P-mm., n>0.
Mivel S, FJ-mérhetd és X, ; fiiggetlen F2-tél,
B(Snon | FS) = E(Xper + S | FS) = E(Xoir | FS) + (S, | F5)
=E(X,41)+ S, =01-1/24+(-1)1/2)+ 5, =0+ S5, = S,.
Miért csak az allithat6, hogy E(S,i1|F5) =S, P-mam. (miért nem minden w € Q-

ra)? Azért, mert E(S,.1|F?) eleve csak P-m.m. w € -ra van egyértelmiien definidlva
és a felhasznalt azonossdgok is csak P-m.m. igazak.

(b) Legyen Y, :=S2—n,n>0 és F' :=0(Yy,Y,...,Y,), n>0. Azt kell megmutatni,
hogy az 2.7.15. Feladat (i), (ii) és (iii) feltételei teljesiilnek.

(i): FY definiciéja miatt Y, F)-mérhetd.
(ii): Mivel Xi,..., X, filiggetlenek és EX;=0,i=1,...,n,
E[Y,| =E[S} —n|<ES} +n=n+) > E(X;X;)=n+) EX}

i=1 j=1 i=1
=n+nEX; =n+n-1=2n< +oc.
A (i) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy
E(Yo | F)=Y, Pmm., n>0.
Elsszor az E(Y,41 | F2) feltételes varhaté értéket szdmoljuk ki. Ekkor
BVt | FE) = E(S2,, — (n+ 1) FE) = E(Sp + Xoi1)? = (n+ 1) | FF)
=E(S2 + 258, Xp1 + X2, —n—1|F2).

n
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Mivel S, FJ-mérhetd, és X, 41 fiiggetlen F2-t6l kapjuk, hogy

E(Yni1| Fy) = So 4 25,E(Xn i1 | Fy) + E(X2, —n— 1| F;)
=S +25,EX, 1 +EX  —n—1=5,+25,-0+1—-n—1=S5—n=Y,.

Végiggondoljuk, hogy F¥ C F°, n>0. Ehhez elég azt beldtni, hogy o(Y,) C o(S,),
n>0. Mivel Y, = f,,(S,), ahol f,(x)=2?—n, a generalt o-algebra definicidja alapjan
kapjuk, hogy

o(Yn) = {Y, '(B), B € BR)} = {(fuo Su)"(B), B € B(R)}
= {5, (£, (B), B € BR)} € {S,"(C),C € B(R)} := o(Sy).

A torony-szabdly felhasznalasaval
E(Yo1 | Fy) = EE€Yarr | FD) [ F)) = E(Y, | F)) = Yo,

mivel Y, FY-mérhetd.

(c) Azt mutatjuk meg, hogy tetszilegesen rogzitett ¢t € R, esetén
{etsn<cosh(t))_", nz 0} martingal.

Legyen Y, = e (cosh(t))™, n>0 é F! = o(Yy,...,Y,), n>0. Ekkor FY C F°,
n>0. Azt kell megmutatni, hogy az 2.7.15. Feladat (i), (ii) és (iii) feltételei teljesiilnek.

(i): FY definiciéja miatt Y, FY-mérhetd.

(ii): Mivel S, <n, P-m.m., igy

E|Y, | = Ele'S" (cosh(t)) ™| = B¢ (cosh(t)) ™) < " (cosh(t)) " < +o0.

A (iii) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy
E(Y, 1| F)=Y, Pmm., n>0.

Vizsgdljuk el8szor az E(etn+1 | FY) feltételes varhaté értéket. Mivel S, Fo-mérhetd és

X1 fiiggetlen F2-t6l kapjuk, hogy

E(e!n1 | FO) = B(eXnt1etSn | FY) = eSnR(eXntt | F2) = elSrR(e! 1)

= e (eM1/2 + 711 /2) = €' cosh(t) = Y, cosh(t)" cosh(t) = Y,,(cosh(t))" .
fgy a torony-szabaly alapjan
E(Yar1 | 7)) = E(E Vi | F) | FY) = E(E(eS (cosh(8) ™7 | FS) | 7))

= (cosh(t)) " 'E <]E(et5"+1 | F9)| Fg) = (cosh(t)) " 'E(Y, (cosh(t))" ™ | F})

=E(Y,|F)) =Y.
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(d) Legyen Y, := %, n € N. Azt kell megmutatni, hogy a 2.7.15. Feladat (i),

(ii) és (iii) feltételei teljesiilnek.

(i): FJ definiciéja miatt Y, F2-mérhetd.

(ii): mivel |cos(z)| <1,z € R, kapjuk, hogy E(]Y,|) < lcosl)\
A (iii) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy

E(Y,1|F2)=Y, P-mm., n>0.

Felhasznalva, hogy S, és X, 11 fiiggetlenek és S, FS-mérheté minden n >0 esetén, és
cos(a) + cos(ff) = 2008(a+ﬂ) cos( 5= 5), o, B € R, kapjuk, hogy

B(Y, 1 | FS) = Wl))mﬂz (008 (A(S + X1 — a)) | o)

1

= WE (cos (AN(y + Xpt1 —a))) _—
1 1

~ s s A 1 - ) Feos =1 a)) |
1

— W cos(A(y — a)) cos(A) s

— W cos (A(S, —a)) =Y, P-mm.

A (iii) feltételt egy kicsit masképpen is leellenérizziik: minden n >0 esetén

Bt 7) = B (g )| )

(cos(A))m*t
B cos (A(Sy, — a)) cos(AX 1) — sin (A(S, — a)) sin(AX,,11) .
_E( (cos(X))+1 !EJ
cos (A(S, — a)) cos _ sin (A(S, —a)) -
= e O On) — o G B Xo)
cos (A(S, — a))

= (cos\))" =Y, P-mm.,

ahol felhasznaltuk, hogy E(cos(AX,41)) = cos(A) és E(sin(AX,11)) = sin(A) 3 +sin(—\)3 =
0.
(e) Legyen Y, :=>" S —15% neN. Azt kell megmutatni, hogy a 2.7.15. Feladat

370

(i), (ii) és (iii) feltételei teljesiilnek.
(i): F2 definiciéja miatt Y, F5-mérhetd.
(ii): tetszbleges n € N esetén

n

1
E(]Y,|) < ZE|S|+ IE(|S|) D i+ on’ < oo

3
i=1 i=1
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A (iii) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy
E(Y,|FS,)=Y,.1 Pmm, n

WV
—

Tetszoleges n > 1 esetén

n—1
1
E(Y,|FS ) =E (Z S; + S, — 5(5%1 + X, ]—"nS_l>

n—1
1
=D Si+E(S | ) = SB(ST 1 + 380 X0 + 35,1 X0+ X Fl)
i=1

n—1
1
= S+ Su1 +E(X,) — 5(53_1 +352 E(X, | F5 ) +3S,1E(X2| F5 )+ E(X?))

=1

n—1
1
= Si+ Su1— g(s;é;_1 +352 | E(X,) 4 3S,1E(X?) + E(X?))
i=1
n—1 1
= S+ Su1— 3 (Sho1 4 3501)
=1

n—1
1
= Z Sz - 552_1 = Yn—lu P—m.m.,
i=1

ahol felhaszndltuk, hogy E(X,) =0, E(X?) =1 és E(X?) =0. O

2.7.21. Feladat. (Prokaj Vilmos feladata) Legyen {X, :n € N} egy olyan sztochasz-
tikus folyamat, melyre E|X,| < 400, n € N és {F,,n € N} egy olyan rész-o-algebra
sorozat, hogy F, C Fni1, n € N. Mutassuk meg, hogy ha E(X,.1|F,) = X, n € N,
akkor {X,:n € N} martingdl (a természetes filtrdciéjara nézve).

Megoldas. A feladat azt mondja, hogy ha egy valdszintiségi valtozo sorozat valamilyen mo-
noton novekvo rész-o-algebra sorozattal martingal, akkor a természetesen adodd o-algebra
sorozattal is az.

Azt kell beldtni, hogy az 2.7.15. Feladat (i), (ii) és (iii) feltételei teljesiilnek.
(i): o(Xq,...,X,) definicija miatt X,, o(Xi,..., X, )-mérhetd.
(ii): E|X,| < +oo, n €N a feltétel miatt igaz.
(iii): Azt kell belatni, hogy
E(Xp1|o(Xy, ..., X)) =X, P-mm., n e N.
Mivel E(X,i1|F,) = X, n €N, kapjuk, hogy X,, F,-mérhets, n e N. Igy
o(Xy,...,X,) C Fy, n €N,
hiszen

o(X)CFHCF, oXy) CFRCF, - oX,) CF,.
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(Megjegyezziik, hogy az E(X,.1|F,) = X, azonossag alatt altaldban azt értjik, hogy a
két oldalon szerepld valdszintiségi valtozd egy valdszintiséggel megegyezik. FEz nem jelenti
azt, hogy X, JF,-mérhet6 volna. Csupan annyit jelent, hogy X, egy nulla valésziniiségii
eseményen megvaltoztathaté gy, hogy JF,-mérheto legyen. Most is és a tovabbiakban is az
E(X,41 | Fn) = X, azonossdgot gy értjiik, hogy a jobboldal egy reprezenténsa a baloldalon
megadott valdszintiségi valtozé csaladnak.)

A torony-szabdly felhasznédldsaval, felhasznédlva azt is, hogy E(X,.1|F,) = X, kapjuk,
hogy

E(X,i1|o(Xy, ..., X)) = EEX 1 | Fo) |o( Xy, ..., X)) = E(X, |o(Xy, ..., X)) = X,
hiszen X, o(Xjy,...,X,)-mérheto. O

2.7.22. Feladat. (Mdri [7], 49. Feladat) Adott a sikon egy haromszog. Vegyiink fel az ol-
dalain egy-egy pontot véletlenszeriien, egymastol fiiggetleniil, majd az altaluk meghatarozott
haromszoget nagyitsuk a kétszeresére. Az 1j haromszoggel ismételjiik meg az eljarast, és igy
tovabb. Jelolje T, az n-edik 1épésben kapott hidromszog tertiiletét. Mutassuk meg, hogy
{T,, : » >0} martingdl, ahol Ty a megadott haromszog teriiletét jeloli.

Megoldas. Legyen a haromszog harom cstucsa A, B,C; az osztépontok pedig P € AB,
Q € BC, és R € CA. Lasd a példatar végén taldlhato 10. abrat! Mivel az osztépontokat
az egyes oldalakrdl véletlenszertien vélasztjuk, egymastdl fiiggetleniil, a harom osztépont
egy-egy, egymastol fiiggetlen [0, 1]-en egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozdval irhatd le.
Legyen tehat n B8O CR

X._E, Y._B—C, Z._a,

ekkor XY, Z egyméstdl fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes eloszldst valészintiségi valtozok.

Vegyiik észre, hogy az APC/A teriiletének és az ABC/\ teriiletének aranya

tAPCA o APmc/Q o AP
tABCA N AB mg/2 n AB

=X,

ahol m¢ a C' cstcshoz tartozd magassagot jeloli az ABC /A-ben. Hasonldéan

tAPRA . AR-mp/2 . AR . AC - CR .
tApCA N AC'mp/Q N AC N AC N

1- 27,

ahol mp a P csiucshoz tartozé magassagot jeloli az APCA-ben.

gy az A cstcesndl levagott APRA teriilete az ABC/A teriiletének X (1 — Z)-szerese,

ugyanis

tapPrA _ tapra tapcn —(1-2)X
tapcn  tapca tapen

Hasonlban végiggondolhatd, hogy az egyes csucsoknal elhagyott hdromszogek ossztertilete az
ABCA  tertiletének

X1-2)+Y(1—-X)+ Z(1 —Y)-szerese.
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Legyen F! := o(Tp,...,T,), n>0. Nyilvdn T, FI-mérhets és E|T,| < +oo, hiszen
|T,| =T, <4"Ty, n €N, ésigy E|T,|<4"Ty, n € N. [gy csak azt kell végiggondolni, hogy

E(Tps1 | FL) =T, P-mm., n>0.
Mivel mikor 2-szeresére nagyitunk, a tertilet 4-szeresére né kapjuk, hogy
E(T,., | FT) = E<4(1 S X(1-2Z)-Y(1—X)=Z(1-Y))T,| f,{)
- 4TnIE<1 S X(1-Z2)-Y(1-X)-Z(1-Y) |f,{’>.

Mivel X,Y ¢és Z FI-t8l és egymdstdl is fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes
eloszlasu valdszintliségi valtozok,

E(T,i1 | FL) = 4T, [1 —E(X(1-2)+Y(1-X)+Z(1 - Y))] = 4T,[1 - 3EX(1 — 2)]

=4T,(1 - 3(EX)(1 - EZ)) = 4T, <1 — 3%%) =T,.

O

2.7.23. Feladat. (Mdri [7], 47. Feladat) Legyenek Xj, X5, ... fliggetlen 1 paraméterii
exponencialis eloszlast valdszinfiségi véltozék, S, = X; + -+ X,, n>1 és FX =
o(X1,...,X,), n>1. Mutassuk meg, hogy

nleSn
{(1 PR TERAE 1}

martingdl az {FX,n > 1} filtrdciéra nézve.

Megoldas. Az 2.7.15. Feladat (i), (i) és (iii) feltételeit kell leellenérizni.
(i): Mivel nleS»(1+ S,)™ ! Xi,..., X, fiiggvénye, fgy nyilvan F.X-mérheto.
(ii): Mivel S,, m-edrendd, 1 paraméterii gamma eloszlasi

nleSn ) E nlel (1) /+°° nle* 17" le® d
= — .:E
(14 Sp)mtt (I+T(n, 1))+t Jo o (I+2)* (n—1)!

—+o0 1 n+1 “+o0 1 1 —n—1
:n/ —2( v ) dx:n/ —(1—1——) dx
o 2 \1l+=z 0o x? x
:—n/ (1—1——) <1+—) dx:—n[@]
0 x x —n 0

— lm o — lm
Tt (14 1) es0 (14 1)

g

=1-0=1.

A (iii) feltételhez azt kell megmutatni, hogy

! Sn J— 1 ' S’nfl
E ((1 _7:; )n+1 “Ef—l) = % P-m.m., n>1.
n n—1
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Mivel S, = (X;+ -+ X, 1) + X, és X, figgetlen FX, = o(Xy,..., X, 1)-t8l, az
2.7.11. Megjegyzés alapjan kapjuk, hogy

E n!eS" ]:'X E n!e(Xl“F""‘anfl)'i‘Xn X X
((1+Sn)n+1 | n—l) - ((1+(X1++Xn—l)+Xn)n+1 | Ty ooy n—l)

— h(Xl, e )Xn71)7

.....

n!eyl‘i‘""i’ynfl“!‘Xn )

Lty 4ty + X))

o) = ) =B

Vezessiikk be az y; + -+ y,1 =y € R jelolést. Mivel X, exponencialis eloszlasi 1
paraméterrel kapjuk, hogy

, T R 1 ;
= (& Tr = n'le s
(v) /0 I+7+2) /0 I+7+a)+

= n!ey[@} :oo = (n—1)lY (O + ﬁ) = L_l))!ey.

Ezért

nleSn (n—1)! (n—1)!
E fX _ X1t +Xn-1 Sn—1 P-m.m.
((1+Sn)n+1| ”1> I+ X1+ + X" L+ S S

(Szamoljuk ki a

nledn
E{f —— | X,_
((1+Sn)"+1| 1)

feltételes varhato értéket is. Szintén az 2.7.11. Megjegyzés alapjan

nlesr
E (m | Xn—l) = h(Xn-1),

ahol h:R — R az a Borel-mérheto fiiggvény, melyre Px,_,-m.m. y € R-re

n!€X1+"'+Xn72+y+Xn
1) = =
ugyanis X, 1 figgetlen Xj,..., X,_o, X,-t6l.) O

2.7.24. Feladat. (Mori [7], 29. Feladat) Tekintsiink egy egérkét, aki a sik egész koor-
dindtaju pontjain szimmetrikusan bolyong oly médon, hogy a (0,0)-bdl indul és minden
egész koordinataju pontbdl ennek mind a 4 lehetséges egész koordinataju szomszédjaba
1/4 valészintiséggel ugorhat. Jelolje S, az egérke helyzetét az n. 1épés utan (Sy = (0,0)).
Mutassuk meg, hogy

{1812 = n,n >0}
martingdl, ahol ||z| := \/a? + 23, x = (21, 12) € R%
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Megoldas. Legyen X, :=S5, —S,_1, n=1,2,..., és ekkor

P(X, = (0,£1)) = P(X,, = (£1,0)) = i n=1,2,....

Y

Legyen F2 :=0(Sy,S1,...,5,), n>0. Ekkor X, fiiggetlen az F2 , o-algebratdl. Ezért
az 2.7.11. Megjegyzés alapjan kapjuk, hogy

E(< n—1, >| ) (<Sn—17Xn>|SO7517~”7Sn—1) :E<<Sn—17Xn>|Slu--‘7Sn—1)
= h(Slv"anfl)a

ahol h : R*» 1D — R az a Borel-mérhet$ fiiggvény, melyre Ps,
(y17 s >yn71) € R2(n_1) esetén

h(y) = h(ys, - yn-1) = E{yn—1, Xu).

(Itt 5, € R?,i=1,...,n—1.) Mivel minden y = (y1,...,%n_1) € R2™™D esetén

Sp_)-m. Yy =

,,,,,

+ s (0, D)5 + (s, (L0) + (o, (10}

4

kapjuk, hogy
E ((Su-1, Xa) | 1) =

fgy, mivel X, fiiggetlen az F> | o-algebréatdl kapjuk, hogy

E<||Sn||2 | FS—l) = E((Sn, Sn) |}_ﬁg—1) = E((Sh-1 + Xn, Sn1 + Xi) |‘F5—1)
= E(|Sn-1l* + 2(Su-1, Xa) + [ Xull® | F21)
= [[Sn-1ll* + 2 0+ E[[ X |I* = |Snt|* + EL = [|Spa[I* + 1.
Ezt felhaszndlva megmutatjuk, hogy {||S,||* — >0} martingdl. Az 2.7.15. Feladat (i),

(ii) és (iii) feltételeit kell leellendrizni. Legyen mmden n>0 esetén Y, :=|S,||>?—n és
FYi=aYy,...,Y,).

(i): Y, FY-mérheté6 F) definici6ja miatt.
(ii): E|Y,| <E[S,|]* +n<2n® +n < +o0.
A (iii) feltételhez azt kell megmutatni, hogy

E(Y,|F)=Y,.1 Pmm, n

V
—

Mivel FY C F?  a torony-szabdly alapjan kapjuk, hogy

E(Ya | Fi)) = E(E(Y | F) | Py ) = E(B(ISP ] F) | FL)
=Em&4W+1—MfLQ=E@;u£iJ=KH.
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2.7.25. Feladat. (Mdri [7], 27. Feladat) Tekintsiink egy egérkét, aki a szamegyenes egész
koordinataji pontjain szimmetrikusan bolyong oly mdédon, hogy a 0-bdl indul és minden
egész koordinataju pontbdl ennek mind a két lehetséges egész koordinataju szomszédjaba
1/2 valdszintiséggel ugorhat. Jeldlje S, az egérke helyzetét az n. 1épés utdn (Sp = 0).
Mutassuk meg, hogy minden ¢ € [0,1) esetén

{Yn = S (1 4 VT = 2)5 n > 0}
martingdl.
Megoldas. Legyen X, :=.S5, —S,-1, n>1. Legyen tovdbba minden n >0 esetén

fY = O'(Yb’,,,,Yn)’ f;f = O'(S(),...,Sn).

Nyilvan Y, FY-mérhetd (F) definiciéja miatt) és
E|Y,| = E(]t\”‘sn(l + \/ﬁ)sn) <1-2" < +o0.
Az 2.7.15. Feladat alapjan azt kell még ellenérizni, hogy
E(Yo | F)=Y, Pmm., n>0.

Erdemes a t =0 esetet a ¢ # 0 esettol kiilon kezelni.

Ha t #0, ugy

S,
I+v1 =2\

t

142
log(Y,,t™") = S, log (#) .

Mivel 14 +v1—1t2#t, ha t€[0,1), (mert kiillonben 1 —1>=1¢t—1< 0 lenne) kapjuk,
hogy

n > 1.

Ezért o(Y,) = o(S,), fgy FY =F2, n>0. Emiatt S, FY-mérhets és X, 11 = Spi1— S,
fiiggetlen FY-t6l minden n >0 esetén. igy

(Yot | F)) = E(0 5 (14 VI= 2)5 | 7))
= E(t”“‘s"‘X”“(l + V1 — 2)S X |f”>
= 1S (1T PSR (Y (1 VT = )Y | FY)
= S (1 T RS (¢ (1 VT = ) )
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Tt
E(t% (14 VI= )0 ) = %(t‘l(l V=) + 11+ V1= 2)7)
o 1+Vi-e 1
t(l+vV1—12) t
Ezért

E(Yoi | Fy) =t 51+ V1-12)% =Y,

Ha t =0, akkor ha S, #n, tgy Y, =0. Ha pedig S, =n, akkor Y, = (0°2" =2~
Ezért Y, = 2"(s,—ny. lgy

E(Yi1 | FY) = B2 s, . —nery | FY).

Ha S,y =n+1, 4gy S, =n (hiszen S, <n), ezért a torony-szabaly alapjin

E<Yn+l ‘Jr = E(E n+1 |]:S |"T_-Y) = (E(2n+1ﬂ{5n+1 =n+1,S,=n} ‘ FS) |‘Fr}:)

= E(EQ2" " Is, = lis,00-s,=1 | T2 ) | F)

= E(2" s, =} B(lis, p1—s0=1y | F2) [ F)

=E(2" Is,=mB(ls, . —s,=1y) | Fy ) = E(2" Lis, =y (X = D) | 7))

=E(2"s,=n} | ) = E(Ya | F) = Yo

O

2.7.26. Feladat. Legyenek Xi, X,,... fliggetlen azonos eloszlasu valészintiségi valtozok,
hogy

Legyen S, =X;+---4+X,,n>0 és Sy=0.
(i) ES, =7, DS, =7,
(ii) A nagy szdmok erds torvénye alapjan mit mondhatunk az {S,,n >0} sorozatrdl?

(iii) Keressiik meg az Osszes olyan 6 € R értéket, melyre {e’*» n >0} martingal az
Fni=0(S;,0<i<n),n>0 filtraciéra nézve!

Megoldas.

(i) Az azonos eloszlasisag és a fliggetlenség miatt

1 1 1
ES, =nEX; =n ((—2)5 + 25 + 46) =n,

111
DS, =nD’X; = n(EX} — (EX1)*) =n (45 +45 + 167 - 1) = 5n.
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(ii) Mivel
1 1 1 7
EX|=2-+2-+4- = -
[Xi] =23 + 25 +45 = 2 < +oo,

a nagy szamok eros torvénye alapjan

P ({w = Q‘ 5”75/“) —>IEX1}) ~ 1

Mivel EX; =1 > 0, egy valdszintiségszamitdsbdl tanult eredmény alapjan P(S, — +00) =
1.

(iii) Annak kell teljesiilnie, hogy

E(ef5m+1|F,) = e, n

WV
o

Mivel

E(GGS”H |J,—_-n) — E(eﬁS"GQX"“ |J,—_'n) — GHS"E(GHX"H |]:n) — 6GS”E(€9X"H) — GGS”E(eeXl),

952 'n >0} martingalsagdhoz (az {F,,n >0} filtrdciéra nézve) sziikséges

kapjuk, hogy {e
és elegendé feltétel, hogy

E(e") =1 legyen.
Ekkor

1 1
E(e?X1) = e 20= 4 2~ 4 6496 =1 kell legyen.

w
N | —

Beszorozva 6e2’-val,
2 + 3t + % = e,

Legyen z:=e%, igy

22 +322—6x+2=0.

Mivel § = 0 esetén {e» = 1,n >0} trividlisan martingal, z = ¢® = 1 megolddsa a
fenti 3-adfoku egyenletnek (tényleg az!). Osztva (z —1)-el az 2+ 3z% — 6z + 2 polinomot
kapjuk, hogy

22+ 327 — 62+ 2= (z —1)(2* + 4z — 2).

Az 2%+ 4x —2 =0 egyenlet megolddsai

_4i\/;6+4'2:—2j:\/6.

T12 =

Mivel x =e? >0, igy csak az = = —2 + /6 gyok j6 szamunkra. Ezért e = /6 — 2,
amibdl

1
0= log(v/6 — 2) ~ —0.3998.

Osszefoglalva: 6§ =0 és 0 = %log(\/é —2) esetén kapunk martingalt. O
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2.7.27. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 12.9.6.) Legyenek X,, n € N, flggetlen
valoszintiségi valtozok:
1 (2n)7! valdészintiséggel,
X, =40 1-—n"! valészinfiséggel,
—1 (2n)7! valészintiséggel.
Legyen Y; := X4, és n>2 esetén,
[x, ha Y, 4 =0,
"\ nY1|X,.| ha Y,y #0.

Mutassuk meg, hogy (Y,)neny martingall Mutassuk meg, hogy Y, sztochasztikusan kon-
vergal 0-hoz, ha n — oc.

Megoldds. Minden n € N esetén legyen FX :=o(Xy,...,X,) é F) =0(Y1,...,Y,).
A definici6 alapjan Y} = X7 és
(2747) Yn = nYn_1|Xn|]l{yn_1¢0} -+ Xn]l{Yn_1:O}a n 2 2

A 2.7.15. Feladat (i), (ii) és (iii) feltételeit kell ellenérizni ahhoz, hogy (Y,)nen martingél
legyen.

(i): a generdlt o-algebra definicidja alapjan Y, F)-mérhetd.
(ii): ha n =1, akkor
1

B(Y) = BUD = [l 4101 (1= 7) +1 = U5 = 7 =1
Ha n >2, akkor felhasznalva, hogy |X,| <1, n € N, kapjuk, hogy
E(IYa]) S E(n|Yn|[Xa]) + E(1Xa]) < nE(]Y, ) + 1,
ami alapjdn, teljes indukciéval beldthaté, hogy E(]Y,]) < oo, n € N.
(iii): A (iii) feltételhez azt kell megmutatni, hogy
E(Y,|F ,)=Y,; P-mm, n=2.

Tetszéleges n > 1 esetén, (2.7.47) alapjéan, felhasznélva, hogy FY | C FX  n>2 és X,
fiiggetlen F-X ,-t6l, kapjuk, hogy

E(Ya | Faoy) = E(nYo| Xa| Ly, 1¢0}+X Ly, =0 [ Fai)

= nYn 11y, 20 B(X0 | Fo ) + Ly, = B(Xn | Foy)
=nY, 11y, 20 E(|Xa]) + ﬂ{Yn_lzo}E(Xn)

1 1
= nYnfl]]-{Yn—HéO} (1 2_ +1- m > + I]'{Yn 1=0} 0

V
)

=Y, a1 ly, 200 + Yailgy, =0y = Y1, P-mm,, n
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Ezért (Yy,)nen martingal.

Tetszoleges € > 0 esetén,

P(Y, — 0| =) =P(|Y,| =) =P(|Y,| >¢,Y, 1 =0, X, =0)
FP(Y,| =Y, =0,X, #0)
FP(Y,| =6, Y,y #0,X, =0)
+P([Y,| =6, Y1 #0,X, #£0)
—04+P(1>¢6Y, 1 =0,X, #0)+0+P(n|Y, 1| >e Y1 #0,X, #0)
<P(Y,_y =0,X, #0)+P(Y,_1 #0,X, #0)
11

=P(X,#0)=2—=——0, ha n — oo,
2n  n

igy a sztochasztikus konvergencia definicigja miatt Y, sztochasztikusan konvergdl 0-hoz,

ha n — oo. O

2.7.28. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 12.3.4.) Legyenek (Z,)nen fiiggetlen vald-
szintiségi valtozok, hogy

n-2 I
an - valoszintiséggel,
Zn=10 1 —n~2 valdsziniiséggel,
’,’L7 1/ /7 124 /7 1
—a, "5 valosziniiséggel,

ahol a; =2 és a, := 42;:11 aj, n>2. Mutassuk meg, hogy Y, := 3" Z; n>1,
martingdl! Mutassuk meg, hogy az Y := lim,_, Y, hatarérték 1 valdoszintiséggel 1étezik,
noha nem létezik olyan M € R, melyre E(]Y,|) < M minden n € N esetén.

Megoldas. Mivel Z,, n € N, fiiggetlenek és 0 véarhat6 értékiiek, (Y, F) )nen martingdl,
ahol FY :=o(Yy,...,Y,), n € N. Valéban,

-2 n—2

E(Z,) = anT +0(1 — n_2) - anT =0, n € N.
Mivel
IIATAETIES JELE GERRPS
n=1 ! N n=1 2 - n=1 TZ2 7

a Borel-Cantelli lemma alapjan P(limsup,,_,..{Z, # 0}) =0, azaz P((\._,Ur_ {Zm #
0)) = 0. Igy PU N {Zn = 0}) =1, és ezért (a hatarérték definiciGja alapjén)
P(3 lim, . Y, € R) = 1. Mivel a; =2 ésigy ay =8, tovabba a,.1 = 4(ay + -+ +
U1+ an) =4(ay + -+ ap_1) + 4a, = a, +4a, = 5a,, n > 2, kapjuk, hogy a, = 8-5"2,
n > 2. Megmutatjuk, hogy

Qn
Va2 S} ={lZul =a},  neN
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Ha n =1, akkor mivel Y} = Z; és |Z;| € {0,2}, kapjuk, hogy
(=1} ={lz1] 21} ={Z1 # 0} ={|Z] = 2} = {[Z1| = an}.

Ha n = 2, akkor mivel Y] € {—2,0,2}, ahhoz, hogy |Y2| >4 teljesiiljon Zy # 0 sziikséges,
igy

{IYa| = 8/2} = {|Ya| > 4} = {2, # 0} = {| 22| = a2}
Ha n = 3, akkor, mivel Y5 minimalis értéke —a; —ay = —2 -8 = —10 = —2-5, és
Ys maximalis értéke a; +ag =2+ 8 = 10 = 2-5, kapjuk, hogy ahhoz, hogy |Y3|>4-5
teljesiiljon, Z3 # 0 sziikséges, igy

{IY3| =28-5/2} ={|Y3| 245} = {Z3 # 0} = {|Z3| = as}.
Ha n >4, akkor Y,_; minimalis értéke

572 —1
—a1—Qy— -~y = —2—8—85—..—8.5"3 = —2-8——— = —2-2(5"2~1) = —2.5""2%
és maximalis értéke a; +as+---+a,_1 = 2-5"2 kapjuk, hogy {|Y,|>a,/2} = {|Y,| >4-
5"} = {Z, # 0}. (Megjegyezzik, hogy a fenti levezetésbdl az is adédik, hogy {|V;| =6 -
52} ={|Z,| = a,}, neN.) Igy

Qn

E(|Y,]) = E(Yal 1y, zan/2y + 1YalLva <ans2y) = E(Ya Ly, zan/2y) 2 i E(1{y,>a./2})

ap ap a, 8- 572
= —P(1 a = —P(1 =a = = ) 23,
5 PLvaizanz) = 5 P(Lzi=a) = 575 = =5 3 n
és ezért lim, o, E(|Y,]) = oc. O

2.7.29. Feladat. (Prokaj Vilmos feladata) Legyenek X,Y : Q — R valészintiségi
véltozdk, melyekre E|X| < +oo, E|Y| < +oo. Tegyiik fel, hogy E(X|Y) =Y és
E(Y | X) = X. Mutassuk meg, hogy P(X =Y) = 1!

1. Megoldas. Elészor abban a specidlis esetben latjuk be az allitdst, mikor EX? < +o0,
EY? < +oo. Ekkor

EY? =E(Y —E(Y | X) + E(Y | X))?
—E(Y —E(Y | X))? +EE(Y | X)?) + QE[(Y CE(Y | X)E(Y | X)} .
Mivel

E[(Y - E(Y | X)E(Y | X)]
[IE((Y CE(Y | X)E(Y | X)\X)] - E[E(Y | X)E(Y _E(Y| X)\X)]

[E(Y [ X)(E(Y ] X) E(Y | X)] =0,

Y
E
E
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kapjuk, hogy
EY? =E(Y —E(Y | X))* + E(E(Y | X)?).

Felhaszndlva, hogy E(Y | X) = X,
EY? =E(Y — X)* + EX?,

azaz EY? —EX?=E(Y — X)% [gy EY?2 >EX?2. Forditott szereposztissal EX2>EY?,
fgy EY?2=EX?% Ezért E(Y — X)? =0, emiatt pedig

P((Y - X)*=0)=1,

és igy P(Y = X) = 1. Azt a dolgot hasznaljuk itt, hogy ha £>0 és E¢ = 0, akkor
P =0) = 1. (Ez az eset, tehdt mikor a 2. momentumok végességét is feltételezziik,
heurisztikusan a feltételes varhaté érték vetitéses definiciéjdnak kovetkezménye.)

Ha X és Y nem négyzetesen integralhatd, akkor més forméban kell azt mérni, hogy
Y mennyire 16g ki a o(X)-mérhetd, integralhaté valdszintiségi valtozok terébdl.

Most tehat csak azt tételezziik fel, hogy E|X| < +00 és E|Y| < 4+o00. A feltételes
varhato értékre vonatkozd Jensen-egyenldtlenség alkalmazhato és alkalmazva kapjuk, hogy

(2.7.48) Y[ = [EX[Y)] <E(X]]Y),
(2.7.49) [ X| = EY [ X)] <E(Y]]X).

Véve mindkét egyenlétlenség mindkét oldalanak varhato értékét

ElY[<E[E(X]|[Y)] = E[X],
EIXT<E[E(]Y]]X)] = E[Y],

ezért E|X| =E|Y|. Tekintsitk az E(|X||Y)—|Y| valészintségi valtozdt, ez (2.7.48) alapjan
nemnegativ és varhaté értéke

E[E(X||Y) - [¥]] = EIX| - E[Y| = 0.

Ezért
P(E(X] 1Y) = Y]) = 1.

Felcserélve X és Y szerepét
P<E(|Y| 1X) = |X|> —1.
Vezessiik be az a V 0 := max{a,0} jelolést. Mivel
max{a, b} = %(a—k bt |a— b)),

kapjuk, hogy
1
aVv0= §(a + |al).
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fgy

E(XV0|Y) = JE(X +[X]|Y) = 3 (E(X V) + E(X]|V)) = 5V + [V =V Vo

Hasonléan kapjuk, hogy
E(YVO|X)=XVO0.

Megmutatjuk, hogy ha E(X |Y) =Y és E(Y|X) = X, akkor tetszileges t € R esetén
a t— X, t—Y péarnak is megvan ez a tulajdonsdga. Mivel o(t — X) = o(X) és
o(t—Y)=0(Y), kapjuk, hogy

E(t— X|t-Y)=E{t—X|o{t—Y))=E{t—X|o(Y)) = E{t—X|Y)
—E(t|Y)-E(X|Y)=t-Y.

Hasonléan kapjuk, hogy
Et-Y|t—X)=t-X.

Ezért a korabbi gondolatmenetet alkalmazva X és Y helyett t—X és t—Y-ra, tetszoleges
t € R esetén kapjuk, hogy

E(t-Y)VOo|t—X)=(t—X) VO,
E((t—X)VO|t—=Y)=(t-=Y) V0,

ami ugy is irhato, hogy

E((t—Y)VO0|X)=(t—X)V0,
E((t— X)VO0|Y)=(t—Y)VO0.

Ezért specidlisan minden ¢ € Q-ra
E[((X — VO ((g—Y) vo)] - E:]E<((X — )V 0)((g—Y)V0) |X)]

:E:((X—q)vo)E((q—Y)vaﬂ

—E|((X - ) V0)((a = X)v0)| =E0 =0,

mert ha X(w)>¢q, akkor az integrandus (X (w) —¢)0 = 0. Ha pedig X(w) < ¢, akkor
az integrandus 0(g — X (w)) = 0. Mivel ((X —q)V0)((q V0) >0 és virhaté értéke
nulla kapjuk, hogy

P<((X_‘J)V0)((q—Y)vo):o> _

fgy minden ¢ € Q esetén létezik egy olyan nulla valdszinliségii esemény, hogy azon kiviil
((X —q)V O) ((q -Y)v O) = 0. Mivel megszamlalhaté sok nulla valészintiségii esemény
unidja is nulla valészintiségli esemény, kapjuk, hogy létezik egy olyan A € A esemény, hogy
P(A)=0 és

(X(w)—=q)V0)((¢—Y(w)V0) =0, weQ\A VgeQ
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Megmutatjuk, hogy ha w € Q\ A, akkor Y(w)> X(w). Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz
Y(w) < X(w). Ekkor létezik olyan ¢ € Q (ez persze fiigg w-tdl), hogy Y(w) < ¢ < X (w).
Azonban ekkor

(X(w) =) VO0)((g—Y(w) V0) = (X(w) — g)(g — Y (w)) >0,

ami nem lehetséges, tehat Y(w)> X(w). Mivel P(Q\ A) =1, igy PY >X) = 1.
Szerepcserével P(X >Y) =1 is adddik, igy

P(X=Y)=1.

2. Megoldas. Legyen f : R — R, f(z) := arctanz, x € R. Mivel |f|<7/2,
E|f(X)| <7/2 & BIf(Y)| <n/2. Tay

E(f(X)(X = Y)) = E[E(f(X)(X = V)| X)| = E|[F(X)E(X -V | X)|
- E[f(X)(X (Y X))} —E[f(X)(X - X)] =0.

Hasonléan, E(f(Y)(Y — X)) =0. Igy E[(f(X)— f(Y))(X —=Y)] =0. Mivel f szigortan
monoton novekvo,

(f(x) = fy)(z—y) =0, VzyekR
Ezért P((f(X) = f(Y))(X —Y)>0) = 1, ¢és emiatt, felhaszndlva, hogy E[(f(X) —
FOYN)(X — Y)} =0, kapjuk, hogy

P((f(X) = f())(X -Y)=0) =1

Mivel fennall az is, hogy (f(z)— f(y))(z —y) = 0 akkor és csak akkor, ha x =y, kapjuk,
hogy P(X =Y)=1. O

2.7.30. Feladat. (Teljes szérasnégyzet tétele) Legyenek X és Y valdszintiségi valtozdk,
hogy EX? < +o00. Mutassuk meg, hogy

Var(X) = E(Var(X |Y)) + Var(E(X | Y)).

Megoldas. Felhaszndlva Var(X |Y') definici6jat és azt, hogy E& = E(E(¢|n)), (E|¢] <
+00) kapjuk, hogy

E(Var(X |Y)) =E(X —E(X |Y))? =EX? —2E(XE(X|Y)) + E(E(X |Y)?).
Mivel D2¢ = E€2 — (E€)?, adédik, hogy
Var(E(X |Y)) = E(E(X |Y)*) — (E(E(X |Y)))” = E(B(X |Y)*) - (EX)*
fgy
E(Var(X | Y)) + Var(E(X | Y)) = EX? — (EX)? + 2E(E(X | Y)?) — 2E(XE(X | V)
— D2X + QE(E(X V)(E(X|Y) - X)).
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Azt kell csak megmutatnunk, hogy

E(E(X V) EX|Y) - X)> —0.
Felhasznélva jra, hogy E¢ = E(E({[n)), (E[{| < +o00) és, hogy E(f(n)¢|n) = f(mE(E|n)
kapjuk, hogy
IE(IE(X\Y)( (X|Y) - )) [ ( X\Y)(IE(X\Y )‘Yﬂ
[ (X]Y) (EX]Y X‘ )} [ (X]Y)( (E (X;Y)|Y)—E(X|Y)>}
E[E(X|Y)(E(X|Y) - E(X|Y))| = E(E(X |Y)-0) = 0.
Megjegyezziik, hogy masként is bizonyithattunk volna. Tekintsiik az X = (X —E(X | Y))+

E(X|Y) felbontast. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy

E(E(X 1Y) (E(X 1Y) - X)) —0,

VarX = Var(X —E(X |Y)) 4+ Var(E(X | Y)).

Mivel Var(X —E(X|Y)) = E(X —E(X|Y))? é E(Var(X|Y)) = E(X — E(X|Y))?
kapjuk a bizonyitando allitast. 0

igy

2.7.31. Feladat. Adjunk példat olyan & és n valdszinliségi valtozdkra, hogy E(&|n)
konstans 1-valdszintiséggel, de & és n nem fiiggetlenek.

Megoldas. Megjegyezziik, hogy ha E(|n) konstans 1-valészintiséggel, akkor ez a konstans
E¢, hiszen ha E(£|n) = ¢ P-m.m. valamilyen ¢ € R konstanssal, akkor mindkét oldal

E(E ) =ES =c.
Legyenek & és n:Q — {—1,0,1} diszkrét valdszintiségi valtozdk, egyiittes eloszldasukat

varhatd értékét véve

az alabbi kontingencia tablazat tartalmazza:

&\ 7 -1 0 1
-1 0 0,25 0 0,25
0 0,25 0 0,25 0,5
1 0 0,25 0 0,25
0,25 0.5 0,25 1
Ekkor E¢ =(-1)0,254+0-0,5+1-0,25=0, tovabba
E€|n=-1)=(DPE=-1[n=-1)+0-PE=0|n=-1)+1-PE=1|n=—-1)
0,25
(=1)0+ 025+
0,25 0,25
B(E]n=0)= (-)P(E=-1/n=0)+1 PE=1]n=0)= ()22 1 1.5 _¢

E@In=1)=(-

DPE=-1ln=1)+1-P(E=1[np=1)=0.
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Igy E(€|n) =0 P-mm., azaz E(¢|n) konstans 0 P-mm. Azonban & és 7 nem
fiiggetlenek, ugyanis példaul

0=P(¢=0,1=0)# P(¢ = 0)P(y=0)=0,5-0,5.

Heurisztikusan azért nem igaz a dolog, mert csak azt tudjuk, hogy akarmi is a feltétel, ¢
varhato értéke az adott feltételre nézve mindig ugyanaz, és nem azt tudjuk, hogy ugyanaz
az eloszlasa. 0

2.7.32. Feladat. Legyenck X,, n € N, fiiggetlen, azonos eloszlast, pozitiv valdszintiségi
véltozdk F (kozos) eloszlasfiiggvénnyel, hogy E|X;| = EX; < 400. (Ekkor X,, n € N-re
gondolhatunk tgy, mint egy termékre vonatkozéan az egymast kdvet6 arajanlatok.) Legyen
A >0 rogzitett és

N :=min{k > 1| X, > A}.

Legyen « := P(X; > A) és tegyiik fel, hogy « # 0.
(i) Mutassuk meg, hogy P(N < +o0) = 1.

(ii) Mutassuk meg, hogy

+0o0
EXy = orl/ rdF(z) = E(X, | X, > A).
A

(Interpretécié: az veheti meg a terméket, akinek arajanlata el6szor nagyobb vagy
egyenld, mint A, és Xy a ,nyertes” arajdnlat.)

(iii) Feltételezve, hogy a kozos eloszldas A > 0 paraméterii exponencidlis eloszlds, mutassuk
meg, hogy EXy = A+ 1/\. (Azaz ekkor EXy = A+ EX;.)

(iv) Mutassuk meg, hogy Xy és N fiiggetlenek!

Megoldas.
(i): 1. Indoklas: Mivel minden n € N esetén

{N =00} C{X; <A, ... X, <A}
és X,,n €N flggetlen, azonos eloszlasiuak kapjuk, hogy minden n € N-re
P(N=+400)<P(X; <A,..., X, <A)=(P(X1<A)" =(1-a)

Mivel a # 0, kapjuk, hogy 0<1—a <1, sigy (1 —a)” — 0, ha n — +oo. Ezért
P(N = +00) =0, azaz P(N < o0) = 1.

2. Indoklas: Mivel . .
D P(Xyz4)=) a=-+to,
n=1 n=1
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és mivel {X, > A}, n € N filiggetlen események, a Borel-Cantelli-lemma alapjan

P(limsup{X, > A}) = 1.

n—-+0o00

Igy, mivel minden w € lim SUPy_s4ooiXn = A} esetén, X,(w)> A végtelen sok n € N-re,
kapjuk, hogy P(N < +o0) = 1.

(ii): Mivel P(N < +o00) =1, kapjuk, hogy

n=1

Ezért, felhaszndlva, hogy X, n € N, nemnegativak (pozitivak is), fenndll, hogy

EXy=E (XN > IL{N:n}> =E (Z XN]L{N:n}) = E(XnLin-n})-
n=1 n=1

n=1

Tovabba, tetszoleges n € N esetén

E(XnL{n=n}) = E(Xplin=n}) = E(Xnlix,<ay - Lix,_ <aylix, > 4})

= E<Xn]1{xn>A}))E<]l{xl<A}) . ']E(]l{xanA})
+o00

=(1- a)n_1E<X11{X1>A}> =(1- Oz)"_l/A xdF(x).

fgy

EXy = iu —a)™ ! /+OomdF(m) = /+OoxdF(x)ﬁ = é/mg;dF(x).

— A A A
Felhasznalva, hogy E|X;| = EX; < 400, fenndll, hogy f;ooxdF(a:’) < 400, és igy
E|XN| =EXy < 400.

Az aldbbiakban egy (kicsit) masik médszert is mutatunk EXy meghatdrozasara. A teljes
vérhaté érték tétele alapjan (ennek alkalmazdsdhoz kell, hogy E|Xy| < 400, amir6l mar
belattuk, hogy teljestil):

(2.7.50) EXy = /Oo E(Xy | N = z)dFy(z) = +fiﬂt«:,(XN |N = n)P(N = n).

o0

Mivel
[N=n)={X,<A... X, <AX,>A}, neN,

felhasznalva, hogy X, n € N fliggetlen, azonos eloszlasuak kapjuk, hogy

PIN=n)=P(X, < A,..., X, 1 <A X,>A)
=P(X;<A)-P(X,1<APX,=4)=(1-a) " a
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Most két kiilonboz6 médon is meghatérozzuk, hogy az E(Xy | N =n) = f(n) Osszefliggés
milyen f fliggvénnyel teljesil. Minden n € N esetén

(e 9]

E(Xy|N =n) :/ rdFx v (z|n),

— 00
ahol minden x € R esetén

P(Xy <z,N=n) PX,<z,N=n)
F = =
vl () P(N = n) P(N = n)
PXy <A Xp1 < AA< X, <)

a (1—a)" o

Ha z < A, akkor Fx,n(xz|n)=0. Ha x> A, akkor (felhasznalva tdjra, hogy X,, n €N
fiiggetlen, azonos eloszlasiak) kapjuk, hogy

P(A< X, <z) Fla)— F(A)

FXN|N(x|n) = o = o
Ezért 1
dFx v (z|n) = —=dF(x), ha = > A,

a

és igy
o] 1 +o0
E(Xy|N=n)= xdFXN|N(x]n):a rdF(z), n e N.
A A

Most egy masik mddszerrel is megmutatjuk, hogy

I
E(Xy|N)=— / rdF(z) P-m.m.

a Ja

Azt kell ellenérizni, hogy minden B € o(NN) esemény esetén

1 [t
(2.7.51) E(Xylp) = E(—/ rdF(2)15).

@ Ja
Elég a B ={N =n}, n € N alaki eseményeket vizsgdlni, hiszen az ilyen alaki események
generdljdk a o(N) o-algebrat (ugyanis P(N < +o00) = 1.) Az el6z6ekben mar leel-
lendriztiik, hogy minden n € N-re fennéll, hogy

+o0

E(XN]-{N:n}) = (1 — O{)n_l/A ZIZ’dF($)

Tovabba,

E(l / *wxdF(:c)n{Nng _ é A*deF(x)P(N —n) = é

a Ja
+oo

—(1- a)”_l/ v dF(2),

A

és gy teljesiil (2.7.51).
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Két ut is van a befejezésre.

1. at: Véve az N
1 o0
E(Xy|N) = & / +dF(z)  P-mam.

a Ja

egyenlet mindkét oldalanak varhaté értékét, kapjuk, hogy

I
EXN:—/ rdF(z).

aJa

2. 1t: Felhaszndlva (2.7.50)-at kapjuk, hogy

EXy = fé (KmxdF(x)) (1—a)" o= /;ooxdF(x)ﬁ - é/;ooxdF(x).

n=1
Azt kell még ellendrizni, hogy o XOO rxdF(z) = E(X;| X; > A). Ekkor X; feltételes
eloszlasfiiggvénye az {X; > A} eseményre vonatkozdan

Fx,|xizay(2) = P(X1 <2 | X1 2 A) =0, ha <A,

ha pedig x > A, akkor

F = = =
%14 () P(X: > A) P(X: > A) - F(A)
fgy
+oo +o0 1 1 +oo
E(X X}A:/ z dF w:/ :c—dF:c:—/ z dF(x).
(X1 | X1 > A) - Xy [ {x1243(2) ey (2) =~ A (z)

(iii): Ekkor

és a kozos strtségfiiggvény

0 ha x <0.

Parcidlis integrélast hasznalva kapjuk, hogy

+o0 +o00 e_)\x +0c0 +o00 e_)\m e_)‘A
/ :vf(:v)dx:)\/ re M dr = A [:ﬁ } —)\/ dz = Ae™ M + ——.

A A A4 4 A A
gy
+o00 e—AA(A + 1) e—AA(A + ;> 1
-1 dF(z) = ) Yo A
“ /A vdF(@) = B S a) e A 3
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(iv): Megjegyezzik, hogy az, hogy E(Xy|N) 1 valészintiséggel konstans még nem vonja
maga utan, hogy Xy és N fiiggetlenek (ldsd az el6z6 feladatot).

Azt kell megmutatni, hogy minden z € R és n € N esetén
P(Xy <z,N=n)=P(Xy <z)P(N =n).

Ha z < A, akkor mindkét oldal 0, ugyanis P(Xy > A) = 1.
Ha z > A, akkor

P Xy<z,N=n)=PX,<xz,N=n)=PA<X, <z, X;<A,....X,,_1 <A
= (1— )" (F(x) — F(4)).

Valamint,

P(N =n)P(Xy <z)=(1—- a)"_lafP(XN <xz,N =n)

n=1
“+00

=a(l-a)"" Y PASX, <2)P(X; < A)-+ P(X,y < A)
n=1

—+00

= a(l— )" N(F(z) = F(A) ) (1 —a)"!

= a(l— o) (F(x) ~ F(4))
= (1 a)" " (F(x) - F(A))

fgy Xy és N fliggetlenek. 0

2.8. Tobbdimenzids normalis eloszlas

2.8.1. Feladat. Legyen k € N és tekintsiink egy k-dimenzids normalis eloszlasi & valdszi-
nfiségi valtozét, melynek varhato érték vektora m € R¥ és kovariancia méatrixa D. Ismert,
hogy ha D nemelfajult, azaz det(D) # 0, akkor ¢ abszolut folytonos és stirtiségfiiggvénye
1

L -1
(2m)*/2\/det(D) exp{ = (D7 —m),(r—m))}, @R

fe(z) =

Legyen a tovabbiakban k=2, m € R? és D egy (2x2)-es invertdlhat6 kovarianciamdtrix.
frjuk fel fe-t & koordinatéi varhaté értékeinek, szérdsainak és korrelacios egytitthatéjanak
fiiggvényeként matrix miiveletek nélkiili alakban!

_ &1 , I AUA
f_(§2> ® m_<m2).
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Ekkor
D— ( DQ& COV<£1>€2)) _ ( U% /3010'2>
cov(&1,&2) D2, pPO102 Ug ’
ahol o2 = D%, 02 =D%, é p=corr(&y,&). Igy

detD = olos — (poi09)* = a203(1 — p?),

Dl — 1 ( Ug —,00102)

oto3(1 = p?) \—poroa 0%

és

Ezért minden z = (71, 22) € R? esetén

1 2(4y —my) — _
D™z —m) = 5 5——r (_02(351 ml_) p0102§x2 _mz) >
o1o3(1 = p?) \—poroa(x1 — ma) + o (z2 — my)
és igy
1
-1 _ 2 2
(D' (x —m),(x —m)) = 20— ) [02 (x1 —mq)” — 2poio9(x1 — my)(xe — my)
+ O'%(xg — m2)2] .
Ezért

f( ) 1 { 1 [(xl—ml)Q 9 T1 — M1 o — Mo
r1,T = exp — _
A 2mo1094/1 — p? 2(1 - p?) o1 P

. (;m)}} (01, 2) € R,

(Mivel D invertdlhaté, o3 #0, 02 #0 és |p| # 1.) O

01 02

2.8.2. Feladat. Legyen ¢ = (&,&) egy 2-dimenzids normadlis eloszlasi valdszintiségi
valtozé m € R? véarhato érték vektorral és D invertalhat6 kovarianciamatrixxal. Hatarozzuk
meg &-nek a & = xy feltételre vonatkozo feltételes eloszlasat, ahol x5 € R.

Megoldas. Tetszoleges 1,15 € R esetén, az elozé feladat alapjan

_ f(fl,éz)(xlv x2)

ffl ‘§2<x1 |.’L‘2) - f§ ($2)

1 1 1 — M 2 L1 — MM Ty — My
= exp { — 5 [ —2p
2moi1094/ 1 — p? 2(1 —p?) 01 01 (op)
I (.1'2 — m2)2:| }
02
X ( 1 { (2 — m2)2}>_1
expy — ——— )
V2o P 203
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Itt kihasznaltuk azt is, hogy egy tobbdimenziés normalis eloszlas koordinatai is normaélis
eloszlasuak a megfelel6 paraméterekkel. Igy

f ( | ) 1 { 1 |:(I1—m1> 9 T1 — M1 Ty — Mo
1| x0) = expi — —
et V211 — p? 2(1 = p?) o1 P o1 op!

(G5 el

1 1 r1 —my To — My 2
" Vano, 1—p2€Xp{‘2<1—p2>< 0 o >}

1 1 op] 2
T (g ) )

Ezért & -nek a & = xo feltételre vonatkozo feltételes eloszlasa

o
N (1 4+ p 2 (w2 = ma), o3 (1 = ) ).
2
azaz a szobanforgd feltételes eloszlas is normalis. 0

2.8.3. Feladat. Adjunk példat olyan (&,n) 2-dimenzids valdszintiségi vektorvaltozéra,
melynek koordindtdi normaélis eloszlastak, de (£,7) nem normadlis eloszlasu.

Megoldas. (Major Péter példaja) Definialjuk a kovetkezé (92,4, P) valdsziniiségi
mez6t: Q :=[0,1], A a [0,1]-beli Borel-halmazok o-algebrdja, P pedig a Lebesgue-
mérték [0,1]-en. A & és n valdsziniliségi véltozdkat értelmezziik a kovetkezéképpen:
&(z) =0 Y (x), z €10,1], és

(&) i {CD‘ (1—z) ha 2

& '(z—1/2) ha

ahol ® a standard normalis eloszléas eloszlasfliggvényét jeloli. Mivel & szigortian monoton
novekvé igy értelmes ®1-rél beszélni. Megmutatjuk, hogy & és n is standard normélis
eloszlasu, de (£,77) nem normalis eloszlas.

Legyen = € R rogzitett. Ekkor
Fe(z) = P( <z)=P({y € [0,1]: 7 '(y) <z}) = P({y € [0, 1] : y < (2)}) = P(x),

igy & standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozé. Tovabba

Fy(x) =P <z)=P{y €[0,1]:n(y) <z})
=P({y€[0,1/2) :n(y) <z})+ P({y € [1/2,1] : n(y) < z})
=P{ye0,1/2): 07 (1 —y) <az})+ P({y € [1/2,1] : 7' (y — 1/2) < z})
=P({ye0,1/2): 1 -y <®(x)})+ P{y € [1/2,1] 1y — 1/2 < ®(2)})
=P{ye0,1/2): 1 —-®(x) <y}) + P{y € [1/2,1] : y < ®(x) + 1/2}).
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Ha x>0, gy ®(x)>1/2, ésigy

Fy(z) = (% - CI)(:C))) 5 =),

Ha pedig = <0, gy ®(x) < 1/2, ésigy
1 1

Osszefoglalva, F,(z) = ®(z), © € R, azaz 7 is standard normélis eloszlast.

Megmutatjuk, hogy P({ +n = 0) = 1/2, amibél mér kovetkezik, hogy (£,17) nem
normaélis eloszlasi. Ugyanis, ha (£,7) normaélis eloszlasu lenne, akkor & 4+ n is, és igy
P+ n=0)=0 lenne. Jelen esetben

P(E+n=0)=P(ye[0,1/2): &(y) +n(y) =0) + Py € [1/2,1] : £(y) + n(y) = 0)
= P(y €0,1/2) : &(y) +&(1 —y) = ) +P(y € 1/2,1]: &(y) + &y — 1/2) = O)
=P(ye0,1/2) : 2 (y) + (1 —y) =0)
+P(ye(1/2,1]: 7 (y) + @ (y— 1/2) = 0).

Felhasznélva, hogy
7y =027 (1—y) = y=0(-0'(1-y)=1-0@ '(1-y)=1-(1-y) =y,
és azt, hogy

O ly) =0 (y—1/2) <= y=1-(y—1/2)=3/2—y,

kapjuk, hogy

PE+n=0)=Plye[0,1/2) y=y) + Ply € [1/21] 2y =3/2) = £ +0=__
OJ

2.8.4. Feladat. (Sveshnikov [14], Example 19.1) Legyen (X, X5, X3, X,) 4-dimenzids
normalis eloszlast valészintiségi valtozd, melynek varhat6 érték vektora m := (10,0, —10,1)"
és kovariancia matrixa

15 3 1 0
Do— 3 16 6 -2
1 6 4 1
0 -2 1 3

Ellendrizziik le, hogy (X1, Xs, X3, Xy) abszolit folytonos eloszlasu és hatdrozzuk meg a
strtségfiiggvényét!
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Megoldas. Mivel

16 6 -2 3 6 -2 3 16 -2
detD=15|{6 4 1|-3]1 4 1]+1]1 6 1
-2 1 3 01 3 0 -2 3

= 15(16-11—6-20—2-14) —3(3-11 —6-3—2-1) + (3-20 — 16 - 3 — 2(—2))
—=15-28 =313+ 16 = 397 # 0,

kapjuk, hogy (X1, X2, X3, X4) abszolut folytonos. Meghatarozzuk most D inverzét:

1

DY, =—
Ji1 397
1

DY), = —
)12 397

1

(D3 = @(—1)

1

D Mia=-—
1= 397
1

D oo =——
Sz = 357
1

(D7) 397

2,3 =

1

(D™ 1)gu = @(— )

(~1)+

(_1)1+2

(_1)1+4

(-1

(_1)2+3

1+3

244

2 2 28
1 397
10
1 13
=——(3-11-1-20) = ——
11 397(3 0) 397’
1 3
1 0
16
6 —2|=-=(3-20—44) = —
397( ) 397’
1 3
1 0
1 14
6 —2) = —2-(3-14-1-28) = —
4 1
10
1 162
4 1|==—(15-11—-1-3) = —
397( ) 397’
1 3
1 0
1 291
1 3
1 0
1 205
—2l=—(15-14—1-5)==——
i 1 397( ) 397’
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és
15 3 0
1 1 633
D™Msg=—(—1*"|3 16 —2|=-=(15-44—-3-9)= ——
0 -2
15 3 0
1 1 405
D Y3y = ——=(—1)*" 16 —2|=—-~2(15-28-3-5)= ———
1 6
15 3 1
1 1 404
-1 = —\ — 4+4 = —_— . — . [ —
(D )4,4—397( 1) : 166 Z 397(15 28 — 36+ 2) 20

Felhasznalva, hogy D szimmetrikussdga miatt D™! is szimmetrikus, kapjuk, hogy

28 —-13 16 14
-1 L —13 162 —291 205
397 16 —291 633 —405
14 205 —405 404
fgy
le,XQ,X3,X4($1,902@3@4)

1 1
= —0 — ————(28(z1 — 10)* = 2-13(z; — 10 2-16(z; — 10 10
N exp { 5307 ( (2 ) (2 Jxs + (1 )(z3 + 10)

+ 2 14(zy — 10) (24 — 1) + 16225 — 2 - 29129(z3 + 10) + 2 - 20539 (74 — 1)
+ 633 (25 + 10)2 — 2 405(z5 + 10) (24 — 1) + 404(zy — 1)2> }

minden (71,2, 73, 74) € R? esetén. O
2.8.5. Feladat. (Sveshnikov [14], Example 19.2) Legyen (X,Y, Z) 3-dimenziés normalis
eloszlasu valoszintliségi valtozo, melynek stirtiségfliggvénye

V3

1
flz,y,2) = Wexp{—§<2x2 +4y? —2y(z +5) + (z+5)2)}, x,y,z € R.

Hatérozzuk meg (X,Y,Z) kovariancia matrixat!

Megoldas. Vegyiik észre, hogy

f(ZE,y,Z):lel(ZL‘)'Cgfg(y,Z), \V/ZE,y,ZGR,

ahol
1 22 R
Cl = —, r):=e 4, x€R,
1 \/ﬁ\/ﬁ fl( )
3 3 1 2 5 5)2
Co = \/_3 V27T\/§:£7 f2(y7z) =CeXpy—35 y2_ y(z+ ) + (Z+ ) ’ y,ZER
1673 87 2 4 4
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Felhaszndlva, hogy f felbonthaté X és (Y, Z) slirliségfliggvényeinek a szorzatara, kapjuk,
hogy X és (Y,Z7) fiiggetlenek. Tovabba, tudva azt, hogy egy tobbdimenziés normaélis
eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozo barmely részkoordinataja is tobbdimenziés normalis
eloszldst, kapjuk, hogy X és (Y, Z) is normadlis eloszlastak. foy X ~ N (0,2), tovabba
a 2.8.1. Feladat alapjan EY =0, EZ = —5, ésa p:=corr(Y,Z) jeloléssel:

1 P 1 1 1

S —— == — ==,
1- D2y 1- 2DYDZ 4 1—p2D2Z 4
P p

Az els6 és a harmadik egyenlet alapjan g;—g =4, azaz DZ = 2DY. fgy az elsé egyenletet
osztva a masodik egyenlettel, kapjuk, hogy % =4, azaz p= % Ezért
1 4 16
D?Y = = - D27 = —
1— % 3’ 3’

és igy
1 /4 /16 8 4
Y, Z)=pDYDZ = [\ & = —= = =.
cov(Y. 2) = 2\[3 3 2.3 3
Ezért (X,Y,Z) kovariancia métrixa:

20 0
4 4
A
03 %

Megjegyezziik, hogy a 2.8.1. Feladatot hasznélva, a kordbbiak ellenorzéseképpen, a ¢y kons-
tanst direktben is meghatarozhatjuk:

1 1 V3

1
Cy = — = = —.
* T 2DYDZ/1- 2 o /8 -1 2mEf

2.8.6. Feladat. Ledobunk a [—1,1] intervallumra egymastdl fiiggetleniil, egyenletes el-

t

oszlas szerint 2700 db pontot. Adjunk jo kozelito becslést egy standard normalis eloszlastablazat
segitségével annak a valdszintiségére, hogy a kapott pontok értékeinek az Osszege nagyobb,
mint 15, és négyzetdsszege nagyobb, mint 880. (A feladat ugy értendd, hogy annak a
valésziniiségét kell kiszdmitani, hogy mind a két esemény bekovetkezik.)

Megoldas. Jelolje &, ...,&700 a ledobott pontokat. Feladatunk a
2700 2700
P (Zg >15,) &> 880)
i=1 i=1
valdszintiségre becslést adni. Ekkor &, ..., &y fliggetlenek, azonos eloszlasiak, E& = 0,
2 _ 2 2 _mee (1—(=1))* 4 1
E¢ =D + (EG)" =D = 15 =5 =3

1 | 1 1«51 1 2 1 4
D“:E‘*—E“:E‘*——:/ Adqr——=2|2| =2 _-_-_"=
51 51 (51) 51 9 71552 x 9 215 B

210



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

és cov(&p,&3) = EE — EGEE =0 — 0 = 0. Tovabb4,

(552) i=1,...,2700,

is fiiggetlenek, azonos eloszlasiak, és az elozéek alapjan kozos varhato érték vektoruk

E&Y (0
E¢E) \3/)’
illetve kozos kovariancia métrixuk

Vo= < D2€1 COV(51,€%)> _ (% 0)
o \eov(éf, &) DGR 0 3/

A tobbdimenziés kozponti hatareloszlas tétel szerint

L (Y r,&—nE&\ o 0
(e es) 2 (o)) o

Felhasznélva, hogy egy tobbdimenziés normalis eloszlasu valdszintiségi vektorvéltozé esetén
a koordinatak korrelalatlansagabdl kovetkezik azok fiiggetlensége, kapjuk, hogy ha n; és
1o olyan fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok, hogy En, = En, =0

() 2 v)

és D%y = 3 D2, = 4%7 ugy
2700 2700
(Z@ > 15 ZgQ > 880)
_ (X & 27000 _ 15 S22 €2 — 2700EE} 8 — 27001
V2700 V2700 V2700 \/2700

P( 15 >880—2700§)
o\ o P V2700

5
—p |5 2o )2

\/1 4 3
3 5

Ezért, ha (3 és (o fiiggetlen standard normaélis eloszldsu valdszintiségi valtozok, ugy

P (Wfs > 15,2%)53 > 880) ~ P (gl > 0.5, G > _\/§> _ P(¢ > 05)P (@ - g)
-0 (1-+(5)) =a-swom {)

~ (1 —0.6915) - 0.9015 ~ 0.2781.

Igy
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2.8.7. Feladat. Legyenek &;,...,¢&, fiiggetlen normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok
ugyanazzal a varhaté értékkel és szérasnégyzettel (azaz &;,...,&, azonos eloszlasuak is).
Mutassuk meg, hogy & := %2221 & 6s (& —E,...,& — &) fiiggetlenek, tovdbba, hogy

(€1 —&,...,6 — &) ecloszlasa nem fiigg &y, ...,&, kozos varhaté értékétol.

Megoldas. (Major Péter megolddsa) A megoldds sorén felhasznaljuk a mér kordbban
is emlitett, abszolut folytonos valdszintiségi valtozok transzformaltjanak stirtiségfiiggvényére
vonatkozo tételt, amit a teljesség kedvéért jra leirunk.

Tétel: Legyen (&1,...,&,) egy mn-dimenzids abszolut folytonos valészintiségi véltozd f :
R™ — R stirtiségfiiggvénnyel. Legyen tovabba T : R™ — R™ invertdlhato, sima leképezés és
My eoymn) i=T(&, ..., &) Ekkor (my,...,n,) is abszolut folytonos és siirtiségfiiggvénye

M ha (yl,...,yn>:T('rly"'an>7

G, ) = { )]
{0 cgyébként,

ahol Jr a T leképezés Jacobi-determinansa. (Ekkor ¢ j6ldefiniélt, mert T invertdlhaté:
barmilyen (yi,...,y,) € R" esetén az (yi1,...,yn) = T(x1,...,7,) egyenletnek legfeljebb
egy megoldédsa van.)

Legyen ny, =&, — &, k=1,...,n. Ekkor

(Ms-eyma) = (&= &0 6n = ©),

és
n—1 n—1
=S (6~ =nE — &y~ (n—DE= —(&4 — &) = 7.
k=1 k=1
Igy elég megmutatni, hogy az (n1,...,7n_1,€) valdszintiségi valtozé utolsé koordindtéja

fliggetlen az els6 (n — 1) koordinatajatol. Ugyanis ekkor fliggetlen azok tetszbleges linedris
kombinéciéjatol is, és igy —n,-tél is. Megmutatjuk, hogy (91,...,7.—1,&) is abszolit foly-
tonos és stirtiségfiiggvénye a megfelel6 moédon szorzat alakira bomlik. Ebbol mar kovetkezik
a kérdéses fliggetlenség. Definialjunk egy T : R" — R" leképezést a kovetkezd modon:

1 n
To(zr ) =an— =S ai, (21,....2,) R, 1<k<n—1,
k(21 Tp) = Tg - jzlxj (21 Tp) n

1 n
To(z1,...,x,) = - g zj, (21,...,2,) € R™
i=1
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Ekkor T' linedris, igy sima és Jacobi-determindnsa konstans. Valéban, minden (z,...,z,) €
R™ esetén
(1 _1 _1 _1 1
n n n n n
1 q_1 _1 11
n n n n n

1 1 1
L1 11

3=

1 1
n n

3=

1 1
n n

lgy Jr(z1,...,x,) = 1/n minden (z1,...,7,) € R esetén. Leellenérizziik, hogy T
invertalhaté is. Legyen (yi,...,y,) € R™ rogzitett és (z1,...,2,) € R™ olyan, hogy
T(x1,...,%n) = (Y1,---,Yn). Ekkor

1 n
yk:xk_ﬁZ;%’ lék‘én—l,
]:

1 n
Yn = ﬁ Zi[)j.
j=1

fgy Tk =Y+ Yn, k=1,...,n—1, és

n—1 n—1 n—1 n—1
Tp = NYn — ij = NYn — Z(yj +yn) = NYn — Zyj - (n_ 1)yn = Yn — Zyj'
j=1 j=1 j=1 j=1

Azaz egyetlen olyan (z1,...,z,) € R™ létezik, melyre fenndll, hogy T(z1,...,z,) =

(Y1y -5 Yn), ésigy T invertdlhaté. Mivel T'(&1,...,&,) = (1, .-, Mn-1,&), az djra felidézett
tétel alapjan kapjuk, hogy (n1,...,1.—1,&) abszolit folytonos és stirtiségfiiggvénye

n—1
gnl,.,.,nn_l,g(ylv R 73/71) =n- f&,.--,in <y1 + Yns- -3 Yn—1 + Yns Yn — Z y]) :

j=1
Legyen &i,...,&, kozos eloszldsa N (m,o?). Felhaszndlva, hogy
1 1« (z; —m)? }
Ti,..,Tp) = ———€Xpy — = — 0 (r1,...,7,) €R"

kapjuk, hogy

n—1 n—1
n 1 9 2
gn1:-~~77]n—17£(y17 s >yn) - (\/%U)n exp {_20.2 ( . (yJ +Yn — m) + (y" - Z:yj - m) > }

Jj=1 j=1
_ nol N\ 2
S Y (S0 o S (S
(V2mo)" 207/ 20\ 57 \FT
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Felhasznélva, hogy ¢ eloszldsa N(m,o0?/n), kapjuk, hogy

* PR LS (5 \
o = s e L (S (520)

Ebbél mér kovetkezik a kérdéses fiiggetlenség, és az is, hogy (& —¢&,..., &1 — &) stirtiség-
fiiggvénye az (yi,...,yn—1) helyen

n—1 n—1 2
Vn 1 2
—————exXp{ —— "+ ; ,
(Varoy— P 20 Zy Zy

ami nem fligg m-tol, a kozos varhato értéktol.

Az, hogy (& —€,..., &1 — &) eloszldsa nem fiigg &, ...,&, kozos varhaté értékétdl,
azaz m-tol kozvetleniil is adodik. Ugyanis &; z oCGi+m,....&, z 0C,+m, ahol (p,...,¢,
fiiggetlen standard normalis eloszldsu valoszintiségi valtozok. fgy

n n

(51—5,...,571_1—5)2 <0Cl+m—%Z(Uck+m),...,acn_1+m—%Z(o@—l—m))

1 k=1
(G- 13 G - 300

k=1 k=1
:g((l —Z,...,Cn_1 —Z>7

ahol (:= 137" (. Azt is latjuk, hogy (& —¢&,..., &1 — &) eloszldsa fiigg &,...,&,

kozos szérasnégyzetétdl, azaz o?-tol. 0

2.8.8. Feladat. Legyen (X,Y,Z) egy 3-dimenziés normalis eloszldsu valdszintiségi valtozo,
melynek 0 a varhato érték vektora és kovarianciaméatrixa a kovetkezo alaku

I p1 ps
D=1p 1 p2],
ps p2 1

ahol p; = corr(X,Y), po = corr(Y, Z) és p3 = corr(X, 7). Mutassuk meg, hogy

1 1
P(X>0,Y>0,Z>0)= 3 + 4—<arc sinp; + arcsinps + arc smp3>
(Mivel |p;| <1,i=1,2,3, kapjuk, hogy arcsinp;, i =1,2,3, értelmezett.)

Megoldas. Eloadasbdl ismert, hogy ha & n-dimenziés normélis eloszlasu valdszintiségi
véltozé m € R™ varhaté érték vektorral és D kovarianciamatrixxal, tigy barmilyen (kxmn)-
es B matrix esetén B¢ k-dimenzids normalis eloszlasu valészintiségi valtozd6 Bm varhaté
érték vektorral és BDBT kovarianciamétrixxal. Igy (=X, —Y, —Z) is 3-dimenzi6s normalis
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eloszlast valészintiségi valtozé 0 € R?® védrhaté érték vektorral és D kovarianciamdtrixxal
(éljink a B = —I343 valasztédssal). Ezért

p=P(X>0,Y>02Z>0=P-X>0-Y>0,-2>0)=PX<0,Y <0,Z<0).
Mivel
O\{X <0,Y<0,Z2<0}={X>20U{Y >0}U{Z >0},
kapjuk, hogy
l—-p=P{X20tUu{Y>20}U{Z>0}) =P({X >0} U{Y >0}U{Z > 0})
=P(X>0)+PY >0)+P(Z>0)
—P(X>0,Y>0)—P(X>0,Z>0)—PY >0,Z>0)
+P(X >0,Y>0,7>0).

(2.8.52)

Felhaszndlva tijra a megoldds elején idézett allitast kapjuk, hogy X ~ AN (0,1), Y ~ N(0, 1),
Z ~N(0,1) 6

(Y,Z)NN((S)’(;Q p1>)

Ezért P(X >0)=P(Y >0)=P(Z>0)=1/2.
Meghatarozzuk most a P(X > 0,Y > 0) valészinliséget, nevezetesen megmutatjuk,

hogy

1 1
P(X>0Y >0) = 1 T 52 sinp;.
m

1 Pl) 2
det =1-p7,
(Pl 1 f

kapjuk, hogy (X,Y) eloszldsa akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha |p| < 1.

Mivel

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, mikor |p;| =1, azaz p; = £1. Ekkor, felhasznélva, hogy
EX =EY =0, DX = D% =1, kapjuk, hogy P(Y = £X) = 1. Ezért

ha p; =1, 1 _
= — + ——arcsinp;.

P(X>0,Y>0)=PX>0,+X >0) =
ha p=-1 4 2m

S =

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy |[p1| < 1. Ekkor (X,Y’) abszolit folytonos eloszlasi és a
2.8.1. Feladat alapjan striiségfiiggvénye

1 1
fxy(x,y) = —F—=exp {—— 2? = 2pyzy + 4 } , T,y€eR,
2m\/1 — p? 2(1 - p}) ( )
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Ezért

+oo p+oo
P(X>0Y >0) = / fxy(a: y) dzdy

2
:/“"/“";exp B ey 7R R I G
o Jo  2my/1—p? 2 V1—p?

Hajtsuk végre az
=y

helyettesitést. Ekkor a transzformacié Jacobi-matrixanak determinansa

L—pi m
det ! =\/1—p?
igy
+oo +oo 1 1
P(X>0,Y>0):/ / —exp{——(u2+v2)} dudv.
0 ___ PV 27T 2
1*p%

A 11. és 12. abrakon dbrazoltuk az 1j integralasi tartomanyt.

Hajtsuk most végre az u :=rcosp és v := rsiny helyettesitést. Ezen helyettesités
Jacobi-matrixdnak determindnsa r. Az aldbbiakban a p; € (0,1), py =0 és p; € (—1,0)
eseteket kiilon targyaljuk.

Ha p1 € (07 1)7 ﬁgy

oo mh 1
P(X >0,Y >0) :/ (/ —eXp{—E(TQCOSQQO—FT’QSHIQQO)}Td(p) dr,
0 0

27
ahol

1— 2 1— 2
tan g = A = [ = arctan (_m) :
P1 P1

fgy

o 2 76 T—p 21t T —f
P(X >0,Y >0) = L 1dp ) dr = [— ﬂ - .
( ) /0 (27r6 /0 (’0) " 2m ‘ 0 2m

Felrajzolva egy p; és /1 — p? hosszisagu befogdkkal rendelkezd derékszogi héromszéget,

melyben tanf = —VIIP?, kapjuk, hogy cosf = p;. Igy B = arccosp; = 5 — arcsinp;.
Ezért 5 /2 ) ) )
T™— T — /2 + arcsinp; .
( ’ )= % or g T agtresinm
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Ha P1 € (_1,0), ﬁgy

foo Pl
P(X>0,Y >0)= / ( —6_27“d30) dr,
0 0 27

ahol

P1 P1

V1—p? V1 —p?
tanﬁ:——p1 = ﬁzarctan(——pl>.

Felrajzolva egy —p; és /1 — p? hosszisdgi befogdkkal rendelkezd derékszogii haromszoget,

V1=t

pr

us

melyben tanf = — kapjuk, hogy cosf8 = —p,. Igy B = arccos(—py) = 7 -

arcsin(—pp). Ezért
51 1 11

P(X>0,Y >0) = =1 %arcsin(—pl) =77 %arcsin(pl).

Ha p; =0, tugy

foo fm2L 1 1 1
P(X >0,Y >0)= /0 /0 %6_77” dp | dr = 1-1 + garcsin(O).

Tehat

1 1
P(X>0Y >0) = 1 T g8 sinpy,
m

és az is adéd1k7 hogy
P(X>OZ>0)——1 —18 ‘ﬂ P(Y>OZ>O)——1 —1a .p
+ I'C Sin + I'C SINpP9.
R CS 3, s 9 CS 2
Ezért (2852) alapjén

3 3 1
1—p= 5~ (Z + %(arc sinp; + arcsinpy + arc sinp3)) + p,

és igy

=3 5t1t 5, arcsinp; + arcsinp, + arc sinps
1
= S + = (arc sinp; + arcsinp, + arc sinp3).

P(X>0,Y>0,72>0)=p

O

2.8.9. Feladat. Minden p € N esetén legyen &, egy p-dimenzids standard normadlis
eloszlasu valészintiségi valtozd, vezessiik be tovabba tetszbleges a € RP esetén a H,(a) :=
E|¢, + a| jelolést. Mutassuk meg, hogy p > 1 esetén

(i)

i) =01 [T (F ) T
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(i)

A NN (p+2r — 1!
B =m0 3 (2) (2) (p-2r = Dl
pla) =e 1(0)T_0(2) 5 (p+2r — 2)1I
ahol \:=3Y" a?

A feladat (i) része a 2004. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny 10. feladata
volt, (ii) része pedig Igl6i Endrével koézos beszélgetéseink eredménye.

Megoldas. (i): Megoldasunk Varju Péter mintamegoldasanak részletezése. Az r = tan ¢,

¢ €[0,%), helyettesitéssel:

(2.8.53)

°° [al e : |4l (tanp)r™® 1
H, —dr = H, 7 ———d
0 VI+r2) (1+72)3 0 Vit+tan®p ) (1+tan*p)z cos®e

= [ Hi(Jallcos ) (sam ) ?eos? ) g
0

2 i p—2 p—2
= / Hi(la] cos ) (sin )" *(cos ) dy
0 (cos p)r=2

™

= /2 Hi (|a| cos o) (sin )’ * dep.
0

Tegyiik fel eldszor, hogy a # 0. Jelolje F, az RP tér egységgombjének azt a felét,
mely a € RP-re forgdsszimmetrikus és az a € RP vektor irdnyaba esik. Tekintsiik RP-
nek egy olyan {by,...,b,} ortonormalt bazisat, melyre b, := %. A {by,...,b,} bdzis

~ al”

altal meghatarozott koordinatakrol attérve polarkoordinatakra, kapjuk, hogy [}, pontjai az
alabbi modon paraméterezhetoek:

y1 = rsinf;sinfysinfs - - -sinf, o sind,_1,

Yo = rsinf; sinfysinfs - - -sinb, 5 cos b, 1,

Y3 = rsinf; sinfysinfs - - - cos O,_o,

Yp—3 = 1 sin 0 sin 05 sin 03 cos Oy,
Yp—o = 1 sin 0 sin 05 cos 0,
Yp—1 = rsin by cos by,

Yp = 1 cos by,

ahol 0<r<1, 0<60;, <3, 0<O;,<mi=2,....,p—2, é&s 0< 0,1 <27 tetszOlegesek.

Jelolje J,(r,01,...,60,-1) az eléz6 helyettesités Jacobi-matrixat. Ekkor J,(r,6y,...,0,_1)-t
az utolsé sora szerint kifejtve, kapjuk, hogy
Jo(r 0, ... ,0, 1) = (=1)P"rcos® O, (sin6,)P 2T, 1(r, 0, ..., 0, 1)
+ (—1)p+2(—7’)(sin 91>pJp_1(T', 82, ey Hp—l)-
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Igy, felhasznalva, hogy 6, € [0, %),

|Jp(7”7 Ql, c. ,Qp_1)| = Tl(COS2 Ql(SiH Hl)p_2 + (Sin el)p)Jp_1<T, 927 e ,(‘)p_l)}
= r(sin 91)p72|Jp,1(T, 92, ce 7‘9p71)|‘

Rekurzivan alkalmazva a fenti Osszefliggést, mivel sinf; >0, i =1,...,p—2, kapjuk, hogy

’JP(T, 91, e ,Hp_1)| = Tp72(SiIl gl)piz(SiH ‘92)1)73 -.-sin 9,,_2\]2(7“, Gp_1)|

_ -l (sin 0, )p—?(sm 92)17—3 ...sin 9p72,

Vezessiik be a G, :={yeRP: [y =1} ésa

™ s T 2m
C .= / (SiIl 92)p—3 ng / (SiIl 03);)—4 d93 cee / sin gp_g dgp_g / 1 de_h
0 0 0 0

jelolést. Igy (2.8.53) és Simon és Baderko [12, 1.7.12 Feladat] alapjén, kapjuk, hogy

> |al ) e /’; - —2
H ~dr = H,(|a| cos ) (sinp)’~“d
[ (A5 ) e = [ (il eos o) sy e

1
T Jpyng, N A0,

(2.8.54)

ahol felhasznaltuk, hogy
(a,v) = |a||v| cos by = |a| cos by, ha v e F,NG,,

és a (2.8.54) mésodik sordban levé integral feliileti integral a félgémbfelilleten. Tovabbd,
tetszbleges y € RP esetén, felhaszndlva, hogy 61 € [0,7/2) esetén cosf; > 0, Simon és
Baderko [12, 1.7.12 Feladat] alapjan kapjuk, hogy

<sinel>p-1]”/2 _ Clyl

/ |(y, v} do(v) = 0/2 [yl cos 01 (sin 61)P~* d6, = Cly] { '
F,N Gy 0 -1 0 p—1

fgy
Hy(a) = E|&, + q

2.8.95 — -
L (meep'<5p+“’“>‘d“(“)> =P Bl +a)doto),

FpyN Gy

ahol az utolso lépésben felhasznaltuk a Fubini-tételt, ami azért alkalmazhatd, mert a Cauchy-
Bunyakovszkij egyenlétlenség szerint

El&, + a| < A/El, +al? =

219



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Mivel ¢, tébbdimenziés standard normaélis eloszldsu, tetszéleges v € RP esetén (&, v)
1-dimenziés normdlis eloszlast, és v € RP, [v] = 1 esetén (§,,v) 1-dimenzids stan-
dard normélis eloszldsi. Valéban, v € RP, |u| = 1 esetén E(,,v) = (E,,v) =0, és
D?((&,,v)) = Y0 v? =1. Igy tetszéleges v € RP, Ju| =1 esetén

E[(& + a,0)| = E|(&p, v) + (a,0)| = Hi((a, v)).

Ezért (2.8.55) és (2.8.54) alapjan

_p;l a,v))do(v) = (p — h i e r
=" [ e = oo [T () S e

Tegyiik most fel, hogy a = 0 € RP. FEkkor az el6z6 gondolatmenet egy az egyben

alkalmazhaté azzal a mddositdssal, hogy {by,...,b,}-nek valasszuk RP természetes bazisdt.
Adhatunk egyszertibb indoklast is, felhasznalva, hogy a Lebesgue-féle dominalt konvergencia
tétel alapjan (i) mindkét oldala folytonos a = 0 € RP-ben.

(ii): Az (i) rész alapjan a = 0-val, minden p > 1 esetén,

o P2 LN
(2.8.56) H,(0)=(p— 1)H1(0)/ ——pdr= (p— 1)H1(O)/ (sin )P~ dep.
o (1472)2 0
Mivel ¢, + a|? p-szabadségi fokd, A:=>""  a? nemcentralitdsi paraméterti nemcentralis

x>-eloszldsu, kapjuk, hogy |&, + af* sfirliségfiiggvénye

N[>

figptaz(z) = Z e

r=0

1 /A"
7(3) et wem
lasd, pl., Igléi [1] 31. Feladat. Igy a Fubini-tétel alapjan

E|¢, +a] = /0 Vi fig, 1o () do = /0 22° fig, a2 (¢°) d

2L AN 2 2
:;e 2; <§> /0 2x pr+2'r(x ) dz
a1 A\ [
:;e 2; (§> 0 \/@fxg_‘_%(y) y
—~ 21 A\ 7 = a1l Y
:;e 2;(5) E Xp+2r:; 2;(5) Hp+2r(0)'

Ezért (2.8.56) alapjan,

) “p+2r—1/A\" [®
(2857)  Hyla) =Elg, +a| =e 7 H,(0) > L2 —= (_) / (sin o) do.
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Az x :=sinp, ¢ € [0,7/2), majd a z = 2% x € [0,1), helyettesitéssel kapjuk, hogy
tetszéleges k € N esetén

(2.8.58) _1p (ﬂ 1) —

ahol az utolso 1épés konnyen ellendrizhetd, paros k € N, illetve paratlan k& € N esetén

k41
kilon-kiilon kiszamolva F((kj-l) értékét. A teljesség kedvéért ezt paros k € N esetén
2

elvégezziik. Legyen tehat k = 2n, n € N, alaku, ekkor
F(t) _Tlnty)  (n=3)T(=3) (=3 (r-3Tn-3

r¢+1) T(n+1) nl'(n) n(n—1)I'(n—1)
_m=5)(n=5)3T(G) (-3 (E=3) 5V
n(n—1)---2-1I'(1) Et-1)--2-1
_k-1)(k—=3)-- 1\/_ (k — )"
“ R DG -2 VT
Igy (2.8.57) és (2.8.58) alapjan kapjuk (ii)-t. O

3. Valészintliségszamitas 2. felméro feladatsorok

3.1. 2001. év példai

3.1.1. Feladat. Legyenek {&, : n € N} valészintiségi valtozok. Bizonyitandd, hogy a
kovetkez6 halmaz esemény:

{we: Hgg%gn(w)}
Megoldas. Mivel egy R-beli sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat,
az, hogy rogzitett w € Q esetén (&,(w))nen konvergens azzal ekvivalens, hogy
Ve>0 INeN: Vnl=2N: [§(w)—&w) <e,
vagy azzal is ekvivalens, hogy
Ve>0 dINeN: Vn>2N: [ (w)—Ev(w)]<e.

Az els6 esetben

{we:3m&@Wi=U (N {we®: () — &unlw) <&}

e>0n>1k,1>20

— ﬂ U ﬂ {wEQ D (W) = Sr(w)| < 1/m}

m>21n=>1k,12>20
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A maiésodik esetben

{fweq: 3 llm En(w) b = ﬂ U ﬂ {weQ : |&unw) — &w)] < 1/m}.

Felhaszndlva azt, hogy az {|¢, — &,| < €} tipusi halmazok események, és azt, hogy egy
o-algebra zart a megszamlélhaté unio- és metszetképzésre mindkét esetben kapjuk a dolgot.

Megjegyezziik, hogy az

{we: Hr}ingofn(w)} = U ﬂ U ﬂ {weQ : |gn(w) —c] <1/m}

ceERm=>1n>1k>0

felbontassal nem ériink célba, mert egy o-algebra nem feltétlentil zart a tetszoleges szamos-
sagu unidképzésre. 0

3.1.2. Feladat. Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normalis eloszlast valészintiségi

valtozék. Mutassuk meg, hogy &2 4+ n? exponencialis eloszlasi % paraméterrel.

Elsd megoldas. A feltételek miatt &2 + 7% eloszldsa 2-szabadsigi fokti ys-eloszlés, azaz
p=2/2=1l-rendi és A = 1/2 paraméterii gamma-eloszlas. fgy £ +n? slirfiségfiiggvénye

A R ey
re 2 —z¢ ha x>0,
- {2555

1
ha x <0,

ez pedig nem mds, mint a A = 1/2 paraméterii exponenciélis eloszlas siirliségfiiggvénye.

Masodik megoldas. Mivel ¢ és n fiiggetlenek, igy &2 és n? is fiiggetlenek. A konvolticids
képlet alapjan szamolunk majd. Elészor meghatarozzuk €2 és n? stiriségfiiggvényét. Ekkor
Fe(z) = P(§? <x)=0, ha <0, és minden z >0 esetén

Fe(r) = P(& <2) = P(—Vz < £ < Va) = P(§ < Va) = P(E< — V)
=P <Vz) = P < —Vx) =P(§ < Va)— (1 - P(§ < V7))
=2P(¢ < V) —1=2F(Vz) - 1,

ahol felhaszndltuk, hogy & szimmetrikus és folytonos eloszlasfiiggvényti. Igy

2fe(VT) 5= = =—e™? ha x>0,
- {16755

0 ha z<0.

Ugyanez lesz n? siirliségfiiggvénye is. fgy a konvolicios képlet alapjan

—+00

feei2(2) = fee(x) fp(z —x) dz, zeR.
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Ezért 2z <0 esetén fei,2(2) =0, ha pedig z >0, akkor

| 1 1 [* 1
— —x/2 —(z—x)/2 dr = — —2z/2 d
2 2(2 e e x —e¢ x
Jerse(2) /0 V21x 2m(z — x) 21 Jo \Jx(z — x)
—z/2 [z 1 —z/2 1
— ¢ / dz = & dz
2m 0 \/’22/4_ (1}—2’/2)2 T 0 1 <w—72/2)2

e 2 [z [ =22\ e 2 (zw Z—T{') R
= —arcsin = oI ) = e A
zm |2 z/2 i zm \22 2 2 2

fgy 14tjuk, hogy &2 +n? sfiriségfiiggvénye megegyezik az 1/2 paraméter(i exponencialis
eloszlas stirtiségfiiggvényével, igy kapjuk az allitast.
Megjegyezziik, hogy a

/ e Y2z —2) V2 dz
0

integral kiszamolhaté egyszertibben is. Nevezetesen, az x = yz helyettesités utan

/OZ Pz — )T da = /0 (yz)?(z —y2) P2 dy = /0 y 21 —y)T 2 dy
CTORTO/2) VAV

= =T,

T(1) 1

ugyanis, minden « > 0, f > 0 konstans esetén a béta-fliggvényre vonatkozd azonossig

1xa—1 )l = L(a)I'(B)
/0 (=2 d T(a+8)

alapjan

O

3.1.3. Feladat. Bizonyitandd, hogy ha {&, : n € N} fiiggetlen, A paraméterti expo-
nencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor

1—e™ ha x>0,
lim P(n min & <x) =
nree ISksn 0 ha 2 <0.

Megoldas. Ekkor
. _ . . : S
P(nlrgrzlgnfk < x) P(lggnﬁk <xz/n)=1 P(lg}gngk >x/n)
=1—-P&>x/n, k=1,...,n)=1—[P(& =z/n)]"
=1—-[1—-P(& <z/n)|"

fgy, ha x <0, akkor

P(nlg}clgn& <z)=1-[1-0"=0,
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ha pedig x > 0, akkor

: 1 _ . _ oo AT/nyn 1 _ AT

P(n1g}§2n e<zx)=1—-[1—(1—¢ Nt=1—e"".
fgy latjuk, hogy a P(nminjcr<, & < ) valészinliség nem fligg n-tol, és ezért kapjuk az
allitast. O

3.1.4. Feladat. Bizonyitando, hogy ha &, tart &-hez sztochasztikusan, illetve ha 7, tart
n-hoz sztochasztikusan, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart a& + bn-hoz
sztochasztikusan.

3.1.5. Feladat. Legyen minden n € N esetén P, az a valdsziniiségi mérték |0, 1]-en,

mely % sulyt helyez az =1, i =1,--- ,n pontok mindegyikébe. Mutassuk meg, hogy P,

gyengén konvergdl a [0, 1]-en értelmezett Lebesgue-mértékhez.

3.2. 2003. év példai

3.2.1. Feladat. (A1) Bizonyitandd, hogy ha &, — £ és &, — n sztochasztikusan, akkor
P =mn)=1

3.2.2. Feladat. (A2) Legyenek ¢ és n fiiggetlen valdsziniiségi valtozék P(§ = k) =
Pn=k)=p(1—p)k, k=0,1,... eloszldssal. Bizonyitandé, hogy tetszéleges n = 0,1, ...

és k=0,1,...,n esetén
1

P(E=k|&+n=n) =7

3.2.3. Feladat. (A3) Legyenek {¢, : n € N} fiiggetlen, azonos eloszldsi valészintiségi
véltozdk, és tegyiik fel, hogy E|& | < 4+00. Bizonyitandd, hogy

P({|§n| > n véges sok n € N—re}) = 1.

3.2.4. Feladat. (A4) Bizonyitandé, hogy ha minden n € N esetén &, binomidlis eloszldsi

(n,p,) paraméterekkel, p, € (0,1), n € N, és p, — p € (0,1), akkor %
npn(l—pn

eloszlasban konvergdl a standard normaélis eloszlashoz, amint n — oo.

3.2.5. Feladat. (B1) Bizonyitand6, hogy ha &, — & 1m, — n sztochasztikusan és
P(¢ =n) =1, akkor barmely ¢ >0 esetén P(|§, —n,| =€) — 0.

3.2.6. Feladat. (B2) Legyenek ¢&;,...,&, fiiggetlen valészintiségi valtozok, E&, = 0,
E&2 =1 és EEE < 400, ha k=1,...,n. Legyen S, :=¢& +---+¢&,. Bizonyitandé, hogy
E(SR) = 2hm E(&) és B(S,) = 225 E(&) +3k(k —1).

3.2.7. Feladat. (B3) Legyenek {¢, : n € N} fliggetlen, azonos eloszldsi valészintiségi
véltozdk, és tegyiik fel, hogy E|& | < +00. Bizonyitandd, hogy

P({ 1im Sn —0}) =1

n—oo M,
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3.2.8. Feladat. (B4) Bizonyitandd, hogy ha minden X € (0,+00) esetén &, Poisson

eloszlasi A\ paraméterrel, akkor 5%)‘ eloszlasban konvergél a standard normalis eloszlashoz,

amint A — oo.

3.3. 2004. év példai

1.Zh

3.3.1. Feladat. (A1) (Rényi [2], 2.6.54.) Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasi
valészintiségi valtozok, kozos stirtiségfiiggvényiik f(x) := %e"””', x € R. Hatdrozzuk meg
X +Y striségfliggvényét!

Megoldas. A konvolucids képlet alapjan
+o00

Ixiv(z) = fx(W)fy(z —y) dy =

+oo
/ e Wemlr=vl dy 2 e R.

—00

1
4
Ha x>0, akkor

0 T +oo
1 1
fxav(x) = Z/ eYe~(@=v) dy + Z_l/ e Ve~ (#Y) dy + 4_1/ e Yet Y dy

—00 0

0 1 T 1 +o00
e_’”/ e dy + Zle_x/ 1dy + Ze’”/ e %Y dy
—00 0 T

e2]? 1 1 [ew]™™
e~ |:7:| + ZG_IQ? + —e® |: :|

4 -2

T

Hasonléan, ha = < 0, akkor

L[ Yo—(z=y) L Y Ty L[ —Y,T—Y
fxay(z) = 1 e’e dy—l—z eve dy—l—z e Ye" Y dy
—00 T 0

1 T ) 1 0 1 400 )
:Z—Le_m/ooeydy+zex/x1dy+zex/o e “dy

1 1”1 1 [e )™
= Ze_x [7] . + Zex(—x) + Ze”"’ { — ]o
1 _ e 1 1.1
=3¢ g Ty
= %ex + i(—x)ex + éec" = 169”(1 — )
fgy
fxiv(z) |x|;— “el, zeR
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3.3.2. Feladat. (A2) Mutassuk meg, hogy ha &, tart sztochasztikusan &-hez, ), tart
sztochasztikusan n-hoz és P(§ =n) = 1, akkor minden & > 0 esetén P(|¢,—n,| =¢) — 0.

3.3.3. Feladat. (A3) Mutassuk meg, hogy ha {&, : n € N} sztochasztikusan korlatos,
azaz

lim sup P(|&,| > R) =0,
R—o0 n>1

valamint 7, tart sztochasztikusan 0-hoz, akkor &,7m, tart sztochasztikusan 0-hoz.

3.3.4. Feladat. (A4) Legyenek &,, n € N valdszintiségi valtozék és p > 0 olyan, hogy
>0 El&,|P < 400. Mutassuk meg, hogy P(&, — 0) = 1.

3.3.5. Feladat. (B1) Legyenek X és Y fiiggetlen, a [—1/2,1/2] intervallumon egyenletes
eloszlasu valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg X + Y strtségfiiggvényét!

Megoldas. Ekkor
1 ha ze[-1/2,1/2],
fx(z) = fy(z) =
0 ha x¢[-1/2,1/2],
és a konvolicios képlet alapjan

+o0
fxyv(x) = fxW)fy(x—y)dy, zeR

Az integrandus akkor lesz nullétdl kiillonbozé (és ekkor 1-el egyenld), ha

1 1 1 < < 1 — 1 < 1, 1 <u<at 1
N X7 €S — T — X 5 PN X 5 €S T — - x S/ a

2 SYS 3 2 IS5 2 SYS 3 2 Y 2
Ha z—1/2>1/2, azaz x> 1, akkor [-1/2,1/2]N[x —1/2,xz+ 1/2] = 0.
Ha x —1/2 € [-1/2,1/2], azaz z € [0,1], akkor [-1/2,1/2] N[z —1/2,2 4+ 1/2] =
v —1/2,1/2].
Ha = —1/2 € [-3/2,—1/2[, azaz z € [—1,0], akkor [-1/2,1/2]N[z —1/2,2+1/2] =
[(—1/2,2+1/2].
Ha z—1/2 < —3/2, azaz z < —1, akkor [-1/2,1/2]N[z—1/2,2+1/2] =0.

Igy, ha = € [0,1], akkor
1/2

fXer(SC):/ 1dy:1—l‘,

~1/2
ha z € [-1,0[, akkor

z+1/2
fx+y($) = / 1dy:33+1,
—1/2

ha pedig |z| > 1, akkor fxiy(xz)=0. Ezért
1—Jz| ha |z[<1,
0 ha |z| > 1.

fxiv(z) = {
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3.3.6. Feladat. (B2) Mutassuk meg, hogy ha ¢, tart sztochasztikusan &-hez, n, tart
sztochasztikusan n-hoz, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart sztochasztikusan
aé + bn-hoz.

3.3.7. Feladat. (B3) (Rényi [2], 3.2.7.) Legyen ¢,, n € N egy konvergens valds
szamsorozat, v,, n € N pedig pozitiv egész értékii valdszintliségi valtozok sorozata, hogy
P(v, — oo) = 1. Mutassuk meg, hogy ¢, tart sztochasztikusan a ¢,, n € N sorozat
hatérértékéhez.

Els6 megoldas. Legyen ¢ > 0 tetszolegesen rogzitett. Azt kell megmutatni, hogy
lim P(|e,, — lim ¢,| >¢€) =0.
n—ro0 n—o0

Legyen c:=lim, . c,. Ekkor létezik olyan ng(¢) € N, hogy |c, —c| <&, ha n>=mny(e).
Megmutatjuk, hogy
(3.3.59) lim P(v, > ng(e)) = 1.

n—oo

Ekkor P(Vn > TLO<€>> - Eﬂ{yn>no(a)} éS

1 ha v,(w)=mne(e),
Ly, 2no(e)} (W) =

0 ha v,(w) <ng(e)
hiszen P(v, — +00) = 1. fgy a dominalt konvergencia tétel szerint

P(vn, = ng(e)) = Elg, 2n0)y — 1.

lgy (3.3.59) alapjan barmilyen ¢ € (0,1) esetén létezik olyan ny := nyi(d,e) € N, hogy
barmilyen n >n; esetén P(v, >ng(e)) > 1 — 0. Ekkor

P(lc,, —c| <e)=P(lc,, —c| <e,v, =ng(e)) + P(lc, — ¢| < e,v, < ng(e))
> P(v, 2 no(e)) + P(lc, —¢| < e,v, < ngle)),

hiszen a korabbiak miatt
{vn =no(e)} C {lcv, — | <e&,vn =no(e)}.
Ezért barmilyen § € (0,1) esetén létezik olyan ny; € N, hogy
P(lc,, —c| <e)=1-46, ha n>=n.

Es igy
P(lc,, —c| =€) <6, ha n>=ny,

st
azazZ Cy, — C.
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Masodik megolddas. Azt mutatjuk meg, hogy P(c,, — ¢) =1, és ebbdl mar kovetke-
zik, hogy ¢, “Loe. Felhasznélva, hogy

P({w e Q:vy(w) = +o0}) =1,
kapjuk, hogy
P{{c,, — ¢}) = P({c, = c} n{v, = +0}) = P(v, = +o0) =1,
ugyanis, ha w € Q olyan, hogy v,(w) — 400, akkor ¢, — ¢ miatt barmilyen & > 0
esetén létezik olyan Nj(e) € N, hogy minden n > Nj(e) esetén |c, — c| < e. Tovabbd,

létezik olyan Ny(e) € N, hogy minden k> Ny(e) esetén vi(w) > Nyi(e). Ezért, ha
n > max{Ny(e), Na(e)}, akkor |c,, ) —c| <e. O

3.3.8. Feladat. (B4) Legyenek ¢&,, n € N valdszintiségi véltozdk és p > 0 olyan, hogy
Yo Bl P < 400. Mutassuk meg, hogy P(§, — 0) = 1.

2.Zh

3.3.9. Feladat. (A1) Legyenek &,,n € N fiiggetlen, azonos eloszldsi valdszintiségi véaltozok,
hogy E|&| = +o00. Mutassuk meg, hogy minden & > 0 esetén

+0o0
Z P(|&,] = en) = 400.
n=1

3.3.10. Feladat. (A2) Legyen X egy nemnegativ valészintiségi véltozd, melynek varhatd
értéke véges. Mutassuk meg, hogy limy ,.o AP(X > \) = 0.

3.3.11. Feladat. (A3) Legyenek ¢,, n € N fiiggetlen, Cauchy-eloszlast valészintiségi
valtozdk. Legyen S, :=& +---+¢&,, n € N. Mutassuk meg, hogy

P (limsup& = —l—oo) = 1.
n—+oo N

3.3.12. Feladat. (A4) Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi
véltozék F  eloszlasfiiggvénnyel. Legyen M, = max(Xy,...,X,), n € N. Tegyiik fel,
hogy F(z) <1, z € R és lim, ,oo x*(1 — F(x)) = b valamely rogzitett «,b € (0,+00)
konstansokkal. Mutassuk meg, hogy n~'/*M,, eloszlasban konvergal egy olyan valdszintiségi
valtozohoz, aminek eloszlasfliggvénye

e ha x>0,
0 ha x<0.

3.3.13. Feladat. (A5) Legyenek X,,,n € Z, fiiggetlen, azonos eloszldst (valds) valdszintiségi
valtozok, hogy P(X; > 1) = 1. Tekintsiik az alabbi (,,véletlen egyiitthatés”) hatvanysort

Z X,x", r e R.
n=0
Jelolje R ezen hatvdnysor konvergenciasugarat. Mutassuk meg, hogy P(R € {0,1}) = 1.
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3.3.14. Feladat. (B1) Legyenek ¢&,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi
valtozok, hogy E|&;| = +o0o. Mutassuk meg, hogy

P (sup@ = +oo) =1.

neN T

3.3.15. Feladat. (B2) Legyen X egy nemnegativ valdszintiségi valtozo, melynek varhatd
értéke véges. Mutassuk meg, hogy limy ,.o AP(X > \) = 0.

3.3.16. Feladat. (B3) Legyenek ¢&,, n € N filiggetlen, Cauchy-eloszlast valészintiségi
valtozok. Legyen S, (=& +---+¢&,, n € N. Mutassuk meg, hogy

P (liminf & = —oo) =1.
n—+oo N

3.3.17. Feladat. (B4) Legyenek X,, n € N fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi

véltozék F  eloszlasfiiggvénnyel. Legyen M, = max(Xy,...,X,), n € N. Tegyiik fel,

hogy F(z) <1, 2 € R és lim, o (1 — F(x)) = b valamely rogzitett \,b € (0, +00)
Inn

konstansokkal. Mutassuk meg, hogy M, —=* eloszldsban konvergél egy olyan valoszintiségi

valtozéhoz, aminek eloszlasfiiggvénye exp{—be **}, x € R.

3.3.18. Feladat. (B5) Legyenek X,,,n € Z, fliggetlen, azonos eloszlasu (valds) valdsziniiségi
véltozdk, hogy P(X; >1) = 1. Tekintsiik az alabbi (,,véletlen egyiitthat6s”) hatvénysort

ZXn:c”, r e R

Jelolje R ezen hatvanysor konvergenciasugarat. Mutassuk meg, hogy P(R € {0,1}) = 1.

3.4. 2005. év példai

1.Zh

3.4.1. Feladat. Legyen & egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozé a [0, 1] intervallumon.

Hatéarozzuk meg az n := 1%& valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét, sirtiségfiiggvényét,

varhato értékét!

3.4.2. Feladat. Legyenek £ és n fliggetlen valésziniiségi valtozok, melyekre E& = En = 3
és D% =D?*n =9. Hatdrozzuk meg £ +n és £-n korrelacids egyiitthatdjat!

3.4.3. Feladat. A konvoliciés képletet felhasznalva mutassuk meg, hogy k db fiiggetlen, A
paraméterii exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozo osszege k-adrenddi, A paraméterii
gamma eloszlasu.

3.4.4. Feladat. Legyenek ¢ és n fiiggetlen \ paraméterii exponencidlis eloszlasi valdszi-
niiségi valtozok. Hatarozzuk meg & + 7 momentumgenerald fliggvényét!
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3.4.5. Feladat. Legyenek &,,n € N, és € olyan valészintiségi valtozok, hogy EE2 < +oo,
n €N, és E& < +oo. Mutassuk meg, hogy ha &, =2 €, akkor E¢, — E¢ és E&2 — E&2.

2.Zh

3.4.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha ¢, tart sztochasztikusan &-hez, 7, tart szto-
chasztikusan 7)-hoz, akkor tetszoleges a,b € R esetén a&, + bn, tart sztochasztikusan
a& + bn-hoz.

3.4.7. Feladat. Legyenek &,, n € N, azonos eloszlasu valészintiségi valtozdk, hogy E|&| =
+00. Mutassuk meg, hogy barmilyen ¢ > 0 esetén

+o0o
3" P(lgal = en) = 400
n=1

3.4.8. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 5.9.5.) Az inverziés formulat felhaszndlva
mutassuk meg, hogy tetszéleges a >0, b >0 esetén
/+°° sin(at) sin(bt)

2 dt = 7w min(a, b).

Megoldas. Legyenek X és Y fiiggetlen valdszinliségi véaltozok, hogy X egyenletes
eloszldst a [—a,a] intervallumon, Y egyenletes eloszldsi a [—b,b] intervallumon. Ekkor
©x(0) =1, és a 2.5.6. Feladat alapjan

i Lo - L. . sin(ta)
t :]E“X:—<m_ zt(—a>>:_2 ta) = t£0.
px(t) =Bt = oo (e —e a2 sinlte) = — =, 70
Hasonlban,
sin(tb)
oy (1) = —,~ ha t#0,
1 ha t=0.
. in(ta) sin(tb
pxev(t) = px(pr() = TIUIE, -y

Megmutatjuk most, hogy ¢x,y € L'(R). A Cauchy-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség alapjan

+oo +oo +oo 2
/ sin(ta) sin(tb) tb / sm dt / sm dr
o o abtz

Felhasznélva a 2.5.9. Feladat megoldasaban leirtakat, kapjuk, hogy
/+°° (sin(ta)>2 a4t — /+°° (sinm)zldx _ T
oo ta oo T a a

230




Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

/+°O| (t)|dt<\/f\/f—L<+oo
o (;DX-i-Y X a b - \/% 9

és fgy oxyv € L'(R).

Ezért

Az inverzids-tétel alapjan X + Y abszolut folytonos eloszlasu és

1 [t 1 [t . sin(ta)sin(tb
fxey(z) = %/ e oxyy(t)dt = o em% dt, zeR
Az x =0 vélasztdssal
T gin(ta) sin(th
/ . % dt = 2mabfx 4y (0).

Itt, a konvolucidés képlet alapjan

o min(ab) 1 ] 1 min(a, b)
fxiv(0) = fx(0—2)fy = ——dz = —2mi =—".
+v(0) B (0= 2)fr(2)dz / ) 2a2b dz 4ab min(a, b) 2ab

— min(a,b

fgy kapjuk a bizonyitand6 egyenloséget.
Megjegyezziik, hogy X 4+ Y siirliségfiiggvénye (feltételezve, hogy 0 < a <b):

/

0 ha x>a+0,
(a+b—2) ha b—a<az<b+a,

[xiv(x) = ha a—b<2z<b—a,

4a
1
26

—(x+a+b) ha —a—b<z<a-b,

0 ha x < —a—0.

\

O

3.4.9. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 7.11.15.) Legyenek X,, n € N, fiiggetlen,
azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok. Feltételezziik, hogy X; karakterisztikus fliggvénye
¢x, differencidlhaté O-ban és ¢’y (0) = iu, ahol p € R. A folytonossagi tételt felhasznélva
mutassuk meg, hogy

Z?:l Xi

n

D
— i, ha n — oo.

Megoldas. A folytonossagi tétel alapjan bizonyitunk. Az azonosan u valdszintiségi valtozd
karakterisztikus fiiggvénye ¢, (t) = Ee* = ¢'* ¢ € R. Azt kell beldtni, hogy

lim pxn | x, (1) = €™, teR.

n—00
Itt

priyx(f) =E <exp {thlTlX}) = (Qﬁxl (%))” _ <1+ n(SOXl(t,,{n) - 1))n.
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A 2.5.12. Lemma alapjan elég azt belatni, hogy
lim n(px, (t/n) — 1) = itpy, teR.
n—oo

Ekkor

_ X1 (t/n) —¥xy (O) _ tQOXl (t/n) —¥YXx (O)

n(SDXI (t/n> - 1) 1/71 t/n 0 )

t#0.

Felhasznalva, hogy 'y, (0) = ip, kapjuk, hogy lim, o n(px,(t/n)—1) =itu, t € R. Ezzel
belattuk a feladat allitasat.

Megjegyezziik, hogy a kovetkezb ,,megoldds” hibds. Mivel ¢x,(t) = Ee'X1,
t € R, kapjuk, hogy

Oy, () =E(iX1e"), teR, ésigy ¢ (0) =iEX;.

Ezért EX; = p € R. Tovabba a nagy szdmok erds torvénye alapjan

P (lim —21:1 = ,u) =1, és igy —21:1 N L.
n

n—00 n

A hibdt a ¢y (t) = E(ine“Xl), t € R, egyenléség szarmaztatdsanal kovettiik el, nem biz-
tos, hogy a hatarérték képzés és a varhaté érték képzés miivelete felcserélheté. Ha E|X;| <
+0o, akkor az el6z8 két miivelet biztosan felcserélhetd. Azonban az, hogy E|X;| < 400
pusztan a feladat feltételeibol nem kovetkezik. Az aldbbiakban erre néziink egy példat.

Példa. (Medvegyev [6], 411. old.) Legyen a £ valésziniiségi valtozé abszolit folytonos
eloszlas, strtiségtiiggvénye

m ha ‘ZU| > 2,
fe(x) =
0 ha |z| <2,

alkalmas c¢ > 0 allandoval. Megmutatjuk, hogy §-nek nem létezik a varhaté értéke, de (g
differencidlhaté a 0 pontban és ¢;(0) = 0.

Eloszor végiggondoljuk, hogy ¢ megvalaszthaté alkalmas modon. Egyrészt ¢ > 0 kell
legyen, méasrészt

1 +o00 1 -2 1 +o00 1
i d ———dzx =2 —dt
c /2 x?Inzx $+/_OO 22 In(—x) ¢ /2 t2Int

Mivel x >2 esetén Inz > In2 > 0, kapjuk, hogy
O</+OO ! d</+Oo L d ! e ! <+
X xrT = —— —_— _ .
o  x2lnz ), 22In2 In2 | x|, 2In2 >
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Ezért

+oo 1
d 0
/2 o 4% € (0,+00),

és igy ¢ megvalaszthato alkalmas médon.

Megmutatjuk most, hogy &-nek nem létezik a varhato értéke. Ehhez definicié szerint azt

kell leellendrizni, hogy E&™ és EET is 400, ahol &1 :=max(£,0) és & := —min(E,0).
Itt
+00 +oo oo
E¢t :/ max(z, 0) fe(x) dx:/ T 20 da::c/ ! dx
oo 9 x?Inz s  xlnzx
= c[In(Inz)];> = +oo.
Hasonléan

+00 —2 +oo 1
E¢™ :/ —min(x,O)fg(m)dx:/ —mmdx:c/z —— dt = 4-00.

o o tint

Tehdt EET = 400 és EE™ = 400, {gy &-nek nem létezik a varhaté értéke.
Megmutatjuk most, hogy ¢ differencidlhaté a 0 pontban és ;(0) = 0. Tetszbleges
t € R esetén
-2

+o0 +o0
) = et — / ita c d / ite € doe — / it(—x) ita c d
©e(t) e - e () T + i e ———dz i (e + ') T

22lnzx 22lnx

+oo t

= 20/ 0028( z) dz.
9 z?lnx

(Vegyiik észre, hogy mivel & eloszldsa szimmetrikus, ¢g(t ) € R, Vit € R, ami persze a fenti
szamolasbdl is 1atszik.) Felhaszndlva, hogy 1 = 2¢ f; dz, kapjuk, hogy

2ln:p

1-— oo 1 too] —
©e(t) _ / ( B cos(ta:)) dp — / cos(tx) d. LeR
2 2

2¢ 2lnz x?lnz 2lnz
Végiggondoljuk most, hogy
0<1—cosu< min(2,u2), Yu e R.

Az nyilvan teljestl, hogy 0<1 —cosu <2, u € R. Igy csak azt kell leellendrizniink, hogy
1 —cosu<u?, u € R. Tekintsiik az f(u) := u* — (1 — cosu), u € R fiiggvényt. Ekkor
fO)=0—(1—-1)=0, és f'(u) =2u—sinu>0, ha u>0. Igy f monoton novekvd
a [0,00) intervallumon, és ezért u®>>1 — cosu, ha u>0. Felhasznélva, hogy u? és
1 — cosu is paros fiiggvény, kapjuk a dolgot.

1 — t +o0 : 2t22
ogﬂg/ L e
2c 9 x?Inz

Ezért
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Igy 0<t</2/2 esetén

_ V2/t 2.2 +oo - 2,2
0< 1 — e(t) < / min(2, t°z )dx+/ min(2, t*x )d
2

2c x?lnz v r?lnm

V2/t 1222 too 9
= 5 dr + ———dz
9 x?Inx V2 ¥ Inz

V2/t 1 +oo 1
e[ g [,
9 Inz V2 ¥ Inx

X

Ezért

V2/t 1 400 1
3.4.60) 0<1— pe(t) <2¢ | ¢ —dx+2 ——dz |, ha 0<t<V?2/2.
¢ 2

Inz vz rilnz

Megmutatjuk, hogy 1 — @¢(t) = o(t), amint ¢ — 0, azaz

lim —1 — () =0.
t—0 t
Ebbdl mar kovetkezik, hogy
/ T @E(t) —1 _
#e(0) = lim =——=0.

ElGszor azt latjuk be, hogy 1 — p¢(t) = O(—t/Int), amint ¢ — 0, azaz 3 K >0 és 3
to > 0, hogy

(3.4.61) 1— pe(t) = |1—g0§(t)\<K‘—— . ha 0<t<t.

(Azért elég (3.4.61)-ben csak a 0 < t < ¢, intervallumot tekinteni a —ty < ¢t < t
intervallum helyett, mert ¢¢(t) = @e(—t), t € R.)

Ha 0<t<ty<l1, ugy |—t/Int| =—t/Int, igy azt mutatjuk meg, hogy I K >0 és
31>1t, >0, hogy

Ehhez a hatarérték definicija alapjan, (3.4.60)—at felhasznalva, elég belatni, hogy létezik a
t2 V2t 1 dx
lim —=2lnz hatérérték és > 0,
t10 —7
illetve létezik a
lim M hatarérték és > 0.
t¢0 Int
Ekkor
V2/t 1 V2/t 1
t? dx d
lim —th”” = lim L e~
t10 — £10 —
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és ez utébbi hatarérték ,,i#’o”—tipusﬁ. Valéban, a £'Hospital szabaly alapjan

1 1/t -1/t
lim l'mi = lim / = —00,
o tInt o Int w0 1/t

és

\[/t +oo 1 +oo 1
lim —dx—/ —dz > / —dz = [Inz]3> = +o0.
10 Inx s Inz 9

Igy, djra a £'Hospital szabaly alapjn

V2 =1 _ (Int)2
li t /tﬁdx_l_ 1n(\f/t)\/§2 e \/_ 7D —Int
i e =l O T e
Int - t7
2(Int)2
Int)?
= —2lim : =V2>0.
10 (Inv2)Int + In(v2) — (Int)? — Int
Hasonléan,
[ Ve 1 (mp?

22lnx . 21p . —n I
lim \[/t—tl = lim M — Qi Y2 (vV2)=Int
tl0 Y tl0 —1lnt+t? tl0 _(lnt _ 1)

(Int)?2
1 . (Int)? 1
——lim =—7=>0
V2 10 (Iny/2)Int —In(v/2) — (Int)2 +1Int /2
Ezért 3 K >0 és 41>ty >0, hogy
1 — () <t

X s ha 0 <t <t
t Int a 0
Igy X .
0 < limsup lﬁ() < Klim sup ,
t—0 tl0 Int

és ezért 1 —¢(t) = o(t), amint ¢ — 0. Igy létezik ©:(0) és (0) = 0. Ezzel befejeztiik
a példa bizonyitasat.

Megjegyezzik, hogy érvényes az alabbi tétel.

Tétel. (Pitman) (Medvegyev [6], 792. old.) Legyen & egy valdsziniiségi valtozé, F
az eloszlasfiiggvénye és ¢ a karakterisztikus fiiggvénye. Legyen tovabba k € N paratlan
szam. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek

(i) Iétezik ©*)(0),
(ii)
T
lim / " dF(z) létezik és véges,
T—oo J_p

illetve teljesiil, hogy lim,_,o 2*(1 — F(x) — F(—x)) = 0.

235



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

A feltételek teljestilése esetén

T

©®(0) = i* lim 2*dF ().
T—oo _T

Az (i) és (ii) feltétel ekvivalens azzal is, hogy fiiggetlen, F eloszlasfiiggvényti valdszintiségi
valtozok k-adik hatvanyara teljesiil a nagy szamok gyenge torvénye.

Konkrét feladatunk esetén Pitman-tételébdl az is kovetkezik, hogy ha X,, n € N,
fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok, hogy abszolit folytonosak és a kozos

strtiségfiiggvény

—<— ha |z| > 2,

le (.ﬁlf) _ z2In |z | |

0 ha ‘-’1:’ g 27
(alkalmas ¢ > 0-val), ugy

7-L Xz S

Zz:l _t> 0’
n

azonban 0 nem a koz0s varhato6 érték, hiszen az nem is létezik. Tovdbbd ¢ (0) =0. [

3.4.10. Feladat. Legyen X egy olyan nemnegativ valésziniiségi valtozé, melyre EX? <
+0o. Mutassuk meg, hogy limy ;.o AP(X > \) = 0. (Segitség: Markov-egyenlStlenség.)

3.5. 2006. év példai

1.Zh

3.5.1. Feladat. Legyenek ¢ és n fiiggetlen, standard normalis eloszlast valészintiségi
valtozék. A konvoliiciés képletet felhasznalva mutassuk meg, hogy &2 + 7% exponencidlis
1

eloszldsu ; paraméterrel.

Megoldas. Léasd a 3.1.2. Feladat masodik megoldasat. 0

3.5.2. Feladat. Legyenek ¢ és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, hogy ¢ p-edrendd,
A paraméterti gamma eloszlasi és 7 p-edrendd, % paraméteri gamma eloszlasi, ahol
p >0, A > 0. Mutassuk meg, hogy

Ip(p+1)(3p +2)

Megoldas. Az 1.1.14. Feladat alapjan minden n € N esetén
r r 2"
Een — (p+n) By — (p+n) _2'T(p+n)
A"T(p) (A/2)"(p)  A"L(p)

Felhasznalva & és n fliggetlenségét

E(& +n)° =E(& + 380 + 3¢n* + n°) = EE® + 3EEEn + 3EEEn” + En’
_I(p+3)  .T(p+2)2l(p+1)  _Tp+1)4l'(p+2) 2°T(p+3)

~ XT(p) NT(p)  AL(p) A(p)  N°T(p) X3 (p)
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Felhaszndlva az T'(x 4+ 1) = 2T'(x), = > 0, azonossigot, kapjuk, hogy

(p+2)(p+1)pl(p)  ,(p+1)plp)2pL(p) ., pl(p)4(p+1)pl'(p)
B =30 5 NG AT oA w0
2°(p+2)(p+ 1)pI'(p)
AT (p)

9 18 9
= 5P+2)p+p+ 5P (p+1) = e+ 1) (B +2).

O

3.5.3. Feladat. Legyen £ egyenletes eloszldsi valészintiségi valtozé a (—1,2) intervallu-
mon. Legyen n:= 3. Hatdrozzuk meg n eloszlasfiiggvényét, stirtiségfiiggvényét és varhaté
értékét.

Megoldas. A ¢ valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye és stirtiségfiiggvénye:

0 ha < —1,
1 ha ze(-1,2),

Filo)= (% ha —l<a<2 & f§<x>={g o
1 ha x> 2, Y .

Az n valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

0 ha Vr< —1, azaz o< — 1,
Fyz)=Pn<a) =P <2)=PE<Vr)= L ha —1< yr<2 azaz —1 <z <8,
1 ha r>2, azaz x> 8.

fgy n strlségfiiggvénye:

fay= {33 =gy b e (-L9),
! 0 egyébként.

Ezért n varhato értéke
+00 8 1 1 /8 1 [44/378
En = dz = de = - Vedr = - | —
1= [ ot /“"M— T ) v 9[4/3}

13 a3 43 1 4 15 5
1 =—2"-1)=—=-.
94(8 (=) 12( ) 12 4

Kozvetlenil ¢ stlriiségfiiggvényét felhasznalva is szamolhatjuk n varhato értékét:

+oo 2 1 2472 1 15 5
Ep — B¢ — 3t (o)dr = | 2Podr=- | 16— 1 2
=R / v fe(r) d /w3x 3{4}_1 pU-D=35=7

00 —1
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3.5.4. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 3.6.3.) Legyenek X és Y diszkrét valdsziniiségi
valtozok, hogy

C
P X=zY=9y)= €N
( o ) (x+y—1D(x+y)(e+y+1) Y ’

ahol C' >0 konstans. (Itt N={1,2,...}.)

(i) Hatdrozzuk meg C értékét!

(ii) Hatdrozzuk meg X és Y eloszlasat!

(iii) Hatdrozzuk meg X vdarhat6 értékét!
Megoldas. (i) és (ii): Tetszbleges x € N esetén

> 1
(z+y—Dx+y)(z+y+1)

P(X:x):iP(X:x,Y:y):C
O rHytl—(z+y-1)
B Z(a:+y—1)(x+y)(x+y+1)

2 —
O 1 1
:EZ(<x+y—1><x+y> B <x+y><x+y+1>>'

Tovabbd minden n € N esetén

= 1 1
Z((%&u—l)(%‘w) N (w+y)(:v+y+1))

yl_ 1 1 1 1
Ca(r+1) (x+1)(x+2)+(x+1)(:c+2)  (z+2)(z+3)
1 1
+.”+(:U—|—n—1)(x1—|—n) C(z+n)(z+n+1)
1

Cz(z+1) (z+n)(zt+n+1)

és igy minden z € N esetén

> 1 1 _ 1 1
Z(<x+y—1><x+y> - <x+y><x+y+1>> = <x<x+1> - <x+n><x+n+1>>

y=1
B 1

Cz(z 4 1)

Ezért
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Mivel

1= f: i P(X=xz,Y=y)= i P(X =1x) kell legyen,
=1

z=1 y=1
kapjuk, hogy

C (1 1 C
=43 (2-5) =%
2 —\r z+ 1 2
és igy C' = 2. Az el6z6 szamolasok azt is adjak, hogy

P(X =x)=

r €N, és PY =y) = y €N

e(@t 1)’ yly+1)

(iii): Mivel X nemnegativ, igy a varhato6 értéke létezik (legfeljebb +o00). Tovabba

o0 oo

= 1 1
EX:;xP(X:x):;xm:2x+lz+oo.

[gy X vérhaté értéke +oo.
Vegyiik észre, hogy X és Y nem fiiggetlenek, mert példaul

2
P(X=2Y=1)= N
X=zY=)=Trery “N

és ) ]
P(X=2)P(Y =1) = ——— N.
( )P ) zlx+1)1-2 re

Tgy

P X=2,Y=1)#PX=2)P(Y=1), ha z#2.
U

3.5.5. Feladat. Legyenek X és Y fliggetlen valdszintiségi valtozdk, hogy X exponencialis
eloszlasu A paraméterrel és Y exponencidlis eloszlasi p paraméterrel, ahol A > 0, u > 0.
Legyen tovabba U := min(X,Y).

(i) Hatarozzuk meg a P(U = X) valdsziniiséget!
(ii) Hatdrozzuk meg U varhaté értékét!

Megoldas. (i): Felhaszndlva, hogy X és Y fliggetlenek, kapjuk, hogy

P(U=X>=P(X<Y>=//{( ey D S
z,y)ERZ: x<y

= // e e dx dy
{(w,y)eRﬁ_: xéy}
+0oo +oo

+o0 e—Hy] T
= / (/ e e H dy) dr = )\u/ e { } dz
0 T 0 —H

y=x
+oo ~(pz 7He A
= )\/ e M = \ {6—1 = —.
0 —(A+ )], At
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Els6 megoldés (ii)-re: Az (i) részhez hasonléan kaphatjuk, hogy P(U =Y) = .
Ekkor

EU = E(Uﬂ{xgy}) + E(Uﬂ{x>y}> = E(Xﬂ{ng}) + IE(YVH{X>Y})

Itt
+0o0 “+o0o
E(X]l{xgy}) = //{( n e }x/\e_)‘w,ue_“y drdy = /0 (/ zhe N pe M dy) dz
z,y 11Ty T

400 —py ] oo 400
= )\,u/ re M {e } dr = )\/ ze~ M 4y
0 —H = 0

Yy=x
)\ +oo
_ A ~Ate g —
)\+M/o (A + pe x

A
(A +p)?

Hasonléan E(Yﬂ{x>y}) = m Igy

A p 1

EU = = .
(A+p)?  Atp

Masodik megoldas (ii)-re: Meghatarozzuk U eloszldséat, majd ezt felhasznélva szamoljuk
ki a varhato értékét. Eloszor U eloszlasfiiggvényét irjuk fel. Tetszoleges x € R esetén
Fy(z) = Pmin(X,Y) <z)=1—Pmin(X,Y)>z)=1-P(X >2,Y > x)
=1-PX>22)P(Y > x).

gy
l—e Mgt =1 —e AT ha 2 >0,
Fy(x) =
0 ha x<0.
Tehdt U exponencidlis eloszldst (\ + p)-paraméterrel. Ezért EU = O

Atp’
3.5.6. Feladat. (i) Mikor neveziink egy ¢ valdszinliségi valtozét diszkrét eloszldsinak,
illetve abszolut folytonos eloszlasinak?

(ii) Mit értiink egy & valdszintiségi valtozo eloszldsfiiggvényén?

2.Zh

3.5.7. Feladat. Legyenek n; és ny fiiggetlen, 1-paraméterti exponencidlis eloszlast valdszi-
niiségi valtozék. Mutassuk meg, hogy a log (771 / 7]2) valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

F:R—R,
1

=— xR
1+e =

F(x):

Megoldas. Lasd az 1.1.8. Feladat (c) részének megoldasat. U
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3.5.8. Feladat. Legyen ¢ standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo. Hatarozzuk
meg & karakterisztikus fiiggvényét!

Megoldas. Lasd a 2.5.2. Feladat megoldasat. 0

3.5.9. Feladat. Minden n € N esetén legyen ¢, n-edrendi, p,-paraméterii binomialis

eloszldst valészintiségi valtozo, ahol np, — A € (0, +00) és p, € (0,1), n € N. Mutassuk
D :

meg, hogy &, — Pois(A\), ha n — oo.

Megoldas. Lasd a 2.5.13. Feladat megoldasat. O

3.5.10. Feladat. Legyen ¢ = (£1,&) egy 2-dimenziés normadlis eloszlast valdszintiségi
valtozé m € R? varhato érték vektorral és D invertalhaté kovarianciamatrixxal. Hatérozzuk
meg &1-nek a & = xo feltételre vonatkozo feltételes eloszlasat, ahol x5 € R.

Megoldas. Léasd a 2.8.2. Feladat megoldasat. U

3.5.11. Feladat. Legyen (&,7n) egyenletes eloszldsi valoszintiségi valtozo a (4,4), (6,4),
(6,6) és (4,6) csiucspontokkal rendelkez6 négyzeten. Legyen A := (1,2) és B := (&,n),
jelolje tovdabba P az x tengely azon pontjat, melyre AP + PB minimalis. Hatarozzuk
meg P vérhaté értékét! (Itt AP, illetve PB az A és P, ill. a P és B pontok &ltal
meghatédrozott szakasz hosszét jeloli.)

Megoldas. Hatarozzuk meg elszor a P pont koordinatait & és n fiiggvényében.

Végiggondolhatd, hogy a P pont nemmas, mint az = tengelynek és az A és B pontokat
Osszekotd egyenesnek a metszéspontja, ahol A = (1,—2) az A pont tikérképe az =
tengelyre.

Felirjuk m(ﬂ> az A és B pontokat 0sszekoto egyenes egyenletét. Fzen egyenes egy

iranyvektora AB = (&—1,n+2). [gy az egyenes egy normalvektora (—=(n+2),£—1), és
ezért az egyenes egyenlete

—n+2)z+ -y =-(+2)1+(—-1)(-2).

Mivel a P pont illeszkedik az = tengelyre, ezért P = (p,0) alakd. fgy

—(n+2)p=—-n+2)1+ (- 1)(-2)

26 -1)
n+2

EP = (1+2E<g),0).
n+ 2

p=1+

Ezért

241



Barczy Métyas, Pap Gyula Valészintiségszamitas 2. példatar

Felhasznélva, hogy (&,7n) egyenletes eloszldst a megadott négyzeten, kapjuk, hogy

5—1) /6/6:5—11 / ( )
E(S—=) = “dedy=- [ (z- L
('0"‘2 4 Ja yt+t24 B 4 ! y+2y

6
/m—l)[ln(y+2 dr = /:U—l (In8 —In6) dx
4

I

N N
E

7~ N7 N —

fgy

4
EP = (1 +4In (§) ,0) ~ (3.3012;0)

3.5.12. Feladat. (Grimmett—Stirzaker [4], 5.12.52.) Legyen (X,Y) abszolit folyto-
nos eloszlasi valoszintiségi valtozé az alabbi strtiségfiiggvénnyel

O

;11(1 +ay(z? —y?) ha |z| <1 és |y| <1,
0 egyébként.

Mutassuk meg, hogy

(i) X és Y nem fiiggetlenek,

(i) px(t)py(t) = pxiv(t), t € R. (Itt ¢ karakterisztikus fliggvényt jeldl.)

Megoldas. (a): Jelolje fx, illetve fy az X, illetve Y valészintiségi véltozdk
sturiségfliggvényét. Ha X és Y fiiggetlenek lennének, ugy

flr,y) = fx (@) fy(y), zy€eR,

teljesiilne. Megmutatjuk, hogy ez utobbi egyenloség nem teljesiil. Valéban, minden z € R
esetén

+oo
fx(z) = fz,y)dy.
Igy, ha |2z|>1, gy fx(z) =0, és |z| <1 esetén
1q 1 2 4\ v=1
fu@) = [ G+aye = dy = (5 (v+ 0D ol
.4 4 2 "4)],_,

_1 1+x3 x+1 $3+x _1
4 2 4 2 4) 2
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Tehat

I oha |zl <1
fx(@) =2 |
x(@) 0 ha |z[>1

azaz X egyenletes eloszlasi (—1,1)-en. Hasonléan, minden y € R esetén
+o0
fr(y) = f(z,y)dz
Igy, ha ly| > 1, gy fr(y) =0, é |y| <1 esetén

Fy(y) = /11 2(1 +ay(r® —y?))de = E (m + y{ - y?’%)IZ;

1 y P y oy 1
— (142 L 124l ) ==
4<+4 o T uT 2

Tehat

i ha |y <1,
fY(y) =472
0 ha |y[>1

azaz Y egyenletes eloszlast (—1,1)-en. Igy, ha |z| <1 és |y| <1, tgy

Fr(@) () = # fley).

(b): Meghatédrozzuk elészor X és Y karakterisztikus fiiggvényét. Felhasznalva a 2.5.6.
Feladatot kapjuk, hogy

1 . , sint

t: t:_ Zt_ —Zt:_ h t
px(t) = pr(t) = (" =) =2, ha t£0,

illetve ¢x(0) = ¢y (0) = 1.
Meghatarozzuk most X + Y karakterisztikus fiiggvényét:

1 1
| o
px iy (t) = B = / / ML (1t ay(a? — y?)) do dy
1J-1

1 1
1
:/ / e e (1 4 23y — zy®) dx dy
-1J-1 4
1 1 1 ] 1 1 ) 1 )
— = (/ eztz dx) 3 ztm (/ yezty dy> dr — _/ xelt:v </ y3eztydy> dz
4 -1 4 -1 -1
1 1 ) 1 1 ) 1 )
— (/ wx dx) 4+ = ( ztz dx) (/ yeztydy) _ = (/ relt® dl‘) (/ y3€ztydy)
4 -1 4 -1 -1
1
(/o)

(/ eztx dl’

teR.
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fgy, felhasznalva, hogy X és Y a (—1,1) intervallumon egyenletes eloszlasiak, kapjuk,

hogy
1/ [, ? Lo\
exir =5 ([ ewar) = ([ eiar) = (oxl0f = pxertt). teR
-1 —1
O
3.6. 2009. év példai
3.6.1. Feladat. Legyen ¢ standard normalis eloszldsi valdszintiségi valtozo. Létezik-e 5%
varhato értéke? Feltéve, hogy igen, véges-e ez a varhato érték?
Megoldas. Léasd az 1.1.13. Feladat megoldésat. O

3.6.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha ¢, tart sztochasztikusan ¢&-hez, 7, tart szto-
chasztikusan n-hoz, akkor tetszéleges a,b € R esetén a&, + bn, tart sztochasztikusan
a& + bn-hoz.

3.6.3. Feladat. Legyenek {¢, :n € N} olyan valdszintiségi véltozdk, melyekre

1 2 2
P(fn:O):l—ﬁ, P(fn:n):P<§n:_n):ﬁ‘
Igaz-e, hogy a {&, : n € N} sorozat 1-valdsziniiséggel konvergal 0-hoz? Igaz-e, hogy a
{&, : n € N} sorozat L;-ben konvergal 0-hoz?

3.6.4. Feladat. Legyenek X, n € N valdszinliségi valtozok, melyekre

1 1

)
77,2

P(X,=n>-1)=

Mutassuk meg, hogy EX, =0, n € N, de

P(Iim & = —1> =1.
n—,oo M

3.6.5. Feladat. Legyenek a &,, n € N sorozat elemei ¢,-paraméterii geometriai eloszlasi
valészintiségi valtozok, ahol ¢, — 0, ha n — 4o00. Hatérozzuk meg az 7, := ¢,§,, n € N
valésziniiségi véltozo sorozat hatareloszlasat! (Feltételezziik, hogy ¢, € (0,1), n € N.)

3.6.6. Feladat. Minden n € N esetén legyen &, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo
(n, 1)-paraméterekkel. Feszes-e a {F,,n € N} mértékesalad, ahol P, a &, valdszintiségi
valtozé eloszlasat jeloli?

Megoldas. Minden n € N esetén P, az a valoszintségi mérték az (R, B(R)) mérhet6
téren, melyre P (B) = P(§, € B) tetszlleges B € B(R) Borel-halmaz esetén. A
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{Pe,,n € N} valdszintiségi mértékbol allé csaldd definicid szerint akkor feszes, ha tetszéleges
e >0 esetén létezik olyan K. C R kompakt halmaz, hogy

sup P, (R\ K;) <e.

neN

Indirekt megmutatjuk, hogy a {F,,n € N} mértékcsaldd nem feszes. Tegyiik fel, hogy
feszes. Ekkor e := 0.5-hez létezik olyan K5 C R kompakt halmaz, hogy

sup P, (R\ Ko5) <0.5.

neN

Mivel Ky korldtos is, létezik olyan x € R, hogy Kos C [—z,x]. Ekkor tetszéleges
n € N esetén

Pe,(R\ Ko5) 2 Pe,(R\ [=,2]) = P(§n < —2) + P({ > 2) = ®(—2 —n) + 1 = ®(x —n),
ahol ® egy standard normalis eloszlaasu valészinliségi valtozo eloszlasfiiggvényét jeloli. fgy

0.5> sup P, (R\ Ko5) > ®(—2 —n)+1— d(x —n), n € N.

neN
Azonban
lim (®(—z—n)+1—®(x —n)) =1,
n—oo
azaz ellentmondasra jutottunk. 0
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Abrik jegyzéke

S R A

o e
po= o
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Konvergenciafajtak . . . . . . . . . ...
P-m.m. konvergal, egyenletesen nem . . . . . . . .. ... ...
L,-ben konvergdl, P-m.m. nem (1. 1ész) . . . . . . ... ... ... ... ...
L,-ben konvergdl, P-m.m. nem (2. 1ész) . . . . . . ... ... L.
P-m.m. konvergdl, L,-bennem . . . . . . .. ... 00000
Eloszlasban konvergdl, sztochasztikusan nem (1. rész) . . . . . . .. .. ...
Eloszlasban konvergél, sztochasztikusan nem (2. rész) . . . . . . ... .. ..
Gamma eloszlds, zart gorbe (1. rész) . . . . . .. ... L.
Gamma eloszlas, zart gorbe (2. rész) . . . . . ...
Haromszog . . . . . . . . . .
Integralasi tartomany (1. rész) . . . . . . . . ...

Integralasi tartomany (2. rész) . . . . . . . ...
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egyenletesen

(O<s<t)

sztochasztikusan

eloszlasban

1. abra. Konvergenciafajtak

2. abra. P-m.m. konvergal, egyenletesen nem

|
0 1/2 1 0 1/2 1

3. dbra. L,-ben konvergal, P-m.m. nem (1. rész)
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& 11— & 1 o
i} f f 0 f B f
0 vz 23 1 U3 3 1
&
1 E—

13 213 1

4. abra. L,-ben konvergal, P-m.m. nem (2. rész)

2/p

m

6. abra. Eloszlasban konvergél, sztochasztikusan nem (1. rész)

7. abra. Eloszlasban konvergél, sztochasztikusan nem (2. rész)
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y Ha t<0

8. dbra. Gamma eloszlas, zart gorbe (1. rész)

y y Ha t<0
L
L
re
—t—+ Kl
K2 |
| I |
é € A r X

9. dbra. Gamma eloszlas, zart gorbe (2. rész)

10. abra. Haromszog
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v Ha p,>0

B ) )

—(\sqrt{1-\rho_1"2}/\rho_1)u

11. dbra. Integralasi tartomany (1. rész)

Ha pl<0

;o

~(\sqrt{1+\rho_1"2}\rho_1)u

12. dbra. Integralasi tartomany (2. rész)
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