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1. Introduction

In the present thesis we give an overview of our results from our disser-
tation "Some questions of probability theory on special topological groups.”
We start with a short introduction of the considered topics and then present
our main results. The dissertation contains five chapters. The first chap-
ter gives an overview of the subject, historical background and contains a
summary of our results. Chapter 2, 3, 4 and 5 include our results which
are based on our papers [1], [2], [3], [4] and [5].

In Chapters 2 and 3 we investigate questions concerning Gauss measures
on special noncommutative Lie groups, such as on the Heisenberg group
and on the affine group. In Chapter 4 we deal with proving (central) limit
theorems for infinitesimal triangular arrays of random elements with values
in a locally compact Abelian group, such as in the torus, in the group of
p-adic integers and in the p-adic solenoid. In Chapter 4 we consider the
problem of representation of weakly infinitely divisible probability measures
on the above mentioned groups, as well. In Chapter 5 we prove an analogue
of the portmanteau theorem on weak convergence of probability measures.
Chapter 5 can be considered as an auxiliary result for Chapter 4.

In all what follows N, Z, Z,; and R denotes the set of positive
integers, the set of integers, the set of nonnegative integers and the set
of real numbers, respectively. The expression ”a measure on a topological
space” means a measure on the g-algebra of Borel subsets of the topological
space in question. By a Borel neighbourhood U of an element z of a
topological space G we mean a Borel subset of G for which there exists
an open subset U of G suchthat z €U CU.

2. Gauss measures on the Heisenberg group

Fourier transform of a probability measure on a locally compact group
plays an important role in several problems concerning convolution and
weak convergence of probability measures. In case of a locally compact
Abelian group, an explicit formula is available for the Fourier transform



of an arbitrary infinitely divisible probability measure (see Parthasarathy
[18]). The case of non-Abelian groups is much more complicated. For Lie
groups, Tomé [20] proposed a method how to calculate Fourier transforms
based on Feynman’s path integrals and discussed the physical motivation,
but explicit expressions have been derived only in very special cases.

In Chapter 2 we consider the 3-dimensional Heisenberg group H which
can be obtained by furnishing R? with its natural topology and with the
product

1
(91,92,93)(h1, ho, h3) = (91 + h1,92 + ha, g3 + hg + 5(91h2 - g2h1)>-

Then H is a nilpotent Lie group. The Schrodinger representations {myy :
A >0} of H are representations in the group of unitary operators of the
complex Hilbert space L2(R) given by

[Taa(g)ul(x) = eii(kg3+‘/x92x+>\91g2/2)u($ n \F)\gl)

for g = (91,92,93) € H, u € L?(R) and 2 € R. The value of the
Fourier transform of a probability measure p on H at the Schrédinger

representation myy is the bounded linear operator fi(m+y) : L2(R) —
L?(R) given by

A(maa)u = /H roa(gun(dg), e L(R).

A family (u¢)¢>o of probability measures on H is said to be a continuous
convolution semigroup if we have g * py = psae for all s, ¢ >0, and
Lt LN o = de as t | 0, where J, denotes the Dirac measure concentrated
on the unit element e = (0,0,0) of H. (Here the notation —— means
weak convergence.) A convolution semigroup (u¢);>o is called a Gauss
semigroup if limyjot 'y (H\U) = 0 for all Borel neighbourhoods U of e.
A probability measure p on H is called continuously embeddable if there
exists a continuous convolution semigroup (f¢);>o of probability measures
on H such that p; = p. A probability measure on H is called a Gauss
measure if it is continuously embeddable into a Gauss semigroup.



We derive an explicit formula for the Fourier transform of a Gauss
measure on H at the Schrodinger representation. Using this explicit
formula, we give necessary and sufficient conditions for the convolution of
two Gauss measures to be a Gauss measure. Namely, we prove the following
theorem (Theorem 2.2.1 in our dissertation).

Theorem. Let u' and p’ be Gauss measures on H. Then the convo-
lution p'*u” is a Gauss measure on H if and only if one of the following
conditions holds:

(C1) there exist elements Yy, Yy, Y1, Yo in the Lie algebra of H such
that [Y1,Y2] =0, and the supports of 1/ and p” are contained in
exp{Yj+R-Y1 +R- Y2} and exp{Y]+R-Y1 +R-Ya}, respectively.
(Equivalently, there exists an Abelian subgroup G of H such that
the supports of ' and p'’ are contained in “Eucledian cosets” of

G.)

(C2) there exist a Gauss semigroup (pt)i>o0 and t',t" >0 and a Gauss
measure v such that the support of v is contained in the center of
H and either ' = py, p" = ppxv or ' = pp*v, p” = py holds.
(Equivalently, ' and p” are sitting on the same Gauss semigroup
modulo a Gauss measure with support contained in the center of H.)

(Here exp denotes the exponential mapping from the Lie algebra of H
into H.)

It turns out that a convolution of Gauss measures on the Heisenberg
group is almost never a Gauss measure. We also give the Fourier transform
of the convolution of two Gauss measures on the Heisenberg group including
the case when the convolution is not a Gauss measure.

The structure of Chapter 2 is similar to Pap [16] in which he considered
symmetric Gauss measures on the 3-dimensional Heisenberg group. Our
main theorems are generalizations of the corresponding results for symmet-
ric Gauss measures on Heisenberg group due to Pap [16].

The results of Chapter 2 are contained in our accepted paper [2].



3. Gauss measures on the affine group

A probability measure g on a locally compact group G is continuously
embeddable if there exists a continuous convolution semigroup (gu);>¢ of
probability measures on G such that p; = p.

For general locally compact groups G one does not know whether the
embedding convolution semigroup of a continuously embeddable probability
measure on G is unique. If (u);>p and (4)i>0 are convolution
semigroups of probability measures on (R?, +) then it is well-known that
p1 = v1 implies pup = vy for all ¢ >=0. The same statement holds
for locally compact Abelian groups without non-trivial compact subgroups
(cf. Heyer [13, Theorem 3.5.15]). The question of unicity of embedding
into stable and semi-stable semigroups on simply connected nilpotent Lie
groups has been studied by Drisch and Gallardo [8], Nobel [15] and see
also a detailed discussion by Hazod and Siebert [11, Section 2.6]. Pap [17]
proved that a Gauss measure on a simply connected nilpotent Lie group
has a unique embedding semigroup among Gauss semigroups. We prove
the same result for the 2-dimensional affine group which is not nilpotent.

The 2-dimensional affine group F can be realized as the matrix group

F::{(S [1)>:a7é07b€R}.

Then F is a Lie group which is not nilpotent. Concerning uniqueness of
embedding we prove the following theorem (Theorem 3.3.1 in our disserta-
tion).

Theorem. Let (u);>0 and (v)i>0 be Gauss semigroups on the affine
group F. If py = v then we have u = vy for all t>=0. In other
words, a Gauss measure on the affine group F can be embedded only in a
uniquely determined Gauss semigroup.

The starting point of the proof this theorem is the fact that a Gauss
Lévy process in the affine group satisfies a certain stochastic differential
equation (SDE). We also give the solution of this SDE.



Moreover, we give a complete description of supports of Gauss measures
on the affine group using Siebert’s support formula (see Siebert [19]). Our
results are completition of results due to Siebert [19].

The results of this chapter appeared in our paper [1].

4. Limit theorems on LCA2 groups

Let G be a second countable locally compact Abelian group (LCA2 group).
The group operation in G will be denoted by +. In Chapter 4 we deal
with proving (central) limit theorems on LCA2 groups. We also consider the
question of giving a construction of weakly infinitely divisible probability
measures on special LCA2 groups using only real valued random variables.

The main question of limit problems on G can be formulated as follows.
Let {X,r:neN k=1,...,K,} be a triangular array of rowwise inde-
pendent random elements with values in G satisfying the infinitesimality
condition

nh—{go 1<122}§(n P(X,reG\U)=0

for all Borel neighbourhoods U of the identity e of G. One searches
for conditions on the array so that the convergence in distribution

Kn

D
E Xpk — as n — 0o
k=1

to a probability measure g on G holds. For a sequence {X,, : n € N} of
random elements in G and for a probability measure p on G, the notation
X, 2, 1 means weak convergence Py, BN p of the distributions Px,
of X,,, n €N towards u. Moreover, for a random element X in G,
the notation X 2 4 means that the distribution Px of X is pu.

Let L£(G) denote the set of all possible limits of row sums of rowwise
independent infinitesimal triangular arrays in G. The following problems
arise:



(P1) How to parametrize the set L(G), i.e., to give a bijection between
L(G) and an appropriate parameter set P(G);

(P2) How to associate suitable quantities ¢, to the rows {X,
1<k< K,}, neN so that

Knp

D
§Xn,k—>u = @ —q,
k=1

where ¢ € P(G) corresponds to the limiting distribution g, and
the convergence ¢, — g is meant in an appropriate sense.

The problem (P1) has been solved by Parthasarathy (see Chapter IV, Corol-
lary 7.1 in [18]). Gaiser [10, Satz 1.3.6] gave a partial solution to the
problem (P2). He provided only some sufficient conditions for the conver-

gence fo:"l Xk o, 1, which does not include the case where p has a
nondegenerate idempotent factor, i.e., a nondegenerate Haar measure on a
compact subgroup of G as its factor. We give a proof of Gaiser’s theorem
[10, Satz 1.3.6], since it does not have an easy access and it is not complete.
For a survey of results on limit theorems on a general LCA2 group, see,
e.g., Bingham [6].

As new results we prove necessary and sufficient conditions for conver-
gence of the row sums of symmetric arrays and Bernoulli arrays, where the
limit measure can also be a nondegenerate normalized Haar measure on
a compact subgroup. Concerning Bernoulli arrays we prove the following
theorem (Theorem 4.5.1 in our dissertation).

Theorem. Let z € G such that = # e. Let {X,,:n € Nk =
1,...,K,} be a rowwise independent and identically distributed array of
random elements in G such that K, — oo,

P(Xn,k = -73) = Pn, P(Xn,k = 6) =1—pn,

and p, — 0. Then the array {X,r:neN, k=1,...,K,} isinfinitesi-
mal.



If X is a nonnegative real number then

Ky
S Xok o e(M\y) = Kupn — A
k=1
If the smallest closed subgroup H of G containing x is compact
then

Ky,

D
Zka —wyg <— K,p,— .
k=1

(Here e(\d;) denotes the compound Poisson measure for the measure
Az, where O, s the Dirac measure concentrated on x, and wy 1is the
normalized Haar measure on H.)

We also specify our results considering some classical topological groups
such as the torus group, the group of p-adic integers and the p-adic solenoid.

The set T := {e® : —7 <z < 7} equipped with the usual multi-
plication of complex numbers and with the relative topology as a subset
of complex numbers is a compact Abelian group. This is called the one-
dimensional torus group.

Let p be a prime. The group of p-adic integers is

Ap = {(zo,21,...):2; €{0,1,...,p—1} forall jeZy},
where the sum z:=xz+y €A, for z,y € A, is uniquely determined by
the relationships

d d
Yoy =) (wj+y)p) mod ptt forall deZy.
=0 =0

For each r € Zy, let
Ari={re€A,:2; =0 forall j<r—1}.

The family of sets {z + A, : 2 € Ay, r € Z;} is an open subbasis for
a topology on A, under which A, is a compact, totally disconnected
Abelian group.



The p-adic solenoid is a subgroup of T°°, namely,

Sp = {(Wo,y1,...) € T :y; =¢f,, forall jeZi},

furnished with the relative topology as a subset of the locally compact group
T°°. Then S, is a compact Abelian group.

On the above mentioned LCA2 groups, we derive limit theorems apply-
ing Gaiser’s theorem and our general results for symmetric and Bernoulli
arrays. We give only one example (Theorem 4.7.1 in our dissertation).

Theorem. Let {X,,:neN, k=1,...,K,} be a rowwise independent
array of random elements in A,. Suppose that there exists a Lévy measure
n on A, such that

(1) lgrﬁg};nP(((X"’k)O""7(X”»k)d) #+ 0> — 0 as n — oo for all

deZy,

(i) Y P((Xnw)o=Lo,- -, (Xns)a = La)
k=1
—n{zeAy,:zo="0y,...,xqg=1"0q}) as n— oo forall deZy,
Eo,...,ede{o,...,p—l} with (Eo,...,€d)7é0.

Then the array {Xpr:neN, k=1,...,K,} is infinitesimal and

Kn

x D
g nk ™ Tn,ga, as n — oo.
k=1

(Here my g, denotes the generalized Poisson measure on Ay for the
Lévy measure 1 and for the local inner product ga,.)

Besides proving limit theorems, we give a construction of an arbitrary
weakly infinitely divisible probability measure on the torus group and the
group of p-adic integers. On the p-adic solenoid we give a construction
of weakly infinitely divisible probability measures without nondegenerate
idempotent factors. In our constructions we only use real valued random



variables. Let us consider a probability measure g on G and an infinites-
imal rowwise independent array {X, ,:neN, k=1,...,K,} of random
elements with values in G. If the row sums Zsz’ll X, of this array
converge in distribution to p then p is necessarily weakly infinitely di-
visible (see, e.g., Parthasarathy [18, Chapter IV, Theorem 5.2]). Moreover,
Parthasarathy [18, Chapter IV, Corollary 7.1] gives a representation of an
arbitrary weakly infinitely divisible probability measure on G in terms
of a Haar measure, a Dirac measure, a symmetric Gauss measure and a
generalized Poisson measure on G.

In Chapter 4 we consider special cases: the torus group, the group of
p-adic integers and the p-adic solenoid. For each of the three groups, first
we find a measurable homomorphism ¢ from an appropriate Abelian topo-
logical group (which is a certain product of some subgroups of R) onto the
group in question. Then we consider an arbitrary weakly infinitely divisible
probability measure p on the group in question (without a nondegenerate
idempotent factor in case of the p-adic solenoid) and we find real valued
random variables Zj, Zi,... such that the distribution of ¢(Zy, Z1,...)
is .

We note that, as a special case of our results, we have a new construction
of the normalized Haar measure on the group of p-adic integers and the p-
adic solenoid. Concerning the p-adic solenoid we prove the following result
which is a part of Theorem 4.8.4 of our dissertation.

Theorem. If Uy, Uy,... are independent real valued random variables
such that Uy is uniformly distributed on [0,27] and Uy, Us,... are
uniformly distributed on {0,1,...,p—1} then
D
¢(Uo, Uy, ...) = ws,,
where the mapping ¢ : R X Z°° — S, is defined by

e(Yo, Y1, Y2, - --)
- (eiyo ei(Wot2my1)/p - i(yo+2my1+2my2p) /p°  Gi(yo+2my1+2my2p+2mysp®) /p? )
: , , , -

for éyo,yl, Y2,...) ERXZ>®, and ws, is the normalized Haar measure
on Sp.



One can find another construction of the normalized Haar measure on
the p-adic solenoid in Chistyakov [7, Section 3]. It is based on Hausdorff
measures and rather sophisticated, while our simpler construction is based
on a probabilistic method and reflects the structure of the p-adic solenoid.

The results of Chapter 4 are contained in our submitted papers [3] and

[4].

5. Portmanteau theorem for unbounded measures

Weak convergence of probability measures on a metric space has a very
important role in probability theory. The well-known portmanteau theorem
due to A. D. Alexandroff (see, e.g., Dudley [9, Theorem 11.1.1]) provides
useful conditions equivalent to weak convergence of probability measures;
any of them could serve as the definition of weak convergence. Proposition
1.2.13 in the book of Meerschaert and Scheffler [14] gives an analogue of
the portmanteau theorem for bounded measures on R?. Moreover, Propo-
sition 1.2.19 in Meerschaert and Scheffler [14] gives an analogue for special
unbounded measures on R?, more precisely, for extended real valued mea-
sures which are finite on the complement of any Borel neighbourhood of
0 € R% We reformulate Proposition 1.2.19 in Meerschaert and Scheffler
[14] in a more detailed form adding new equivalent assertions to it. Namely,
we prove the following theorem (Theorem 5.2.1 in our dissertation).

Theorem. Let (X,d) be a metric space and xy be a fized element of
X. Let np, n € Zy, be measures on X such that n,(X \U) < oo
for all U € N, and for all n € Z,. Then the following assertions are
equivalent:

(i) fX\denn — fX\deno for all f € C(X) and for all U € Ny,
with no(0U) =0,

(i) nnlx\v - nolx\o for all U € Ny, with 1n9(0U) = 0,

(i) N(X\U) = no(X\U) forall Ue N, with ny(dU) =0,

10



(iv) fodnandeno for all f € Cypy(X),
(v) fodnandeno for all f € BLg,(X),

vi) the following inequalities hold:
i) the foll [ hold
(a) for all open neighbourhoods U of x,

limsup 7, (X \ U) < no(X \ U),

n—oo

(b) for all closed neighbourhoods 'V of x,

lim inf 7,(X \ V) = no(X \ V).

(Here N, denotes the set of all Borel neighbourhoods of xo, C(X),
Cz(X) and BL.,(X) denote the spaces of all real valued bounded contin-
uous functions on X, the set of all elements of C(X) wanishing on some
Borel neighbourhood of g, and the set of all real valued bounded Lipschitz
functions vanishing on some Borel neighbourhood of g, respectively. The
notation — means weak convergence.)

Our proof goes along the lines of the proof of the original portman-
teau theorem (Dudley [9, Theorem 11.1.1]) and differs from the proof of
Proposition 1.2.19 in Meerschaert and Scheffler [14].

By giving counterexamples we also show that some parts of Propositions
1.2.13 and 1.2.19 in Meerschaert and Scheffler [14] are not true, namely, the
equivalence of (¢) and (d) in their propositions is not valid.

The results of Chapter 5 are contained in our submitted paper [5].
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1. Bevezetés

Doktori értekezésiink téziseiben attekintjik ,,Some questions of probabil-
ity theory on special topological groups” cimil disszertaciénk eredményeit.
Elészor roviden bemutatjuk a targyalt témakoroket, majd fébb eredmé-
nyeinket szerepeltetjiik. Az értekezés 6t fejezetbol all. Az els6 fejezetben a
témateriilet, a torténeti hattér attekintése és eredményeink Osszefoglalasa
szerepel. A mésodik, harmadik, negyedik és 6todik fejezetben kaptak helyet
eredményeink, melyek az [1], [2], [3], [4] és [5] cikkeinken alapulnak.

A maésodik és harmadik fejezetben specidlis nemkommutativ Lie-cso-
portokon, a Heisenberg-csoporton és az affin-csoporton értelmezett Gauss-
mértékekkel kapcsolatos kérdéseket targyalunk. A negyedik fejezetben
lokalisan kompakt Abel-csoportbeli értékii véletlen elemekbdl allé in-
finitezimalis héromszogrendszerekre vonatkozdan bizonyitunk (centralis)
hatareloszlas-tételeket. Specidlis esetekként a térusz, a p-adikus egészek és
a p-adikus szolenoid esetét targyaljuk. A negyedik fejezetben foglalkozunk
a fenti csoportokon értelmezett gyengén korlatlanul oszthaté valdszini-
ségi mértékek reprezentacidéjanak kérdésével is. Az 6todik fejezetben a
valészintiségi mértékek gyenge konvergencidjara vonatkozé portmanteau-
tétel egy analégjat bizonyitjuk be. Az 6todik fejezet a negyedik fejezet
kiegészitéseként, segédleteként tekintheto.

A kovetkezékben N, Z, Z.,, illetve R jeloli a pozitiv egész szamok, az
egész szdmok, a nemnegativ egész szamok, illetve a valds szamok halmazat.
Topoldgikus-téren értelmezett mérték alatt a szébanforgd topoldgikus-tér
Borel-halmazaibdl 4ll6 o-algebran adott mértéket értiink. Egy G topo-
l6gikus-tér x elemének U Borel-kornyezetén G-nek olyan Borel-részhal-
mazat értjik, melyhez létezik olyan U nyilt részhalmaza G-nek, melyre

zreUcCU.

2. Gauss-mértékek a Heisenberg-csoporton

Lokalisan kompakt csoporton értelmezett valdszintiségi mértékek Fourier-
transzformaltja fontos szerepet jatszik szamos olyan problémaban, mely
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ilyen csoportokon értelmezett valdszinliségi mértékek gyenge konver-
gencidjat, illetve konvoluciéjat vizsgalja. Lokalisan kompakt Abel-
csoportok esetén tetszbleges korldtlanul oszthatd valdszinliségi mérték
Fourier-transzformaltjara létezik explicit formula (ldsd, Parthasarathy
[18]). A nemkommutativ csoportok esete sokkal bonyolultabb. Lie-
csoportok esetén Tomé [20] javasolt egy eljardst a szébanforgé Fourier-
transzformaltak kiszamitdsdra Feynman-féle pélyaintegrdlokat hasznalva,
targyalva moédszerének fizikai motivaciéjat is. Azonban Toménak csak
nagyon specidlis esetekben sikeriilt explicit képletet nyernie a szébanforgd
Fourier-transzformaltakra.

A masodik fejezetben a 3-dimenzids Heisenberg-csoporttal foglalkozunk.
Ellitva R3-at a szokdsos topoldgidval és a

1
(91,92, 93)(h1, ha, h3) = (91 + 1,92 + ho, g3 + hs + 5(91h2 - 92h1))

szorzassal a 3-dimenziés Heisenberg-csoportot kapjuk, melyet H-val
jelolink. Ismert, hogy H egy nilpotens Lie-csoport. A {miy : A > 0}
Schrédinger-reprezentaciok H reprezentacisi a L?(R) komplex Hilbert-tér
unitér operatorainak csoportjaban, melyek értelmezése

[mar(g)u](z) = eFiAostVARtr0192/2) (0 1+ \/Ngy),

g = (91,92,93) € H, u € L?*(R) és x € R esetén. Egy H-n adott
u valésziniiségi mérték Fourier-transzformaéltja a 74y Schrodinger-repre-
zentaciéban a fi(mLy) : L?(R) — L?(R),

A(maa)u = /H roa(@undg),  ue LX(R),

korlatos linedris operator. A H  Heisenberg-csoporton értelmezett
valoszintiségi mértékek (u)i>o csaladjat folytonos konvolicics félcso-
portnak nevezziik, ha s * ur = psi¢ minden s,6>0 esetén és
fi — g = 0. amint t | 0, ahol 6, az e = (0,0,0) € H
pontra koncentralédé Dirac-mértéket, — pedig a gyenge konvergencist
jeloli. Valészintiségi mértékek (pu);>¢ konvoliciés félcsoportjat Gauss-fél-
csoportnak nevezziik, ha limg ot 1y (H\ U) = 0 az e pont dsszes U
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Borel-kornyezetére. Azt mondjuk, hogy egy H-n adott g valdszinliségi
mérték folytonosan bedgyazhatd, ha létezik olyan H-n adott valdsziniiségi
mértékekbdl allé  (ju¢)¢>¢ folytonos konvoliciés félcsoport, hogy i = p.
Egy H-n adott valdszinliségi mértéket Gauss-mértéknek nevezziik, ha
folytonosan beagyazhaté egy Gauss-félcsoportba.

Explicit képletet adunk a H  Heisenberg-csoporton értelmezett
Gauss-mértékek Fourier-transzforméltjara a Schrodinger-reprezentaciéban.
Ezen explicit képletet felhasznédlva sziikséges és elegendd feltételeket
szarmaztatunk arra vonatkozdan, hogy mikor lesz két, a Heisenberg-
csoporton értelmezett Gauss-mérték konvolicidja tjra Gauss-mérték. Az
alabbi tételt bizonyitjuk be (2.2.1 Tétel a disszertaciéban).

Tétel. Legyenck p' és u” Gauss-mértékek a H Heisenberg-csoporton.
A ' sy konvolicid akkor és csak akkor Gauss-mérték H-n, ha az aldbbi
feltételek valamelyike teljesiil:

(C1) léteznek olyan Yy, Yy, Y1 és Yo elemek H Lie-algebrdjiban, hogy
[Y1,Y2] =0, és ' tartdja része exp{Yy+R- Y1 +R-Ys}-nek, p”
tartdja pedig része exp{Yy' +R-Y1+R-Ys}-nek. (Ekvivalens modon,
létezik olyan G kommutativ részcsoportja H-nak, hogy 1 és u”
tartdja benne van G egy-egy ,,euklideszi”-mellékosztdlydban.)

(C2) létezik olyan (ut)¢>o Gauss-félesoport, t',t" >0 szimok és v
Gauss-mérték H-n, hogy v tartdja része H centrumdnak, és vagy
po= e, W= kv ovagy pl = pe xv, p = pe teljesil.  (Ek-
vivalens médon, p' és u” wugyanazon a Gauss-félcsoporton vannak
modulo egy olyan Gauss-mérték, melynek tartéja része H  centru-
mdnak.)

(Itt exp az exponencidlis leképezést jeloli H Lie-algebrdjabol H-ba.)

Kideriil, hogy Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mértékek kon-
volicidja szinte sohasem Gauss-mérték. Megadjuk Gauss-mértékek konvo-
licidjanak Fourier-transzformaltjat abban az esetben is, mikor a konvolicid
nem Gauss-mérték.
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A maésodik fejezet felépitése hasonlé a Pap [16] cikkhez, mely a 3-
dimenziés Heisenberg-csoporton értelmezett szimmetrikus Gauss-mértéke-
ket vizsgalja. Tételeink a Pap [16] cikkben szereplé szimmetrikus Gauss-
mértékekre vonatkozd megfelel6 eredmények altalanositasai.

A mésodik fejezet eredményei elfogadott [2] cikkiinkben jelennek meg.

3. Gauss-mértékek az affin-csoporton

Egy G lokélisan kompakt csoporton értelmezett p valdsziniiségi mértéket
folytonosan bedgyazhaténak neveziink, ha létezik olyan G-n értelmezett
valdszintiségi mértékekbdl allé  (u);>¢ folytonos konvolicids félcsoport,
hogy 1 = p.

Tetszoleges G lokalisan kompakt csoport esetén nem ismert, hogy egy
G-n értelmezett, folytonosan bedgyazhatd valdsziniliségi mérték beagyazo
konvoliciés félcsoportja egyértelmti-e. Ha (u)i>0 és (v)i>0 a d-di-
menziés euklideszi téren értelmezett valdszintiségi mértékekbdl allé kon-
volicids fécsoportok, ugy joélismert, hogy ha w; = vy, Ugy e = 4
minden ¢ >0 esetén. Ugyanez az allitds igaz olyan lokalisan kom-
pakt Abel-csoportok esetén is melyeknek nincsen nemtrividlis kompakt
részcsoportja (lasd, Heyer [13, Theorem 3.5.15]). Egyszertien Osszefliggd
nilpotens Lie-csoportok esetén stabilis, illetve szemi-stabilis félcsoportokba
valé egyértelmii bedgyazhatésagot vizsgélt Drisch és Gallardo [8], illetve
Nobel [15], 14sd tovabbd a Hazod és Siebert [11, Section 2.6] részletes Gssze-
foglalét. Pap [17] megmutatta, hogy egy egyszerlien Osszefiiggd nilpotens
Lie-csoporton értelmezett Gauss-mérték egyértelmiien agyazhaté be egy
Gauss-félcsoportba. A harmadik fejezetben ugyanezt az eredményt bi-
zonyitjuk a 2-dimenzids affin-csoport esetén, mely nem nilpotens.

A 2-dimenziés affin-csoporton az alabbi métrix-csoportot értjik

F;:{(S l{):a#O,bER}.

Ismert, hogy F egy Lie-csoport, mely nem nilpotens. Megmutatjuk,
hogy egy affin-csoporton értelmezett Gauss-mérték egyértelmiien agyazhato
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be egy Gauss-félcsoportba. Az aldbbi tételt bizonyitjuk be (3.3.1 Tétel a
disszertaciéban).

Tétel. Legyenek (u)i>0 €s (v)i>o Gauss-félcsoportok az F  affin-
csoporton. Ha 1 = vy, akkor pu; = vy minden t >0 esetén. Azaz
eqy affin-csoporton értelmezett Gauss-mérték egyértelmiien dgyazhato be egy
Gauss-félcsoportba.

Ezen tétel bizonyitasanak kiindulépontja, hogy egy affin-csoportbeli
értékit Gauss—Lévy-folyamat kielégit egy sztochasztikus differencidlegyen-
letet, melynek megoldasa is szerepel a disszertacié harmadik fejezetében.
Tovabba az affin-csoporton értelmezett Gauss-mértékek tartéjanak teljes
leirasat is megadjuk, Siebert tarté-formulajat felhasznalva.

A harmadik fejezet eredményei az [1] cikkiinkben jelentek meg.

4. Hatareloszlas-tételek LCA2-csoportokon

Legyen G egy mésodik megszamldlhaté lokdlisan kompakt Abel-cso-
port (LCA2-csoport) e egységelemmel. A csoportmiiveletet G-ben +
médon jeloljik. A negyedik fejezetben (centrélis) hatareloszlas-tételek
bizonyitasaval foglalkozunk LCA2-csoportok esetén. Vizsgaljuk specialis
LCA2-csoportokon értelmezett gyengén korlatlanul oszthatd valdszintiségi
mértékek olyan konstrukciéjanak megadéasat is, mely csak valds értéki
valoszintiségi valtozdkat hasznal fel.

A hatareloszlas-tételek témakorének f6 kérdése a kovetkezoképpen fo-
galmazhaté meg egy G LCA2-csoportot alapul véve. Tekintsiink egy
{Xpor :n e Nk =1,...,K,} G-beli értékti véletlen elemekbdl &llo,
soronként fiiggetlen haromszogrendszert, mely eleget tesz az infinitezimali-
tas feltételének, miszerint e minden U Borel-kérnyezetére

lim max P(X,;€G\U)=0.
n—oo 1<k Ky

Olyan feltételeket keresiink, melyek mellett a

Ky,

D .
ZX””“ —u amint n — 00
k=1
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eloszlasban valé konvergencia teljesiil valamilyen G-n értelmezett p
valdszintiségi mértékkel. Tetszéleges G-beli értékit {X,, : n € N} véletlen

elemek és egy G-n értelmezett p valdsziniliségi mérték esetén az X, 2, I
jelolésen a Px, . 11 gyenge konvergencigt értjiik, ahol Px, az X,
eloszlasat jeloli minden n € N esetén. Hasonldan, tetszoleges G-beli
értékit X véletlen elem esetén az X = u jelolésen azt értjiik, hogy X
eloszlasa pu.

Jelolje  L(G) a G-beli értékii véletlen elemekbdl &llé soronként
fiiggetlen, infinitezimdlis haromszogrendszerek lehetséges hatarértékeinek
halmazéat. Az aldbbi kérdések meriilnek fel természetes mdédon:

(P1) Hogyan paraméterezziik az L£(G) halmazt, azaz hogyan adjunk meg
bijekciét L(G) és valamilyen alkalmas P(G) paraméterhalmaz
kozott?

(P2) Hogyan rendeljiink alkalmas ¢, mennyiségeket az {X,, : k =
1,...,K,}, n€N, sorokhoz oly médon, hogy

Kn

D
Y Xuk—p = ga—g,
k=1

teljestiljon, ahol ¢ € P(G) a p hatareloszlashoz tartozé paraméter,
és a ¢, — q konvergencia valamilyen alkalmas moédon értend6?

A (P1) problémat teljes egészében megoldotta Parthasarathy (lasd, [18,
Chapter IV, Corollary 7.1]). A (P2) probléma részleges megoldasat talaljuk
Gaiser [10] disszertaciéjdban. Gaiser csak bizonyos elégséges feltételeket

bizonyitott a ZkK:"I Xk 2, u  konvergencia teljesiilésére vonatkozodan,
csak az olyan eseteket targyalva, mikor p-nek nem lehet nemdegeneralt
idempotens faktora, azaz G valamely kompakt részcsoportjan adott
nemdegeneralt Haar-mérték nem fordulhat elé p  faktoraként. Sze-
repeltetjitk Gaiser tételének [10, Satz 1.3.6] bizonyitdsit is, mert az
nehezen hozzéférheté és nem teljes. Bingham [6] cikkében részletes
attekintését talaljuk az LCA2-csoportokkal kapcsolatos hatéareloszlds-
tételek témakorének.
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Uj eredményként sziikséges és elegendd feltételeket bizonyitunk
szimmetrikus-, illetve in. Bernoulli-hdromszogrendszerek sorosszegeinek
eloszlasban valé konvergencidjara vonatkozdan. Esetiinkben a hatareloszlas
lehet valamilyen kompakt részcsoport nemdegenerdlt normalizalt Haar-
mértéke is. Bernoulli-hdromszogrendszerek esetén a kovetkez6 tételt bi-
zonyitjuk be (4.5.1 Tétel a disszertéciéban).

Tétel. Tekintsink eqy v € G, = # e elemet. Legyen {X,r:neN, k=
1,...,K,} soronként figgetlen, azonos eloszlisi G-beli értréki véletlen
elemekbdl allo hdromszogrendszer, melyre K, — 0o és

P(Xn,k; = l’) = DPn, P(Xn,k: = 6) =1 — Pn,

ahol p, — 0. Ekkor az {X,r:neN k=1,...,K,} hdromszégrendszer
infinitezimdlis.
Ha X egy nemnegativ valds szdm, ugy

Kn
ZX’%’“ 2, e(Ady) = Kppp— A
k=1

Ha G-nek az x elemet tartalmazo legszitkebb H zdrt részcsoportja
kompakt, ugy

Ky

D
E Xy — wg < K,p, — oc.
k=1

(Itt e(Adz) a Ao, mértékhez tartozé dsszetett Poisson-mértéket jeloli
(ahol 6, az = pontba koncentrdléds Dirac-mérték), valamint wy o H
részcsoport normalizalt Haar-mértéke. )

Ezt kévetben specidlis LCA2-csoportokat vizsgalunk: a téruszt, a p-adi-
kus egészek csoportjat és a p-adikus szolenoidot.

A T:={e®: —r<z < 7} halmaz, felruhdzva a komplex szamok
szokasos szorzasaval és a komplex szamok halmazatdl 6rokolt topolégiaval,
egy kompakt Abel-csoport, az in. 1-dimenziés térusz csoport.
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Legyen p egy primszam. A p-adikus szamok csoportja a
A, = {(mo,ml,...) cz;€{0,1,...,p—1} V jeZ+}

halmaz, ahol tetszileges =,y € A, esetén a z:=x+y € A, Osszeg az
alabbi kongruencidk dltal egyértelmiien meghatarozott:

d

zip) = Z(:cj + )P’ mod p®t, V deZs.
§=0 §=0

M=

Minden r € Z; esetén legyen
Ari={xel,: ;=0 V j<r—1}L

Az {z+ A, :x €Ay, reZi} alaki halmazok nyilt szubbézisat alkotjdk
egy topolégidnak Aj,-n. A fenti mivelettel és topoldgidval A, egy kom-
pakt, teljesen szétesé Abel-csoport.

A p-adikus szolenoid a kovetkezd részcsoportja T°-nek:

Sp = {(y()ayla"')eTOO: yj:y§)+17 v j€Z+},

felruhdzva a T lokélisan kompakt csoporttol 6rokolt topolégiaval. Ekkor
S, egy kompakt Abel-csoport.

Vizsgdljuk azt a kérdést, hogy milyen kévetkezményei vannak Gaiser
tételének és az altalunk bizonyitott szimmetrikus-, illetve Bernoulli-hdrom-
szogrendszerekre vonatkozé hatareloszlas-tételeknek az elobb emlitett
LCA2-csoportokon. Csak egyik eredménytinket emlitjiik (4.7.1 Tétel a
disszertéciéban).

Tétel. Legyen {X,r:neN, k=1,...,K,} egy Ap-beli értékii véletlen
elemekbdl dallé soronként filiggetlen hdromszogrendszer. Tegyik fel, hogy
létezik olyan n Lévy-mérték A,-n, melyre

(1) 1522)%“ (( n,k’)O ( n,k)d) # — amint n — oo minden

deZy esetén,
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Ky,
(i) Y P((Xnp)o = Lo, (Xns)a = La)
k=1

= n{x € Ayt zg = Lo, ...,xq = Lq}) amint n — oo minden
deZy, bo,....0€{0,....p—1}, (lo,...,Lq) #0 esetén.

Ekkor az {Xpr:neN, k=1,...,K,} hdromszégrendszer infinitezimdlis
és

Ky

D .
E Xk — T, 94, amint n — oo.
k=1

(Itt 7,95, az M Lévy-mértékhez és ga, lokdlis belsé szorzdshoz tartozd
dltaldnositott Poisson-mértéket jeloli Ap-n.)

Hatareloszlas-tételek bizonyitasan kiviil foglalkozunk még a negyedik
fejezetben az el6bb emlitett LCA2-csoportokon értelmezett gyengén
korlatlanul oszthaté valdszintiségi mértékek olyan konstrukciéjanak megada-
saval is, mely csak valés értékii valdszinliségi valtozékat hasznal. Te-
kintsiink egy G-n értelmezett o valbsziniiségi mértéket és egy { X, :
n € Nk = 1,...,K,} soronként fiiggetlen G-beli értékli véletlen
elemekbdl allé infinitezimdlis haromszogrendszert. Ha ezen haromszog-
rendszer ZkK:"l Xy sorosszegei eloszlasban konvergdlnak p-hoz, ugy u
sziikségszertien gyengén korlatlanul oszthatd, lasd, pl., Parthasarathy [18,
Chapter IV, Theorem 5.2]. Tovabbd Parthasarathy [18, Chapter IV, Corol-
lary 7.1] szerint tetszéleges G-n értelmezett gyengén korlatlanul oszthaté
valdszinliségi mérték eldallithaté G-n értelmezett Haar-mértékek, Dirac-
mértékek, szimmetrikus Gauss-mértékek és altalanositott Poisson-mértékek
segitségével.

A negyedik fejezetben specidlis esetekként a toruszt, a p-adikus egész
szamok csoportjat és a p-adikus szolenoidot tekintjiik. Mindharom cso-
port esetén elOszor egy ¢ mérheté homomorfizmust keresiink, mely egy
alkalmas Abel-csoportot (ami R bizonyos részcsoportjainak szorzata)
képez a szobanforgd topoldgikus csoportra. Ezutan tekintve egy tetszdleges
1 gyengén korlatlanul oszthatd valdsziniiségi mértéket a szdbanforgd
topolégikus csoporton (nemdegenerédlt idempotens faktor nélkilit a p-
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adikus szolenoid esetén), olyan valdés értékii  Zy, Z1,... valdsziniiségi
véltozdkat keresiink, hogy ¢(Zo, Z1,...) eloszldsa p legyen.

Megjegyezziik, hogy eredményeink specidlis eseteként 1j eloallitasat
kapjuk a p-adikus egészek csoportjan, illetve a p-adikus szolenoidon
értelmezett normalizalt Haar-mértéknek. A p-adikus szolenoid esetén az
alabbi eredményt bizonyitjuk, mely a disszertaciéo 4.8.4 Tételének egy
részallitasa.

Tétel. Ha Uy, Uy,... olyan figgetlen, valds értékii valdsziniségi vdltozok,
hogy Uy egyenletes eloszldsi [0,2x]-n, és Uy, Us,... egyenletes

eloszlasiak a {0,1,...,p— 1} halmazon, gy

D
SD(U0> U17 o ) = WS,
ahol ¢ : R x Z*>° — S,

©(Yo,y1,Y2,- - - )
— (eiyo ei(Wot2my1)/p - i(yo+2my1+2myap) /p°  Qi(yo+2my1+2myap+2mysp®) /p® )
M b b ) 9 )

(Y0, Y1,Y2,-..) € RXZ™ esetén, és ws, anormalizdlt Haar-mérték Sp-n.

A p-adikus szolenoidon adott normalizélt Haar-mérték egy maésik kon-
strukcidja taldlhaté a Chistyakov [7, Section 3] cikkben. Az ottani konstruk-
ci6 Hausdorff-mértékeken alapszik és elég bonyolult, mig a mi eléallitasunk
valdszinliségi mddszereket hasznal es tiikrozi a p-adikus szolenoid strukti-
rajat.

A negyedik fejezet eredményeit a kozlésre benyujtott [3] és [4] cikkeink
tartalmazzak.

5. Portmanteau-tétel nemkorlatos mértékekre

Metrikus téren értelmezett valdsziniiségi mértékek gyenge konvergencidja
nagyon fontos szerephez jut a valdsziniiségszéamitasban. A jélismert
portmanteau-tétel, mely A. D. Alexandrofftél szarmazik (lasd, pl., Dud-
ley [9, Theorem 11.1.1]) j6l hasznalhat6 ekvivalens feltételeket fogalmaz
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meg valdsziniliségi mértékek gyenge konvergencidjara vonatkozdan. Ezen
ekvivalens feltételek koziil barmelyik szolgdlhatna a gyenge konvergencia
definiciéjaként. Meerschaert és Scheffler [14] konyvének 1.2.13 Allitdsa
a portmanteau-tétel egy analégja R%n értelmezett korlatos mértékekre.
Ugyanezen kényv 1.2.19 Allitésa specialis, R%n értelmezett nemkorlatos
mértékekre fogalmazza meg a portmanteau-tétel egy analégjat, olyan kiter-
jesztett valds értékii mértékekre, melyek végesek a 0 € R? pont tetszéleges
Borel-kornyezetének komplementerén. Az 6tédik fejezetben Meerschaert és
Scheffler [14] kényve 1.2.19 Allitésat djrafogalmazzuk, kiegészitve dj ekvi-
valens feltételekkel. Az alabbi tételt bizonyitjuk be (5.2.1 Tétel a disszer-
taciéban).

Tétel. Legyen (X,d) egy metrikus tér, xog egy rogzitett pontja X -nek.
Legyenek tovabbd n,, n € Z4, olyan mértékek X-en, hogy n,(X \U) <
oo minden U € Ny, és n € Zy esetén. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:

(i) fX\U fdn, — fX\deno minden f € C(X) és minden U € Ny,
no(OU) = 0 esetén,
(i) nnlx\v - nolx\uv minden U € Ny, m0(0U) =0 esetén,
(ili) (X \U) = no(X\U) minden U € Ny,, no(0U) =0 esetén,
(iv) [x fdn, — [y fdno minden f e Cpy(X) esetén,
(v) [x fdn, — [y fdno minden f € BLyy(X) esetén,
(vi) az aldbbi egyenldtlenségek igazak:
(a) xo minden U nyilt kornyezetére

limsup n, (X \U) < no(X \ U),

n—oo

(b) xo minden V zdrt kérnyezetére

lim inf n, (X \ V) > 70(X \ V).
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(Itt Ny, az zp pont Borel-kornyezeteibdl allé halmazt, C(X), Cyo(X)
és BLy(X) az dsszes X-en értelmezett, valds értéki korldtos folytonos
fligguények halmazdt, az olyan C(X)-beli figgvények halmazat, melyek
eltinnek x9 wvalamely Borel-kérnyezetén, illetve az dsszes olyan valds
értéki korldtos Lipschitz-fligguény halmazdt jeloli, melyek eltinnek xg
valamely Borel-kornyezetén. A —— jelolés pedig gyenge konvergencidt
jelent.)

Tételiink bizonyitasa az eredeti portmanteau-tétel (Dudley [9, Theorem
11.1.1]) bizonyitasdnak menetét koveti, s bizonyitasunk kiillonbozik Meer-
schaert és Scheffler [14] konyve 1.2.19 Allitésanak bizonyitasatol.

Megjegyezziik, hogy a fejezetben ellenpéldat adva megmutatjuk, hogy a
Meerschaert és Scheffler [14] kényv 1.2.19 Allitdséban és 1.2.13 Allitasdban
szerepld (c) és (d) részek ekvivalencidja nem teljesiil.

Az 6t6dik fejezet eredményeit a kozlésre benyujtott [5] cikkiink tartal-
mazza.
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