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1 Diffusion bridges

This part is based on the articles Barczy and Kern [5], Barczy and Pap [g],
Barczy and Igléi [4] and Barczy et al. [6].

1.1 Representations of multidimensional linear process
bridges

In Barczy and Kern [5], we deal with deriving bridges from general multidi-
mensional linear processes giving their integral representations (in terms of a
standard Wiener process) and their so-called anticipative representations. Our
results are also specialized for the one-dimensional case.

Let N, R and Ry denote the set of positive integers, real numbers and
non-negative real numbers, respectively. For all n,m € N, let R"*™ and I,
denote the set of n x m matrices with real entries and the n x n identity
matrix, respectively. For all d,p € N, let us consider a general d-dimensional
linear process given by the linear stochastic differential equation (SDE)

dZ; = (Q(t)Z; + r(t)) dt + X(t) dBy, t>0, (1.1.1)

with continuous functions Q : Ry — R4 ¥ : R, — R¥P and r : Ry —
R?, where (B;);>o is a p-dimensional standard Wiener process on a filtered
probability space (Q,F, (Fi)t>0,P) satisfying the usual conditions. It is known
that there exists a strong solution of the SDE (1.1.1), namely

Z, = ®(t) {Zo—i-/otq)_l(s)r(s) ds—i—/ot(I)_l(s)E(s)st ,  t=0,

where Zg is independent of the Wiener process (B)t>0, @ is a solution to the
deterministic matrix differential equation ®'(¢t) = Q(¢)®(¢), t > 0, with ®(0) =
I;, and strong uniqueness for the SDE (1.1.1) holds. The unique solution of
the above matrix differential equation can be given as ®(¢) = E(¢,0), t > 0, in
terms of the evolution matrices (also known as state transition matrices)

t & t pty th—1
E(t,s) :Id+/ Q(tl)dtl-i-z-/ / Q(tl)"'Q(tk)dtkdtk,1"-dtl
S k:2 S S S

for s,t > 0. One can check that the unique strong solution of the SDE (1.1.1)
can now be written as

t t
Zt:E(t,O)ZO—&—/ B, 5)r(s) ds+/ B(t,$)5(s)dBs, 13 0.
0 0

Here and in what follows we assume that Zg has a Gauss distribution indepen-
dent of the Wiener process (B;);>0, and we will call the Gauss-Markov process
process (Z¢);>0 a d-dimensional linear process. For any 0 < s < t and x € R?
let us define

m] (s, t) :zx—f—/ E(s,u)r(u)du and my(s,t) ::x—/ E(t,u)r(u)du.



Then for any 0 < s < t and x € R? the conditional distribution of Z; given
Z, = x is Gauss with mean

t
my(s,1) 1= E(t, s)m (s, 1) = E(t, s)x + / Bt u)r(u)du,
and with covariance matrix of Kalman type
t
K(s,t) := / E(t,u)S(w)2(v) " E(t,u) " du.

The matrices k(s,t) are symmetric and positive semi-definite for all 0 < s < ¢,
and in what follows we put the following assumption:

k(s,t) is positive definite for all 0 < s < ¢. (1.1.2)

Generalizing the formula (2.7) in Fitzsimmons, Pitman and Yor [12] to multi-
dimensional non time-homogeneous Markov processes, for fixed T' > 0 we are
looking for a Markov process (Uy)¢cjo,7 with initial distribution P(Ug = a) = 1
and with transition densities

U (x.y) = Poxy) plrly.b)
S pSZ,T(X,b) R

provided that such a process exists. To properly speak of (Uy)c[o,7] as a process

bridge, we shall study the limit behavior of U; as t 1 T, namely, we shall show

that U; — b =: Ur almost surely and also in L? as t t T (see Theorem 1.1.1).
For T>0,0<s<t<T anda,bcR? let us define

yeRY, 0<s<t<T, (1.1.3)

D(s,t) 1= E(s, t)i(s,t) = /t B, w) S () ()T B(t,u)T du,
S(s,t) == I(¢, T)F(s,T)’llf(s,tL
and
o b (s, 1) = T, T)T(s, T)'my (s,£) + T(s,8) T (T(s, 7)) "y (¢, 7).

The next result is about the existence of a Markov process (Uy).c(o,r] With
the desired properties.

Theorem 1.1.1 ([5]) Let us suppose that condition (1.1.2) holds. For fized
a,beR? and T > 0, let the process (Ut)tejo,r) be given by

U, = nap(0,¢) + T(t,T) /tF(u,T)_lZ(u) dB,, te[0,7).  (1.1.4)
0

Then for any t € [0,T) the distribution of Uy is Gauss with mean na p(0,t) and
covariance matriz X(0,t). Especially, Uy — b almost surely (and hence in prob-
ability) and in L? ast T T. Hence the process (Ut)tejo,r) can be extended to an
almost surely (and hence stochastically) and L?-continuous process (Uy)iefo,r)
with Ug = a and Ur = b. Moreover, (Uy)icjo,1) i5 a Gauss-Markov process and
for any x € R? and 0 < s <t < T the transition density R? >y pgt (x,y) of
U; given Uy = x is given by
1

PO (X, Y) = — = exp
v (2m)d det 3(s, t)
which coincides with pZ,(x,y) pZ4(y,b)/p% (%, b).

{ - é <Z(s,t)*1(y — Ny p(s, ),y — nx1b(3,15)>}7



Definition 1.1.2 ([5]) Let (Z;)i>0 be the d-dimensional linear process given
by the SDE (1.1.1) with an initial Gauss random variable Zg independent of
(By)i>0 and let us assume that condition (1.1.2) holds. For fired a,b € R? and
T > 0, the process (Uy)epo,r) defined in Theorem 1.1.1 is called a linear process
bridge from a to b over [0,T] derived from Z. More generally, we call any
almost surely continuous (Gauss) process on the time interval [0, T| having the
same finite-dimensional distributions as (Ug)icjo,r) @ multidimensional linear
process bridge from a to b over [0,T] derived from Z.

Note that Definition 1.1.2 can be reformulated alternatively in a way that
by a bridge from a to b over [0, T] derived from Z we mean any almost surely
continuous Gauss-Markov process (Uy)iecjo,7) with Ug = a, Ur = b and with
transition densities (p¥;)o<s<t<r satisfying (1.1.3). Note also that the law of
(Ut)iepo,r) on (C([0,T1),B(C([0,T]))) is uniquely determined. Formula (1.1.4)
can be considered as an integral representation of the linear process bridge U.

In the next theorem we present an SDE satisfied by the bridge U.

Theorem 1.1.3 ([5]) Let us suppose that condition (1.1.2) holds. The process
(Ut)tejo,r) defined by (1.1.4) is a strong solution of the linear SDE

au, =[(@Q(t) - SO0 ET. )T ),
(1.1.5)

+emE) T (rET)T)

my (1, T) + r(t)} dt + %(t) dB,
fort € [0,T) and with initial condition Uy = a, and strong uniqueness for the
SDE (1.1.5) holds.

Now we turn to give alternative representations of the bridge. The next
theorem is about the existence of a so-called anticipative representation of the
bridge which is a weak solution to the bridge SDE (1.1.5).

Theorem 1.1.4 ([5]) Let a,b € R? and T > 0 be fized. Let (Z;)i>o be the
linear process given by the SDE (1.1.1) with initial condition Zo = 0 and let us
assume that condition (1.1.2) holds. Then the process (Y¢)iepo,r) given by

-1

Y, :=T(t, T)T(0,T) ‘a+Z;, — T(0,¢) (T(0,7)T) " (Zr —b)  (1.1.6)

for t €[0,T] coincides in law the linear process bridge (Uy)icjo,r) from a to b
over [0,T] derived from Z.

In Barczy and Kern [5], we present a usual conditioning property for mul-
tidimensional linear processes (see [5, Proposition 2.8]) as well, and one can
find a Section 3 in which we specialize our results for the one-dimensional case;
especially, we study one-dimensional Ornstein-Uhlenbeck bridges.

1.2 Explicit formulas for Laplace transforms of certain
functionals of some time inhomogeneous diffusions

In Barczy and Pap [8], we deal with deriving explicit formulas for Laplace trans-
forms of certain functionals of some time inhomogeneous diffusions. These func-
tionals play an important role in theory of parameter estimation for these pro-
cesses. Several contributions have already been appeared containing explicit



formulae for Laplace transforms of functionals of diffusion processes, but most
of the literature concern time homogeneous diffusion processes.

Let T € (0,00] be fixed. Let b:[0,7) - R and o :[0,T7) - R be
continuously differentiable functions. Suppose that o(t) > 0 for all ¢ € [0,T),
and b(t) # 0 for all ¢ € [0,7) (and hence b(t) > 0 for all ¢ € [0,T) or

b(t) <0 forall te€[0,7)). Forall a € R, consider the process (Xt(a))te[o,T)
given by the stochastic differential equation (SDE)

{dth —ab)X¥dt+o(t)dB,,  te0,T), (1.2.1)

XM =o.

The SDE (1.2.1) is a special case of Hull-White (or extended Vasicek) model.
Assuming
d [ b(t) b(t)?
— = 2K te|0,T 1.2.2
dt (O_(t)2> O_(t)Qv € [ ? )? ( )

with some K € R, we derive an explicit formula for the joint Laplace transform
of

t 2
/0 (’;((38))2()(@)2 ds  and  (X[¥)? (1.2.3)
for all ¢t €[0,7) and for all o € R, see Theorem 1.2.1. The random variables
in (1.2.3) appear in the maximum likelihood estimator (MLE) &; of a based
on continuous time observations (Xﬁ‘”)se[o,t]. This is the reason why it is
useful to calculate their joint Laplace transform explicitly. On the role of the
condition (1.2.2), see Barczy and Pap [8, Remark 4]. The drift and diffusion
coefficients of the SDE (1.2.1) satisfy the local Lipschitz condition and the linear
growth condition, and hence it has a pathwise unique strong solution

Xt(a):/Ota(s)exp{a/:b(u)du} dB,,  te[0,T)

having continuous sample paths. Note also that for all s € [0,7T), Xs(a) is
normally distributed with mean 0 and with variance

V(sia) = E (X()? = /Osa(u)QeXp{Qa/: b(v) dv} du,  s€l0,T),

and then, by the conditions on b and o, V(s;a) >0 forall s€ (0,7). The
differential equation (1.2.2) leads to a Bernoulli type one having solution

a(t)?
b(t) = . telo,T), 1.2.4
v 2(Kf0ta(s)2ds—|—0) <101 24

where C € R is such that the denominator ng o(s)?ds + C # 0 for all
tel0,T).



Theorem 1.2.1 ([8]) Let (Xt(a))te[o,T) be the process given by the SDE (1.2.1)
where b is given by (1.2.4). Then for all u >0, v >0, and t € [0,T), we have

t p(s)?
e {_M-/(; :'(((s))2 (X‘ia))2 ds — V[Xt(a)]z}

K—
By, c(t) 4
\/cosh (7’ 2““2&71{)2 ln(BK,c(t))> o Koy (K J§ o ()2 dé+c) ( 2““2&7}()2 1n(BK,c(t))>

2p+(a—K)?2

where

K s * 1
Bk ,c(t) := <1+Cf0 7(s)” d) JEAO te[0,7).

exp{éfo a(s)? ds} if K=0,

For all a € R and t € (0,7), let Py , denote the distribution of

the process (X ™).cioq on  (C([0,4]), B(C([0,1]))), where C([0,#]) and
B(C([0,t])) denote the set of all continuous real valued functions defined on
[0,¢] and the Borel o-field on C([0,%]), respectively. The measures Py ,
and Py , are equivalent for all o € R and for all ¢ € (0,7, and

APy (o) 4 L b(s) o? ['h(s)?
APty _ Agfxmmen“i/gg,XW2d .
dPX((’),t ( ‘[O,t]) exp {a/OO'(S)Q s s 2 00(8)2( s ) S

Here Px (o ; is nothing else but the Wiener measure on (C([0,]), B(C([0,1]))).
For all ¢t € (0,7), the MLE &; of the parameter « based on the

observations (Xﬁ‘”))se[oyt] is defined by

dPyx(a
a; := arg max In (X()’t (X(a)’[o t])> .
a€R ’

One can prove P (ft g((i) X(a)) ds > 0) =1, a€R,t € (0,7), and hence
for all t € (0,T), there exists a unique MLE @; of the parameter « based
on the observations (X S(a))se[o, 4 given by

J‘t b(s) X dX(a)

0 o(s)?

Qp =
ft b(s)? X(a) st

0(3)2

te (0,7).

Using the SDE (1.2.1) we obtain
¢ b(s) y(@)
0 o(sXs  dBs

t b(s) (e
fO O'((S )st

at—Oé

€ (0,7).

For all ¢ € (0,7), the Fisher information for « contained in the observation
(Xga))se[o_,t], is defined by

9 APy ¢ 2 " b(s)? 2
L) =E L [ =Xt (x(@ :/ E (X2 ds.
( ) (80( . (dPX(()))t ( ’[&ﬂ))) 0 0—(8)2 ( s ) S




Note that if the function b:[0,7) — R\ {0} is given by (1.2.4) and if we
suppose also that K # 0, % < 0, then one can check that (see Barczy and
Pap [8, page 415])

t

= —KIi = -K R

C lim ; o(u) / 2du € R\ {0},
and hence

U(t)2

ble) = —2Kft 2du

e [0,7). (1.2.5)

Theorem 1.2.2 ([8]) Let (X, (e) )teo, 1) be the process given by the SDE (1 2.1),

where b is given by (1.2.5) with some K # 0 and we suppose that fo 2ds <
0o. Then

N(0,1) if sign(a — K) = sign(K),

sign(K) fl Ws dWy . o
——vi e Ta=K

T.(0) (@ — a) =

as t 1T, where (Ws)sepo1] 45 a standard Wiener process. In fact, in case of
a=K, forall te(0,T),

I (t) (G — K) £ _sign(K) (Wh)?—1 _ sign(K) [ W aw,

22 fo )2ds V2 fol(W )2ds

The next theorem is about the asymptotic behavior of the MLE of a = K,
K # 0 using an appropriate random normalizing factor.

Theorem 1.2.3 ([8]) Let (Xt(K))te[o,T) be the process given by the SDE
(1 2. 1) where b is given by (1.2.5) with some K # 0 and we suppose that
fo s)2ds < oo. Then for all t € (0,T),

(/Ot %(ny))z duf(at _K)

1
W, dW, ign(K 21
£ —sign(K) Jo - = —Slgn; ) (W) T

Gorora)F (o)

The next theorem is about the strong consistency of the MLE of «.

Theorem 1.2.4 ([8]) Let (X a))te[o 1) be the process given by the SDE (1 2.1),

where b is given by (1.2.5) with some K # 0 and we suppose that fo 2ds <
00. Then the mazimum likelihood estimator of « is strongly conszstent i.e., for
alla € R,
P (lim&t - a) —1.
T

In Section 4 in Barczy and Pap [8], we specialize our results to a-Wiener
bridges as well. For more details on a-Wiener bridges, see Subsection 1.3.



1.3 Karhunen-Loeve expansions of alpha-Wiener bridges

In Barczy and Igléi [4], we study Karhunen-Loeve (KL) expansions of so-called
alpha-Wiener bridges, also known as scaled Wiener bridges. There are few Gauss
processes of interest for which the (KL) expansion is explicitly known. Some
examples are those of the Wiener process, the Ornstein—Uhlenbeck process and
the Wiener bridge. Recently, there is a renewed interest in this field: some KL
expansions were provided for weighted Wiener processes and weighted Wiener
bridges with weighting function having the form t?. Let 0 < S < T < oo and
0 < a < oo be arbitrarily fixed and let (By);>¢ be a standard Wiener process on
a probability space (2, A, P). Let us consider the stochastic differential equation
(SDE)

X =~ X{Vdt +dB, te[0,7),

(1.3.1)
XM =o.
It has a pathwise unique strong solution given by
t a
Tt
X = / ( ) dB,,  tel[0,T). (1.3.2)
o \I'—s

The process (Xt(a))te[O,T) given by (1.3.2) is called an a-Wiener bridge or a
scaled Brownian bridge (from 0 to 0 on the time interval [0,77]). These kind of
processes have been used to model the arbitrage profit associated with a given
futures contract in the absence of transaction costs. The essence of these models
is that the coefficient of Xt(a) in the drift term in (1.3.1) represents some kind
of mean reversion, a stabilizing force that keeps pulling the process towards
its mean (zero in this reduced form), and the absolute value of this force is
increasing proportionally to the inverse of the remaining time 7'—¢, with the rate
constant «. In Barczy and Pap [7], [8, Section 4] we studied a-Wiener bridges
from several points of view, e.g., singularity of probability measures induced
by the process X () with different values of «, sample path properties, Laplace
transforms of certain functionals of X(® and maximum likelihood estimation
of a.

The process (Xt(a))te[O,T) is Gauss and for all ¢ € [0,T), EXt(a) = 0 and the
covariance function of X(®) given in Barczy and Pap [7, Lemma 2.1] takes the
form

R (s,t) := Cov (X, X\
T=9)M(T=0% (pi-2a _ (] _ (s A1))1-20) ifa #£ L,

1-2a
V(T =98)(T—1) ln(%) if o = 3,

for all s,t € [0,T), where s At := min(s,t). By Barczy and Pap [7, Lemma 3.1],
the a-Wiener bridge (Xt(a))te[O,T) has an almost surely continuous extension
(Xt(a))te[O,T] to the time interval [0, T] such that Xq(«a) = 0 with probability one.
The possibility of such an extension is based on that the parameter « is positive

and on a strong law of large numbers for square integrable local martingales.
We note here also that (1.3.1) and (1.3.2) continue to hold for oo < 0 as well.



However, there does not exist an almost surely continuous extension of the
process (Xt(a))te[o,T) onto [0, T] which would take some constant at time T with
probability one (i.e., which would be a bridge), and this is why the range of
the parameter « is restricted to positive values. Note also that the a-Wiener

bridge (Xt(a))te[O,T] is L2-continuous, and we also have R(*) € L?(]0,T]?). So,
the integral operator associated to the kernel function R(®) i.e., the operator
Ape  L*([0,71) — L*([0, T7),

T
(AR (9))(t) 12/ R (t,s)¢(s)ds, te[0,7], ¢ L*([0,1]),

0

is of the Hilbert—Schmidt type, thus (Xt(a))te[O,T] has a KL expansion based on
[0,T7:

X =3 A gl (), telo,T, (1.3.3)
k=1

where &, k € N, are independent standard normally distributed random vari-
ables, )\](CO‘), k € N, are the non-zero eigenvalues of the integral operator Ap(a)
and e,(ca)(t), t € [0,7T], k € N, are the corresponding normed eigenfunctions,
which are pairwise orthogonal in L?([0,77]). Observe that (1.3.3) has infinitely
many terms, and the normed eigenfunctions are unique only up to sign. The

series in (1.3.3) converges in L?(€2, A,P) to Xt(a), uniformly on [0, T, i.e.,

2

sup E |Xt(a) - Z )\,(f) fkefca) (t) —0 as n — 00.

te[0,T] =1

Moreover, since R(® is continuous on [0, T2, the eigenfunctions corresponding
to non-zero eigenvalues are also continuous on [0,7]. Further, since the terms
on the right-hand side of (1.3.3) are independent normally distributed random
variables and (Xt(a))te[O,T] has continuous sample paths with probability one,
the series converges even uniformly on [0, 7] with probability one.

Next, we recall the notion of Bessel functions of the first kind which plays a
key role in the KL expansions we will obtain. They can be defined as

0 -1 k N\ 2k+v
J,(x) ];)k'l—‘((—i—)u—i—l) (5) , x€(0,00), vER,

where T'(z) for z < 0, z € Z, is defined by a recursive application of the rule
I'(z) =T(24+1)/z, 2 <0, z ¢ Z, and we use the convention that 1/I'(—k) := 0,
k € Z4, yielding that the first n terms in the series of J,(z) vanish if v =
—n, n € N.

In all what follows we will put v := o — 1/2, where a > 0. Next we present
our main theorem.

Theorem 1.3.1 ([4]) Let @ > 0, v := a — 1/2, and z,(cy), k € N, be the (pos-
itive) zeros of J,. Then in the KL expansion (1.3.3) of the a-Wiener bridge



(Xt(a))te[o,T] the eigenvalues and the corresponding normed eigenfunctions are

2
Al — 7(T) , keN,
(2, )2
()
(@) 2 (0t Ly 1 -t/T))
€ (t) - T (1 T) ’JV+1( w ))‘

2 (1) AE0-T)
() S e

where we take the continuous extension of e,(f) att =T for —1/2 <v <0, i.e.,
e,(ca)( T)=0 fora<1/2.

In Remarks 2.2 and 2.3 in Barczy and Igléi [4] we investigated the special
cases of Theorem 1.3.1 for o | 0 (standard Wiener process) and o =1 (Wiener
bridge). Further, Theorem 2.5 in Barczy and Igléi [4] describes a weighted KL

expansion of the a-Wiener bridge (Xt(a))t€[0,S] with S € (0,T).
Next we present some applications of the KL expansion of a-Wiener bridge

(Xt(a))te[o,T]-
Proposition 1.3.2 ([4]) Let a >0 and v := a —1/2. Then
T 1-vj2 > 20 —au?/(2T?)
2 2k e
P / (Xt(a))Zdt>m) = Z k“'l/ vie=1Z " Ju
( 0 TV l/+1 Z2k 1 |Jy(u)|

for all x > 0.

Corollary 1.3.3 ([4]) Leta >0, v:=a—1/2 and z,(:), k € N, be the positive
zeros of J,. Then

2171//2T(Z§V))(V*3)/2
\/7r T(v+1)Jyq (zf'))

(=) —1/2 o
21 —1/2  —(2{")?=2
= (1+0(1) \/ EV)II( )> g2 e B0 ) 5

Corollary 1.3.4 ([4]) Let o > 0 and v := o — 1/2. Then there exists some
constant ¢ > 0 such that

T
P (/ (X{)2dt < s) — (c+o(1))e!/4=¥/2e=T/(39)
0

=12 o= () 35

P (/OT(X((’)) dt > x) = (14 0(1))

as r — Q.

as €} 0.



1.4 Operator scaled Wiener bridges

In Barczy et al. [6], we deal with a multidimensional generalization of the so-
called a-Wiener bridges. For fixed T' > 0 and given matrices A € R?4 and ¥ €
R%*™  a d-dimensional process (Xt)teo,1) is given by the stochastic differential
equation (SDE)

with initial condition X = 0 € R?, where (Bt)tefo,) is an m-dimensional stan-
dard Wiener process defined on a filtered probability space (€2, F, (F¢)¢cjo, 1), P)
with the completion (F3);cpo,7) of the canonical filtration of (B;)cpo,r). Note
that in case m = d and if A and ¥ are both the d x d identity matrix, then the
process (X);c(o,7) is nothing else but the usual d-dimensional Wiener bridge over
[0,T]. In Subsection 1.3, we detailed that one-dimensional a-Wiener bridges are
used to model the arbitrage profit associated with a given futures contract in
the absence of transaction costs. The model is also meaningful in a multidi-
mensional context when a finite number of contracts is considered with possible
dependencies between the contracts. Operator scaled Wiener bridges offer a
tool for modeling the arbitrage profit in this multidimensional setting.

The SDE (1.4.1) with initial condition Xy = 0 has a pathwise unique strong
solution (X¢)¢cjo,7) given by the d-dimensional integral representation

T —t\A
X, = / ( ) SdB, forte[0,T), (1.4.2)
o \I'—s
where 74 is defined by the exponential operator
ogr _ N\~ (logr)*
rA = eAlosT — Z x AF forr > 0. (1.4.3)
k=0

Note that (X¢)e[o,7) is a Gauss process with almost surely continuous sample
paths. Later on, we will frequently assume that ¥ has rank d (and consequently
m > d), but the assumption will always be stated explicitly. Note that this
is only a minor restriction, since otherwise the d-dimensional Gauss driving
process (XB¢)seo, 1) in (1.4.2) has linearly dependent coordinates.

Let ReSpec(A4) := {ReX : A € Spec(A)} be the collection of distinct real
parts of the eigenvalues of the matrix A, where Spec(A) denotes the set of
eigenvalues of A. If there exists A € Spec(A4) with Re A < 0, then the process
(X1)iepo,7) defined by (1.4.2) with initial condition Xo =0 € R? does not fulfill
that X; converges to some deterministic d-dimensional vector almost surely as
t 1T T in general. This fact is known for the one-dimensional situation d = 1, for
an explicit multidimensional example, see Barczy et al. [6, Example 3.1].

One of our main results runs as follows.

Theorem 1.4.1 ([6]) Let us suppose that ¥ has full rank d (and consequently
m > d). If ReSpec(A) C (0,00), then the process

LT —t\A
- NdB, i T
X, = /O(Tfs) B, ifte(0.1),
0 ift="T

is a centered Gauss process with almost surely continuous sample paths.
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Note that the condition ReSpec(A4) C (0, 00) is equivalent to t4 — 0 € R4*4
as t | 0. We call the attention that the condition that X has full rank d in
Theorem 1.4.1 is needed only for the case ReSpec(A) N [1/2,00) # 0. Provided
that the conditions of Theorem 1.4.1 hold, we will call the process ()?t)@o an
operator scaled Wiener bridge associated to the matrices A and ¥ over the time
interval [0, T].

Next we study asymptotic behavior of the sample paths of operator scaled
Wiener bridges. The next result is a partial generalization of Theorem 3.4 in
Barczy and Pap [7].

Proposition 1.4.2 ([6]) If ReSpec(A4) C (0,1/2), then
. o\ -A o -
P (ltlTIITl(T H~AX, = MT> —1,

where Mt is a d-dimensional normally distributed random variable. Conse-
quently, for all A € R4 with AA = AA, we have

. . _A o . . T
P(%(T H~AX, 70) =1 if ReSpec(A — A) C (0,00),
P (nm (T — )~ AX,| = oo) = 1if ReSpec(A — A) C (~o0,0).
T
In order to formualte our next result we need to introduce a spectral de-

composition of the process (X;):co,r)- Factor the minimal polynomial f of
A into f(A) = fi(A)--- fp(A), A € C, with p < d such that every root of

f; has real part a;, where a; < --- < a, denote the distinct real parts of
the eigenvalues of A, and C is the set of complex numbers. Note that f,
fi,-.., fp are polynomials with real coefficients. According to the primary de-

composition theorem of linear algebra we can decompose R? into a direct sum
RY =V, & @V, where each V; := Ker(f;(A)) is an A-invariant subspace. Let
us denote the dimension of V; by dj;, 7 = 1,...,p. Now, in an appropriate basis,
say {bz(.]) ti=1,...,d;,5=1,...,p}, A can be represented as a block-diagonal
matrix A = A1 ®---@A,, where every eigenvalue of A; has real part a;. For this
reason, we will call each matrix A; real spectrally simple, i.e., all its eigenvalues
have the same real part. We can further choose a unique inner product (-,-)
on R? such that the basis {bgj) :t=1,...,dj,j = 1,...,p} is orthonormal,
and consequently, the subspaces V;, 1 < j < p, are mutually orthogonal. For
r=x1+ - +xp, withxz; € Vj, j =1,...,p, let m;(z) be the coordinates of
x; with respect to the basis {bl(-]) 1i=1,...,d;} of Vj. Then 7; : R? — R% is
a linear projection mapping. To conclude, for every x € R? there exist unique
z; €V, j=1,...,p, such that x = z1 + --- + z, = (mi(x),...,mp(x)) and
thr = (tY7y(x),..., t4my(x)) for all t > 0. Moreover, for our multidimen-
sional process we have X; = (Xt[l],...,Xt[p])7 where (Xtm = 7;(X¢))epo,) 18
again of the same structure (1.4.2). Namely, for every j = 1,...,p, the j-th
spectral component of (X¢);e[o,r) can almost surely be represented as

. t _ A
bl _ T —t\ 4 4
X! _/0 (7T_s) 2;dB, forte[0,T),

where ¥; € R%*™ is given by 7;(Xy) = ¥,y for y € R™.
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Theorem 1.4.3 ([6]) If ReSpec(A) C (0,00) and ¥ has full rank d (and con-
sequently m > d), then for alle > 0,

P (lim(T - t)fmin(aj,1/2)+6”X£j]” _ 0) =1,

1T
P (nmsup(T — ¢y~ min(a;,1/2)—e) x I = oo) ~1, (1.4.4)
“HT
where ay < --- < ap denote the distinct real parts of the eigenvalues of A
and (Xtm)te[o,T); j = 1,...,p, are the corresponding spectral components of

(Xt)tepo,r)- Further, if ReSpec(A) C (0,1/2), then (1.4.4) can be strengthened
to

3 _ —aj;—¢& [J] — ):
P (lim( — )~ x| = o) = 1.

Finally, we present a result on uniqueness in law of operator scaled Wiener
bridges (for a more detailed discussion, see Barczy et al. [6, Section 5]).

Proposition 1.4.4 ([6]) Let A, A € R4 gnd X € R>*™, % € RY*™ be such
that ReSpec(A) C (0,1/2), ReSpec(A) C (0,1/2) and X, ¥ have full rank d (and
consequently m > d and m > d). If the bridges associated to the matrices A

and X, and A and S induce the same law on the space of real-valued continuous
functions on [0,T), then ReSpec(A) = ReSpec(A).

2 Affine processes

This part is based on the articles Barczy et al. [1], [2], [3] and Barczy and Pap
[9]-

2.1 On parameter estimation for critical affine processes

In Barczy et al. [1], first we provide a simple set of sufficient conditions for the
weak convergence of scaled affine processes with state space R x R, Roughly
speaking, given a family of affine processes (YO (¢), X (t));59, 6 >0, such
that the corresponding admissible parameters converge in an appropriate way
(see Theorem 2.1.3), the scaled process (§71Y (9 (6t), 9_1X(9)(9t))t>0 converge
weakly towards an affine diffusion process as 0 — co. We specializ/e our result
for one-dimensional continuous state and continuous time branching processes
with immigration as well. Let N, Z,, R, Ry, R_, R;;, and C denote
the sets of positive integers, non-negative integers, real numbers, non-negative
real numbers, non-positive real numbers, positive real numbers and complex
numbers, respectively. Let U := {z; +i20 : 21 € R_, 20 € R} x (iR%). By
C3(Ry xRY) (C=(Ry xR?)) we denote the set of twice (infinitely) continuously
differentiable complex-valued functions on R, x R? with compact support,
where d € N. The set of cadlag functions from Ry to Ry x R? will be
denoted by D(R;, R, x R%). Next, we recall the definition of affine processes
with state space R, x R? based on Duffie et al. [11].

Definition 2.1.1 ([11]) A transition semigroup (P;)¢>o with state space Ry x
R? is called a (general) affine semigroup if its characteristic function has the

12



representation

/ el Py(z,dg) = elmv(buntoltu) (2.1.1)
R+ xR4

for x e R. xR w e U and t >0, where (t,-) is a continuous C'T-valued
function on U and ¢(t,-) is a continuous C-valued function on U satisfying
¢(t,0) = 0. The affine semigroup (Pr)i>o0 defined by (2.1.1) is called regular
if it is stochastically continuous (equivalently, for all w € U, the functions
Ry st— ¥(t,u) and Ry ot ¢(t,u) are continuous) and 019 (0,u) and
N o(0,u) exist for all w € U and are continuous at uw=0 (where 019 and
01¢ denote the partial derivatives of 1 and ¢, respectively, with respect to
the first variable).

Definition 2.1.2 ([11]) A set of parameters (a,a,b, 8, m,u) is called admis-
sible if

(i) a = (ai,j)gjil € RUADXA+d) s ¢ symmetric positive semidefinite matriz

with a11 =0 (hence a1 =ar1 =0 forall ke{2,...,1+d}),

(i) a = (ai;)i 12 € RUFDXO+D s o symmetric positive semidefinite ma-
triz,

(i) b= (b)1{ € R, x RY,

(iv) B = (Bi )i, e ROUFIXO+d) wyith By ;=0 for all j€{2,...,1+d},

ij=1

(v) m(d€) = m(dér,dés) s a o-finite measure on Ry x RY  supported by
Ry x R\ {(0,0)) such that [z [€1+ (€]l A IE2l2)] m{d€) < o,

(vi) p(d€) = u(dé&y,dés) is a o-finite measure on Ry x R?  supported by
Ry, x RO\ {(0,0)} such that g €] A I€IP1(de) < oo.

Due to Duffie et al. [11, Theorem 2.7], there exist affine processes with state
space Ry x R? for admissible sets of parameters (a,c,b, 3,m, ). One of our
main results runs as follows.

Theorem 2.1.3 ([1]) For all 0 € Ry, let (YO(t), X (t));0 bea (1+
d)-dimensional affine process with state space Ry x R? and with admissible
parameters (a®,a® b0 B3O m 1) such that additionally

/ 1€]lm(d§) <oo  and / €)% (d€) < oo.
Ry xR R4 xR4

If there exist a,a,B € RUTDx0+d) ¢ R x R? and a random vector
(Y(0), X(0)) with values in Ry x R? such that

9~ 1a® = q, a? = a, b b, 989 — B,
6= (Y9 (0), X(0)) - (Y(0), X(0))
as 0 — oo, then

(7Y @00, 07 XD (01)) 5 (V(8), X(6)iz0

>0
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in DRy,Ry x RY) as 0 — oo, where (Y(t),X(t))is0 is a (1+ d)-
dimensional affine diffusion process with state space Ry xR and with the set of
admissible parameters (a,a,b, 8,0,0), where & := oz—&—% fJR+><Rd €T pu(d¢), and

b= (b)i 2 with by :=1b; for i €{2,...,14d} and by = bi+ [y zu &1 m(dE).

In Barczy et al. [1, Corolloary 2.1] one find a corollary of Theorem 2.1.3 which
states weak convergence of appropriately normalized one-dimensional continu-
ous state and continuous time branching processes with immigration.

The scaling Theorem 2.1.3 is applied to study the asymptotic behavior of
least squares and conditional least squares estimators of # and m of a critical
two-dimensional affine diffusion process given by

Y, = (a — bY; VY,
d t (a b t) dt + tth, ‘> 07 (212)
dXt = (m - HXt) dt + V)/t dBt7

where a € Ry, and b,0,m € R, see Theorem 2.1.5. In what follows we define
criticality of the affine process given by the SDE (2.1.2).

Definition 2.1.4 ([1]) Let (Y, Xi¢)i>o0 be an affine diffusion process given by
the SDE (2.1.2) satisfying P(Yo > 0) = 1. We call (Yy, Xi)i>0 suberitical,
critical or supercritical if the spectral radius of the matriz

et 0
(o )

is less than 1, equal to 1 or greater than 1, respectively.

Definition 2.1.4 is motivated by the asymptotic behaviour of E(Y;, X;) as
t — oo, for more details, see Barczy et al. [1, Proposition 3.2].
Note that, since the spectral radius of the matrix given in Definition 2.1.4 is

max(e~? e~%), the affine process given in Definition 2.1.4 is

subcritical if b>0 and 6 >0,
critical if b=0, 620 or b>0, =0,
supercritical if b<0 or 6<0.

We will always suppose that
Condition (C): (b,0) = (0,0), P(Yp > 0) =1,
E(Yy) < oo, and E(X?) < oo.
For some explanations why we study only this special case, see Remarks 3.1-3.3
in Barczy et al. [1]. The least squares estimator (LSE) of (6, m) based on the

observations X;, ¢ = 0,1,...,n, can be obtained by solving the extremum
problem

mLSE) = argmmz Xi—Xio1—(m—0X;_1))>%
(6,m)€R?
One can check that

é\LSE n21 1(X XZ 1) 21 1‘)(Z 121 1(X XZ 1)
nzz':l X1'2—1 - (Zi:l Xifl)

. (2.1.3)
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and

ALSE _ S XY (X = X)) - X > (X — X)X
n - n n 2
n Ei:l Xi2—1 - (Zi:l Xi-1)

(2.1.4)
provided that n Y1 X2, — (32, X, 1)> > 0.

Theorem 2.1.5 ([1]) Let us assume that Condition (C) holds. Then

2
n n
P nZXf_1—<ZXi_1> >0] =1 forall n>2,
i=1 i=1

and there ezists a unique LSE (@,;SE, mESE) which has the form given in (2.1.3)
and (2.1.4). Further,

guse £, Jo Xdd = fy X de
n 2
Jy & dt = (fy X at)

as n — oo,

and
Xy [l XZdE— [P A dt [ A dA;
~LSE £ 1 Jo o “+t o ““t t
m,>" — - ; 5
Jy Xz at— (fy xat)

where (Xi)i>o s the second coordinate of a two-dimensional affine process
Ve, Xi)eso given by the unique strong solution of the SDE

as n — oo,

dyt = adt—l— \/37tth,
dXt = mdt+ \/)TtdBt’

t>0,

with initial value (Yo, Xo) = (0,0), where Wi)izo and (Bi)iso are inde-
pendent standard Wiener processes.

Barczy et al. [1] describes the asymptotic behaviour of LSE of # when m
is known (see Barczy et al. [1, Theorem 3.1]) and conditional LSE of (6, m)
(see Barczy et al. [1, Theorem 3.3]) as well.

2.2 Stationarity and ergodicity for an affine two-factor
model

In Barczy et al. [2], we consider the following two-dimensional affine process
(affine two-factor model)

{dYt:(a—bYt)dt—i— $/YidL,,  t>0, 221)
t>0 o

dXt = (m — 9Xt) dt + \/thBh

)

where a >0, bym,0 € R, a€(1,2], (L)i>0 is a spectrally positive a-stable
Lévy process with Lévy measure Coz™'"%1y,501 with Cy := (al'(—a))™!
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(where T denotes the Gamma function) in case « € (1,2), a standard Wiener
process in case « = 2, and (Bi)i>o Is an independent standard Wiener
process. In case of a € (1,2), L admits Lévy-Khintchine representation

E(ei“Ll) = exp {/ (eiuz -1 iuz)C’azflfa dZ} = exp {;(—iu)a}
0

for u € R. Note that in case of a = 2, the process Y is the so-called
Cox-Ingersol-Ross (CIR) process; while in case of « € (1,2), Y is called the
a-root process. The process (Y, X) given by (2.2.1) is a special affine process,
see Theorem 2.2.1. We point out that Chen and Joslin [10] have found several
applications of the model (2.2.1) with a = 2 in financial mathematics, see their
equations (25) and (26). The article Barczy et al. [2] is devoted to study the
existence of a unique stationary distribution and ergodicity of the affine process
given by the SDE (2.2.1). For the existing results on stationarity and ergodicity
of affine processes, see the beginning of Sections 3 and 4 in Barczy et al. [2].

Our first result is about the existence and uniqueness of a strong solution of
the SDE (2.2.1).

Theorem 2.2.1 ([2]) Let (no,Co) be a random vector independent of the pro-
cess (L, By)iso satisfying P(no > 0) = 1. Then for all a >0, b,m,0 € R
and o € (1,2], there is a (pathwise) unique strong solution (Y, X;)i>0 of the
SDE (2.2.1) such that P((Yy, Xo) = (n0,¢0)) =1 and P(Y; >0, Vt>0)=1.
Further, we have

t t
Y, = e-b(t=9) (Ys +a/ o b(s—w) du+/ Vo) oy dLu)

S

for 0<s<t, and

t t
X, = e 0(t=9) (XS +m/ e 00— gy +/ SN dBu>

for 0 <s<t. Moreover, (Y, Xt)i>0 is a regular affine process with infinites-
imal generator

(AR, ) = (0~ by) i y,2) + (m — 02) F3(y,7) + 59 4a(,)
b [ (ft 20) — Fa) = Al Cozt
in case of a€(1,2), and

(AF)(w:2) = (@~ by) F{ (3 2) + m — 02) foly, ) + 3y(F () + Haly, )

in case of o =2, where (y,xz) € Ry xR, f € C?}(Ry xR,R), and f],
i =12, and fl;, i,j € {1,2}, denote the first and second order partial
derivatives of f with respect to its i-th and i-th and j-th variables.

The following result states the existence of a unique stationary distribution
of the affine process given by the SDE (2.2.1) for both cases a € (1,2) and
o =2
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Theorem 2.2.2 ([2]) Let us consider the two-dimensional affine model (2.2.1)
with a >0, b>0, meR, >0, and with a random initial value (ng, (o)
independent of (L, By)i>o satisfying P(no > 0) = 1. Then

(i) (Y, X3) £, (Yoo, Xoo) as t — 00, and the distribution of (Yoo, Xoo)
is given by

E (e~ M1 Yoot Xoo) = exp {_a/ vs(A1, A2) ds + Z'ZL)\Q} (2.2.2)
0

for (A1, A2) € Ry xR, where vi(A1,A2), t =0, is the unique non-negative
solution of the (deterministic) differential equation

Gue (A1, o) = —bug(A1, A2) — 2(vp(Ar, A2))® + 2e 20003, t>0,
’Uo()\l, )\2) = )\1.
(2.2.3)

(ii) supposing that the random initial value (ng,(o) has the same distribution
as (Yoo, Xoo) given in part (i), we have (Y, Xi)i>o0 is strictly stationary.

The following result states the ergodicity of the affine diffusion process given
by the SDE (2.2.1) with a = 2.

Theorem 2.2.3 ([2]) Let us consider the two-dimensional affine diffusion mo-
del (2.2.1) with a =2, a>0, b>0,meR, >0, and with a random initial
value (no,Co) independent of (L, Bi)i>o satisfying P(no > 0) = 1. Then,
for all Borel measurable functions f:R? — R such that E|f(Yeo, Xoo)| < 00,
we have

1 T
]P)<hm */ f(YSaXs)ds_Ef(Yoo,Xoo)> =1,
T—oo T 0
where the distribution of (Yoo, Xoo) 18 given by (2.2.2) and (2.2.3) with a = 2.

In the next theorem we collected several facts about the limiting random
variable (Yoo, Xoo) in the case of o = 2.

Theorem 2.2.4 ([2]) The random variable (Yoo, Xoo) given by (2.2.2) and
(2.2.3) with « = 2 s absolutely continuous, the Laplace transform of Yo
takes the form

A —2a
E(e 1Y) = (1 + 22) . ALER4,

yielding that Y, has Gamma distribution with parameters 2a and 2b. Fur-
ther, all the (mized) moments of (Yoo, Xoo) of any order are finite, i.e., we
have E(Y2|X|P) < oo for all n,p € Zy, and especially,

a m
E Yoo = 7 E Xoo =
(Vo) =% Exe)="
2a+1) ma af) + 2bm?
Bv2)= 22D gy x =M pxz) - W2
( OO) 2b2 ) ( ) 9b7 ( OO) 2b02 I
2y 4 2
E(YouX%) = (5 agrapage (0(ab + 240 +0) + 2m%0(20 + 1),
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2.3 Parameter estimation for a subcritical affine two-fac-
tor model

In Barczy et al. [3], we consider the following two-dimensional affine process
(affine two factor model)
dY: = (a — bY;) dt + VYe dLy, (23.1)
dX, = (m — 0X,)dt + /Y, dB,, = -

where a > 0, b,m,0 € R, and (Li)i>0 and (Bi)i>o are independent
standard Wiener processes. Note that the SDE (2.3.1) is nothing else but the
SDE (2.2.1) with « = 2, or the SDE (2.1.2). The process (Y,X) given
by (2.3.1) is a special affine diffusion process, see Theorem 2.2.1. The article
Barczy et al. [3] is devoted to estimate the parameters a, b, m and 6 from some
continuously observed real data set. We study the asymptotic behaviour of he
maximum likelihood estimator (MLE) of (a,b,m, ) using some continuously
observed real data set (Y, X¢)icjo,r], where T > 0, and the least squares
estimator (LSE) of (m,#) using some continuously observed real data set
(Xt)tepo,r), where T > 0. Here we present only the results for the MLE
of (a,b,m,0); for the LSE of (m,#), see Barczy et al. [3, Sections 4, 6 and
8]. For a classification of the affine diffusion process given by the SDE (2.3.1),
see Definition 2.1.4. We will denote by P(44.m,) the probability measure
on the measurable space (C(Ri, Ry x R),B(C(R.+,Ry x R))) induced by
the process (Y, X¢)i>0 corresponding to the parameters (a,b,m,6). Here
C(R4, Ry xR) denotes the set of continuous R4 x R-valued functions defined
on Ry, B(C(R4,Ry xR)) is the Borel o-algebra on it, and we suppose that
the space (C'(Ri,R; x R),B(C(R4,R4 x R))) is endowed with the natural
filtration (A:);>0, given by A; := ¢; '(B(C(R4, Ry x R))), where ¢; :
CR4, Ry xR) = C(Ry, Ry x R) is the mapping ¢:(f)(s) := f(tAs), s=0.
For all T'>0, let P bm.60),7 = Prabm.e) |4, be the restriction of P(g 4 m 0
to Ar.

Lemma 2.3.1 ([3]) Let a > 1/2, bom,0 € R, T > 0, and suppose that
P(Yo > 0) =1. Let Ppme and Paoo0) denote the probability measures
induced by the unique strong solutions of the SDE (2.3.1) corresponding to the
parameters (a,b,m,0) and (1,0,0,0) with the same initial value (Yy, Xo),
respectively.  Then P .m0y and P 00,0),7 are absolutely continuous with
respect to each other, and the Radon-Nykodim derivative of Py m.e)r with
respect to P,0,0,0),7 (5o called likelihood ratio) takes the form

T
—bY; —1 — 60X,
Lg:%bﬂn,a)7(1,0,070)((YS’XS)SE[O’T]) = exp {/ <a = v, + m - ng)
0 s s

I/T(a —bY, —1)(a — bY, 4+ 1) + (m — 0X,)? ds
0 )

2 Y,

where (Y, X¢)i>o denotes the unique strong solution of the SDE (2.3.1) cor-
responding to the parameters (a,b,m,0) and the initial value (Yo, Xo).
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By maximizing log Lgiz,b,m,e),(m,o,o) in (a,b,m,0) € R* the MLE of the
parameters (a, b, m, 0) based on the observations (Y3, Xt);c[o,r] takes the form

Jy Yads [y & dY, - T(Vp - Vo)

ayitE T >0, 2.3.2
g SV, ds [ - ds — 72 (23.2)
T 1 1
T [ EdY, - (Yr—Yo) [} +d
DMLE . Jo ¥ TT 0 ¥ s (2.3.3)
f Yods [ 5 L - ds — T2
T X2 T 1 T x T X,
3 d dX, — [y 5= ds [y £ dX,
AMLE . Sfo Y, Jo 3243 )y ¥ . T>0, (234)
L ds— (fOT&ds>
T X T x
L ds [ £ dX, - = dX,
oyLE . — fo Y Jo v sy 3 ., T>0, (235)

Chie- ()

T X2
fo v

provided that fT X5 ds fOT 3 ds — ( T S ds) >0 and fOT Y, ds fOT 3 ds—

0
T2 > 0.
The next lemma is about the existence of (@)™“F, WLE myLE, WLE)

Lemma 2.3.2 ([3]) If a>3, bym,0 €R, and P(Yo>0)=1, then

T T
]P’(/ sts/ 1ids—Tge(O,c)o)):l forall T >0,
0 s
T 2 T
X 1
/ 5 ds —ds— / €(0,00) | =1 for all T >0,
o Ys 0

and hence there exists a unique MLE (3¥LE,@¥LE,ﬁ¥LE,@ALE) which has

the form given in (2.3.2), (2.3.3) (2.3.4) and (2.3.5).

The next result is about the strong consistency of (ay MLE 3MLE AI}ALE @\/ILE)

in the subcritical case.

Theorem 2.3.3 ([3]) If a > %, b>0, meR, >0, and P(Yy>0)=1,
then the MLE of (a,b,m,0) is strongly consistent:

P( lim (ap QMLE EMLE, mMLE @VILE) (a,b,m,0)) = 1.
T—
o0

The asymptotic behaviour of the MLE (67MLE,/I;7\4LE, mYLE, @%/H‘E) in the
subcritical case is described as follows.

Theorem 2.3.4 ([3]) If a>1/2, b>0, meR, >0, and P(Yp > 0) =1,
then the MLE of (a,b,m,0) is asymptotically normal, i.e.,

~MLE

aYlE —q
DMLE _p, c

VT miALE e Ny (0, SMEE) as T — oo,
@}/{LE )
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where Ny (0, ZMLE) denotes a 4-dimensional normally distribution with mean
vector 0 € R* and with covariance matriz SMUE .= diag(XMME SMLE) ith
blockdiagonals given by

SMLE . _ 1 D Do E(Yeo) 1
s ML e
S e T ) a2

2.4 Asymptotic properties of maximum likelihood estima-
tors for Heston models based on continuous time ob-
servations

In Barczy and Pap [9], we consider a Heston model

{dYt:(a—bYt)dt—i-Un/Ytqu t>0, (24.1)

A, = (o = BY)) dt + 02/ Vi (0dWy + /T = 07 dBy),

where a >0, b,a,8 € R, 01 >0, 02 >0, p€ (—1,1) and (W, B)i>0
is a two-dimensional standard Wiener process, and we study maximum likeli-
hood estimator (MLE) of (a,b,«,8) based on continuous time observations
(Xt)teo,r) with T > 0, starting the process (Y,X) from some known non-
random initial value (yo,zo) € (0,00) x R.

In what follows let N, Z,, R, Ry, R;;, R_ and R__ denote the
sets of positive integers, non-negative integers, real numbers, non-negative real
numbers, positive real numbers, non-positive real numbers and negative real
numbers, respectively.

Proposition 2.4.1 ([9]) Let (Y, X;)i>0 be the unique strong solution of the
SDE (2.4.1) satisfying P(Yo € Ry) =1 and E(Yy) < 0o, E(|Xo|) < 0. Then

o] R I N - S R o 14

E(X)] ~ -8 fyetvdu 1] [E(Xo)] T [=g [ (e dv)du | |

for t e Ry. Consequently, if b€ R 4, then

- _a - B
A B =g, L EE) =a-5n
if b=20, then
1
. —1 _ . -2 _ =
At BN =a fig TURG) = —5he,

if beR__, then

lim " E(Y;) = E(Yp) — -

t—o0 b7 t—o0
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Based on the asymptotic behavior of the expectation (E(Y;),E(X;)) as
t — oo, we introduce a classification of the Heston process given by the SDE
(2.4.1).

Definition 2.4.2 ([9]) Let (Y;,X:)i>0 be the unique strong solution of the
SDE (2.4.1) satisfying P(Yo € Ry) = 1. We call (Yy, Xi)i>0 suberitical,
critical or supercritical if bE R4y, b=0 or beR__, respectively.

One can check that the MLE of (a,b,«,) based on the observations
(Xt)tepo,r) takes the form

J)Y.ds Td{ T(Yr — yo)

ar T

bT 1 Tf d}: yO fo dj
ar| fO Yods [ 4 72 | [T Yods [} df (X7 — 20)
br Tde}i (X7 — x0) OT%

provided that fo Y, ds T ds > 72,

The next lemma is about the existence of (&T,ET, ar, ET)

Lemma 2.4.3 ([9]) If a € [%3700)’ beR, o1 € R4y, and Yo =y € Ry,

then
T Tl
P / sts/ —ds>T?*| =1 forall TER,,
0 0o Ys

and hence, supposing also that o, € R, o9 € R++, o € (-1,1), and
Xo =z € R, there exists a unique MLE (aT, bT,aT,,BT) forall T e Ryy.

Here we point out that under the conditions of Lemma 2.4.3, we have P(Y; >
0, Vt € R+) = 1. Next, we present results on the consistency of the MLE

(CLT, bT7 ar, /BT)

Theorem 2.4.4 ([9]) If b e Ryy, a,f €R, 01,00 € Ryy, o€ (—1,1),
and (Yp, Xo) = (yo,xo) € R++ x R, then the MLE of (a,b,«, ) is strongly

consistent, i.e., (aT,bT,aT,BT) 2% (a,b,a,8) as T — oo, whenever a €
(021 ,oo) and it is weakly consistent, i.e., (aT,bT,&pBT) LN (a,b,, B) as
2

T — oo, whenever a = %-.

Theorem 2.4.5 ([9]) If a € %ioo), beR__, a,f€R, 01,00 € Ry,
€ (-1,1), and (YO,XO) (y0,20) € Ryy x R, then the MLE of b is

strongly consistent, i.e., bT 2% b as T — 0.

We note that for critical Heston models with a € (%f, 00), weak consistency
of the MLE of (a,b,a, ) will be a consequence of Theorem 2.4.7. For super-

2
critical Heston models with a € [%,00), it will turn out that the MLE of a
and « is not even weakly consistent, but the MLE of 3 is weakly consistent,
see Theorem 2.4.8.

Next we present our results on the asymptotic behavior of (ET,3T7 ar, ET)
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Theorem 2.4.6 ([9]) If a € (%oo) beRyy, a,B €R, 01,00 € Roy,

o€ (—1,1), and (Yp,Xo) = (yo,70) € Rey xR, then the MLE of (a,b,«,3)
is asymptotically normal, i.e.,

6T—a

br—b| ¢ n, ]
VT | N, 0,8 |29t as T — oo,
ar —a 13
Br — B
where ® denotes tensor product of matrices and S is defined by
§.=| 91 o (2.4.2)
. 90.10-2 U% . . .

With a random scaling, we have

ET—a
T 4s =
1 Le I & -T br —b
(o )" 0 (o Yedsfy g2 -12)7]) |ar —a
s : Br — B

i>/\f4(O,S®I2) as T — co.

Theorem 2.4.7 ([9]) If a € (%,), b=0, o, € R, 01,00 € Ry,

o€ (—=1,1) and (Yo, Xo0) = (yo,%0) € Ryt xR, then

Vieg T (ar — a) o2\ Y2 sl/2y
ViegT(ar —a)| , (a 2 2_%

TBT — 7 y}ds as T — oo,
X %
T(ﬁT - 5) Jo Ysds

where (Vi, X)i>0 1S the unique strong solution of the SDE

{dytadt+01\/ytdwt, tER
+>

dX, = adt 4+ o2V (0dWs + /1 — 02 dBy),

with initial value (Yo, Xp) = (0,0), where Wy, Bi)i>o is a two-dimensional
standard Wiener process, Zs s a two-dimensional standard normally dis-
tributed random vector independent of (yl,fol Vidt,X1), S is defined in

(2.4.2), and S'2 denotes its uniquely determined symmetric, positive defi-
nite square root.
With a random scaling, we have

(o %)1/2 (ar —a) s\/2z,
T a2 G — __a=Y1
( (()f;:) ()Oll/Tz/\ “ = (S . ds)l/2 as T — 0.
)/s ds T a—X,
0 1 1/2
(. ds)1/2 Br—B) (fi vsds)
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2
o€ (—-1,1), and (Yo,Xo0) = (yo,x0) € R4y xR, then

Theorem 2.4.8 ([9]) If a € [U—%,oo), beR__, a,feR, 01,00 € Ry,

. v
ar —a _ _ ~1/2
ar — o Ve Q%V+02\/1fg2 (foil/b udu) 71
—bT/2(7 — !
e (ET b) 5 —1/2
e—bT/2(I8T _ 6) <_ y—bl/b) 51/222

as T — oo, where ()N)t)go is a CIR process given by the SDE dy, =

adt + o1 JNJt dW,, t e Ry, with initial value :)NJO =y, where Wi)i>o0 s a
standard Wiener process,

~  logY_i—1lo 2
5. oV g% L 91 _

foﬁl/b Vu du 2

Z1 is a one-dimensional standard normally distributed random variable, Zo
is a two-dimensional standard normally distributed random vector such that Zi,
Zs and (j,l/b,fo_l/b Y du) are independent, and S is defined in (2.4.2).
With a random scaling, we have

6T —a .
ar —a v —1/2
(fOT Y, ds)1/2 Gr—b) | — |e2V+0/T= ¢ (fo_l/b 3 du) Z
1/2 1/2
(fy Yods) " (Br - 5) 52
as T — oo.
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1. Diffiziés hidak

Ez a rész a Barczy és Kern [5], Barczy és Pap [8], Barczy és Igléi [4] és a Barczy
et al. [6] dolgozatokon alapul.

1.1. Tobbdimenzids linearis folyamatokbdl szarmaztatott
hidak reprezentacioi

A Barczy és Kern [5] dolgozatban tobbdimenzids linedris folyamatokbdl szar-
maztatunk hidakat, megadva azok integrdl reprezentdciéjdt (egy standard Wie-
ner folyamat segitségével) és in. anticipativ reprezenticiéjat is. Eredményeinket
az egydimenziés esetben kiilon megfogalmazzuk.

Jelolje N, R, ill. Ry a pozitiv egész, valds, ill. nemnegativ valdés szamok
halmazat. TetszOleges n,m € N esetén legyen R™ "™ ill. I,, az n x m-es valds
elemi matrixok halmaza, illetve az n x n-es egységmatrix. Tetszbleges d,p € N
esetén tekintsiik az aldbbi sztochasztikus differencidlegyenlettel (SDE) megadott
d-dimenziés linearis folyamatot

dZ; = (Q(t)Z; + r(t)) dt + X(t) dBy, t>0, (1.1.1)

ahol Q : Ry — R¥™4 ¥ : R, — R¥>P ésr: Ry — R? folytonos fiiggvények,
(Bt)t>0 egy p-dimenzids standard Wiener folyamat egy (Q, F, (F¢)i>0, P) filtréalt
valésziniiségi mezon, mely teljesiti a szokdsos feltételeket. Ismert, hogy az
(1.1.1) SDE-nek létezik egyértelmii erés megolddsa, nevezetesen

Z, = ®(t) {Zo—i-/otq)_l(s)r(s) ds—i—/ot(I)_l(s)E(s)st ,  t=0,

ahol Zy a (B¢):>0 Wiener folyamattdl fiiggetlen d-dimenziés valészintiségi vek-
torvaltozé, ® a '(t) = Q(t)®(¢), t = 0, ®(0) = I, determinisztikus matrix dif-
ferencidlegyenlet megoldasa. Ezen matrix differencidlegyenlet egyértelmii meg-
oldésa felirhaté ®(t) = E(t,0), t > 0, alakban tn. evoliciés métrixok (dllapot-
adtmenet matrixok) segitségével:

t o t pty th—1
E(t,s) :Id+/ Q(tl)dtl-i-z-/ / Q(tl)"'Q(tk)dtkdtk,1"-dtl
S k:2 S S S

ahol s,t > 0. Ellendrizhetd, hogy az (1.1.1) SDE egyértelmii erés megoldédséra
teljesiil, hogy

t t
Zt:E(t,O)ZO—&—/ B, 5)r(s) ds+/ E(ts)S(s)dBy, ¢ 3> 0.
0 0

Itt és a tovabbiakban feltételezziik, hogy Z normalis eloszdsi, mely fiiggetlen
a (By)i>0 Wiener folyamattdl; a (Z;);>o Gauss-Markov folyamatot pedig d-
dimenzi6s linedris folyamatnak fogjuk hivni. Tetsz6leges 0 < s < t és x € R?
esetén vezessiik be az alabbi jeloléseket

m; (s, t) ::x+/ E(s,u)r(u)du és my(s,t) ::xf/ E(t,u)r(u)du.

24



Tetszoleges 0 < s <t ésx € RY¢ esetén Z;-nek a Z, = x feltételre vonatkozé
feltételes eloszlasa normalis eloszlas, melynek vérhaté érték vektora

¢
my(s,t) := E(t,s)m] (s,t) = E(t,s)er/ E(t,u)r(u)du,
ill. Kalman-tipusi kovariancia métrixa
¢
K(s,t) ::/ E(t,uw)S(w)S(v) " E(t,u) " du.

Vegyiik észre, hogy tetszéleges 0 < s < ¢ esetén a k(s,t) matrix szimmetrikus
és pozitiv szemidefinit. A tovabbiakban feltételezziik, hogy

k(s,t) pozitiv definit minden 0 < s <t esetén. (1.1.2)

Fitzsimmons, Pitman és Yor [12] (2.7) formuldjat t6bbdimenzids id6-inhomogén
Markov folyamatokra dltaldnositva, rogzitett 7' > 0 esetén egy olyan (Uy)iepo, 1)
Markov folyamatot kerestink, melynek kezdeti eloszldsa P(Ug = a) = 1, dtme-
netvaldszinliségei pedig

p?,t (Xa y) ptZ,T (y7 b)
psZ,T(Xa b) 7

pgt(x,y): x,yeRY 0<s<t<T, (1.1.3)

feltéve, hogy ilyen folyamat létezik. Az aldbbiakban megvizsgaljuk a limyr Uy
hatarérték létezését is, nevezetesen, megmutatjuk majd, hogy U; — b =: Uy
majdnem biztosan és L2-ben is, amint ¢ 1 T' (14sd, 1.1.1. Tétel).

Tetszéleges T > 0,0 < s <t < T és a,b € R, esetén vezessiik be az alabbi
jeloléseket

[(s,t) := E(s,t)k(s,t) = / E(s,u)2(w)2(uw) " E(t,u) " du,
(s, t) :=T(t, T)T'(s,T) " 'T(s,1),

-1

Nab(s,t) :=TT)(s,7) 'm}(s,t) + [(s,t) " (I'(s,7)") my (¢, 7).

Az aldbbi eredmény egy megfeleld tulajdonsdgokkal rendelkezd (Uy)ieo, 1
Markov folyamat létezését allitja.

1.1.1. Tétel ([5]). Tegyiik fel, hogy az (1.1.2) feltétel teljesil. Rdogzitett a,b €
R? és T > 0 esetén vezessiik be az aldbbi (Uy)iepo, 1y folyamatot:

U, == nap(0,¢) + T(t,T) /tF(u,T)lE(u) dB,, te[0,7).  (1.1.4)
0

Ekkor tetszdleges t € [0,T) esetén U, normdlis eloszldst na p(0,t) vdrhatd érték
vektorral és 3(0,t) kovariancia mdtrizzal, illetve Uy — b majdnem biztosan
(és igy sztochasztikusan is) és L2-ben, amint t T T. Igy az (Ut)tepo,ry folya-
mat kiterjeszthetd egy olyan majdnem biztosan (és igy sztochasztikusan) és L2-
folytonos (Uy)epo,r) sztochasztikus folyamattd, melyre Uy = a és Ur = b.
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Tovabbd, (Uy)iepo,r) egy Gauss-Markov folyamat, és tetszéleges x € R? és 0 <
s <t < T esetén Us-nek az U, = x feltételre vonatkozo R? > y pgt(x, y)
atmenetvaldsziniiségi sﬁ'm’lségfiiggvénye

pEt("vY) = \/W P{ < (,6) " (y — N (s, 1)),y — nx,b(s, t)>}

mely nem mds, mint ps,t (X7 Y) pt,T(Y7 )/ps,T(X7 b)

1.1.2. Definicié ([5]). Legyen (Z:)i>o0 egy, az (1.1.1) SDE-vel adott olyan d-
dimenzids linedris folyamat, ahol Zy normdlis eloszldsd, figgetlen a (By)i>o Wi-
ener folyamattdl, és tegyiik fel, hogy teljesil az (1.1.2) feltétel. Régzitett a,b €
R? és T > 0 esetén, az 1.1.1. Tételben definidlt (Ut)iepo,r) folyamatot a-bol b-
be tartd, a [0,T) intervallumon vett, Z-bdl szdrmaztatott tobbdimnezids linedris
hidfolyamatnak hivjuk. Altaldnosabban, minden olyan majdnem biztosan folyto-
nos, [0,T)-n értelmezett (Gauss) folyamatot a-bdl b-be tartd, o [0,T)] interval-
lumon wett, Z-bél szdrmaztatott tébbdimnezids linedris hidfolyamatnak hivunk,
melynek végesdimenzids eloszldsai megegyeznek (Uy)icio, 1) végesdimenzids el-
oszlasaival.

Az 1.1.2. Definiciét atfogalmazhatjuk oly mdédon is, hogy a-bdl b-be tarto,
a [0,7] intervallumon vett, Z-b8l szdrmaztatott tobbdimenzids linedris hidfo-
lyamat alatt tetszéleges olyan majdnem biztosan folytonos (Uy).epo,r) Gauss-
Markov folyamatot értiink, melyre Uy = a, Uyr = b és a (pgt)ogs<t<T 4tmenet
val6sziniiségi stirliségfiiggvényre teljesiil (1.1.3). Vegyiik észre, hogy (Ut)iepo,1-
nek a (C([0,T1), B(C([0,T7]))) téren vett eloszlésa egyértelmiien meghatarozott,
az (1.1.4) formulat pedig tekinthetjiik U integrél reprezentdciéjénak.

A kovetkezOkben megadunk egy, az U hidfolyamat altal kielégitett SDE-t.

1.1.8. Tétel ([5]). Tegytik fel, hogy az (1.1.2) feltétel teljesiil. Ekkor az (1.1.4)-
beli (Uy)iejo, 1) folyamat egyértelmii erds megolddsa az aldbbi linedris SDE-nek

dUt:UQ@)_z@pxoTEainF@ZW*UUt
(1.1.5)

+ROS)T(rE,T)T)

ahol t € [0,T) és a kezdeti feltétel Uy = a.

my (4, T) + v(t)] dt + 3(1) By,

Az aldbbiakban a hidfolyamat egy alternativ reprezentacidjat adjuk meg, az
un. anticipativ reprezentdciét, mely gyenge megolddsa az (1.1.5) SDE-nek.

1.1.4. Tétel ([5]). Legyenek a,b € R? és T > 0 rigzitettek. Legyen tovdbbd
(Z4)i>0 egy, az (1.1.1) SDE-vel megadott linedris folyamat, melyre Zo = 0, és
tegyiik fel, hogy teljesiil az (1.1.2) feltétel. Ekkor az (Y¢)ie(o,1,

Y, :=T(t,T)'0,T) 'a+Z; — F(o,t)T(r(o,T)T)‘l(zT —b) (1.1.6)

ahol t € [0,T), folyamat eloszldsa megegyezik az a-bél b-be tartd, a [0,T] inter-
vallumon vett, Z-b6l szdrmaztatott tobbdimnezios linedris hidfolyamat eloszld-
saval.

A Barczy és Kern [5] dolgozatban megmutatjuk tovdbbd, hogy a tekintett
linearis folyamatok alkalmas feltételes eloszlasai megegyeznek a beléliik szarmaz-
tatott hidfolyamat megfelelé végesdimenziés eloszldsaival (1asd, [5, Proposition
2.8]), az [5]-beli 3. Fejezetben pedig az egydimenzids esetre specializéljuk az
eredményeinket, kiilon targyalva az egydimenziés Ornstein-Uhlenbeck hidakat.
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1.2. Id6-inhomogén diffiiziés folyamatok bizonyos funk-
cionaljainak Laplace transzformaltja

A Barczy és Pap [8] dolgozatban bizonyos idé-inhomogén diffizids folyamatok
bizonyos funkcionéljainak Laplace transzformaltjara szarmaztatunk explicit for-
mulat. Ezek a funkcionalok fontos szerepet jatszanak a széban forgé difftuzios fo-
lyamatok paramétereinek becslésében. Diffiizids folyamatok funkciondljai Lap-
lace transzformaltjanak meghatarozasa régéta aktiv kutatasi teriilet, azonban a
szakirodalom dont6 része idéhomogén difftuzids folyamatokkal foglalkozik.

Legyen T € (0, oo] rogzitett. Legyenek tovdbbd b: [0,T) - Rés o :[0,T) —
R folytonosan differencidlhaté fiiggvények. Tegyiik fel, hogy o(¢) > 0 és b(t) #
0 minden t € [0,T) esetén (és igy b(t) > 0, t € [0,T) vagy b(t) < 0, t €
[0,T)). Tetszbleges o € R esetén legyen (Xt(a))te[oj) az aldbbi sztochasztikus
differencidlegyenlet (SDE) egyértelmi er6s megoldasa

{dXt(”‘) =abO)X Y dt+o(t)dB,,  te0,T), 1.21)

XM =o.

Az (1.2.1) SDE nem maés, mint egy specidlis Hull-White (vagy &ltaldnos Vasicek)
modell. Feltételezve, hogy

d [ b(t) b(t)?
— = —2K tel0,T 1.2.2
at (a(t)2> 7 (1)2’ €0.1), (122)
valamilyen K € R esetén, explicit formulat szarmaztatunk az
t 2
b(s) a)\2 ‘ (@)y2

valészintliségi valtozok egyiittes Laplace transzforméltjira tetszéleges t € [0, 7))
és a € R esetén, lasd 1.2.1. Tétel. FEzen valdsziniiségi véltozok az « pa-
raméter (X(ga))se[o’t] folytonos idejli mintdra vonatkozé @; maximum likeli-
hood becslésében (MLE) szerepelnek, ezért foglalkozunk a kozos Laplace transz-
formdltjuk explicit meghatdrozdsaval. Az (1.2.2) feltétel szerepét illetéen lasd
Barczy és Pap [8, Remark 4]-et. Az (1.2.1) SDE drift-, ill. diffiziés egytitthatéja
teljesiti a lokalis Lipschitz-, ill. linearis novekedési feltételt, igy egyértelmiien
létezik trajektérianként egyértelmii erés megoldas

X :/Oto(s)exp {a/stb(u)du} dB,,  te[0,T),

melynek trajektoridi folytonosak. Vegyiik észre, hogy tetszdleges s € [0,T)

esetén X(E”" normalis eloszlasi 0 varhatd értékkel és

V(sia) = E (X@)? = /Osa(u)2exp{2a /u b(v) dv} du, sel0,T),

szérésnégyzettel, ahol, a b-re és o-ra vonatkozé feltételek alapjan, V(s;a) > 0
minden s € (0,7T) esetén. Az (1.2.2) differencidlegyenlet egy olyan Bernoulli
tipusu differencialegyenletre vezet, melynek megoldasa
)2
b(t) = . o(t) . telo,T), (1.2.4)
2 (K JEo(s)2ds + c)

ahol C € R olyan, hogy K fot o(s)?ds + C # 0 tetszéleges t € [0,T) esetén.
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1.2.1. Tétel ([8]). Legyen (Xt(a))te[oj) az (1.2.1) SDE-vel megadott folyamat,
ahol b az (1.2.4)-ben megadott alakd. Ekkor minden pn> 0, v >0 ést € [0,T)
esetén

t S 2 2 )12
Ecxp{fufo %(Xﬁ“’) ds — v[X(*)] }

By c(t)%
\/cosh<7\w IH(BK,c(t))> a—K—4v(K [t o(s )2d<+C) («/Z;rl»(a K)2 In(BKC(t)))

V2pt(a—K)2

ahol

1

(1+ & fyo(s2?as)™  ha K £0,

BK)C(t> =
exp {% fo o(s)? ds} ha K =0,

tel0,T).

Tetszéleges a € Rést € (0,T) esetén jelolje Py (o ¢ az (Xga))se[o,t] folyamat
eloszlasét a (C([0,1]), B(C([0,t]))) téren, ahol C([0,t]), ill. B(C([0,t])) a [0,¢]
intervallumon értelmezett folytonos valds értékl fliggvények halmazat, ill. a
C([0,t])-n levé Borel o-algebrat jeloli. A Py () ; és Px() , mértékek tetszéleges
ac€Réste (0,T) esetén ekvivalensek, és

dPX(a) t t b(S) a2 tb(S)Q
) _ / X (@) qx(e) _ 7/ X2 gs
d]P)X(O),t ( |[0,t]) exp {Oé o 0_(5)2 s s 2 0 0'(5)2( s ) S

Felhivjuk a figyelmet, hogy Py ; nem mas, mint a (C([0,]), B(C([0,]))) mér-
het6 téren a Wiener mérték.

Tetszbleges ¢ € (0,T") esetén az a paraméternek az (X §a))se[0,t] folytonos
ideji mintara vonatkozé a; ML becslése az aldbbi extrémum probléma egy meg-

oldasa AP
~ X (@)t (a) )
Qg = ariér]ll{axln (dIP’Xw) ) (X ’[O,t] > .
Megmutathatd, hogy IP’(fOt (I;((S)Q ) ds > O) =1 aeR te (0,T),és

igy tetszOleges t € (0,T) esetén egyertelmuen létezik az o« paraméternek az
(X s(a))se[o,ﬂ folytonos idej{i mintdra vonatkozé a; ML becslése, nevezetesen

t b(s) dX(a)
ay = fotcrb((ss)2 o € (0,7).
0 o(s)? (X ) dS
Az (1.2.1) SDE alapjin
£ s) x (@) g,
a Jo "“ t € (0,7).

j‘t b(s)? a) 2d8

0 o(s)?

Tetszbleges t € (0,T') esetén az o paraméterre vonatkozo, (Xs(a))se[o,t] megfi-
gyelésen alapul6 Fisher-féle informacio alatt az

L (9 dPX(O‘>,t (a) 2 - t b(8)2 (oc) 2
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mennyiséget értjiik.

Megjegyezziik, hogy ha a
feltételezziik, hogy K # 0,
Pap [8, page 415])

(=l

:[0,T) — R\ {0} fuggvény az (1.2.4)-beli és ha
< 0, akkor ellendrizhet8, hogy (ldsd Barczy és

N\Q

C = —Klim [ o(u)?du= —K/ )2 du e R\ {0},

AT Jo
és igy

o’(t)2
—2Kft u)? du’

b(t) = €[0,7). (1.2.5)
1.2.2. Tétel ([8]). Legyen (Xt(a))te[O,T) egy, az (1.2.1) SDE-vel adott sztoc-
hasztikus folyamat ahol b az (1.2.5)-beli valamilyen K # 0 konstanssal és tegyiik

fel, hogy fo 5)2ds < co. Ekkor

. [N(,1) ha sign(a — K) = sign(K),
Io(t) (@ — o) — sign(K) Ji We dW,
V2 fo (Ws)2ds

ha a=K,

amint t 1+ T, ahol (Ws)scio,1) egy standard Wiener folyamat. Az a = K esetben
valdjaban tetszdleges t € (0,T) esetén

_ ign(K) (W)2—1 ign(K) [, Wy dW,
IK(t) (at _ K) é _Slgn( ) ( 1) _ _Slgn( ) fOl S s )
2v2  [1(W,)2ds V2w,
A kovetkezo tétel az o = K, K # 0, paraméter ML becslésének aszimptoti-
kus viselkedését irja le alkalmas véletlen normalas mellett.

1.2.3. Tétel ([8]). Legyen (Xt(K))te[O,T) eqy, az (1.2.1) SDE-vel adott szto-
chasztikus folyamat ahol b az (1.2.5)-beli valamilyen K # 0 konstanssal és

tegytik fel, hogy fo 5)2ds < co. Ekkor minden t € (0,T) esetén

(/Ot %(Xﬁff))z duf(at _K)

1
W, dW,, i 2
£ () __sen(K) (W) -1

(fo )? d“) : ? (fo )? du) .

A kovetkezd tétel az o paraméter ML becslésének er6s konzisztencidjarol
sz0l.

1.2.4. Tétel ([8]). Legyen (Xt(a))te[O,T) egy, az (1.2.1) SDE-vel adott szto-
chasztikus folyamat ahol b az (1.2.5)-beli valamilyen K # 0 konstanssal és

tegyiik fel, hogy fo s)?2ds < co. Ekkor az a paraméter ML becslése erdsen
konzisztens, azaz tetszoleges a € R esetén

P (limé}t = a) =1.
T

A Barczy és Pap [8] dolgozat 4. Fejezetében specializdljuk az eredményeinket
in. a-Wiener hidakra is. Az a-Wiener hidakrdl részletesebben az 1.3. Alfeje-
zetben szélunk.
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1.3. Alpha-Wiener hidak Karhunen-Loéve sorfejtései

A Barczy és 1gléi [4] dolgozatban tin. alpha-Wiener hidak (mésnéven skaldzott
Wiener hidak) Karhunen-Loéve (KL) sorfejtéseivel foglalkozunk. Kevés olyan
érdeklédésre szamot tarté Gauss folyamat van, melynek a KL sorfejtése exp-
licit médon ismert. Ilyen példaul a Wiener folyamat, az Ornstein—Uhlenbeck
folyamat vagy a Wiener hid. Gauss folyamatok explicit KL sorfejtésének meg-
hatérozasa jelenleg is kutatott teriilet, példaként emlithetjiik a t” fiiggvénnyel,
mint sulyfiiggvénnyel stlyozott Wiener folyamat és Wiener hid esetét. Legyen
a tovébbiakban 0 < § < T < o0 és 0 < a < oo rogzitett, és legyen (By)i>0
egy standard Wiener folyamat az (2, A, P) valészintiségi mez6én. Tekintsiik az
alabbi sztochasztikus differencidlegyenletet (SDE)

X = - X(Vdt + B, te[0,7),

(1.3.1)
XM =o,
melynek egyértelmii erés megoldasa
t a
Tt
X = / ( ) dB,,  tel[0,T). (1.3.2)
o \I'—s

Az (1.3.2)-beli (Xt(a))te[O,T) folyamatot (0-bdl 0-ba tartd, a [0, 7] intervallumon
vett) a-Wiener hidnak vagy skéldzott Wiener hidnak hivjuk. Ezen folyamato-
kat bizonyos hataridéiigyeletekkel kapcsolatos arbitrazs nyereség modellezésére
hasznaljak tranzakcidkoltség nélkiili piacokon. Az (1.3.1) modell lényege, hogy a
drift egyiitthatéban Xt(a)—nak az egyltthatdja arra hivatott, hogy a folyamatot
a T id8pontra visszahizza a vérhaté értékébe (esetiinkben 0-ba), a visszahtizds
erejének abszolut értéke aranyos a hétralevé T — ¢ id6 reciprokaval konstans
a ardnyossigi tényez6vel. A Barczy és Pap [7], [8, Section 4] dolgozatokban
tobb aspektusbdl is tanulmanyozzuk az a-Wiener hidakat: kiilénb6z6 a pa-
raméterekhez tartozé X (@ folyamatok altal indukalt val6sziniiségi mértékek
szingularitdsa, X(® pélyatulajdonsigai, X(® bizonyos funkcionaljainak Lap-
lace transzformaltja, és az « paraméter maximum likelihood becslése.

Az (Xt(a))te[O,T) folyamat egy Gauss folyamat, és tetszdleges ¢t € [0,T) esetén
IEXt(a) = 0, illetve, Barczy és Pap [7, Lemma 2.1] alapjdn, X(®) kovariancia
fliggvénye

R (s,t) := Cov (Xga), Xt(a))

T )T (p1=20 _ (T — (5 A£))'72¢) ha o # L,

V(T —s)(T —1t) ln(%) haa:%,

tetszOleges s,t € [0,7) esetén, ahol s At := min(s,¢). Barczy és Pap [7,
Lemma 3.1] alapjén egy (Xt(a))te[O,T) a-Wiener hid kiterjeszthetd a [0, 7] in-
tervallumra egy majdnem biztosan folytonos (Xt(a))tE[O,T] folyamattd, melyre

X:(Fa) = 0 majdnem biztosan. Ez a kiterjeszthetdség azon alapszik, hogy az
« paraméter pozitiv és egy, a négyzetesen integralhatd lokalis martingdlokra
vonatkozo nagy szamok erds torvényét jol hasznalhatjuk. Megjegyezziik, hogy
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(1.3.1) és (1.3.2) az a < O esetben is teljesiil. Azonban, ekkor nem létezik
(Xt(a))te[oyT)—nak olyan majdnem biztosan folytonos kiterjesztése a [0,7] in-
tervallumra, mely a T id6épontban valamely konstans értéket venne fel egy
valészinliséggel (azaz hidfolyamat lenne), ez az oka annak, hogy az « paramétert
pozitivnak vdlasztjuk. Vegyiik észre, hogy az (Xt(a))te[O,T] a-Wiener hid L2-
folytonos és R e L2([0,T]?). Igy, az R(®)-hoz, mint magfiiggvényhez tartozé
integrdloperator, azaz az Agw@) : L2([0,T]) — L?([0,T)),

T
(Ao (8))(8) = / R@(t,5)6(s)ds, te[0.T), e L*(0,T]),

0

operdtor Hilbert—Schmidt tipusi, és ezért (Xt(a))te[o,;p]—nak a [0, T']-re vonatkozé
KL sorfejtése:

X =3 VA gel (), telo,T), (1.3.3)
k=1

ahol &, k € N, fiiggetlen standard normalis eloszldst valdsziniiségi véltozdk,
)\,(Ca), k € N, az Ap@ integraloperdtor nem-nulla sajitértékei, az e,(ca) (), t €
[0,T], k € N, fliggvények pedig a megfeleld normdlt sajatfliggvények, melyek
paronként ortogonalisak L2([0,T])-ben. Felhivjuk a figyelmet, hogy (1.3.3)-
nak végtelen sok tagja van, és a normalt sajatfiiggvények eléjeltél eltekintve
egyértelmiiek. Az (1.3.3)-beli sor konvergdl L*(Q, A, P)-ben Xt(a)—hez a [0,7]
intervallumon egyenletesen, azaz

2

sup E |Xt(a) - Z )\,(f) fkeg})(t) -0 ha n — oo.

te[0,T] =1

Tovabbd, mivel R(®) folytonos [0,T]?-n, a nem-nulla sajatértékekhez tartozé
sajatfiiggvények folytonosak [0, T]-n, illetve, mivel az (1.3.3) jobb oldaldn levé
sor tagjai fliggetlen normalis eloszldsiak és (Xta))te[O,T] majdnem minden tra-
jektoridja folytonos, a széban forgd sor egy valdsziniiséggel is konvergél a [0, T
intervallumon egyenletesen.

Az alabbiakban felidézziik az elséfaju Bessel fiiggvények definiciéjat, mert
ezek szerepelnek a kés6bbiekben megadott KL sorfejtésekben:

© (—1)F N 2k+v
Jy = TN L 1) (7) ) 07 ) R7
(z) ;}MF( =1 (2 z € (0,00), v €
ahol I'(2), 2 < 0, 2 ¢ Z, a I'(2) =T(2 + 1)/z, 2 < 0, z € Z, szabély rekurziv
alkalmazdsdval definidlt, és azzal a konvenciéval élink, hogy 1/I'(—k) := 0,
k€ Zy. gy a J,(x) sor els6 n tagja eltlinik, ha v = —n, n € N.

Az aldbbiakban rendre a v := o — 1/2 vélasztdssal éliink, ahol a > 0.

1.3.1. Tétel ([4]). Legyen o« > 0, v 1= « — 1/2, és legyenek z,(:), k €N,
a Jy, (pozitiv) zérushelyei. Ekkor az (Xt(a))te[oj] a-Wiener hid (1.3.83) KL
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sorfejtésében szerepld sajdatértékek és megfeleld normdlt sajdtfiggvények:

2
Al — (T) , keN,
(2, )2
J, (21 —t)T
el (1) = ;(1_;) (= (1 (V)/ )
| Tos1 (2]

2t L&)
= T<1 T) PAECTI te0,1],
(

ahol —1/2 < v < 0 esetén eka)—nak a folytonos kiterjesztését vesszik t = T-ben,
azaz e,(ea)( T)=0, haa < 1/2.

A Barczy és Igléi [4] dolgozat 2.2. és 2.3. Megjegyzéseiben az 1.3.1. Tétel
specidlis eseteit vizsgaljuk: « | 0 (standard Wiener folyamat) és o =1 (Wiener
hid). Megjegyezziik tovabba, hogy a Barczy és Igléi [4] dolgozat 2.5. Tétele
(Xt(a))te[O,S] egy stlyozott KL sorfejtését adja meg, ahol S € (0,T).

Az aldabbiakban (Xt(a))te[O,T] KL sorfejtésének néhany alkalmazasat targyal-
juk.

1.3.2. Allitas ([4]). Legyen o >0 és v := a — 1/2. Ekkor
T 1-v/2 o0 25 —zu?/(2T7?)
2 e
P / (X(a)) dt>x>: Z k“/ 17
( 0 V I/ + 1 sz—1 |Jl,(u)|
minden x > 0 esetén.

1.3.3. Kovetkezmény ([4]). Legyen o« > 0, v := a — 1/2 és legyenek z ),
k€N, a J, (pozitiv) zérushelyei. Ekkor

217V/2T(Z§’/))(V*3)/2
\/77 T+ 1)1 (z%y))

()2 (
e E () e

1.3.4. Kovetkezmény ([4]). Legyen o« > 0 és v := o — 1/2. Ekkor létezik
olyan ¢ > 0 konstans, hogy

T
P ( / (X{)2at < s) — e+ o(1))eV/Av/2e=T/(52)

=12 o= () 55

]P’(/OT(X(O‘)) dt>:c) = (1+0(1))

ha x — oo.

0

ha e | 0.
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1.4. Operator skalazott Wiener hidak

A Barczy et al. [6] dolgozatban az in. a-Wiener hidak t6bbdimenzids dltaldno-
sitdsaival foglalkozunk. Rogzitett T > 0 és adott A € RI¥*? &5 3 € RIxXm™
métrixok esetén tekintsiink egy d-dimenzids (X¢)iepo,r) folyamatot, mely az
alabbi sztochasztikus differencidlegyenlet (SDE) egyértelmi erds megolddsa

1
dXi = — = AX,dt + 2dB,, te[0.7), (1.4.1)

ahol Xg = 0 € R, (Bt)iepo,r) egy m-dimenziés standard Wiener folyamat az
(0 F, (Ft)iepo, 1), P) filtralt valészintiségi mezén és (Fy)icpo,r) a (Bi)iepo, 1) dltal
indukalt természetes filtracid teljessé tettje. Megjegyezziik, hogy m = d esetén,
ha A és ¥ is a d x d-s egységmatrix, akkor az (X ).e[o,r) folyamat nem mas, mint
a szokésos d-dimenziés Wiener hid a [0, 7] intervallumon. Az 1.3. Alfejezetben
kifejtettiik, hogy az egydimenziés a-Wiener hidakat hataridéiigyeletekkel kap-
csolatos arbitrazs nyereség modellezésére hasznéljak tranzakcidkoltség nélkiili
piacokon. Ez a modell értelmesen altalanosithaté tobbdimenzidra is, amikor is
véges sok, egymastdl esetlegesen fliggd hataridolgyeletet tekintiink.

Ellenérizhetd, hogy az Xy = 0 kezdeti feltétellel tekintett (1.4.1) SDE egy-
értelmii erés megoldasa

LT —t\A
th/o (Tis) SdB,,  tel[0,T), (1.4.2)
ahol
ogr _ N~ (logr)*
ri=etloar = ) p Ak >0 (1.4.3)
k=0

Az (Xt)iejo,r) folyamat egy Gauss folyamat, melynek majdnem minden tra-
jektoriaja folytonos. A késObbiekben gyakran fogjuk feltételezni, hogy a X
métrix rangja d (és igy m > d), de mindig jelezziik majd, ha ezzel a feltételezéssel
éliink. Ez egy enyhe megszoritds, ugyanis egyébként az (1.4.2)-beli d-dimenzids
(XBt)iejo,r) Gauss meghajté folyamat koordindtdi linedrisan fiiggdek.

Jelolje ReSpec(A) := {ReA : A € Spec(A4)} az A matrix sajatértékei valds
részeinek a halmazdt, ahol Spec(A) az A sajatértékeinek a halmaza. Ha létezik
olyan A € Spec(A), melyre ReA < 0, akkor az (1.4.2)-ben definidlt, Xy =
0 € R? kezdeti értékd, (Xt)tepo, 1) folyamatra altalaban nem teljesiil, hogy X;
egy valdszintiséggel konvergalna valamilyen determinisztikus d-dimenziés vek-
torhoz, amint ¢ T 7. Ez a tény az egydimenzids esetben ismert, egy explicit
tobbdimenzids péld4t illetden 14sd Barczy et al. [6, Example 3.1]-t.

Egyik {6 eredménytink a kovetkezo.

1.4.1. Tétel ([6]). Tegyik fel, hogy a ¥ mdirix teljes d rangi (és igy m > d).
Ha ReSpec(A) C (0,00), akkor az

LT —t\A
2 /O(T_S) SdB, hate[0,T),

0 hat=T

sztochasztikus folyamat eqy centrdlt Gauss folyamat, melynek majdnem minden
trajektoridja folytonos.
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Megjegyezziik, hogy a ReSpec(A4) C (0,00) feltétel azzal ekvivalens, hogy
t4 — 0 € R4 amint ¢t | 0. Felhivjuk tovdbba a figyelmet, hogy az 1.4.1. Té-
telbeli azon feltétel, hogy ¥ teljes d rangi a ReSpec(A) N [1/2,00) # O eset
tdrgyaldsdhoz sziikséges. Az 1.4.1. Tétel feltételeinek teljesiilése esetén, az
(Xt)i>0 folyamatot az A és ¥ maétrixokhoz tartozd, a [0, T)] intervallumon vett
operator skaldzott Wiener hidnak hivjuk.

A kovetkezOkben operator skélazott Wiener hidak trajektéridinak aszimp-
totikus tulajdonsdgaival foglalkozunk. Az aldbbi eredmény a Barczy és Pap [7]
dolgozatbeli 3.4. Tétel részleges altalanositasa.

1.4.2. Allitas ([6]). Ha ReSpec(A) C (0,1/2), akkor

P (ltiTnTl(T —#)AX, = MT> —1,

ahol Mt egy d-dimenzids normdlis eloszldsu valdsziniségi vektorvdltozé. To-
vdbbd,

1 — 711 = = —~
]P(ltlTr%(T H=Ax, o) 1 ha ReSpec(A — A) C (0, 00),

P QiTHTl (T — )~ AX,|| = oo) =1 ha ReSpec(A — A) C (~0,0)

minden olyan A € R4 mdtriz esetén, melyre AA = AA.

Kovetkez6 eredményiink megfogalmazéséhoz sziikséges az (X¢)seqo,1) folya-
mat egy spektralfelbontdsat bevezetni. Tekintsiik az A matrix f minimél po-
linomjanak f(A) = fi(A)--- fp(A), A € C, felbontdsat, ahol p < d és f; min-

den gydkének valés része aj, ahol a1 < -+ < a, jeloli A paronként kiilonb6z6
sajatértékeit, C pedig a komplex szamok halmazat. Megjegyezziik, hogy f és
fi,---, fp valés egyiitthatés polinomok. Linedris algebrabdl ismert, hogy R?

felbonthaté RY = V4 & --- @V, direkt 6sszeg alakban, ahol minden j =1,...,p
esetén V; := Ker(f;(A)) egy A-invaridns altér. Jelolje d; a V; altér dimenzidjat,
j = 1,...,p. Ekkor, egy alkalmas bézisban, melyet jeloljink {bE]) o=
1,...,d;, 7 = 1,...,p} médon, A reprezentalhaté blokkdiagondlis métrixként
A=A ® - -®Ap, médon, ahol A; minden sajatértékének valés része a;. Mind-
ezek miatt az A; métrixokat valds spektrdlisan egyszeri-nek hivjuk (A; minden
sajatértékének ugyanaz a valés része). Megadhaté tovabba R%-n egyértelmii
mdédon egy olyan (-,-) belsészorzat, hogy a {bl(-J) ci=1,...,d;,j=1,...,p}
bazis ortonormélt, kovetkezésképpen a V;, 1 < j < p, alterek paronként orto-
gondlisak. Tetszéleges v = x1 + -+ + x, esetén, ahol x; € V;, j = 1,...,p,
jelolje m;(x) az x; koordinatdit a V; altér {bgj) :1=1,...,d;} bazisra vonat-
kozéan. Ekkor ; : R? — R% egy linedris projekcid, és tetszbleges x € R
esetén egyértelmtien léteznek olyan z; € V;, 7 = 1,...,p, vektorok, hogy
T=x1+Fx, = (m1(2),. .., mp(2)) és thz = (tArm (), ..., 77, (z)) minden
t > 0 esetén. Végezetil, X; = (Xt[l], . ,Xgp]), ahol az (Xt[j] = m;(Xt))tefo,r)
sztochasztikus folyamat ugyanolyan alakd, mint (1.4.2). Nevezetesen, minden
J = 1,...,p esetén (X¢)iepo,r) j-edik spektralis komponense reprezentdlhatd
(majdnem biztosan)

j b —t\A
X[J]:/ 2,dB,  te0,T),
K 0 (T ) !

— S
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alakban, ahol a 3; € RE*™ métrix az m;(Jy) = Xy, y € R™, Ssszefiiggés
segitségével definidlt.

1.4.3. Tétel ([6]). Ha ReSpec(A) C (0,00) és X teljes d rangi (és igym > d),
akkor minden € > 0 esetén

P (tap(r - o) e 25 X = 0) =1,

T
P (nmsup(T )~ min(a;,1/2)—e) x Ul = oo) —1, (1.4.4)
“T
ahol a1 < -+ < a, az A sajdtértékei pdronként kilonbozd valds részeit

jeloli, (Xt[j])te[o,T); ji=1,...,p, pedig az ezeknek megfeleld spektralis komponen-
sei (Xt)iepo,r)-nek. Tovabbd, ha ReSpec(A) C (0,1/2), akkor (1.4.4) erdsebb
formdban is igaz:
. _ n\—aj—¢ [4] _ ) _
P (lim( — =X} = o) = 1.
Végezetiil az operator skalazott hidak eloszlasdnak egyértelmiiségérél fogal-
mazunk meg egy eredményt (részletesebben ldsd Barczy et al. [6, Section 5]).

1.4.4. Allitas ([6]). Legyenck A, A € R™4 é5 % € R¥™>*™ % e R>*™ olyan
mdtrizok, hogy ReSpec(4) C (0,1/2), ReSpec(g) C (0,1/2) és %, ¥ teljes d
rangiak (kovetkezésképpen m > d és m > d). Ha az A és X, illetve az A
és ¥ mdtrizokhoz tartozé operdtor skdldzott hidak dltal a [0,T) intervallumon

értelmezett folytonos valds értéki figguények terén indukdlt eloszldsok egybees-
nek, akkor ReSpec(A) = ReSpec(A).

2. Affin folyamatok

Ez a rész a Barczy et al. [1], [2], [3] és a Barczy és Pap [9] dolgozatokon alapul.

2.1. Kritikus affin folyamatok paraméterbecslésérol

A Barczy et al. [1] dolgozatban elészor R x R? 4llapotterti skalazott affin folya-
matok gyenge konvergencidjara adunk egy egyszerl elégséges feltételrendszert.
Roviden szélva, tekintve affin folyamatoknak egy (Y (@) (t), X9 ()0, 6 > 0,
csaladjat, hogy a megfelel§ tn. megengedett paraméterek alkalmas moédon kon-
vergdlnak (ldsd 2.1.3. Tétel), a (67'Y @ (0t),071 XD (61)), , skéldzott folya-
mat gyengén konvergél egy affin diffizids folyamathoz, amint 0 — oo. Specidlis
esetként egydimenzids folytonos idejii és folytonos &llapotterii bevandorldsos
elagazo folyamatok esetén kiillon megfogalmazzuk a fenti eredménytinket. Jelolje
N, Z;, R, Ry, R_, Ry, illetve C a pozitiv egész szamok, a nem-negativ
egész szamok, a valds szamok, a nem-negativ valds szamok, a nem-pozitiv valds
szamok, a pozitiv valdés szamok, illetve a komplex szamok halmazat. Legyen
U:={z1+iz: 2z € R_, 25 € R} x (iRY). Jeldlje C?(Ry x RY) (CX(Ry xR%))
az Ry x R%n értelmezett komplex értékli, kompakt tartéju kétszer (végtelen
sokszor) folytonosan differencidlhaté fliggvények halmazdt, ahol d € N. Az R -
n értelmezett R, x RY értékii cadlag fiiggvények halmazat D(R ., R xR4) jeloli.
A kovetkezékben felidézziik az R, x R? allapotterti affin folyamatok definiciéjat
Duffie et al. [11] alapjén.
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2.1.1. Definicié ([11]). Egy R, xR? dllapotteri (P;)iso dtmenetvaldsziniiségi
félcsoportot (dltaldnos) affin félcsoportnak hivunk, ha karakterisztikus fiigguénye

/ o6 Py (z, dg) = olww () +o(tu) (2.1.1)
]R+ XRd

alaki minden x € Ry x R4, w € U és t >0 esetén, ahol (t,-) egy folytonos
Cl+d értéki fiigguény U-n, ¢(t,-) pedig egy folytonos C értéki fiigyvény U-n,
melyre ¢(t,0) = 0. A (2.1.1)-beli (P;)i>0 affin félcsoportot reguldrisnak hivjuk,
ha sztochasztikusan folytonos (ekvivalens mddon, ha minden u € U esetén az
Ry st U(t,u) és Ry >t — o(t,u) figgvények folytonosak) és a 011 (0,u) és
O é(0,u) parcidlis derivdltak léteznek tetszéleges u € U esetén és folytonosak
u = 0-ban (ahol 01 és O1¢ jeloli ip és ¢ parcidlis derivdltjait az elsé vdltozd
szerint).

2.1.2. Definicié ([11]). Az (a,«,b, B, m, ) paraméterhatost megengedettnek
nevezzik, ha

(i) a = (a; ;)i € ROFDXOTD  egy szimmetrikus pozitiv szemidefinit mt-
riz, melyre a1 =0 (és fgy a1, = ar1 =0, k€ {2,...,1+d}),
(i) o = (Oéi,j>};il € RUFDXA+d) ooy spimmetrikus pozitiv szemidefinit

mdtriz,
(iif) b= (b;)/Z € Ry x RY,
(iv) B=(Bi;)i2y € RUFDXU+D) ghol By ; =0, j€{2,...,1+d},

1,7=1
(v) m(d€) = m(déy,dEs) egy o-véges mérték Ry x Ri-n, tartdja része (R, x
RN\ A{(0,0)}-nak és [5  ga [61+ (1€2] All&]1?)] m(dE) < oo,

(vi) p(d€) = u(dér,dér) egy o-véges mérték Ry x Ri-n, tartdja része (R x
RO\ A{(0,0)}-nak és fo g Il AIIEN71(dE) < oo.

Duffie et al. [11, Theorem 2.7] alapjén, megengedett (a,a,b, 3, m,u) pa-
raméterhatosok esetén létezik R, x R &llapotterti affin folyamat. Egyik 6
eredményiink a kovetkezo.

2.1.3. Tétel ([1]). Tetszbleges 0 € R, esetén legyen (YO (1), X O ()10 egy
olyan (1+d)-dimenzids Ry xR? dllapottert affin folyamat, melynek megengedett
(@@, a® b0 3O m 1) paraméterhatosdra

[ emag <o 6 [ jelPutg <o
R4 xR R4 xR

Tegyiik fel, hogy léteznek olyan a,o, 3 € RUTDX(+d) ¢ R x R?, és egy
olyan (Y (0),X(0)) Ry x Re-értéki véletlen vektor, melyekre

0= — q, o = q, b — b, 089 — 3,

6= (Y@ (0), X (0)) £+ (Y(0), X(0))
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amint 0 — oco. Ekkor

(9—1Y<9>(9t),9—1X<9>(9t)) LY (), X))o

=

>0

D(Ry,Ry x RY)-ben amint 6 — oo, ahol (Y (t),X(t))i=0 egy olyan (1 + d)-
dimenzids Ry x RY allapottem affin diffizios folyamat melynek megengedett pa-
raméterhatosa (a,a, b, 3,0,0), ahol &:= o+ 1 fR+de €€T pu(d€) ésb = (b; )t

ahol b; :==b;, i€ {2,...,1+4d}, és by = by + fR+de & m(d€).

A Barczy et al. [1] dolgozat 2.1. Kovetkezményében a 2.1.3. Tételt spe-
cializaljuk egydimenzids folytonos idejli, folytonos allapotteri bevandorlasos
elagazo6 folyamatokra is.

A 2.1.3. skaldzédsi Tételt felhasznédljuk az aldbbi kritikus kétdimenzids af-
fin diffuziés folyamat 6 és m paraméterei legkisebb-, ill. feltételes legkisebb
négyzetes becslése aszimptotikus viselkedésének a leirdsdban:

{dYt: (a — bY;) dt + /Y, AW, - (212)
dXt = (m — 9Xt) dt —+ \/EdBt,
ahol a € Ry és b,0,m € R, ldsd 2.1.5. Tétel. Az alabbiakban el6szor de-
finidljuk, hogy egy, a (2.1.2) SDE-vel adott affin folyamatot mikor neveziink
kritikusnak.

2.1.4. Definicié ([1]). Legyen (Yi, Xi)i>o0 egy, a (2.1.2) SDE-vel adott affin
diffidzids folyamat, melyre P(Yy > 0) = 1. Azt mondjuk, hogy (Yi, Xt)it>0 szub-
kritikus, kritikus, ill. szuperkritikus, ha az

e 0
( 0 e_“)

mdtriz spektrdlsugara kisebb, mint 1, egyenld 1-gyel, ill. nagyobb, mint 1.

A 2.1.4. Definiciét az E(Y;, X;) varhaté érték vektor ¢ — oo-beli aszimp-

totikus viselkedése motivalja, ldsd Barczy et al. [1, Proposition 3.2]. Mivel a

2.1.4. Definiciébeli matrix spektralsugara max(e~%, e~%), egy, a (2.1.2) SDE-vel

adott affin difftizids folyamat
szubkritikus ha b>0 és 0 >0,
kritikus ha b=0, 6 >0 vagy b>0, 6 =0,
szuperkritikus ha b<0 vagy 6 <O0.
Az aldbbiakban mindvégig feltételezni fogjuk, hogy teljesiil a
(C) Feltétel: (b,0) = (0,0), P(Yy > 0) =1,
E(Yy) < 00 és E(X7) < oo.

A Barczy et al. [1] dolgozatbeli 3.1-3.3. Megjegyzésekben kitériink arra, hogy
miért csak ezt a specidlis esetet tdrgyaljuk. A (6,m) paraméternek az X,

i=0,1,...,n, mintdra tdmaszkodo legkisebb négyzetes becslése (LSE) az aldbbi
extrémum probléma megoldasa:

n

(%, %) = argmin Y (X, = Xt =m0,
m)e i=1
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Ellenorizheto, hogy

GLSE _ _”Z?:l(Xi —Xi)Xic1— > X > (X — Xicq)
n - n n 2
nY iy Xi2—1 — (= Xi-1)

. (2.1.3)

és
mLSE _ Z?:l Xi2—1 Z?:1(Xi - Xifl) - Z?:1 Xi—1 Z?:1(Xi - Xz?l)Xifl
n - n 2
n Zi:l Xz‘271 - (Z:‘L:l Xi-1)

(2.1.4)
feltéve, hogy n >0 X2, — (X0, Xi1)? > 0.
2.1.5. Tétel ([1]). Tegyiik fel, hogy teljesil a (C) Feltétel. Ekkor

n n 2
P ”in{l - (Z XZ-1> >0] =1 minden n =2 esetén,
i=1 i=1

és egyértelmiien létezik (é\{;SE,ﬁz%SE) LSE, melyre (2.1.3) és (2.1.4) fenndll.
Tovdbbd,

1 1
Xy dX, — X X dt
n%SE £, _fol it 11fo ! 5 ha n — oo,
Jo X2 dt — ( Jo X dt)
€s
1 1 1
~ise £, A Jo X2dt— [y Xpdt [ X dX ha - oo,

n

Jy Az dt - ( iy & dt) ’

ahol (X;)i>0 az aldbbi SDE-vel adott kétdimenzids (Y, Xi)i>o affin folyamat
mdsodik koordindtdja:

dyt =adt + mdwta
dX; = mdt + /Y, dB;,

ahol a kezdeti feltétel (Yo, Xp) = (0,0), és Wi)i=o €s (Bi)iso fliggetlen
standard Wiener folyamatok.

t>0,

A Barczy et al. [1] dolgozatban a 6 paraméter LS becslésének aszimptotikus
viselkedését is lefrjuk, feltételezve, hogy m ismert (ldsd Barczy et al. [1, The-
orem 3.1]), illetve (6, m) feltételes LS becslésének aszimptotikdjat is megadjuk
(lasd Barczy et al. [1, Theorem 3.3]).

2.2. Egy kétfaktoros affin folyamat stacionaritasa és ergo-
dicitasa

A Barczy et al. [2] dolgozatban az aldbbi kétdimenziés affin folyamatot (két-

faktoros affin modellt) vizsgaljuk

dYtZ(a—bYt)dt-f— VKst7 t 20, (221)
dX; = (m—0X;)dt + Y, dB,, >0, h
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ahol a >0, bym,0 e R, o€ (1,2], (Li)i>o egy spektrilisan pozitiv a-stabilis
Lévy folyamat Coz™'"%1y,50; Lévy mértékkel, ahol Cy := (al'(—a))~" (itt
I' a Gamma fliggvényt jeloli) az a € (1,2) esetben, illetve egy standard Wiener
folyamat az « = 2 esetben, (B;)i>0 pedig egy fliggetlen standard Wiener
folyamat. Az « € (1,2) esetben L Lévy-Khintchine reprezentécidja:

E(ei“Ll) = exp {/ (eiuz -1 z'uz)Caz_l_o‘ dz} = exp {;(—iu)a} ,
0

ahol u € R. Az a =2 esetben az Y folyamat nem mds, mint az in. Cox-
Ingersol-Ross (CIR) folyamat; az « € (1,2) esetben pedig Y az tn. a-gyok
folyamat. A 2.2.1. Tételben kideriil majd, hogy (Y,X) wvaléban affin folya-
mat. Megjegyezziik, hogy az o = 2 esetben Chen és Joslin [10, equations (25),
(26)] a (2.2.1) modellnek szdmos pénziigyi matematikai alkalmazasat talalta. A
Barczy et al. [2] dolgozatban a (2.2.1) SDE-vel megadott affin folyamat esetén
vizsgaljuk az egyértelmii staciondrius eloszlas létezésének, illetve az ergodicitas
kérdéskorét. Affin folyamatok stacionaritdsat és ergodicitasat illeden az eddigi
eredmények egy rovid osszefoglaldja taldlhaté a Barczy et al. [2] dolgozat 3. és
4. Fejezeteinek a bevezetSiben.

Els§ eredménytink a (2.2.1) SDE egyértelmii erés megolddsdnak a létezésérol
sz0l.

2.2.1. Tétel ([2]). Legyen (no,Co) egy olyan véletlen vektor, mely figgetlen az
(L¢, Bi)iso sztochasztikus folyamattol és P(no > 0) = 1. Ekkor minden a > 0,
bym,0 € R és a € (1,2] esetén egyértelmien létezik olyan trajektdoridnként
egyértelmii (Yy, Xi)i>o0 erds megolddsa a (2.2.1) SDE-nek, melyre P((Yo, Xo) =
(M0,60)) =1 és P(Y; >0, Vt>0)=1. Tovdbbd,

t t
Y, = efb(tfs) (Y*S +a/ efb(sfu) du+/ efb(sfu) Q/Yuf dLu)

S

t t
X, = e 0t=9) (XS + m/ e 001 qy +/ SN dBu>
S

S

ahol 0 < s<t. Az (Y1, Xi)i>o folyamat egy reguldris affin folyamat, melynek
infinitézimdlis generdtora

(Af)(y, ) = (a = by) fi(y, ) + (m — 6x) f3(y, =) + %yféfz(yw)
+y/0 (f(y+z7x)7f(yax)7Zf{(y7x)>0aziliadz
az o € (1,2) esetben, illetve

(AF)(w:2) = (@ = by) F{ () + (m = 02) foly, ) + 3y (0,2) + aly, )

az a = 2 esetben, ahol (y,r) € Ry xR, f € C*(Ry x R,R), és f!
i€ {12}, dl fl';, i,5 € {1,2}, jeloli f elsé, ill. mdsodrendi parcidlis
derwaltjait az i-edik, ill. i-edik és j-edik vdltozok szerint.
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A kovetkez8 eredmény a (2.2.1) SDE-vel adott affin modell esetén az egy-
értelmfl staciondrius eloszlds 1étezésérél szél mind az o € (1,2) és a = 2
esetekben.

2.2.2. Tétel ([2]). Tekintsik a (2.2.1) kétdimenzids affin modellt, ahol a >
0, b>0, meR, 6 >0, és avéletlen (no,o) kezdeti feltétel fiiggetlen
(Lt,Bt)t>0-t(5l, ill. P(?’]O Z 0) =1. FEkkor

(i) (Y, Xyp) £ (Yoo, Xoo) amint t — 00, és (Yoo, Xoo) egyiittes Laplace-
Fourier transzformdltja

E (e M Yoottt Xoo) = exp {—a/ vs(A1, A2) ds + "ZL)Q} (2.2.2)
0

minden (A1, \2) € Ry X R esetén, ahol vi(A1,A2), t > 0, az aldbbi
(determinisztikus) differencidlegyenlet egyértelmd nemnegativ megolddsa

%()\17 A2) = —bve(A1, A2) — i(vt(Al, A2))* + %e*wt,\g7 t>0,
’Uo()\l, )\2) = )\1.
(2.2.3)

(i) feltételezve, hogy a véletlen (mo,Co) kezdeti feltétel eloszldsa megegyezik
az (i) részben megadott (Yoo, Xoo) eloszldsdval, teljesil, hogy (Yi, Xi)i>o0
erdsen staciondrius.

A kovetkezd eredmény a (2.2.1) SDE-vel adott affin diffiziés modell ergodi-
citasardl szdl az a = 2 esetben.

2.2.3. Tétel ([2]). Tekintsik a (2.2.1) kétdimenzids affin diffizids modellt, a-
hol a=2, a>0, b>0, meR, >0, ésawvéletlen (no,(o) kezdeti feltétel
fiiggetlen (L, By)iso-t6l, ill. P(no = 0) = 1. Ekkor minden olyan f:R?* — R
Borel mérheté figguényre, melyre B|f (Yoo, Xoo)| < 00, kapjuk, hogy

T
P(hm i/ f(Ys,Xs>dsEf<Yoo,Xoo>> —1,
0

T—oo T

ahol (Yoo, Xoo) eloszldsa (2.2.2) és (2.2.3) dltal adott o = 2 vdlasztdssal.

A kovetkezd tételben az (Yo, Xoo) hatdreloszlas szdmos tulajdonsdgat fog-
laljuk Ossze az o = 2 esetben.

2.2.4. Tétel ([2]). A (2.2.2) és (2.2.3) dltal, az o = 2 esetben adott (Yoo, Xoo)
valdsziniiségi valtozo abszolut folytonos, Yoo Laplace transzformadaltja

A —2a

E(e MYe) = (1 + 1) . M ERy,

2b
azaz Yoo Gamma eloszldsi 2a és 2b paraméterekkel. Tovdbbd, (Yoo, Xoo)
minden vegyes momentuma véges, azaz, E(YZ|X|P) < oo minden n,p € Z
esetén, specidlisan

a m
E Yoo = 7 E Xoo =
(Vo) =% Exe)="
2a+1) ma af) + 2bm?
Bv2)= 22D gy x =M pxz) - W2
( OO) 2b2 ) ( ) 9b7 ( OO) 2b02 I
2y 4 2
E(YouX%) = (5 agrapage (0(ab + 240 +0) + 2m%0(20 + 1),
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2.3. Paraméterbecslés egy szubkritikus kétfaktoros affin
folyamat esetén

A Barczy et al. [3] dolgozatban az aldbbi kétdimenzids affin folyamattal (két-
faktoros affin modellel) foglalkozunk
dY: = (a — bY;) dt + VYe dLy, (2.3.1)
dX, = (m — 0X,)dt + /Y, dB,, = o

ahol a >0, b,m,0 € R, és (Li)i>0 és (Bi)e>o fiiggetlen standard Wiener
folyamatok.

Vegytik észre, hogy a (2.3.1) SDE nem mds, mint a (2.2.1) SDE « = 2
vélasztdssal, vagy mint a (2.1.2) SDE. A 2.2.1. Tételben kideriilt, hogy a (2.3.1)
altal megadott (Y, X) folyamat valéban affin folyamat. A Barczy et al. [3]
dolgozatban az a, b, m és 6 paraméterek folytnos idejii mintdra tdmaszkodd
becslésével foglalkozunk. Vizsgaljuk az (a, b, m, ) maximum likelihood becslé-
sének (MLE) aszimptotikus tulajdonségait folytonos idejii (Y:, X¢)iejo,r7, T >
0, megfigyelések alapjdn, illetve (m,8) legkisebb négyzetes becslésének (LSE)
aszimptotikdjat folytonos idejli (X¢)iecjo,r), T > 0, megfigyelések alapjan. A
jelen tézisekben csak az (a,b,m,0) ML becslésére vonatkoz6 eredményeinket
prezentaljuk, az (m,6) LS becslésére vonatkozé eredményeket illetéen, lasd
Barczy et al. [3, Sections 4, 6 and 8]. A 2.1.4. Definiciéban megadtuk a (2.3.1)-
ben adott affin folyamatok egy osztdlyozését. Az (a,b,m,0) paraméterekhez
tartozé (Yi, Xi)i>0 folyamat éltal a (C(Ri,Ry x R),B(C(R4+,R4+ x R)))
mérhetd téren indukélt valésziniiségi mértéket P, 4 .m,0) modon jeloljik. Itt
C(R4+, Ry xR) az Ry-n értelmezett Ry x R-értéki folytonos fiiggvények hal-
mazat jeloli, B(C(Ry,R; xR)) a Borel o-algebra ezen a téren, a (C(Ry, R x
R), B(C(R4+,R4 x R))) teret pedig az aldbbi természetes (A;);>o filtracidval
ruhdzzuk fel, ahol A; := ¢; '(B(C(R,Ry x R))) és ¢; : C(Ry, Ry x R) —
CRL, Ry xR), @e(f)(s):= f(tAs), s>=0. Tetszéleges T > 0 esetén jelolje
Pab,m.0),7 = Plapm.o) lar 2 Plapm,e) mérték megszoritasat Ar-re.

2.3.1. Lemma ([3]). Legyen a >1/2, bym,0 e R, T >0, és tegyik fel, hogy
P(Yo > 0) = 1. Legyenek tovibbd P(q p m.9), illetve P 90,0y az (a,b,m,0) il-
letve (1,0,0,0) paraméterekhez és ugyanazon (Yo, Xo) kezdeti értékhez tartozo
(2.3.1) SDE egyértelmi erds megolddsai dltal indukdlt valdszindségi mértékek.
Ekkor  Ppme),r € Paoo0),r abszolit folytonosak egymdsra nézve, és
Pa,b,m.0),7-n0k a P 0,0,0),0-ra vonatkozé Radon-Nykodim derivdltja (likelihood
hdnyadosa) az aldbbi alakot dlti

T
a,b,m —bY, —1 —0X,
Lg“ > 10)’(1’07070)((3/5; ‘<5)56[07T]) = exp / (a dy + = d‘<5>
0 Ys Ys

_1/T(a—bYs—1)(a—bY5+1)+(m—9Xs)2d
2 /o Y, S0

ahol (Yi, Xi)i>0 az (a,b,m,0) paraméterckhez és (Yo, Xo) kezdeti feltételhez
tartozd (2.3.1) SDE egyértelmd erds megolddsa.

Maximalizalva log Lg?,b,m,G),(l,O,O,O)_t (a,b,m,0) € R*-ben, az (a,b,m, ) pa-
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raméterek (Y, Xt);e[o,r] mintra tdmaszkodé ML becslése az aldbbi alakot 6lti

T T
AMLE — fO Y ds fO LdY —T(YT — YQ)

aM . T>0, (2.3.2)
f Y, ds fo v ds — T2
TTlay, - (Yr—Yo) [T L
DULE . Jo 5 Pk . T>0, (2.3.3)

f Y, ds fo +ds — T2
TX&dsjoyldX Jo eds [ 5= dX,

iyt = s T>0, (234)
jdfoyi (OTX:ds)
T X, T 1 T 1 T X,
7 ds dX, d dX,
GMLE . — {0 “ho wdslo v ., T>0, (235)
T X fT L - ds — (fo Sds)

feltéve, hogy fo Xs ds fOT L ds— ( OT Xe ds) >0 és fOT Y, ds fOTY%ds—T2 >
0.
~MLE /b\MLE ~MLE @\ALE

g, ) létezésérél szdl.

A kovetkezd lemma (ay!

2.3.1. Lemma ([3]). Ha a >3, bym,0 €R és P(Yy >0) =1, akkor

(/ Yds/ fds—T2 (0,00)):1, vV T>0,
X 1 Tx ’
/ ds(/ des) € (0,00) | =1, v T >0,
s 0 s

~MLE 7MLE ~MLE pMLE
(agp ==, by ==, myp e, 077F)

és igy egyértelmien létezik ML becslés, mely a

(2.3.2)~(2.3.5) alakot dlti.

A kovetkez8 eredmény (GQMLE,%\@LE, mYLE, @ALE) erds konzisztencidjarol

sz0l a szubkritikus esetben.

2.3.2. Tétel ([3]). Ha a>1, b>0, meR, >0 é PYy>0) =1,
akkor (a,b,m,0) ML becslese erdsen konzisztens:

P (Thm (GMLE, /I;MLE7 ~ MLE @%ALE) (a,b,m, 9)) -1
—00

Az (61\T/ILE,Z)\1\T/ILE, myLE, @%LE) ML becslés aszimptotikdjat a kovetkezo tétel
irja le a szubkritikus esetben.

2.3.3. Tétel ([3]). Ha a>1/2, b>0, meR, §>0 és P(Y, >0) =1,
akkor az (a,b,m,0) paraméterek ML becslése aszimptotikusan normdlis:

~MLE

(IT —Qa
DMLE _p, c
VT | e, | = N (0,5MF) - ha T — oo,
T
@Z\F/ILE By
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ahol N, (O,EMLE) eqy 4-dimenzios, 0 € R* wdrhaté érték vektori és
YMLE . — diag(SMEE SMEEY - kovariancia mdtrizi normdlis eloszldst jeldl, ahol

a blokkdiagondlis YMYE  mdtriz blokkdiagondlisai
1 E(Yx) 1
yMLE . ; Dy, D;:= 1 E(i> )
E<§> E(Ya) — 1 Ve
Xa Xoo
MLE .__ 1 D D, = Bl E(K)
e ey ey T e B
B()2(52) - (B(2)) =) B

2.4. Folytonos idejii megfigyelésre vonatkozé maximum li-
kelihood becslés aszimptotikus tulajdonsagai Heston
modellek esetén

A Barczy és Pap [9] dolgozatban a
dY; = (a — bY;) dt + o1VY; AW, 150, (2.4.1)
dX; = (a — BY;) dt + 02V/Y; (0dW; + /1 — 02 dBy), -

Heston modellel foglalkozunk, ahol a > 0, b,a,8 € R, o1 > 0, o9 > 0,
o€ (—1,1) és (Wi, By)i>o egy kétdimenziés standard Wiener folyamat. Ne-
vezetesen az (a,b,, ) paramétereknek az (X¢)icjo,r), T > 0, folytonos idejii
mintdra vonatkozé maximum likelihood (ML) becslését vizsgaljuk, az (Y, X)
folyamatot valamilyen ismert, determinisztikus (yo, o) € (0,00) X R kezdeti
értékbdl inditva.

A kovetkezékben N, Z, R, Ry, Ry, R_ill. R__ a pozitiv egész-, nem-
negativ egész-, valés-, nem-negativ valds-, pozitiv valdés-, nem-pozitiv-, ill. ne-
gativ valds szamok halmazat jeloli.

2.4.1. Allitas ([9]). Legyen (Yi, Xi)i=0 a (2.4.1) SDE egyértelmi erds meg-
olddsa, melyre P(Yo e Ry) =1 és E(Yp) < oo, E(|Xo|) < co. Ekkor

o] R R | < o 11

E(X)] ~ =B fye v du 1] [E(Xo)] " |=B [ (fre v dv)du | |

minden t € R, esetén. Kovetkezésképpen, ha be Ry, akkor

. _a .1 _ Pa
tlggo]E(Yt) Ty tlggot E(X:) =a b’
ha b=0, akkor
1
. -1 . . _9 _ 1
tlggot E(Y) =, tlggot E(X:) = 2Ba,
ha beR__, akkor
. bt _ _a . bt _ ﬁ B @
tlirr;oe E(Y:) = E(Y)) D tlggloe E(X) = 2 E(Yo) 2
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Az (E(Y:),E(X;)) véarhaté érték vektor ¢ — oo-beli aszimptotikus visel-
kedése alapjén bevezetjiik a (2.4.1) SDE 4&ltal definidlt Heston folyamat egy
osztalyozasat.

2.4.2. Definicié ([9]). Legyen (Y, Xi)i>0 a (2.4.1) SDE egyértelmi eréds
megolddsa, melyre P(Yo € Ry) = 1. Azt mondjuk, hogy (Yi, Xi)t>o0 szubkri-
tikus, kritikus, ill. szuperkritikus, ha be Ry, b=0 dl. be R__

Ellendrizhetd, hogy az (a,b, o, 3) paramétereknek az (Xt)iepo,r] mintdra
tamaszkodé ML becslése az alabbi alakot Olti:

ar Jo Yeds [ o 5~ T(Yr —yo)

~ T

br 1 T [, §=—(Yr —wo) fO &

ar ondS Tdf T? ondde)i T(Xr —x0)|
[e T S

o Ty S = (Xr =) f)

feltéve, hogy fo Y, ds T ds > 72,

Az kovetkezd lemma (aT, bT, ar, ﬁT) 1étezéséril szol.

2.4.3. Lemma ([9]). Ha a € [%%,oo), beR, o1 e Ryy és Yo =yo € Ryy,

akkor
T Tl
P / sts/ —ds>T?| =1, V T eRyq,
0 0 YS

igy, feltételezve azt is, hogy a,f €R, o9 € R4y, 0 € (—1,1), és Xg =0 €R,
eqyértelmien létezik (aqbe, aT,ﬁT) ML becslés minden T € Ry, esetén.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 2.4.3. Lemma feltételei mellett P(Y; > 0, Vt €
Ry) =1. A kovetkezékben az (6T, br, ar, ﬁT) ML becslés aszimptotikajaval
foglalkozunk.

2.4.4. Tétel ([9]). Ha be Ry, o, ER, 01,00 €R4y, 0€(—1,1), és
(Yo, Xo) = (yo,x0) € Ryy xR, akkor az (a,b,, ) paraméterek ML becslése
erdsen konzisztens, azaz (aT7bT,aT,BT) 25 (a,b,a, 8) amint T — oo,

~ L P
az a € (021,00> esetben, és gyengén konzisztens, azaz (aT,bT,ozT,ﬂT) —

(a,b,a, 8) amint T — 00, az a= J—; esetben.
2.4.5. Tétel ([9]). Ha a € [%,oo), beR__, o, R, 01,00 € Ry,
€ (-1,1), és (YO,XO) (yo,x0) € Ryy xR, akkor b ML becslése erdsen

konzzsztens azaz bT 2% b amint T — oo.

2
Kritikus Heston modellek esetén az a € (%,oo) esetben (a,b,a,8) ML
becslése gyengén konzisztens, a 2.4.7. Tétel kovetkezményeként. Szuperkritikus

Heston modellek esetén az a € [%%,oo) esetben, a és a ML becslése még
csak nem is gyengén konzisztens, 8 ML becslése viszont gyengén konzisztens,
lasd 2.4.8. Tétel. N N

A kovetkezd tételek (aT, br, ar, BT) aszimptotikus viselkedését irjék le a

szubkritikus, kritikus, ill. szuperkritikus esetekben.
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2.4.6. Tétel ([9]). Ha a € (2 ,oo) beRiy, o,f€R, 01,00 € Ryy,
e (—1,1) és (Yo,Xo) = (yo,20) € Rys xR, akkor (a,b,a,8) ML becslése
aszimptotikusan normdlis, azaz

aT—a

-1
bT —b L 2 27}) > -1
VT A — o MN[0, 8® “i’l " , ha T — oo,
T — _ a
P b
pr — B
ahol ® mdtrizok tenzor szorzatdt jeloli és
o2 010
S = [QG s 9012 2} . (2.4.2)
102 2
Véletlen skdldzdssal,
T ds T EL‘T e
; I2 ® f() 75 - 1/2 /lzT - b
)" 0 (I veasfl g )] far—a
: Br—B

i>/\f4(O,S®I2), ha T — oo.

2.4.7. Tétel ([9]). Ha a € (%%,oo), b=0, o, €R, 01,00 € Ryy,
€ (_17 1) és (Y07XO) = (y07x0) € R++ X IR7 akkor

ViegT(ar — a) (a— (ﬁ>1/2 sl/2y
c

Vieg T(ar — a 2
8 (AT ) — a1 , ha T — oo,
Tbr Jo yS(ds
T(BT - ﬂ) fol Vs clls

ahol (Vy, Xi)i>0 az aldbbi SDE egyértelmii erds megolddsa

{dytadt+01\/ytdwt, tER
+>

dX, = adt 4+ o2V (0dWs + /1 — 02 dBy),

az (Yo, X)) = (0,0) kezdeti értékkel, ahol (Wi, Bi)io egy kétdimenzids
standard Wiener folyamat, Zo egy kétdimenzios standard normdlis eloszldsid
véletlen vektor, mely fiiggetlen (yl, fol YV, dt, Xl)—t()’l, S a (2.4.2)-ben definidlt,
il. 82 az 8 egyértelmi szimmetrikus, pozitiv definit négyzetgyokét jeloli.
Véletlen skdlazdssal,

T ds\1/2 ~
(Jo %) (@r —a) s'2z,
( Tds)l/z( ) - a—Y1
(f ) — (folysds)l/z , ha T — oo.
Y, ds a—X;
0

EXOE

(Jy Yods)'”? (ﬂT — B)
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2
S (_17 1)7 és (YE),X()) = (yOaxO) € R++ X R, akkor

2.4.8. Tétel ([9]). Ha a € {"f oo), beR__, a,B €R, 01,00 € Ryy,

N %
ar —a ~ ~ ~1/2
&T—a L Q%V+02\/17g2 <foil/b udu) Z1
—bT/2(7. — !
e @\T b) N —1/2
e_bT/Z(,BT _ ﬁ) <_ y—bl/b> 51/222

b

ha T — oo, ahol (5%):&20 eqy CIR folyamat, az aldbbi SDE egyértelmi erds

megolddsa d)N/t = adt + an/jﬂt dWy, t e Ry, az 370 =y kezdeti értékkel,
ahol Wy)i>o egy standard Wiener folyamat,

5. loeYoup —logyo of Cal

fo_l/b V. du 2

Z1 eqy egydimenzids standard normdalis eloszldasu véletlen vdltozo, Zs eqy kétdi-

menzids standard normdlis eloszldsu véletlen vektor, hogy (;)7,1/b, fofl/b Y du),
Zy és Zy figgetlenek, S pedig (2.4.2)-ben definidlt. Véletlen skdldzdssal,

6T —a
ar — o v —1/2
(Jy Yeds Py | 02V a/T=2 ([ Vudu) Tz
172 ~ 1/2
(foT Yy ds) (Br —B) 5772,
ha T — oo.
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