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Valos eloszlasok
A statisztikaban a valdszin(iségszamitasban megismert
eloszlasok alapvetd szerepet jatszanak. Emellett néhany
eloszlas kifejezetten statisztikai problémaknal jelenik
meg. Az eloszlasokkal alapvetden két okbol talalkozunk:
¢ veliik modellezziik, irjuk le a minta viselkedését,
¢ a mintabdl szarmaztatott szamos fontos statisztikat
jellemezhetink altaluk.

Definicié (Kolmogorov—féle valészinliségi mez ~ 6)
(Q2,A,P) harmas, ahol
e Q) egy nemures halmaz (eseménytér),
o A Q részhalmazainak egy o—algebraja (események

halmaza),

e P: A— R halmazfiggvény (valészin(iség), melyre
e P(A) >0,V Aec A (nemnegativ),
e P(Q) =1 (1-re normalt),
o P (Uioi]_Ai) = Eloil P(Ai), ha A e A A ﬂAj =0,
i #] (c—additiv).
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Definicié (valoszin(iségi valtozo)
Legyen (9, A,P) egy val6szinliségi mez6. Az

X :Q — R leképezést valdszinlségi valtozonak hivjuk,
ha Vx € R esetén

Definici6 (valészinliségi valtozo eloszlasa)

A X valészinliségi valtozé eloszlasan a

Px(B) :=

halmazfliggvényt értjik, ahol B(R) az R Borel-halma-
zainak a o—algebrajat jeloli (R nyilt halmazai altal gene-
ralt c—algebra).

{we Q: X(w) <x}eA

P(X1(B))=P({w € Q: X(w) € B}), B € B(R),
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Allitas
A X valbszinliségi valtozé eloszlasa valészinliségi

mérték a szamegyenes Borel-halmazain, azaz
(R, B(R),Px) egy val6szinliségi mez6.

Megj.: Px csak az R Borel-halmazain értelmezett, azaz
R 0Osszes részhalmazanak nem tudjuk a Px szerinti
mértékeét definialni.

Definicio (eloszlasfiiggvény)

Az X valoszin(iségi valtozo eloszlasfliggvényén az
Fx : R > R,

Fx (X) :=P(X < x) = Px((—o0,X)), X € R,

fliggvényt értjik.
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Tétel

Egy F : R — R fiiggvény akkor és csak akkor eloszlas-
fuggvénye valamely X valoszin(iségi valtozonak, ha

e F monoton ndvekvo,

e F balrdl folytonos,

lim F(x)=0 és lim F(x)=1.

X——00 X—00
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Eloszlasok tipusai
Diszkrét statisztikai valtozék esetén (pl. nem, iskolai vég-
zettség, processzorok szama) a minta értékei R egy
diszkrét részhalmazara koncentralédnak. Egy ilyen
mintat diszkrét eloszlasokkal tudunk majd jol jellemezni.

Definicié (Diszkrét valdszinliségi valtozo6)

Egy X val6szin(iségi valtozoét diszkrétnek hivunk, ha
ertekkészlete megszamlalhat6. llyenkor Py véges vagy
megszamlalhat6an végtelen sok pontra koncentralodik,
azaz létezik olyan x4, X5, . .. véges vagy végtelen valds
sorozat, hogy Px ({x1,%z,...}) = 1.

Ha p; := Px({xi}), I € N, akkor fennall, hogy
(i) pi>0,ieN, (i) Y pi=1
i=1

Sokszor diszkrét eloszlas alatt egy, a fenti két tulajdon-
saggal rendelkezb p1, po, . . . SZdmsorozatot értenek.
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Sok statisztikai valtozoé (pl. fékut, fesziiltség, haldzati
sebesséq) folytonos értékeket vesz fel.

Definicié (Abszolut folytonos valészinliségi valtozo)
Ha létezik egy olyan f : R — R fliggvény, hogy
X

Fx (X) = Px((—o0,x)) = / f(t) dt,

— 00

X € R,

akkor az X val6szinlségi valtozot (abszolut) folytonos
eloszlasunak hivjuk. Az f fliggvényt pedig X s(irliség-
fliggvényének nevezziik.

Megj.: Ha X abszolut folytonos eloszlasu, akkor
eloszlasfiiggvénye folytonos fuggveny.
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Tétel

7y

Egy f: R — R fluggvény akkor és csak akkor strlség-
fuggvénye valamely X valoszin(iségi valtozonak, ha

e f Borel-mérhetd,
e f(x) >0 Lebesgue-m.m. x € R esetén,

/OO f(x)dx = 1.

—00
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Bernoulli eloszlas
Indikator, binaris (kétérték() esemeények jellemzésére
hasznalhatjuk. Jellegzetes kisérlet, melyre gondolhatunk
vele kapcsolatban, az érmedobas. Az X v. v. Bernoulli
eloszlast kovet, ha

PX=1)=p, PX=0)=q:=1-p,
ahol p € [0, 1] paraméter. Jelolés: Be(p).

X varhat6 értéke és szorasnégyzete:

E(X)=p, D3*X)=p(1-p).

Feladat (Szimmetrikus Bernoulli eloszlas)

Gyakran hasznos a Bernoulli eloszlas Y :=2X — 1
szimmetrikus valtozataval dolgozni. Szamoljuk ki Y
varhato ertekét és szorasnégyzetet!

Y eloszlasat hivjuk Rademacher—eloszlasnak is.

4. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

2010
Tae
Valos eloszlasok
diszkrét eloszlasok

folytonos eloszlésok

Nevezetes diszkrét
eloszlasok

binomidlis eloszlas
Poisson eloszlas

Nevezetes
abszolut folytonos
eloszlasok
egyenletes eloszlas
normlis eloszlés
gamma eloszlas
X ?-, t- és Feloszlas

Eloszlasok

generalasa
egyenletes generétorok
inverz médszer
dominé médszer
Box-Muller médszer
Marsaglia modszer
Neumann-—féle

elfogadas—elutasitas
médszer

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



Binomidalis eloszlas

Dobjunk fel egy érmét n—szer egymas utan. A fejek vagy
irasok szdméanak eloszlasa un. binomialis eloszlas. Az X

V.v. binomidlis eloszlast kovet, ha

ahol n € N és p € [0, 1] paraméterek. Jelblés: Bi(n,p).

k) = (E)pk(l —-p)" %, k=0,1,...,n,

X varhat6 értéke és szorasnégyzete:

Rekurzié a py x == (¢)p¥(1 — p)"~* binomidlis valoszin-

E(X) =np,

n

ségek szamolasara:

P1o=1-

p, pl,l =

Pno = (1 —Pp)Pn_1,0

Pnk =P Pn-1k-1 + (l - p)pn—l,k> n> 27 K = 17' R 1.

D2(X) = np(1 —p).

P,
Pnn =P Pn-1,n-1, N > 2,
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A rekurziét az alabbi abra szemléletesen mutatja:

(1-p)-vel szorzunk

Binomialis valészinliségekre vonatkozo rekurzio.

Pio=

| d1-p) \ + O1-p) \

\lm 0
iulm\ {
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A rekurzié helyességének igazolasa:

P10

P11

Pn,o =

p°(1 —p)*°
pt(1—p)tt

p°(1 —p)"°

Pno = (1 —pP)Pn-1,0

p"(1—p)" "

pn,n =p- pn—l,n—lu

:1_p7

=P,

=(1-p)
n>2,
:pn

n>2,
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tovabba n>2és k=1,...,n—1 esetén

P-Pn1k—1+ (1 —P)Pn-1k
(M= k1 n-1-(k-1)
=p (k ~ l)p (1-p)

+(1-p) <n ; 1) p¥(1 —p)n1k

(RIS
= (E) PK(1—p)" = pnk;

ahol a harmadik l1épés a Pascal-haromszdg egyik neve-
zetes tulajdonsaga alapjan kévetkezik.
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Rekurzié a binomialis eloszlas farok—valdszin-
ségeinek szadmolasara:
Alsé farok—valdszinlségek:

k
ank = > Pnii neN, k=0,...,n.
i—0

Fels6 farok—valészinliségek:

n
fmk::: }E: Pn,is

i=n—k

neN, k=0,...,n.
Alsé farok—valdszinliségekre rekurzié:

az0=1-p, a1l =1,

ano = (1—-p)an_10, N> 2, ann=1n>1,

a—n,k =p- a—n—l,k—l + (1 - p)an—l,k7 n > 27 K= 17°°°7n -1
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Poisson eloszlas
Ritka események, pl. sajtdhibak szama egy lapon, meg-
hibasodasok szdma egy gépnél, mazsolak egy kalacs-
ban, eloszlasanak jellemzésére szolgal. Az X v. v.
Poisson eloszlast kdvet, ha
Ak
P(X = k) - He 5
ahol A > 0 paraméter. Jeldlés: Po(\).
X varhaté értéke és szorasnégyzete:

E(X)=2), D2?X)=A

k=0,1,2,...,

.. . £ k e P
Rekurzié a Poisson eloszlas py := %e—A valészin(isé-
geinek szamolaséra:

A\ A

pO:e_ 5 pn:Hpn—b neN.

Feladat
Adjunk rekurziét a farok—val6szin(iségek szamolasaral!
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Egyenletes eloszlas
Az egyik legtermészetesebb eloszlas az (egy halmazon
adott) egyenletes eloszlas. Pl.: gyakran mondjuk, hogy
dobjunk le egy pontot egyenletesen egy intervallumra.
Ez azt jelenti, hogy egy részintervallumba esés valdszi-
nldsége aranyos a részintervallum hosszaval.
Az X egyenletes eloszlast kvet az [a, b] intervallumon,
ha sdr(iségfiiggvénye:

L haa<x<b,

f(x) =422 .y
0 egyebkeént.
Jeldlés: Uni(a,b).
X varhat6 értéke és szorasnégyzete:
_a+tb

(b —a)?
5 =

12

E(X) D2(X) =

Feladat

Vezessik le a fenti 6sszefliiggéseket! Hatarozzuk meg X

eloszlasfliggvényét!
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Normalis eloszlas

A természetben egyik leggyakrabban el6fordulé eloszlas,
az alakja kapcsan gyakran harang—gorbe eloszlasrél be-
szélnek. Ennek elméleti alapja a kdzponti hatareloszlas
tétel, melyet szokés ugy interpretélni, hogy sok flgget-
len, azonos eloszlasu kis hatas 0sszesitése (megfeleld
normalas utan) normalis eloszlast eredményez.

s

Az X normalis eloszlast kdvet, ha sir(iségfiiggvénye:

1 _
f X) = e 202 s
(x) 270

X € R,

ahol m € R és ¢ > 0 paraméterek. Jellés: N'(m, o2).
X varhaté értéke és szoradsnégyzete (azaz a paraméte-
rek jelentése):

Az N(0,1) eloszlast standard normalis eloszlasnak
nevezik.
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A standard normalis eloszlas eloszlasfliggvénye

Ezt a fliggvényt d—vel jeldljik és alapvetd szerepet jatszik
a statisztikdban (Id. probak, konfidencia intervallumok).

® nem allithato eld elemi fliggvények segitségével, nume-
rikus médszerekre van sziikséglink a kiszamolasahoz.
Ha x > 0, akkor

cp(x)—}Jri/X e /2t
-2 V2m Jo ‘

Felhasznalva az exponencidlis fliggvény jol ismert
hatvanysorat kapjuk, hogy

o0

2n
—t2/2 _ . nt
e _E%( )'on  LER
n=
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Felcserélve az integralast és az 6sszegzést, az alabbi
alternald sort kapjuk

11 (L) o
X2n+1

1 1 & N
=3+ 7= 2V s onr

amelynek elég nagy a kerekitési pontatlansaga.

(1)

4. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

Al T

Valos eloszlasok
diszkrét eloszlasok
folytonos eloszlésok

Nevezetes diszkrét
eloszlasok
Bernoulli eloszlas
binomidlis eloszlas
Poisson eloszlas

Nevezetes
abszolut folytonos
eloszlasok

egyenletes eloszlas

gamma eloszlas
X7~ t- és F—eloszlas

Eloszlasok

generalasa
egyenletes generétorok
inverz médszer
dominé médszer
Box-Muller médszer
Marsaglia modszer
Neumann-—féle
elfogadas-elutasités
médszer

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



Numerikusan stabil sorfejtés  ®-re
Egy kis triikkel az alabbi sorfejtést kaphatjuk:

1 o
®(x) = 5>t Zan(x), x>0, (2)
n=0
ahol a,(x) eleget tesz az aldbbi rekurzidnak:
1 x?
—=e XZ/ZX an(X) = man_l(X).

ag(x) := ,
0( ) \/Z
A kozelités (kerekités) pontossaga:
Legyen x >0, 0<e <1 és ng e N olyan, hogy
an,(X) <1 és x2/(2ng+ 1) < e. Ekkor an(x) < "M,
n>ng+1 ésigy

o)~ (5 a0 ][= 3 anx)
n=0 n=ng+1

o
< E Nt
- 1-¢
n=ngp+1
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A (2) sorfejtés igazolasa:
Bevezetvea g : R — R,

K2 X t2
g(x) = eZ/ e 2 dt, x>0
0
flggvényt azt kell belatnunk, hogy
1 % g(x Za x>0
V2 " -
azaz azt, hogy
e X2n-1—l
= —_— — >

ahol (2n+1)11:=1-3-5---(2n+1).

Ellenérizziik, hogy g és h ugyanazt a differencialegyen-
letet elégiti ki ugyanazzal a kezdeti feltétellel, amibdl
kovetkezik, hogy g = h.
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=143

2n+1

00 =2 Gy

!

2n+3 W 2042 _

2n+3)||
=1+ xh(x),

és g(0) =

x >0,

X 2
/ ez dt +1 =xg(x) + 1,
0

2_1 io:

2n+1

1+XZ

h(0) = 0, kapjuk a (2) sorfejtést.

x >0,

2n

@nr

+1)H

2n+1
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4. rész
Gamma eloszlas ©Barczy Matyas
és Ispany Marton
20108
Ez az eloszlas szamos (exponencialis, x?) eloszlas kozos - pe s
altalanositasa. Az X v.v. p >0 és A > 0 paraméteri

Valos eloszlasok
o

gamma eloszlast kévet, ha slrliségfliiggvénye: e

folytonos eloszlésok

Nevezetes diszkrét

haX > 07 eloszlasok

Bernoulli eloszlas

APxP— 1 e AX
f (X ) = r(p) binomidlis eloszlas
O h ax S 0, Poisson eloszlés
Nevezetes

abszolut folytonos
ahOI eloszlasok

o
p— 1 —t egyenletes eloszlas
I ( p ) = t e dt normlis eloszlés
0 X2, t- és F—eloszlas

az un. (teljes) gamma fuggveny. Jelolés: Gap, \). Elosziasok
generalasa

Ismert, hogy I'(p +1) =pl(p),p > 0. ayeniets genertrok

inverz médszer
X vérhat6 értéke és szorasnégyzete: o sz
Marsaglia médszer

Neumann-—féle
elfogadas—elutasitas

D2(X) = B e

2
)\ Irodalomjegyzék
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Az eloszlasfliggvény szadmolasa az Un. nemteljes gamma
flggvény segitségével torténik, amelyre sorfejtés adhato.

Nemteljes gamma fliggvény:
X
r(p,x) = / tP~letdt, x>0.
0

Parcidlis integralassal ellen6rizhet6, hogy

xPe=X

1
r(p,X): +Br(p+1vx)>

ami alapjan X eloszlasfuggveénye:

1 _ xPe™  T(p+1,x)
0= Fy PO = o T T D)

_ xPe™* xPHle™  [(p+2,x)

T+l Tp+2) T T+2)

Xn

o _yPexN X
xPe ;r(p+n+1)’ x > 0.
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A fenti sorfejtés alkalmazhatdésaga abban rejlik, hogy a
(telies) gamma figgvény jol kdzelitheté az un.
Stirling—formula segitségével:

-
im X+
X—00 (é) 27X

Feladat (Specialis gamma eloszlasok)

e Mutassuk meg, hogy Ga1, \) megegyezik a

) paraméterii exponencialis eloszlassal, ahol X\ > 0.

o Igazoljuk, hogy Ga(§, 3) megegyezik &2 + ...+ €2
eloszlasaval, ahol &, ...,&, fuggetlen N(0,1)
eloszlasuak.
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y’—eloszlas
Definicié
Az X valodszin(iségi valtozot n szabadsagi foku
x?—eloszlasunak nevezziik, ha eloszlasa megegyezik
€2 4. + & eloszlasaval, ahol &1, ..., &, fiiggetlen

standard normalis eloszlasu valészinliségi valtozok.
Jelolés: x2.

Az el6z6 feladat alapjan xa ~ Ga(3, 3) és igy
X slrliségfiiggvénye:
2_n n_, _Xx
ez hax >0,
0 hax <0,
X varhaté értéke és szorasnégyzete:
E(X)=n,  D?*X)=2n.

x? addiciés tétel: ha X n szabadsagi foku y?—eloszlasu,
Y m szabadsagi fok( y°—eloszlasu és fiiggetlenek, akkor
X +Y n+ m szabadsagi foki y2—eloszlasu.
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t— és F—eloszlas
Definici6 (t—eloszlas)

Az X valodszin(iségi valtozot n szabadsagi foku
t—eloszlasunak nevezziik, ha eloszlasa megegyezik

¢/v/n/n

eloszlasaval, ahol ¢ standard normalis eloszlasu,

n n szabadsagi fokl y2—eloszlasu, ¢ és n fuggetlenek.

Jelolés: t.

Definici6 (F—eloszlas)

Az X valodszin(iségi valtozot n, m szabadsagi foku
F—eloszlasunak nevezzik, ha eloszlasa megegyezik

(&/n)/(n/m)

eloszlasaval, ahol ¢ és n flggetlen n, illetve m
szabadséagi fok( y°—eloszlasuak. Jel6lés: Fam.
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Eloszlasok generalasa
A statisztikaban (és mashol is) gyakran sziikség van a
véletlen mesterséges el6allitasara. Erre példak az alabbi
teriiletek:

¢ Adott eloszlasu minta generalasa statisztikak, illetve
statisztikai eljarasok vizsgalatara.

e Determinisztikus mennyiségek (tertlet, valdszinliség
stb.) meghatarozasa Monte—Carlo tipusi médsze—
rekkel.

o Titkositas, kodok generélasa.

Ezek mindegyikének hatékonysaga azon mulik, hogy
rendelkeziink—e elég j6 véletlenszam generatorral az
adott platformon. (Kérdés: mit jelent az, hogy elég j6?)

Altalanos médszerek
o direkt (fizikai, pszeudo—véletlen),

e inverz,
e Neumann—féle.
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Egyenletes eloszlasu szamsorozat

Nagyon sok véletlen szamsorozatot az egyenletes
eloszlasbal allitunk eld.

A val6szinliségszamitasbol ismert fliggetlen egyenletes

eloszlasu sorozatot nehéz eldallitani, a fliiggetlenség
garantalasa 6nmagaban is nagyon nehéz probléma.

Definicio
Egy [0,1)-beli x1,Xy,... szdmsorozatot a [0, 1)

intervallumon egyenletes eloszlasunak nevezink, ha
minden x € [0, 1] esetén fennéll, hogy

1 n
HZI(Xi<X)_>X’ ha n— oo,
i—1

ahol I(A) az A esemény indikatorfiggvényét jeldli.
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Allitas
Legyen Xxi,Xp,... egy [0,1)-beli,a [0,1) intervallumon

egyenletes eloszlasu szamsorozat. Ekkor tetszéleges
x <y, X,y €[0,1] esetén

%Z'(XiE[X7Y))_>y_X’ 1 =res, ()
i=1

%ZI(xiE[X,y])%y—X’ B a=es (@)
i=1

Bizonyitas.

Mivel x <y, x,y € [0,1] esetén [x,y) =[0,y)\ [0,X),
kapjuk (3)—at.

Megmutatjuk, hogy x € [0,1] esetén

n
%Zl(xigx)%x, ha n— oo
i—1
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Ez akkor és csak akkor teljesul, ha barmilyen x € [0, 1]
esetén

1 n
HZI(xi:x)—>0, ha n— oo
i—1

Indirekt médon tegyuk fel, hogy létezik olyan x € [0, 1],
hogy az

1 n
ﬁz:l(xi =x), neN,
i—1

sorozat nem tart 0O-hoz, amint n — co. Mivel ez a
sorozat korlatos, a Bolzano—Weierstrass tétel alapjan
létezik konvergens részsorozata. A tovabbiakban az
altalanossag megszoritasa nélkil feltételezhetjik, hogy
ez a részsorozat az eredeti sorozat. igy létezik c, > 0,
hogy

1 n
HZI(xi:x)—mx, ha n— .
i—1
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Mivel az X1,Xp,... sorozata [0, 1) intervallumon egyen-
letes eloszlasu, kapjuk, hogy

1 n
ﬁZ:I(xie[x,x+cx/2))—>%’(, ha n— oo
i=1
Azonban
—ZI 1z:l(xie[x X +¢x/2)) neN
n ) ) )

i=1

igy annak kellene teljesulnie, hogy cx < cx/2. Ez azon-
ban ellentmondas, hiszen ¢, > 0. O
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Tétel (Weyl—kritérium)

Legyen Xi,Xo,...
alabbi allitasok ekvivalensek:

® X1,X2,...
eloszlasu.

o tetszlleges k # 0,k € Z esetén

lim = Z e27r|kXJ _
n—oo N

o tetszbleges f : [0,1] — C Riemann-integralhatd
flggvény esetén

nleoon Zf Xj) / f(x)dx.

a [0,1) intervallumon egyenletes

egy [0, 1)-beli szdmsorozat. Ekkor az

4. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

2010
Tae
Valos eloszlasok
diszkrét eloszlasok

folytonos eloszlasok

Nevezetes diszkrét
eloszlasok

Bernoulli eloszlas
binomidlis eloszlas
Poisson eloszlas

Nevezetes
abszolut folytonos
eloszlasok
egyenletes eloszlas
normalis eloszlas

gamma eloszlas

X ?-, t- és Feloszlas

Eloszlasok
generalasa

inverz modszer
domin6 modszer
Box-Muller médszer
Marsaglia médszer
Neumann-féle

elfogadas-elutasitas
médszer

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



Példa

A korabbi definicié értelmében egyenletes eloszlasu
szdmsorozatok:

{an}, n € N, ahol « egy irracionalis szam,

{f(n)}, n € N, ahol f egy olyan polinom, aminek
van legalabb egy, a konstans tagtél kiillénb6z6
irraciondlis egyutthatoja (Ez Weyl-tétele),

{vn}, neN,

{apn}, n € N, ahol a egy irracionalis szam,
P1,P2,... pedig a primszamok sorozata
(Ez Vinogradov—tétele, 1935),

ahol {-} atortrészt jeldli.

Ezek bizonyitasa mély szamelméleti eredményeken
alapszik.
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Pszeudo—véletlenszamok
Val6jadban a legtbbb egyenletes véletlenszam generator a
kongruencia médszeren alapszik.
Linearis kongruencia generator (LCG):

Xk =a-Xg_1+b modm, k>1, (5)

ahol m egy nagy szam (rendszerint primszam) és
a,b,xp €{0,1,...,m—1} adott.

A linearis kongruencia generatorok nagyon érzékenyek a
paraméterek megvalasztasara. Jol valasztott
paraméterek esetén az eredményil kapott szamsorozat a
{0,1,...,m — 1} halmazon lesz egyenletes.

Ez leképezhetd egy [0, 1)-beli szamsorozatta, melyet
pszeudo—véletlenszam sorozatnak is hivunk:

~ Xk

Xk :—m, kZO

Az (x¢), k € Z, sorozat nem egyenletes eloszlasu
szamsorozat (a korabbi definicio értelmében).
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A moédszert Lehmer vezette be 1949-ben, 6 az alabbi
generatort hasznalta:

a=23 b=0 m=10%+1,

A linearis kongruencia generator periédusa (ciklusa):
a legkisebb olyan ¢ € NU {0}, melyre

Xkic =Xk modm, Kk >0.
Nyilvan ¢ < m.

Tétel (Greenberger, Hull, Dobell)

Az (5) linearis kongruencia generator periodusa akkor és

csak akkor m (teljes periédusu LCG), ha
e (bym)=1,
e p/(a—1) mindenolyan p primre, melyre p|m,
e 4/(a—1), ha 4/m.

Xo = 47594118.

4. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

2010
Tae
Valos eloszlasok
diszkrét eloszlasok

folytonos eloszlésok

Nevezetes diszkrét
eloszlasok
Bernoulli eloszlas
binomidlis eloszlas
Poisson eloszlas

Nevezetes
abszolut folytonos
eloszlasok
egyenletes eloszlas
normlis eloszlés
gamma eloszlas
X ?-, t- és Feloszlas

Eloszlasok
generalasa

inverz médszer
dominé médszer
Box-Muller médszer
Marsaglia médszer
Neumann-—féle

elfogadas—elutasitas
médszer

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



A SAS rendszer RANUNI egyenletes generatora az
alabbi paraméterekkel mikodik:

a = 397204094, b =0, m=2%_1.

Egy masik lineéris kongruencia generator (Random
class, Java API),

a = 25214903917, b =11, m = 248,

A linearis kongruencia generatorok kezd6értékét seed-
nek nevezik. Ennek hasznalataval elérhet6, hogy a gene-
ralas, a folyamat determinisztikussaga miatt, Gjra megis-
mételhetd lehessen, és eredményll pontosan ugyanazt a
szamsorozatot allitsa el6.
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Harom fontos iranyelv az LCG paramétereinek
megvalasztasahoz:

o tetszlleges X kezd&érték esetén a kapott
pszeudo—véletlen szamsorozat ,kozelitéleg”
egyenletes szamsorozat legyen,

o tetszbleges xg kezdBdérték esetén a generator
periodusa elég ,nagy” legyen,

¢ hatékonyan szamolhat6 legyen a pszeudo—véletlen
szdmsorozat.
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Példa lineéris kongruencia generatorra

Xk =10 -X_1 +9 modll,
Xo = 9.

k> 1,

Ekkor xo =9, x3 =0, X, =9, ésigy a periédus 2.
Tovabba,

- 9 ~
x2n:ﬁ, nez, Xont1 =0, neZ;.
igy, ha 0 < x <9/11, akkor
2n+1
1 ~ n 1
S -1 .- h
2n+1iZ;(x,<x) T an— oo,

ami alapjan az (x¢), k € Z, sorozat nem
egyenletes eloszlast szamsorozat.
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Xk =7 -X—1+9 modll, k >1,

Ekkor

6, Xo =7, X3=3, X4 =8, x5 =10,
0’ X10:9’

X0:9’ X1 =

Xe =2, X7=1, Xg=5, Xg

és igy a periédus 10.

Nem egyenletes eloszlast szamsorozat.
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Az inverz modszer

Az inverz modszerrel, mely az alabbi tételen alapszik, az
egyenletes eloszlasbdl allithatunk el6 méas eloszlasokat.

Tétel

Legyenaz X v.v. F eloszlasfiggvénye szigoraan
monoton névekvo és folytonos.

(i) Ekkor F(X) egyenletes eloszlasu v. v. (0,1)—en.

(i) Ha U egyenletes eloszlasu v. v. (0, 1)—en, akkor
F~1(U) eloszlasfiggvénye F, ahol F~* jeloli F
inverzét.

Bizonyitas. A feltételek alapjan F inverze létezik és
F~1:(0,1) — R szigorGan monoton névekvé és
folytonos.

(i): Minden u € (0,1)-re

{XeR:F(x)<u}={xeR:x <Fu)}.
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Ezért F(X) eloszlasfiggvénye:

P(F(X) <u)
0 ha u <0,
=¢PX <FYu)=F(FYu))=u ha uc(0,1),
1 ha u> 1.

igy F(X) a(0,1)-en egyenletes eloszlasu v. v..

(ii): Hasonloan kapjuk, hogy minden x € R—re
{ueR:Flu)<x}={ueR:u<FXx)}.
igy F~1(U) eloszlasfiiggvénye:

P(F1(U)<x)=PU <F(x))=F(x), xeR,

hiszen F(x) € (0,1), x € R. O
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Az el6z06 tétel altalanosithato.

Kvantilis—transzformacié

Egy F eloszlasfuggvény kvantilis—transzformaltja
(&ltalénositott inverze) alatta Q : (0,1) — R,

Q(y) :==sup{x e R: F(x) <y},

fliggvényt értjik.

y €(0,1),

Tétel

Ha U egyenletes eloszlasu v. v. (0, 1)—en, akkor Q(U)
eloszlasfuggvénye F.

Feladat

Mutassuk meg, hogy egy szigorian monoton névekvo,
folytonos eloszlasfliggvény kvantilis—transzformaltja
éppen a fuggvény inverze.
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Példa (Cauchy eloszlas generalasa)

Generaljunk (u,o)—paraméter(i Cauchy eloszlasu
véletlen szamsorozatot, ahol € R és o > 0.

A (u,o)—paraméterli Cauchy eloszlas eloszlasfuggveé-
nye F(x) =1+ Larctan (*3£), x e R.

Ekkor F szigorian monoton ndvekvé és inverze

QW) =F ) =otan(n (y~3) )+ ye©D,

igy, ha U ~ Uni(0,1), akkor

otan <7T (u - %)) i

(u, o)—paraméterl Cauchy eloszlasu v. v..
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Példa (Exponencialis eloszlas generalasa)

Legyen X A—paraméterl exponencialis eloszlasu v. v.,
ahol A > 0. Ekkor X eloszlasfuggvenye:

1—e ™ ha x>0,

F(x) =
() 0 ha x < 0.

Tovabba, F|q . inverze
1 1
QW) = (Flooe)) ~ (V) ==L -y), ye(0,1).
Az inverz modszer szerint (altalanositott valtozat)

QU) = 1 In(1 — U) ~ Exp(),

sz

ahol U ~ Uni(0,1). Egy tovabbi egyszer(sités: mivel
1-U ~ Uni(0,1), igy —In(U)/X\ ~ Exp()).
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A dominé modszer
Az inverz modszert alkalmazhatjuk diszkrét eloszlasok
generalasara is. Ehhez az inverz figgvény fogalmanak
kiterjesztésére van szikséglnk.
Az X diszkrét v. v. lehetséges értékei legyenek
X1 <...<X¢ < ... jelolie pg,...,Pk,... €zek
valoszinliségeit. Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

i
F(x)=) p¢ ha x <x <X, i€Zy,
/=1

ahol xg := —o0, az Ures szumma pedig definicié szerint 0.
Definialjuk az alabbi Q : (0,1) — R fliggvényt:

i—1 i
Q(u):=x, ha > p/<u<) ps 6)
/=1 /=1

Ekkor Q(U) eloszlasa, ahol U ~ Uni(0,1), éppen X
eloszlasaval egyezik meg.
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Bizonyitas. A Q fuggvény definicidja alapjan
i—1 i
PQU)=x)=P (D pe<U<> p
=1 =1

i i—1
= Z Pe— Z Pe = Pi
=1 =1

mindeni € N esetén. O

A modszer elnevezése az alabbibodl ered. Képzeljunk el
sorban olyan p; magassagu domindkat, melyekre az x;
szadmok vannak felirva, i € N. Legyen U egyenletes
eloszlasu v. v. a (0,1)—en. Dontsuk fel sorban egymas
utan a domindkat addig, mig a feldéntéttek egyiittes
magassaga kisebb, mint az U érték. Valasszuk ezutan a
legelsd nem feldontott dominéra irt szamot!
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Feladat

irjunk programot nevezetes diszkrét eloszlasok (Bernoulli,
binomialis, Poisson) generalasaral

Feladat (Dominé modszer és kvantilis—transzformalt)

Mutassuk meg, hogy egy diszkrét eloszlasu v. v.
eloszlasfiiggvényének a kvantilis—transzformaltja éppen a
(6) alatt definialt Q figgvény.
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Normalis eloszlas generéalasa

Mivel d—re nincs zart alak (nem allithato el6 elemi fligg—
vényekbdl), ezért az inverz médszer nem alkalmazhat6.

Egy durva kozelités az IBM modszere. Generaljunk egy
(0, 1)—en egyenletes eloszlasu szamsorozatot, majd
bontsuk 12 hosszu blokkokra. Legyenek a blokkok:
n=0,1,....

Ui+t12n,U2+412n; - -, U12+412n,

P

Ekkor a kilénb6z6 blokkok segitségével elballitott
Ugti2n +Uz412n + -+ +U12412n — 6, n=0,1,...

szamok kozelitbleg standard normalis eloszlasuak.
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Indoklas: hasznaljuk a kozponti hatareloszlas tételt.
Eszerint, ha Un, n € N fliggetlen Uni(0, 1)—eloszlasuak
és S, =U;+...+Uy neN, akkor

Sh—E(Sn) ¢
“ Db — N(0,1),

ahol — az eloszlasbeli konvergenciat jeldli.

Specidlisan, ha n = 12, akkor E(S;,) = 6 és D(Sy2) = 1.
igy minden n=0,1,... esetén

c S1p—E(S
Uiyion +Uzpaon + - +Uiay10n =6 = 12DT1(2)12)7
ahol £ az eloszlasbeli egyenldséget jeldli. Tovabba,
(S12 — E(S12))/D(S12) eloszlasa a kdzponti hatér-
eloszlas tétel alapjan kozelitéleg N(0, 1).
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Megjegyzés

o Afentiekben az (Si» — E(S12))/D(S12) eloszlas
standard normalis eloszlassal valé ,jol” kozelithet6-
sége azon mulik, hogy az

Sh—E(Sn) ¢
W—H\/(O,l)

eloszlasbeli konvergencia elég ,gyors”. Gondoljunk
ugyanis a Berry—Esseen—tételre, ahol is a konver-
genciasebesség nagysaga az abszolut ferdeségtol
(harmadik abszolut centralt momentum osztva a
szoras kobével) fligg, ami Uni(0, 1)—eloszlas esetén
relative kicsi.

Uy + --- + U, eloszlasat Irwin—Hall-eloszlasnak is
nevezik.
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A Box—Muller médszer

A mobdszer azon az észrevételen alapszik, hogy ha X és
Y fuggetlen standard normalis eloszlasu v. v.-k, akkor az
(X,Y) part polarkoordinata rendszerbe &tirva szintén
nevezetes eloszlasokat kapunk. Polarkoordinatakra valo

attérésnél X =Rcos® és Y =

A

py)

@) ‘

R sin ¢:

xY)

Polarkoordinatak.
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s oy

Tétel (slrliségfliggvény transzformacioja)

sr oy

Legyena £:Q — R" v. v. (egyuttes) sirliségfiiggvénye
fe. Tegylk fel tovabba, hogy létezik egy olyan D C R"
nyilt halmaz, hogy P(( € D) =1, éslegyen g : D — R"
egy folytonosan differencialhato, kélcsondsen egyértelmi
leképezés, melynek Jacobi—determinansa seholsem
nulla. Jeldlje h:g(D) — D a g inverzét. Ekkor

sr oy

n :=g(&) is abszolut folytonos és s(rliségfliggvénye:

fe(h(y))[In(y)l, ha y € g(D),
0 ha y Zg(D),

ahol Jy(y) a h Jacobi-determinansa az y helyen, azaz
h y—beli els6rend( parcidlis derivaltjaibdl all6 matrixanak
a determinansa.

fo(y) =
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Alkalmazzuk az el6z6 tételt az alabbi valasztasokkal:

n=2, ¢=(X,Y), D=R?

g(x,y)

(7
(77
-{lvr
(77
[

h(R,®) = (Rcos ®,R sin ),

7 _ 7

VX2 +y2, arctan (¥)
VX2 +y2 arctan (1) + 2r

VX2 +y2, arctan () + 7r)

VXZ1y2, z)

Ekkor g(D) = g(R?) =
Tovébbé, g inverze, h:g(D) — D,

y
X
y
X

g:D — R?

)

)

ha x >0 és y >0,
ha x >0 és y <0,
ha x <0,

ha x =0 és y >0,

ha x=0 és y <0.

[0, 00) x [0, 271).

(R, ®) € [0, 00) x [0, 27).
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sr oy

Felhasznalva, hogy a ¢ = (X,Y) v. v. (egylttes) s(r{-
ségfliggvénye:

2 1 y? 1 <22

1
— e 2 € 2 =—@ 2
Vor Vor

27 ’
a slirliségfiggvény transzformaciojara vonatkozo tétel

alapjan az (R, ®) par egyuttes slrliségfuggvénye:

fe(x,y) = (x,y) € R?,

1 _ (Reos®)?+(Rsin)? cosy —rsing
fro)(r.¢) = 5—e 2 det (sin o rcose
1
= 2—re‘r2/2, ha ¢ e [0,27) és r >0,
T

egyébként pedig 0.
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sr oy

Ekkor fre) @ ® €saz R v. v.-k slrlségfuggvényeinek
a szorzata:

L ha ¢cl0,2n),

_ 27
?) =10 ha o ¢0.2n)

re /2 har >0,

fr(r) =
R(r) 0 har<o

Ezért ¢ és R fliggetlenek.

Tovabba, R? s(rliségfiiggvénye:

_X

fR(ﬁ)ﬁ =%e2 ha x>0,

fr2(X) =
r2(X) 0 ha x <0.

igy R? ~ Exp(3).
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Ezért, ha U,V ~ Uni[0,1) flggetlenek, akkor,
felhasznélva, hogy 27U ~ Uni[0, 27), illetve azt, hogy az
inverz modszer alkalmazasaként belattuk, hogy

—2InV ~ Exp(1/2) ~ R?,

kapjuk, hogy
X\ (Rcos®\ £ (v—2InV cos(27U)
Y) \Rsin®) \+/-2InVsin(27U) )’

ahol £ az eloszlasbeli egyenl6séget jeloli.
igy

—2InV cos(27rU) és +-2InV sin(27U)

flggetlen standard normalis eloszlasuak.
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A Marsaglia médszer

A Box-Muller médszerrel valé generalas soran
sziikségink van a képletekben szerepl m—re, erre
azonban csak kozelitd értékink lehet.

A Marsaglia modszer soran ett6l is megszabadulhatunk.

Legyenek U,V ~ Uni(—1,1) fuggetlenek.

Uni(—1,1) eloszlastaz Uni(0,1) eloszlasbol az
(0,1) > x — 2x — 1 transzforméacioval kaphatunk.

Tartsuk meg ezutan azokat az (U, V) parokat, amelyekre
R2:=U%2+V2<1.

Ekkor az orig6 kdzéppontu, K—val jeldlt nyilt egység-
korlapon egyenletes eloszlast kapunk, melynek sir(iség-
fuggvénye % ezen a koérlapon, egyébként pedig 0.
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Val6ban, az (U,V) parnak az
{U2+V2 <1} ={(U,V) €K} feltételre vonatkozd
feltételes eloszlasfliggvénye:

P(U<uV <v,U24+V2<1)
P(UZ+V2<1)

4Fuv)(u,v) ha (u,v) €K,

0 ha (u,v) £ K,

Fuvyuzsvecy (U, V) =

igy az (U,V) parnakaz {U?+V2 <1} feltételre

vonatkozo feltételes slirliségfliggvénye:

ha (u,v) € K,

f U’V e
U V){uz+v2<13(U; V) ha (U.v) ¢ K.
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Legyenek

X :=+v—-2R2InR2U, Y :=+v-2R2InR2V.

sr oy sz

Alkalmazzuk a sir(iségfliggvény transzformaciojara
vonatkozo tételt az aldbbi valasztasokkal: n = 2,
¢=(U,V), D=K\{(0,0)}, g:D — R?
) VvV —2(u2 4+ v2)~LIn((u2 + v2))u
g(u,v) =
vV —2(u2 +v2)~Lin((u2 + v2))v

) , (u,v)eD.

Ekkor P(¢ € D) =1, g(D) =g(K) =R?\ {(0,0)},
tovabba ellendrizhet6, hogy h: g(D) — D,

hl(xay) € xzﬁy X
ey = (hz(x,y)> - )

ahol (x,y) € R?\ {(0,0)}.

2
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Szintén ellendrizhetd, hogy minden (x,y) € R?\ {(0,0)}
esetén

Pa(x,y) GR(xy)
oh oh
w(X.Y) F2(%.y)
2,,2
_ e _)(2_2 + xzsfy2 _% o xz)ily2

/N2 Lv2 |y oy Y2 x?
X<ty 2 X2 4y2 2 +x2+y2

igy h ((x,y) pontbeli) Jacobi determinansanak az
><2 2
abszollt értéke Je~ "7, és ezért

1 x24? 1 x2y?

f(X,Y)(X)y) = f(U,V)(h(Xay))Ee_T — %e_ >

minden (x,y) € R?\ {(0,0)} esetén. igy X és Y
fuggetlenek és N(0, 1)—eloszlasuak.
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A Neumann—féle elfogadas—elutasitas modszer

sz

Legyen f = Kt egy bonyolult sdriségfiiggvény, ahol f—ot
viszonylag egyszer(ien tudjuk szamolni, x pedig egy
nem feltétlendl explicit médon ismert normalizald
konstans. Nyilvan, =% = [ f(x)dx.

Legyen g egy olyan un. javaslo eloszlas sirlségfuggvé-
nye, amelyet konnyen tudunk generalni. Feltételezzuk
tovabba, hogy létezik olyan ¢ > 0, hogy f < cg
(majorélési feltétel).

Minden lépésben két véletlen szamot generalunk:

e egy x—et a g alapjan,
e egy u-t, amely egyenletes a [0, cg(x)] intervallumon
(itt x az el6bb generalt véletlen szam).

Végll az igy generalt minta elemeit (pontosabban az x
koordinatakat) elfogadjuk, ha az alabbi feltétel teljesu:
u < f(x), ellenkezé esetben pedig elutasitjuk.
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Ezért nevezik a mddszert gyakran elfogadas—elutasitas
modszernek. Az igy kapott véletlen szamsorozat elosz—

sy

lasa pontosan az f s(irliségfliggvényt fogja kdvetni,
amelyet az alabbi mddon lehet belatni.

Legyen X egy g sdrliségfiiggvényi v. v., illetve legyen
U egy olyan v. v., melynek X-re vonatkoz6 feltételes
eloszldsa Uni[0,cg(X)], azaz U-nak az X-re vonat-

s

kozo feltételes sirliségfiiggvénye:

1 .
fu(u | x) = @ " 9k)#0 €s u<f0.gk)]
0 egyébként.
Ekkor
1 1
f(xvu)(x’u) = fU|X(u‘X)fX(X) = F(X)Q(X) = E’

ha g(x) #0 és u € [0,g(x)], egyébként pedig
fix,uy(x,u) =0. igy az (X,U) par egyenletes eloszlasu
a cg fuggvény és az y = 0 egyenes altal hatarolt
sikrészen, ugyanis [>_cg(x)dx = c.
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Jeldljuk (X*,U*)—gal az elfogadas utan kapott véletlen
mennyiséget. Ez egyenletes eloszlasu lesz az f figg-
vény és az y = 0 egyenes altal hatarolt sikrészen,
ugyanis (X,U)-nak az {U g?(x)} feltételre vonatkoz6
feltételes eloszlasa egyenletes eloszlés az elébb emlitett
sikrészen. Mivel [ _f(x)dx = x~*, kapjuk, hogy

k ha0<u<f(x),

fix«uay(X,u) =
xun) () 0 egyébként.

lgy

00 f(x)
fx*(x):/ f(x*,u*)(x,u)du:/o kdu

—00

= kf(x) =f(x), x€R.
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- z - . 4.ré
A c konstanst ugy érdemes megvalasztani, hogy a @Bar;zrye;;yas
(kovetkezGkben belatando) e

Al I

, 1
P (elfogada$ = & Val6s eloszlasok

diszkrét eloszlasok
folytonos eloszlésok

valoszinliség minél nagyobb legyen. Ez ¢ minimalizalasat  evezetes disziret
. . rs P eloszlasok
jelentiaz f < cg feltétel mellett. ermoul aoslés
~ binomiélis eloszlas
Felhasznalva, hogy f < cg alapjan g(x) =0 esetén Pojsson loszis
f(x) = 0 is teljestil, kapjuk, hogy abszaldt olytonos
eloszlasok
egyenletes eloszlas

P (elfogadag = P(U < (X))

gamma eloszlas

S ~ X2~ t- 65 Feloszlés
= [P <00 1 X =)o G
-0

egyenletes generatorok
inverz médszer
dominé médszer

B / M) gy ax = = / fx)dx  pmwere
(xeR:g(x)>0} CY(X) C JixeRr:g(x)>0} :

oo ~
= }\/‘ f(X) dx = i Irodalomjegyzék
C

—o0 CK Osszefoglalas



A modszer egyarant alkalmazhato diszkrét és folytonos
eloszlasok generéalasara.

Feladat

Generaljunk mintat Ga(p, \) eloszlasra, ahol p > 0 és
A>0.

1. Megoldas. (Igléi Endre nyoman)

Elég A\ =1 paraméter(t generdlni, ugyanis ha

¢ ~ Gap,1), akkor &~ Gap,\).

Masrészt, elég 0 < p < 1 paraméter(it generdlni,
ugyanis felhasznéalva, hogy x = [x] + {x}, x >0,
kapjuk, hogy ha &, ..., ~ Ga1,1) ~ Exp(1),
n~Ga{p},1), es &1,...,&p,n fuggetlenek, akkor a
gamma—eloszlasra vonatkoz6 addiciés tétel miatt
£l+"'+§[p]+"7Nde>l)'

A tovabbiakban feltételezzik tehat, hogy 0 < p < 1.
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s

A Gap, 1) eloszlas slrliségfuggvénye:

1 _xP-lg=X ha x >0,

f(x) = r(p)
0 ha x <0.

Legyen :=1/I(p),

xP~le=* ha x >0,

f(x) =
() 0 ha x <0,

xP~1 ha 0<x <1,
g(x):=<¢e* ha x>1,
0 ha x <0.

Ekkor f(x) <g(x), x €R, és

00 1 o0
/ g(x)dx = / xP~1dx +/ e Xdx = 1 -
—o0 0 1 p

Dl
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A 9= jelélést hasznélva legyen

1
1/p+1/e

9xP~1 ha 0<x <1,
g(x):=dg(x) =< ve™ ha x>1,
0 ha x <0.

Ekkor g s(rliségfiiggvény és

f0<7o0),  xeR

igy ¢ :=1/9 valasztassal teljesul az f< cg feltétel.
Mér csak az a kérdés, hogy tudunk—e g sdr(iség-
flggvényd eloszlast generalni?

Megmutatjuk, hogy az inverz modszer segitségével ez
lehetséges.

Ehhez meg kell hataroznunk a g sdr(iségfiiggvény G
eloszlasfliiggvényének az inverzeét.
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G meghatarozasa:

x)—/ g(y)dy, x e R.

Ha x <0, akkor G(x) = 0.
Ha 0 < x < 1, akkor

x Y
G(x) = 19/ yP~ldy = —xP
0 p
Ha x > 1, akkor
1 X 9
G(x)zﬂ/ yp‘ldy+19/ e‘ydy:6+19(e‘
0 1

Osszefoglalva,

xP ha 0 <x <1,

9
p

G(x) = g+19(e‘1 —e™) ha x >1,
0 ha x <0.

e ).
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Gl(0,0) inverzének a meghatarozasa:
Ha 0 <y < 9/p, akkor

Gl =y > UxPoy x:(By)l/p,

p Y

igy G(y) = (8y)"",ha 0 <y < 9/p.
Ha y > 9/p, akkor

G(x)=y < g+19(e‘1 —e )=y

— x:—ln(e‘1+p_1—%)7

igy G Hy)=—In(et+p~t %), hay >4/p.
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Osszefoglalva,

(By)*/P ha 0 <y <d/p,

(Glio.00)) " H(y) =
(©0.0¢) —In(et+pt-%) hay>d/p.
Az inverz modszer szerint (altalanositott valtozat)

a Q(U) = (Glo,00)) H(U) valoszinliségi valtozé
sliriségfuggvénye g, ahol U ~ Uni(0,1).

Az elfogadas valoszinlsége:

1 1 _F(p
o =T = ITR) =

1 1
r(p) p T
ahol p € (0,1).

Latjuk, hogy p 1 1, illetve p | 0 esetén az elfogadas
valészinlisége e/(e + 1)-hez, illetve 1-hez konvergal.
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2. Megoldas. (csaka p > 1 esetre érvényes)

Az exponencidlis eloszlast, mint javasl6 eloszlast
hasznélva generalunk mintat Ga(p, 1) eloszlasra (ahol
p > 1), azaz

pe M ha x >0,
9(x) = 0, ha x <0,’

ahol feltételezzik, hogy 0 < p < 1.

Mivel exponencidlis eloszlast az inverz mbdszer alapjan
tudunk generalni (lasd korabban), az elvetés—elfogadas
maodszer alkalmazasahoz azt kell ellenérizniink, hogy
létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy ?(x) <cg(x), x € R,
ahol f ugyanaz, mint korabban.

Ehhez elég azt megmutatni, hogy az ?(x)/g(x), x>0
flggvény korlatos.
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Mivel

xP—le—x 1
= = —Xp le(/,L l) N X > O,

(x) ()
=0, Xll—>moo g(X) N

felhasznalva azt is, hogy kompakt halmazon folytonos
figgvény korlatos, kapjuk, hogy az ?(x)/g(x), x>0
figgveény korlatos.

A maximalis elfogadasi aranyt akkor kapjuk, ha ¢
minimalis. Ehhez az ?(x)/g(x), x > 0 fluiggvény
maximumat kell meghataroznunk.

Mivel
~\ !
f 1 p—2g(i-1)x
o) 00 =2x (p-1+(u-1)), x>0,
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kapjuk, hogy az ?(x)/g(x), x > 0 flggvénynek az
_p-1
X_l—u

helyen van a globélis maximuma, és a maximum értéke

-1 -1
o =2 (=2 1)" oo = 1 (B 2 1>p =
p\l—p p\l—p

Szokas un. optimalis elfogadasi valdszinlségrdl is
beszélni abban az értelemben, hogy melyik n € (0, 1)
paraméter{ exponencidlis eloszlas (mint javaslo eloszlas)
esetén lesz az elfogadasi val6szinliség maximalis.

Eza (0,1) > u— c(p) fuggvény minimumhelyének
meghatarozasat jelenti.

Ehhez a (a fentiek alapjan) a

(0,1) 3 s p(1—p)P~t

fuggvény maximumhelyét kell megkeresnink.
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Mivel

(1L = )P = (1= )Pt = u(p — 1)L — p)P 2
(L= p)P2(L—p—(p—Ln)
(L— P21 —pp),

kapjuk, hogy a = 1/p helyenvana pu(1 — u)P~1,
w € (0,1) fuggvény globélis maximuma.

lgy

_ p-1
cwp) =15 (fog5) &=

1/p \1-1/p
és az optimalis elfogadasi valészinlség:
1 Tp)

(L)~ oLp) PP

Vegyuk észre, hogy 1/p nem més, minta Gap,1)
eloszlas varhato értéke.

0<p<1,
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3. Megoldas. (csaka p > 1 esetre érvényes)

A Cauchy eloszlast, mint javaslé eloszlast hasznalva
generalunk mintat Ga(p, 1) eloszlasra (ahol p > 1), azaz

0= T = D)~ (T (X = D)

ahol x>0 és o >0.

Mivel Cauchy eloszlast az inverz modszer alapjan tudunk
generalni (lasd korabban), az elvetés—elfogadas modszer
alkalmazéséhoz azt kell ellendriznink, hogy létezik k olyan
¢ > 0 konstans, hogy f( ) <cg(x), x € R, ahol f
ugyanaz, mint korabban.

X € R,

Ehhez elég azt megmutatni, hogy az ?(x)/g(x), x >0,
flggvény korlatos.
Mivel a szdban forgo6 fliggvény folytonos, F(O)/g(o) =0
es _
- f(x)
lim =22 =
M) =

kapjuk, hogy korlatos is.
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Megj. Megjegyezzik, hogya 0 < p <1 esetben sem
az exponencidlis eloszlas, sem a Cauchy eloszlas, mint
javaslo eloszlas nem hasznalhatd, mert nem létezik olyan
c >0, melyre f(x) <cg(x),x €R, hiszen 0<p<1
esetén f nem korlatos.
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Osszefoglalas

© 0N gk Wb

Valbszinliségi mezd, valdszinliségi valtozo, eloszlas,
eloszlasfliggvény.

Nevezetes diszkrét eloszlasok.

Nevezetes abszol(t folytonos eloszlasok.
Egyenletes generatorok.

Inverz médszer.

Domind moédszer.

Box—Muller médszer.

Marsaglia modszer.

Neumann—féle elfogadas—elutasitds modszer.
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