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A statisztikai elemzés

A statisztikai elemzéshez ismerni kell:
e az elemzeés targyat, a vizsgalandoé objektumokat,

e az elemzés szempontjait, mely tulajdonsagokat
(jellemzéket) vizsgalunk,

e az elemzés modszerét, milyen statisztikai eljarast
hasznalunk.

Példa (targy és szempont)

e Debrecen varos lakossaganak testsulya.
A magyar népesség IQ—ja.

Egy bank Ugyfeleinek viselkedése.

Egy mobiltelefon—halozat kihasznaltsaga.

Informatikai eszkdzok (processzorok, tarold
kapacitasok) idébeli fejlédése.

2. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

| a8 |

statisztikai sokasag
statisztikai valtozo
mérési skalak
statisztikai modszerek

Statisztikai minta

minta, mintatér, rendezett
minta, a statisztika fogalma

tapasztalati
eloszlasfiiggvény
mintavételi médszerek

gyorsrendezés

Leiré statisztikak
Gyakorisagi tabla
Helyzetmutatok
Szorodasi mutatok
Alakmutat6k

Grafikus elemzés
Hisztogramok
Decimalis grafikon
Boxdiagram
Gauss-papir
QQ-plot és PP-plot

Flggelék
Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



Az elemzeés targya: a statisztikai sokasag

A statisztikai elemzés targyaval szembeni legfontosabb
kovetelmény, hogy elég nagy legyen ahhoz, hogy statisz-
tikus (véletlenszer() viselkedést mutasson.

e Egy teljes kdr(ien megfigyelhetd sokasagot tokélete-
sen jellemezhetiink egyedeinek teljes felsorolaséaval,
pl. egy gyakorlati csoport.

e Nem teljes korlien megfigyelhetd sokasagnal, pl. egy
varos lakossaga, bank tgyfelei, ez mar nem vagy
csak extrém koltségek mellett teheté meg.

Definici6 (Statisztikai sokasag)

A statisztikai vizsgalat targyat képez6 objektumok (egye-
dek, egységek stb.) 6sszességét statisztikai sokasagnak
nevezzik. A statisztikai sokasagra hasznalatos még a
populacio elnevezés is.
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Statisztikai sokasag tipusai:
e véges vagy vegtelen,
o diszkrét vagy folytonos,
e valodi vagy fiktiv.

Példa

e Debrecen véaros lakossaga egy véges, diszkrét és
valodi sokasag.

e Egy kisérlet sorozatban valé megismétlése végtelen,
fiktiv sokasag.

¢ A havi csapadék mennyiségek valddi, folytonos
sokasag.
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Az elemzés szempontja: statisztikai valtozé

A vizsgalando objektumok sokféle tulajdonsagat
elemezhetjik:

e suly, méret, életkor, szin, sebesség stb.

A vizsgalt tulajdonsag lehet kvantitativ (mennyiségi) vagy
kvalitativ (minGségi), azonban Iényeges, hogy numeriku-
san koédolhato legyen. Mésik fontos szempont, hogy a
vizsgalt jellemz6 statisztikus viselkedést mutasson.

Példa
Emberi populacional

e statisztikus jellemzdk: nem, foglalkozéas (egy véges
halmazbdl valasztva), életkor, 1Q;

e nem statisztikus jellemzék: személyi szam (minden
ilyen tipusu azonosito), lakcim.
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Definici6 (Statisztikai valtozo)

A statisztikai sokasag elemeinek egy tulajdonsagat nu-
merikusan jellemz6 mennyiséget statisztikai valtozonak
nevezzuk.

Statisztikai valtozok osztalyozasa:
o Ertékkészlet alapjan: diszkrét illetve folytonos.
e Jellemzés alapjan: kvantitativ (mennyiséqi) illetve
kvalitativ (min6ségi).
Jelblések:
e statisztikai sokaséagot felsoroljuk: {1,...,N} ameny-
nyiben véges; N = {1,2,...} amennyiben végtelen,
o statisztikai valtozék: XY .Z, ...,

e X(i) az X statisztikai valtozo értéke az i—edik
objektum esetén.
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Mérési (szintek) skalak (Stevens, 1946)

Mérés alatt szamoknak eseményekhez, dolgokhoz valo
hozzarendelését értjik valamilyen szabaly alapjan.

Skalatipusok:
e névleges (nominalis),
e sorrendi (ordinalis),
e kilonbseégi (intervallum),
e arany (hanyados, ratio).
Tekintslink két objektumot, A-tés B-t. Legyen X egy

statisztikai valtozo, értékei az A, ill. B objektum esetén
X(A), ill. X(B).
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Névleges skala: kizarélag az egyedekhez rendelt szam-
értékek egyezd vagy kilénbzd voltat engedi meg az
egyedeket ténylegesen is jellemz6 tulajdonsagként elfo-
gadni. Vagyis A-rél és B-r6l csak annyit tudunk
mondani, hogy X(A) = X(B) vagy X(A) # X(B).

Példa

Az emberek neme névleges, kvalitativ, diszkrét valtozo.
Pl. férfi = 1, n6 = 2 vagy férfi = 101, n6 = 102, az értékek
kozo6tt nincs semmiféle kapcsolat, csak az szamit, hogy
kilénbdzb6ek.
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Sorrendi skala: Nemcsak a skalaértékek azonos vagy
nem azonos volta, hanem azok sorrendisége is értelmez-
het6 a vizsgélt egyedekre. Ebben az esetben azon kiviil,
hogy X(A)=X(B) vagy X(A) # X(B), aztis tudjuk
mondani, hogy X(A) > X(B) vagy X(A) < X(B).

A skalaértékek barmilyen, az egyedek adott sorrendjét
megtarto szamértékek lehetnek, hiszen maguk a szam-
értékek nem hordoznak informaciét, csak azok sorrendje.

Példa

Az emberek iskolai végzettsége sorrendi kvalitativ,
diszkrét valtozo.
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Kulonbségi skala: a skalaértékek kiillonbségei is valés
informaciot nydjtanak a sokasag egyedeir6l (egymashoz
val6 viszonyukrdl). A korabbiakon tdl azt is mondhatjuk,
hogy A aB-t6l X(A) —X(B) egységgel kilonbozik.

Az el6z0 két skalaval ellentétben e skalanak altalaban
mar valamilyen mértékegység is szerves tartozéka. A
skala kezd6pontjdnak —a O pontnak — a megvéalasztasa

onkényes, valamilyen konvencion alapszik.

Példa

A hémérséklet kiilénbségi, kvantitativ, folytonos valtoz6
(Fahrenheit (f)—, Celsius (c)—skéla: f =9c/5 + 32).
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Arany skala: a kezd6pont is egyértelmien adott, rogzi-
tett, a skalaértéekek egymashoz viszonyitott aranya is hor-
doz informéaciét. Ha X (A) > X(B), akkor a korabbiakon
tal azt is mondhatjuk, hogy A X(A)/X(B)-szer nagyobb,
mint B.

Példa

A testsuly arany skalan mért kvantitativ, folytonos valtozo.
A Kelvin-féle h6mérsékleti skalan (melynek 0 pontja az
abszolat zérus hdmérséklet) mért hémérséklet kvantitativ,
folytonos valtozo.

Ez az osztalyozéas hierarchikus felépitésd, azaz minden

skala rendelkezik az 6t megel6zd skala tulajdonséagaival.

2. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

2010
BTl
Statisztikai
elemzés

statisztikai sokasag
statisztikai valtozo

statisztikai modszerek

Statisztikai minta

minta, mintatér, rendezett
minta, a statisztika fogalma

tapasztalati
eloszlasfiiggvény

mintavételi médszerek

gyorsrendezés

Leiré statisztikak
Gyakorisagi tabla
Helyzetmutatok
Szorodasi mutatok
Alakmutat6k

Grafikus elemzés
Hisztogramok
Decimalis grafikon
Boxdiagram
Gauss-papir
QQ-plot és PP-plot

Flggelék
Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
12



Megjegyzes

Ha c; és c, Celsius—skalan mért hdmérsékletek, fi,
illetve f, a nekik megfelelé Fahrenheit—skalan mért
hémérsékletek, akkor

9 9
c2  gf—32

Cr —C1 = §f2 — 32— <§f1 — 32) = g(fz — fl),

¢ 3fp —32

igy ha c, — ¢y ismert, akkor f, —f; egyértelmien
meghatarozott, mig ha c,/c; ismert, akkor f,/f; még
nem egyértelmiien meghatarozott.
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Hapl. ¢, = 10°C és c, = 30°C, akkor f; = 50°F,

f2 = 86°F, ¢, —c1 = 20°C, f2 — fl = 36°F, C2/C1 =3 és
fy/f1 = 1.72. Azt nem mondhatjuk, hogy a 30°C-os
hémérséklet haromszor olyan magas, minta 10°C-o0s
hémérséklet, mivel a Fahrenheit—skalan ugyanennek a
két hdmérsékletnek az ardnya 1.72.

Azt viszont mondhatjuk, hogy a 30°C tavolsaga a
0°C-t6l haromszor akkora, mint a 10°C-é a 0°C-tol.

Ez igaz Fahrenheit—skalan is, ugyanis

86°F — 32°F = 3(50°F — 32°F).

A Kelvin-féle h6mérsékleti skalan mondhatjuk azt, hogy a
30°K haromszor akkora, mint a 10°K.
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A statisztika modszerei
Alapveté méodszerek:
e Mintavétel: hogyan juthatunk a vizsgalt statisztikai
sokasagot jellemzé mintahoz.
e Becslések: ismeretlen paraméterek, fliiggvenyek
meghatarozasa.
e Hipotézisek: dontés a minta eloszlasara vonatkoz6
allitasokrol.
Feladattipusok:
e Egy valtozé vizsgalata.
o Két valtoz6 dsszehasonlitasa, kapcsolatuk
vizsgalata.
e Tdbbdimenziés adatallomanyok elemzése.
A statisztika fejezetei:
e Paraméterbecslés,
e Statisztikai probak (szordsanalizis),
e Regresszi6 és korrelacio analizis,
e MinGségbiztositas.

2. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

2010
BTl
Statisztikai
elemzés

statisztikai sokasag
statisztikai valtozo
mérési skalak

Statisztikai minta

minta, mintatér, rendezett
minta, a statisztika fogalma

tapasztalati
eloszlasfiiggvény

mintavételi médszerek

gyorsrendezés

Leiré statisztikak
Gyakorisagi tabla
Helyzetmutatok
Szorodasi mutatok
Alakmutat6k

Grafikus elemzés
Hisztogramok
Decimalis grafikon
Boxdiagram
Gauss-papir
QQ-plot és PP-plot

Flggelék
Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
15



A statisztikai minta (els 6 definicio)
Mivel a statisztikai sokasagot teljes kérdien nem tudjuk
medgfigyelni, ezért annak egy részeét vesszik abban a
reményben, hogy annak megfigyelésébdl vissza tudunk
kovetkeztetni a teljes sokasagra.

Definicié (Megfigyelt minta)

Sokasagi minta alatt a statisztikai sokasag egy n elem
részhalmazat értjik, ahol véges sokasag esetén
1 < n <N, végtelen sokasag esetén pedign € N. Az X
statisztikai valtozéra vett n elem( minta (megfigyelt
minta) alatt a sokasagi minta elemeinek az X valtozo
szerinti értékeit értjuk.
A megfigyelt minta n darab val6s szam (vagy vektor)!
Jelolések:

e sokasagi minta: {iy,ip,...,in} € {1,2,...,N}.

(Pl. Debrecen lakosai kozul 200 ember.)

e megfigyelt minta: x; = X(iy),...,%n = X(in), roviden

X1,X2,...,Xn. (Pl. a kivalasztott 200 ember sulya.)
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Mintatér és rendezett minta

Az 0Osszes lehetséges n elemi minta az n—dimenzios
euklideszi tér (R") egy X" részhalmazat alkotja, amelyet
mintatérnek nevezuink.

Példa (Kilénbdz 6 mintaterek)

{0,1}": a vizsgalt emberek neme,

N": a gyerekek szama a csaladban, ahol N a nemne-
gativ egész szamok halmazat jeldli,

(0, 00)": a vizsgélt emberek testsulya,
R": napi atlagh6mérséklet.

Definicié (Rendezett minta)

AZ X1,...,Xy nelemdmintax; <... < Xx; nagysag sze-
rint ndvekvo sorrendbe rendezését rendezett mintanak
nevezzuk.
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A statisztika fogalma
Statisztika alatt a minta tomaoritését értjik, célunk az,
hogy a mintaban Iévd informécié minél nagyobb részét
magyarazzuk a mintanagysaghoz képest kevés szaml
mutatészammal.

Definici6 (Statisztika)
Legyen T : X" — RX egy fliggvény. Ekkor a T (x1,...,Xn)
vektort az Xy, . . . , Xy minta egy statisztikajanak nevezzuk.

Magéara a T leképezésre szintén hasznaljuk a statisztika
elnevezeést.

A definiciéban T -r6l szinte semmit nem kéveteltlink meg,
szintén nem koveteltiik meg, de a gyakorlatban k joval
kisebb, mint n.

Példa (Egyszer( statisztikak)

o X:= 231 x mintaatlag,
e (min,max) := (x;, %) a legkisebb és a legnagyobb
mintaelem.
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A tapasztalati eloszlasfiggvény (els 6 definicio)

A mintdbdl kinyerhet6 6sszes informaciot tartalmazza.
Definici6 (Tapasztalati eloszlasfliggvény)

AZ Xq,...,Xn N eleml minta F; : R — [0, 1] tapasztalati
eloszlasfliggvénye:

0 hax < Xxj,
Fa(x) = ¢k/n haxf <x <x¢,q,
1 hax > X;.

1<k <n,

Ha valamilyen k-ra xg = x¢ ., akkor (xg,xg, .] = 0.
llyenkor Fy az x; pontban (legalabb) 2/n—et ugrik.
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P

A tapasztalati eloszlasfiggvény egy masik eldallitasa:
1 n
Fi(x) = ﬁkz_ll(xk <X), XE€ER,

ahol | az indikatorfiggvényt jeléli. A tapasztalati eloszlas-
flggvény annak a diszkrét valoszin(iségi valtozonak az
eloszlasfliggveénye, amely minden egyes mintaelemet 1/n
valészinliséggel vesz fel (egybeesé mintaelemek esetén
1/n megfelel6 egész szamu tobbszoroset).

2. rész
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Példa

Tekintsiik a 3,2, 2, 4, 1 megfigyelt mintat. Ekkor a rende-
zett minta 1, 2, 2, 3, 4. A tapasztalati eloszlasfliggvény:

F

*
5

(x)

\

0
0.2
0.6
0.8
1

hax <1,
hal < x < 2,
ha2 < x <3,
ha3 < x <4,
hax > 4.

2. rész
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A mintavétel modszerei
A minta osztalyozasa nagysag szerint:
e kis minta: 50 alatt,
e atlagos mintanagysag: 50-1000,
¢ nagy minta: 1000 felett (adatbanyaszat).
A mintavétel alapproblémaja:

gazdasagossag <—> pontossag.

Modszerek:

e egyszer(i véletlen (visszatevés nélkili, EV—-minta),

e flggetlen azonos eloszlasu (visszatevéses,
FAE—minta),

e szekvencidlis (sorozatos/folyamatos) mintavétel.
Bevezetése Wald Abraham (1902 — 1950) nevéhez
fliz6dik. Pl. vesziink egy 100 elem(i mintat valami-
lyen hipotézis elddntése céljabdl, de ha kideril, hogy
a vett minta alapjan nem tudunk dénteni, akkor Ujabb
mintat veszink,

2. rész
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e rétegzett (egyenletes, aranyos, Neumann—féle
optimalis). PI. a férfiak és ndk aranya adott a
tarsadalomban és azt szeretnénk, hogy a mintaban
is ez az arany legyen: aranyos mintavétel.

Az Un. reprezentativ mintavétel 4—féle médon
rétegzett minta: a sokasag életkor, jévedelem, iskolai
végzettség és lakohely szerinti megoszlasa
tikroz6dik vissza a mintaban,

csoportos. A sokasagot csoportokra osztjuk és
egyszer(i véletlen mintavételezéssel kivalasztunk
néhanyat a csoportok kézul majd a kivalasztott
csoportokban mindenkit megfigyellnk,

két— és tobbfokozatl (két— és tobblépcsos).

A kétlépcsos eljaras elsd Iépcsbje egy csoportos
mintavétel, majd — ellentétben a csoportos
mintavétellel — a kivalasztott csoportok elemeibdl is
mintat veszunk (valamilyen médszer szerint), azaz
nem figyeljik meg teljeskorlien a kivalasztott csopor-
tokat.

2. rész
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A gyorsrendezés algoritmusa (quick sort)

Az oszd meg és uralkod]j elv alkalmazésa.

A := a mintaelemeket tartalmazé tomb,

p := az els6 elem indexe,

r := az utolsé elem indexe.

Felosztas: Az Alp..r] tdmbot két, nemires Alp..q] és
A[q + 1..r] résztdmbre osztjuk ugy, hogy az Alp..q]
minden eleme kisebb vagy egyenlé A[g + 1..r] minden
eleménél. A g index kiszamitasa része ennek a feloszto
eljarasnak.

Uralkodas: Az Alp..q] és A[q + 1..r] résztdmboket a
gyorsrendezés rekurziv hivasaval rendezzik.
Egyesités: Mivel a két résztombot helyben rendeztik,
nincs szilkség egyesitésre: az A[p..r] témb rendezett.

2. rész
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Pszeudokod

RENDEZ(A,p,r)
if p<r
then q <- FELOSZT(A,p,r
RENDEZ(A,p,q)
RENDEZ(A,q+1,r)
FELOSZT(A,p,r)
X <- Alp]
i <- p-1
j <-r+l
while i<j
do repeat j <- j-1
until A[j] <= x
repeat i <- i+l
until Afi] >= x
if i <j
then A[i] <-> A[j]
else return j

2. rész
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Megjegyzés
A

repeat utasitas
until feltétel

vezeérlési szerkezet jelentése: egyszer mindenképpen
végrehajtédik az utasitds , utdna ellen6rzodik a

feltétel . Ha a feltétel igaz, akkor kiléepiink, ha
nem, akkor Ujra végrehajtddik az utasitas , majd a
feltétel ellendrzésre kerll, stb. Az utasitds  addig
ismétlédik, amig a feltétel nem lesz igaz, amikor igaz,
akkor kiléepunk. Felhivjuk a figyelmet, hogy az utasitas
legaladbb egyszer végrehajtédik (akkor is, ha a feltétel

az elsod alkalommal nem igaz). llyen vezérlési szerkezet
van a Pascal-ban, de C—ben nincs ilyen.
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Megjegyzés

A FELOSZT(A,p,r) tulajdonképpen egyetlen miveletet
végez: az x-nél kisebb elemeket a tomb elejére, mig az
x-nél nagyobb elemeket a tomb végére helyezi.
Pontosabban: az A[q] elem és az el6tte levok nem
nagyobbak, mint x, az A[q] uténi elemek pedig nem
kisebbek, mint x.

2. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

2010
= [ I
Statisztikai
elemzés
statisztikai sokasag
statisztikai valtozo
mérési skalak
statisztikai modszerek

Statisztikai minta

minta, mintatér, rendezett
minta, a statisztika fogalma

tapasztalati
eloszlasfiiggvény

mintavételi médszerek

Leiré statisztikak
Gyakorisagi tabla
Helyzetmutatok
Szorodasi mutatok
Alakmutat6k

Grafikus elemzés
Hisztogramok
Decimalis grafikon
Boxdiagram
Gauss-papir
QQ-plot és PP-plot

Flggelék
Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
27



1. Példa, 1. rész

Minta: A=[5,1,3,6,6,7,2,5,1].
Ekkor p=1 és r =09.

FELOSZT(A,1,9) mikddése:

x=5,1=0,j=10,

j=9,A9=1<5,

i=1,A[l]]=5>=5,

i=1<j=9 = A[l] + A[9], [1,1,3,6,6,7,2,55],
j=8,A[8]=5<=5,

i=2,A2]=1<5,

i=3,A[3]=3<5,

i=4,A[4=6>5,

i=4<j=8 = A[4] +~ A[8], [11,35,6,7,2,6,5],
j=7,A[71=2<5,

i=5,A5]=6>5,

i=5<j=7 = A[5] « A[7], [1,1,3,5,2,7,6,6,5].

2. rész
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1. Példa, 2. rész

j=6,A6]=7>5,
j=5A5]=2<5,
i=6,A6]=7>5,
i=6>]=5 = return j =5.
Tehat FELOSZT(A,1,9)=5, igy

RENDEZ(A,1,5) és RENDEZ(A,6,9) kerul végrehajtasra.

FELOSZT(A,1,5) miikodése: A=[1,1,3,5,2,7,6,6,5].
x=1i=0,j=86,

j=5A5]=2>1,

j=4,A4=5>1,

j=3,AB=3>1,

j=2 A2 =1<=1,

i=1,A[1]=1>=1,

i=1<j=2 = All] & A[2], [1,1,35,2,7,6,6,5].

2. rész
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1. Példa, 3. rész

=1 A1l=1<=1,
i=2,A)2=1>=1,
i=2>j=1 = return j =1.
Tehat FELOSZT(A,1,5)=1, igy

RENDEZ(A,1,1) és RENDEZ(A,2,5) kertil végrehajtasra.

FELOSZT(A,6,9) mikodése: A=[1,1,3,5,2,7,6,6,5].
x=7,1i=5,j=10,

j=9,A9=5<7,

i=6,A6]=7>=7,

i=6<j=9 = A[6] «+ A[9], [1,1,3,5,2,5,6,6,7],
j=8,A8]=6<7,

i=7,A[71=6<7,

i=8,A8]=6<7,

i=9 A9 =7>=7,

i=9>j=8 = return j =8.

Tehat FELOSZT(A,6,9)=8, igy

RENDEZ(A,6,8) és RENDEZ(A,9,9) kerul végrehajtasra.

2. rész
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1. Példa, 4. rész

FELOSZT(A,2,5) mikddeése: A=[1,1,3,5,2,5,6,6,7].
x=1,i=1,j=86,

j=5A5]=2>1,

j=4, A4 =5>1,

j=3,A8]=3>1,

j=2,A)2]=1<=1,

i=2,A2=1>=1,

i=2=]=2= return j = 2.

Tehat FELOSZT(A,2,5)=2, igy

RENDEZ(A,2,2) és RENDEZ(A,3,5) kerul végrehajtasra.

Atgondolhatd, hogy mivel az 5, 6,6, 7 minta mar
rendezett, FELOSZT(A,6,8)=6, igy

RENDEZ(A,6,6) és RENDEZ(A,7,8) kertil végrehajtasra.

Hasonléan, FELOSZT(A,7,8)=7, igy

RENDEZ(A,7,7) és RENDEZ(A,8,8) kertil végrehajtasra.

2. rész
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1. Példa, 5. rész

FELOSZT(A,3,5) mikodése: A=[1,1,3,5,2,5,6,6,7].
x=3,i=2,j=6,

j=5A5]=2<3,

i=3,A[3]=3>=3,

i=3<j=5 = A[3]« A[5, [11,25,3,5,6,6,7],
j=4,A4=5>3,

j=3,A8]=2<3,

i=4,A[4=5>3,

i=4>]j=3 = return j = 3.

Tehat FELOSZT(A,3,5)=3, igy

RENDEZ(A,3,3) és RENDEZ(A,4,5) kerlil végrehajtasra.
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1. Példa, 6. rész

FELOSZT(A,4,5) mikodeése: A=[1,1,2,5,3,5,6,6,7].
Xx=05i=3,j=6,

j =5 A5 =3<5,

i=4,A[4 =5>=5,

i=4<j=5 = A}4] < A[5], [1,1,2,3,5,5,6,6,7],
j=4,A[4=3<5,

i =5 A5 =5>=5,

i=5>]j=4 = return j =4.

Tehat FELOSZT(A,4,5)=4, igy

RENDEZ(A,4,4) és RENDEZ(A,5,5) kertil végrehajtasra.

A rendezett minta tehat: [1,1,2,3,5,5,6,6,7].

2. rész
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2. rész

Modositott gyorsrendezés Oarcy méys
A FELOSZT(A,p,r) algoritmus mas egy kicsit. oo
Input: (A,p,r). T TT
Output: olyan j index és olyan atrendezett A tdmb, hogy =~ Stiszika
Alil <=A][j], ha i <j, és AK] >=AJj], ha k >]. s skt
MODFELOSZT(A,p,r) pszeudokddija: .

. Statisztikai minta
pivot <- Alr]
left < p =
right <- r-1 EEEEE—
while |eft<=l’ight do Leiro statisztikak

while (left<=right and A[left]<=pivot) e
do left <- left+1 .
while (left<=right and A[right]>=pivot) Grafikus elemzés
do right <- right-1 .
if (left<right) o ot

QQ-plot és PP-plot

then exchange AJleft] <-> A[right]
exchange A[r] <-> A[left]
return left
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Megjegyzés

A MODFELOSZT(A,p,r) abban tér el a
FELOSZT(A,p,r)-t6l, hogy

e a minta végérol valaszt pivot elemet (strazsat),

e a pivot elemet csak a legvégén cseréli be. Emiatt
ugyanarra a mintara nem feltétlenil ugyanazt adja
outputként, mint a FELOSZT(A,p,r).

Azonban, ha a RENDEZ(A,p,n)-t a
MODFELOSZT(A,p,r)-el hasznéljuk ugyanazt az
output-ot kapjuk, mintha a FELOSZT(A,p,r)-el hasznaljuk,
azaz a rendezett mintat.
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2. Példa, 1. rész

Minta: A=[6,3,7,3,2,5,7,5].
Ekkor p=1 és r = 8.
MODFELOSZT(A,1,8) mikddése:

pivot=5, left=1, right=7, A=16,3,7,3,2,5,7,5
1<7, All]]=6>5=left=1,A=[6,3,7,3,2,5,7,5],

—

1<7, A[7]=7>5=right=6, A=[6,3,7,3,2,5,7,5],
1<6, Al6]=5=5=right=5,A=16,3,7,3,2,5,7,5],
1<5, A[5] =2 < 5= right=5,A=[6,3,7,3,2,5,7,5],
1<5=A[1]« A5 =A=[23,7,3,6,5,7,5],
1<5, All]=2<5=right=2, A=
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2. Példa, 2. rész

2<5, A2l=3<5=left=3,A=1[2,3,7,3,6,5,7, 5],
3<5 ARB|=7>5=1eft=3,A=1[2,3,7,3,6,5,7, 5],
3<5, A5]=6>5=right=4,A=[2,3,7,3,6,5,7, 5],
3<4, A4l =3<5=right=4,A=1[2,3,7,3,6,5,7, 5],
3<4, AR+~ A4 =A=1[2,3,3,7,6,5,7,5],

3<4, AB|=3<5=left=4,A=1[2,3,3,7=7,6,5,7, 5],
4=4, A[4]=7>5=left=4,A=[2,3,3,7=7,6,5,7, 5],

4=4, A[4]=7>5=right=3,A=[2,3,3,7,6,5,7, 5],
4 >3 =right=3,A=[2,3,3,7,6,5,7, 5],

4 > 3 = nincs csere és a ,nagy” while ciklus folytatodik
tovabb,

A[8] +» A[4],A=1[2,3,3,7,6,5,7,5],

return left=4.

Tehat MODFELOSZT(A,1,8) outputja:

j=4 és A=[2,3,3,7,6,5,7,5].

—_
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2. Példa, 3. rész

FELOSZT(A,1,8) mikodése:

X=86,i=0,j=9,

j=8,A[8]=5<6,

i=1,A[1] =6 >=86,

i=1<j=8 = A[l] + A[8], [5,3,7,3,2,5,7,6],
j=7,A[71=7>6,

j=6,A6] =5<6,

i=2,A[2] =3 <6,

i=3,A[3]=7>6,

i=3<j=6 = A[3] + Al6], [5,3,53,2,7,7,6],
j=5A5]=2<6,

i=4,A[4 =3<6,

i =5, A5]=2<6,

i=6,A6]=7>6,

i=6>]j=5 = return j =5.

Tehat FELOSZT(A,1,8) outputja:

j=5 és A=[5,3,5,3,2,7,7,6].
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Gyorsrendezés egy funkcionalis nyelven

A Haskell funkcionalis programozasi nyelvben:

sort[] =[]

sort(p:q) = sort [y | y <-q, Yy < p]
++ [p]
++sort [y |y <-q,Yy >= p]

[ = dres lista,
++

Ez az algoritmus listdkon miikddik (,véges sorozatok™), a
korabbiak pedig tombodkdn, ez a legfébb kilonbség
kodzottuk.

két lista 6sszef(izése (sorozatok egymas utan irdsa).
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A kéd olvasata:

e ha egy Ures listat rendeziink, akkor dres listat
kapunk,

e egy nem Ures listat, aminek az els6 eleme p, az
Osszes tobbi eleme pedig a g lista, a kdvetkez6-
képpen kell rendezni:

e egy listAba 06sszegylijtjiik a g-ban szerepld, p-t6l
kisebb elemeket: [ y | ¥y <- q, ¥ < p] ,

e egy masik listaba 0sszegy(ijtjiik a g-ban szerepld,
p-t6l nagyobb vagy egyenlé elemeket:
[yly<-qy>p .

o ezt a két listat rekurzivan rendezzik:
sort [y |y <-q,y <p] és

a. y >= p]

e az eredmény a harom lista osszefuzese (ahol[p] a
p-t tartalmazo6 egyelemd lista).
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A gyorsrendezeés véletlen valtozatai

1. verzid. Feltételezziik, hogy miel6tt a RENDEZ(A,p,r)
megkezdené az atrendezést, véletlenszerlien atrendezi a
bemeneti mintat, hogy ezzel biztositsa a kulénb$z6
permutaciok azonos valoszinliségét.

2/a. verzio. Feltételezziik, hogy rendelkezéstinkre all
egy RANDOMev( véletlenszam generator. Ha a,b € Z,
akkor a RANDOM(a,b) meghivasakor egy, az [a,b]
intervallumba es6 egész szamot kapunk vissza oly
maodon, hogy minden [a, b]-beli egész szam ugyanolyan
valoszinliséggel fordul el6. A RENDEZ(A,p,r) minden
lépésénél, a tomb felosztasa el6it kicseréljik az A[p]
elemetaz A tbmb egy véletlenszer(ien valasztott
elemével. Ez a mddositas biztositja, hogy a strdzsa elem,
azaz x = A[p], egyenld eséllyel lehet a tomb barmelyik
r-p+1 eleme.
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A FELOSZT(A,p,r) helyett:

RANDOM-FELOSZT(A,p,r)
i <- RANDOM(p,r)
Alp] <-> Al[i]
return FELOSZT(A,p,r),

illetve a RENDEZ(A,p,r) helyett:

RANDOM-RENDEZ(A,p,r)
if p<r
then g <- RANDOM-FELOSZT(A,p,r)
RANDOM-RENDEZ(A,p,q)
RANDOM-RENDEZ(A,q+1,1)
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2/b. verzid. A Haskell-ben megirt gyorsrendezés
véletlenitett valtozata: minden egyes lépésben a (p:q)
listAban az els6 elemet (p-t) felcseréljik a lista egy
véletlenszer(ien valasztott elemével, majd az igy kapott
listat rendezzik a sort  fuggvénnyel.
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A véletlenitett gyorsrendezés éatlagos futési ideje

A Haskell-ben megirt gyorsrendezés véletlenitett
valtozatat (2/b. verzid) elemezzik.

M(ivelet: két mintaelem 6sszehasonlitasa.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az elemzések soran két
tombindex 6sszehasonlitdsat nem szokas m(iveletnek
hivni, mely azzal kapcsolatos, hogy a tdmbbeli szamok
valés szamok, mig a tdmbindexek mindig egészek.

My : a mlveletek atlagos szama n szadm rendezésénél.

Jeldlje a tovabbiakban Xi,..., X, az inputként kapott n
szamot.
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sz

leges i € {1,...,n} esetén annak a val6szin(isé-
ge, hogy az elsd csere utan a rendezett minta i—edik
tagja lesz a lista els6 eleme 1/n, azaz

1 .
P(X]_:XI*):H, |:1,...,n.
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Rekurzi6 M,-re:

A teljes varhat6 érték tétele alapjan, ha &, jeldliegy n
elemd minta esetén a miveletek szamat:

Mn=E(6) = > E(&n | X1 = X")P (X1 = X/")
i=1

& 1
i=1
n

1
=n-—-1+— M _ Mn_i
n "‘nZ( i—1+ nl)

i=1

2 n
=n—-1+4— M;_
+n; i—1

ahol a kezd6 érték Mg := 0.
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Valéban, feltételezve, hogy az X; mintaelem az i—edik
legnagyobb, n — 1 db 6sszehasonlitas (az n-hosszisagu
lista els6 elemének a lista utolsé n — 1 tagjaval valé
dsszehasonlitdsa) sziikséges az (i — 1)-hosszusagu
[yly<-q vy <pl és az (n —i)-hosszusagu
[Yyly<-4a vy > p] listak el6allitasahoz,
tovabba ezen listak rendezéséhez sziikséges miveletek
atlagos szama M;_; és M,_;.

Vegyik az {nMp}>° ; sorozat els6rendd differenciajat:

nMp — (N —1)Mp_3
n n—1
=nn-1)-(n-1)(N=2)+2 (> M_1-> M
i=1 i=1

=2(n—1)+2My_1, n>1.
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Ez alapjan kapjuk az

rekurziot. Valéban,

2(n—1)
n(n+1)’ nz1

My —(n+1)Mp_4

n(n+1)

n(n+1)

n(n+1)

2in—-1) > 1.
1 n=
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Mivel
1
n(n+1)<ZE<1+In(n), n>1,
k=1
kapjuk, hogy
1
2(n+1)In(n+1) —4n < M, = Jrl)zz1E -

<2(n+ 1)1 +In(n)) —

)
1\ In(n+1) 2 Mn
<1 + ﬁ) In(n)__in(n) ~ 2nin(n)

< <1+%> (%Jﬂ)—ﬁ.

Mivel a £L'Hospital szabaly alapjan

. In(n+1) . 1/(n+1)
" () e Ijn
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n — oo hataratmenettel kapjuk, hogy

lim __Bﬂﬂ__<_
n—oo 2nIn(n)

Azaz nagy n-re

Mp = n+1)2Z——4n

092(

~ 2nin(n) = 2n 0,

3 = 2nIn(2)log,(n)

~ 1.386n Iogz(n).
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Leird statisztikak

Adatelemzés fajtéi:

Feltaro (explorativ): célja az adatokkal valo elsd ismerke-
dés, helyes kép kialakitasa a mintarél. Paraméteres el-

oszlascsaladnal kiindulo becslés adasa a paraméterekre.

ponys

Megerdsité (konfirmativ): van valamilyen el6feltételezé-
slink az adatokrdl és ezt akarjuk megerésiteni vagy
megcafolni.
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A leiro statisztikékat &ltalaban a feltar6 adatelemzés
soran hasznaljuk.
Tipusai:
e gyakorisagi tabla,
o kozépértékek vagy helyzet (location) mutatok,
e szOrodasi vagy skéala (scale) mutatok,
e alakmutatok (shape).
Az utobbi harom mutatoval szamos paraméteres elosz-
lascsaladot jellemezhetink.
Jol hasznélhatdak:
e adattomoritésre (és késbbb grafikus megjelenitésre),
e kil6go (irregularis, outlier) értékek megallapitasara
(adatok tisztitasa),
e szilkséges valtoz6 és adat transzformaciék megha-
tarozasara.
Az alabbiakban egy valtozoét (egydimenzids eloszlast)
jellemz6 mutatékkal foglalkozunk.
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Gyakorisagi tabla

Egy diszkrét valtozo értékeirdl és eloszlasardl kaphatunk
teljes képet altala. Alkalmazhat6 folytonos valtozéra is
diszkretizacio (un. dobozolas) utan.

A gyakorisagi tabla az alabbi informéacidkat tartalmazza:

e a valtozo neve és lehetséges értékei (cimkével is
megadva),

e a valtozo értékeinek gyakorisaga, azaz el6fordulasuk
szama a mintaban,

e a valtozo értékeinek szazalékos aranya, azaz el6-
fordulasi val6szin(isége a mintdban,

e a valtozo értékeinek felfelé kumulalt (6sszegzett)
gyakorisaga,

e a valtozo értékeinek felfelé kumulalt szazalékos
aranya.
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Példa:

Egy tarsasagban 20 férfi és 30 nd van.

Nem

Gyako-
risdg

Széazalékos
gyakorisag

Kumulalt
gyakorisag

Kumulalt
szazalékos
gyakorisag

Férfi

20

40

20

40

NG

30

60

50

100
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Mutatok jellemz 6i

Jeldljon S egy statisztikat, legyen X := (X1,...,Xn) €9y

tetsz6leges minta és 1:=(1,...

Helyzetmutatok: S(x +cl) = S(x)+c,Vc e R (eltolast

mérnek).

Szo6ro6dasi mutatok:

1),

e S(x+cl)=S(x),Vc € R (eltolas-invariancia),
e S(dx) =dS(x), Vd € R} (skalat mérnek).

Alakmutatok: S(dx +cl) =S(x),Vd e Ry, ceR
(eltolas— és skala—invariancia, csak alakot jellemeznek).
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Helyzetmutatok (k6zépértekek)

A. Kvantilisek

Definicié (Elméleti kvantilis)

Legyen ¢ egy val6szinlségi valtozo, o € (0,1). Egy Q(«)
valos szamot £ a—kvantilisének neveziink, ha

PE<Qa) >a és P(E>Q(a)>1-a

Ha F jeldli £ eloszlasfliiggvényét, akkor
F(Q(e) < és F(Q(a)+0)=a,
ahol

F(Q(a)+0):= Xlgr?a) F(x).
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1. eset: Haaz

sa.

F(X) =«
egyenletnek van megoldasa, de csak egy, akkor ez az
F~1(a) megoldas az egyetlen a-kvantilis.
Specialisan, ha ¢é—nek az F eloszlasfiggvénye folytonos
és szigortan monoton névekvo (pl. normalis eloszlas),
akkor a a—kvantilis a fenti egyenlet egyértelmd megolda-
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2. eset: Haaz F(x) = a egyenletnek nincs megoldasa,
akkor egyetlen a—kvantilis van, mégpedig az a szam,
aholaz F flggvény atugorjaa o értéket.

Q(a)
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3. eset: Haaz F(x) = a egyenletnek tdbb megoldasa
van, akkor a megoldashalmaz az (a,b] vagy az [a,b]
intervallum, és a a—kvantilisek éppen az [a,b] inter-
vallum pontjai, ahol

a:= inf{x E]R{:F(erO)za},

b ::sup{x eR:F(x)ga}.
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Megjegyzeés
e A kvantilis nem feltétlenil egyértelmd (lasd 3. eset).

sr oy

e Ha létezik az f slrliségfiiggvény, akkor

—00

Q(a)

Elnevezések:
e o = 0.5: median,
e o =0.25,0.75: also (Q,) és fels6 (Q3) kvartilis,
e =0.1,...,0.9: decilisek (Dg,...,Dg),

a =0.01,...,0.99: percentilisek.

e h = Q3 — Q : interkvartilis terjedelem.

Q(a) o0
/ f(x)dx =« és / f(x)dx =1 —a.
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Tapasztalati kvantilisek
Definici6 (Tapasztalati kvantilis)

Legyen Xy, ..., X, n—elem( minta, « € (0,1). Az

~

Q(@) = X{y(nr1y T {an + 1) X nt1)1+1 — Xa(n+1)])

valés szamot tapasztalati a—kvantilisnek nevezziik, ahol
[-] az egész, {-} a tOrtrészt jeldli, tovabba xj := x; és

Xyt = Xn-
Megjegyzés

e Hal < [a(n + 1)] < n, akkor nincs szukség az
Xg = X{ es X, 4 := X, definiciokra.
e Vannak mas definiciok is a tapasztalati kvantilisre: pl.

Q(a) := X[Txn] + {O‘n}(xf;n]-i—l - X[*an])'
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Tapasztalati median

Példa (A median szamolasa)
— ~ % han =2k +1
Me := Q(1/2) = J TS
(Xg +X¢11)/2 han = 2k.

Valéban, ha n = 2k + 1, akkor
a(n+1)=052k+2)=k+1 ésigy [a(n+1)]=k+1
és {a(n+1)} =0. Ezért Me =x;_ ;.

Ha n =2k, akkor a(n+1)=0.5(2k +1) =k + 0.5 és
igy [a(n+1)] =k és {a(n+1)} =0.5. Ezért

Me = x¢ + 0.5(x} 4 — Xi) = %
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B. Kozepek
Definicié (Mintaatlag)

AZ Xq,.
az

.., Xn minta mintaétlaga (szamtani kézepe) alatt

_ 1< X1+ ...+ Xp
X = — Xi=————

valos szamot értjik.

A mintaatlag iterativ szdmolasa Spicer atmeneti atlagok
algoritmusaval (1972):

1 _ 1

Xn = Xp_1 + H(Xn —Xn_1) = ﬁxn +

P

ahol a kezdBérték X1 := x;.

El6nye: nincs ,tdlcsordulas”, abban az értelemben, hogy
a szamolas soran nem lépunk ki az [x;, x;] intervallum-
bél.
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Tovabbi kozepek:
o geometriai: (T, x;)¥/",
e harmonikus: n(zi”:lxi_l)_l,

o négyzetes: /1571 | x2.

A kbzepek kapcsolata:

harmonikus < geometriai < szamtani < négyzetes.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a geometriai, harmonikus és
négyzetes kdzépre nem teljesil az a tulajdonség, hogy
S(x+cl) =S(x)+c,Vc eR, azaz nem,mérik’ az
eltolast.
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C. Médusz

Definicié
Az Xq,...,Xn, Mminta modusza alatt a leggyakrabban el&for-

dulé értéket értjiik. Ha tobb ilyen is van, akkor azok kozil
a legkisebbet értjik méduszon.

Ha pl. a mintaelemek paronként kiilonbdzbek, akkor a
maddusz a legkisebb mintaelem: x;.
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Szorédasi (terjedelem) mutatok

A. Terjedelemek

Azt mérik, hogy a minta mennyire koncentralddik egy

bizonyos tartomanyra.
Mintaterjedelem:

B. Mintaatlagtol valo abszolut eltérés

o~ 1
0= — i —X|.
niz_;p(l X|
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C. Mintaatlagtél valé négyzetes eltérés
Tapasztalati szoéras:

Korrigalt tapasztalati széras:

1 n
S: = —] ;(xi _Y)Z'

Kis mintaknal s*2 ad jobb becslést a szorasnégyzetre.
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Steiner—formula
Definialjuk egy tetszbleges a € R szam koruli &ltalano-
sitott tapasztalati szordsnégyzetet (a-tol valé négyzetes
eltérés) az alabbi médon:

s2(a) = 1 > (ki —a).

Allitas (A mintaatlag jellemzése)

Minden a € R szamra s2 = s2(X) < s?(a), azaz az altala-
nositott tapasztalati szérasnégyzet a mintaatlagban veszi
fel @ minimumat és ez a minimum a tapasztalati széras-
négyzet.

Steiner—formula
Minden a € R szamra

n

nsh =) (x —a)® —n(X — a)>.

i=1
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Bizonyitas. A teve—szabdly alapjan:

n n

nst=> (x —X)?=> ((x —a)+(a—X))

i1 i—1
:z”:(Xi —a)’ + zzn:(x -
i—1 i—1

Mivel

n

22 i—a)a-xX)=2(a-x)> (x —a)

i—1
= 2(a—X)(nX — na) = —2n(a — X)?

kapjuk a formulat.

a—Xx)+ zn:(a —X)2.
i—1
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Az mintaatlagra vonatkozo6 allitas a Steiner—formula
kdzvetlen kdvetkezménye, hiszen minden a € R esetén

s?2 =s2(a) — (X —a)2.

Megj.: A Steiner—formulabél a = 0 valasztassal:

1 n
HiZ;(xi - Zx (X)2.
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D. Relativ sz6réas

Vo=
X
Felhivjuk a figyelmet, hogy a relativ szérasra nem teljesul

az eltolas—invariancia és az a tulajdonsag sem, hogy
S(dx) =dS(x), vVd € Ry.

E. Az atlag standard hibgja

Sn

)

vn
mely azt méri, hogy mennyire ingadozhat a varhato érték
a mintaatlag korul.
Gondoljunk példaul normalis eloszlas varhat6 értékére

vonatkozo konfidencia intervallum szerkesztésére
ismeretlen szérasnégyzet esetén, lasd késbbb.
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F. Median abszolut eltérés
Az L L
X, — Me|,..., |xn — Me|

sorozat medianja, azaz a mediantél val6 abszollt
eltérések medianja.

G. Atlagos abszollt eltérés a mediantol
18 _
— E Ixi — Me|.
n -
i=1

Feladat

Adjuk meg a median mintaatlaghoz hasonlé jellemzését
az atlagos abszolut eltérés segitségével.
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H. Tapasztalati momentumok

Legyenr € N.
Tapasztalati r-edik momentum:

— 10
MI’ = HZ;X{.
i=

Tapasztalati r-edik centralt momentum:

i=1

Felhivjuk a figyelmet, hogy az I\Tr és l\//I\F mutatékra
csak r =1 eseténteljesilaz S(dx) =dS(x),vd e Ry
tulajdonsag. Altaldban az igaz, hogy S(dx) =d"S(x), vV
d e R,. Az (M)Y/" és (ME)Y/" mutatokra viszont mar
teliestla S(dx) =dS(x), Vd € Ry tulajdonséag.

Meg;.: I\/IAg = s2.
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[. Gini-mutato (atlagos abszolut killonbseég)

n n

~ 1
G:= n(n—l)gzz:|Xi el

Megj.: Azért n(n — 1) = n? — n—el osztunk és nem
n?—tel, mert i =j,i=1,...,n eseténaz X — X
kiilénbségek mindegyike 0.

Feladat
Mutassuk meg, hogy

~ > U
0<G< =25 i
i=1
e ha x; >0,i=1,...,n, akkor

0<G < 2X.
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J. Lorenz—gorbe, koncentracios egyutthato
Akkor beszéliink koncentraciorél, hogy ha a sokasaghoz
tartozo teljes értékosszeg (>, xi) vagy annak jelentds
része a sokasag kis részére 6sszpontosul.
Legyen Xi,...,X, egy olyan minta, melyre x; > 0,
i=1,...,n ésnem mindegyik mintaelem 0 (mely azzal
ekvivalens, hogy X # 0).

Koncentracios egyutthato:

L:=

Sl

Megj.: A korabbiak alapjan 0 <L < 1.

Allitas

2 L n+1
L=—— > ix'———.
n(n—l)Y; ' n-1
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Lorenz—gorbe: a (0,0) ésa

K
K s X'
n’>iLixt )’

pontokat 6sszekotd torottvonal.

k=1,...,n,

Allitas

e a Lorenz-gdrbe monoton ndvekvd, konvex fliiggvény.

* n
L=
n-1
ahol t; az un. koncentracios tertlet: a (0,0) és
(1,1) végpontu szakasz és a Lorenz—gorbe altal
hatarolt poligon terllete.

2tc,

Minél kisebb a koncentraciods terilet, annal kisebb a
koncentracid, minél nagyobb a koncentracios terilet,
annal nagyobb a koncentracio.
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Alakmutatok
Aszimmetria mutatok
A. Pearson—féle (1895)

3(X — Me)
Sn '

p._

B. Ferdeség (Skewness)
Az X valoszin(iségi valtozo (elméleti) ferdesége:

E(X —E(X))°

ST

Az elméleti ferdeségre hasznalatos még az a3z jeldlés is.

Normalis eloszlascsalad, illetve szimmetrikus eloszlasok
esetén (mikoris X és —X eloszlasa megegyezik)
S =0.
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Tapasztalati ferdeség:

o M3 % S (X — X)3

S| = — = ,
PSR (A - %07)

Kis mintak esetén SAZ jobban kozeliti az elméleti
ferdeséget, mint S;.
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C. Kvantilis-ferdeségek
Legyen « € (0,1).

Nyilvan, F, € [~1,1].
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Aszimmetria mutatok értelmezése

Baloldali aszimmetriat, mikor is az eloszlas jobboldali
farka vastagabb és az eloszlas nagyobb témege
koncentral6dik balra a mutatok pozitiv értékei jelzik.

Példaul: az X =(1,2,3,4,5,1000) minta esetén
S, &~ 2.449.

Jobboldali aszimmetriat, mikor is az eloszlas baloldali
farka vastagabb és az eloszlas nagyobb témege
koncentralodik jobbra a mutatdk negativ értékei jelzik.

Példaul: az Y = (1,10000,10001, 10002, 10003, 10004)
minta esetén S, ~ —2.449.
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Mean =1669,17
Std. Dev. =
4081,258

N =6
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Negativ ferdeseg
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Mean =8335,17
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Csucsossagi mutatok

A. Lapultsag (Kurtosis)
Az X valoszin(iségi valtozo (elméleti) lapultsaga:

_ EX—EX))*
K= =) -3

Az elméleti lapultsagra hasznalatos még az a4 jeldlés is.
Belathat6, hogy K > —2, tovabba normadlis eloszlas-
csalad esetén K =0.

Tapasztalati lapultsag:

1 n v\4
CooME g AN

(M$)?2 (A3, (x —%)?)°

o n(n+1) " /x—x\* 3(n—1)2
KZ"(n—l)(n—Z)(n—3)§< >‘(n—2)(n—3)'

— 3,

Kis mintak esetén @ jobban kozeliti az elméleti
ferdeséoet. mint K.
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B. @—mutatc’)

Ko Q3 — Q1
3 = —=—=".
2(Dg — Dy)

Nyilvan, Ks € [0,1/2].
Ha X egy normdlis eloszlasu v. v., akkor
Qs —Q1 _  ¢7(3/4)—0*(1/4)
2(Dg —D;) 2(¢-1(9/10) — v-1(1/10))

_0.675—(0.675)
" 2(1.285 — (—1.285))

~ 0.263.
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Cslicsossagi mutatok értelmezése

sy

Ha KAZ > 0, akkor a vizsgalt minta slr(iséghisztogramja
X koril cstcsosabb (hegyesebb), mint az N(X, (sf)?)

s(irliségfiiggvénye és vastagabb farkakkal is rendelkezik.

(Elnevezeés: leptokurtic.)

Ha KAZ < 0, akkor a vizsgalt minta slr(iséghisztogramja
X koril lapultabb, mintaz N(X, (s;)?) sriiség-
flggvénye és vékonyabb farkakkal is rendelkezik.

(Elnevezés: platykurtic.)

Ha KA3 > 0.263, akkor ugyanaz az értelmezés, mint
Ko, < 0 esetén.

Ha R; < 0.263, akkor ugyanaz az értelmezés, mint
K, > 0 esetén.

A K; mutat6 értelmezése analdég a K, mutatééhoz.
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Megjegyzés

A homogén populéciora vett minta eloszlasa altalaban
unimodalis. Multimodalis eloszlas keverékre, inhomogén
populaciora utal. Ekkor haladottabb statisztikai modsze-
reket kell hasznalni.
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A legismertebb grafikus elemzési modok

empirikus eloszlasfiiggvény,
gyakorisagi- és slrliséghisztogram,
kordiagram,

oszlopdiagram,

decimalis grafikon (stem-and-leaf plot, leveles ag
abra),

boxdiagram (boxplot),
Gauss-papit,
QQ-plot, PP-plot.
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Hisztogram

Tekintsiink egy Xi,...,Xn Mintat.

Osszuk fel a szamegyenest y; < ... <V;
osztépontokkal.

Tegyuk fel, hogy minden mintaelem az (y;,y,) inter-
vallumba esik.

Jeldlje v az [yi,yi+1) intervallumba esé mintaelemek
szamat, i=1,...,r — 1.

Rajzoljunk az [yi,yi+1) intervallum folé egy v;-vel
aranyos teruletd téglalapot, i =1,...,r — 1.

igy kapunk egy hisztogramot.
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Gyakorisagi hisztogram: a téglalapok dsszterilete n.
Slrlséghisztogram: a téglalapok ¢sszterilete 1.

Definicié
Gyakorisagi hisztogram: f, : R — [0, c0),

L4

f(x) = 4 By M X €D Vi) =1, =1,
0 ha x g [ylvyr)-
Sdrlséghisztogram: f, : R — [0, o),

o) i d W M X E DY) P=1 -1
0 ha x ¢ [YLYr)-
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sy s

Az osztopontok slritésével, illetve ritkitasaval érhetjik el,

hogy a hisztogram ne legyen se til durva, se ne ugraljon.

Kulénboz6 ajanlasok vannak a beosztas sirliségének
megallapitasara a mintaelemszam fliggvényében.
Egyenld osztalykoz( beosztast feltételezve:

e Scott—féle modszer:
3.5s,
vn’
e Freedman-Diaconis moédszer:

2h  2(Q3 - Qu)
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Decimalis grafikon

A stem=ag és leaf=levél jelentésnek megfeleléen ugy
bontjuk fel a szamértékil adatokat, hogy a f6 rész tizedes
jegyei adjak a ,stem”-et (agat), az utolsé jegy pedig a
Jeaf’-et (levelet).

Pl. a 34 szam esetén a ,stem” 3, a ,leaf” 4.

A decimdlis grafikon segitségével konnyen elkészithetd a
rendezett minta.
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Boxdiagram (nem méretaranyos abra)

1.5h

1.5h

1.5h

1.5h

Med

extrém értékek

kiugré értékek (outliers)

legnagyobb nem kiugré érték

(felsd bajusz)

h=Q,-Q,: interkvartilis terjedelem

legkisebb nem kiugré érték

(als6 bajusz)

kiugro értékek (outliers)

extrém értékek

2. rész

©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

Statisztikai

elemzés
statisztikai sokasag
statisztikai véltoz
mérési skalak
statisztikai modszerek

Statisztikai minta

minta, mintatér, rendezett
minta, a statisztika fogalma

tapasztalati
eloszlasfiiggvény

mintavételi médszerek

gyorsrendezés

Leiré statisztikak
Gyakorisagi tabla
Helyzetmutatok
Szorodasi mutatok
Alakmutat6k

Grafikus elemzés
Hisztogramok
Decimalis grafikon

Gauss-papir
QQ-plot és PP-plot

Flggelék
Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



Gauss-papir

Legyen X, ..

Legyen X egy olyan valészinlségi valtozo, melynek Fx
eloszlasfiiggvénye szigorilan monoton névekvo.

Legyen y; <y, < ... <Yy, aszamegyenes egy
felosztasa.

., Xn €egy minta(realizacio).

Jeldlje i az yj-nél kisebb mintalemek szamat.

(R (5)):

pontokat 6sszeko6td torottvonalat.

Tekintsik az

i=1,....r,

Haaz xi,...,Xn, minta(realizacidé) az X valészin(iségi
valtozora vett minta(realizacid), akkor ez a toréttvonal
kozelitbleg az y = x egyenes.
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Valéban, nagy n esetén

% ~P(X <vyi) =Fx(¥i),

amibdl _
Fl (%) ~yi,  i=1,....n

Az eddigiek tetszbleges (szigortGan monoton névekvd
eloszlasfiiggvény) alapeloszlas esetén érvényesek.

Azonban els6sorban normalitas vizsgalatara hasznaljak.

A Gauss-papir elnevezés onnan adddik, hogy a
toréttvonalat eredetileg specialis beosztasu,
un. Gauss-papirra rajzoltak.
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Ha X ~ N(m,o?), akkor az

(yi,CD_l (%)) ~ (y,@) i—1....r

pontokat 6sszekot6 torottvonal kézelitdleg 1/0 meredek-
ségl, az y-tengelyt —m/o-ban metszd egyenes.

A normalitast akkor kell elvetni, ha a toréttvonal az
egyenest6l ,szisztematikus” eltérést mutat (pl. ,S-alaku”).
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QQ-plot és PP-plot

Legyen Xi,...,Xn egy olyan minta, hogy nincsenek
egybees0 mintaelemek, azaz x; <x; <...<X}.

Normal QQ-plot: az

x* s¥p~1 -1/2 +X i=1.....n
1N n ) 9 s 1l

pontokat dsszekotd torottvonal.

Megj.: ®~*((i —1/2)/n) nemmas, mint a standard nor-
malis eloszlas (i —1/2)/n kvantilise, kordbbi jeltléseink-
kel Qar(o,1)((i —1/2)/n). Tovabba, a fenti képletekben a
—1 helyetti —1/2 egyfajta folytonossagi korrekcionak
tekinthetd.

Ha a minta(realizacié) N (m,o?) eloszlashol szarmazik,
akkor elég nagy n-re az abrazolt pontok kozelitbleg az
y = X egyenesre illeszkednek.
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Valdban, a Glivenko—Cantelli—-tétel alapjan
P lim sup|F (X) — Farm.o2)(X :O>:1.
(Lim supIF; () ~ Famey(X)
Mivel

Fr(moz)(X) = @ <%> . XER,
elég nagy n-re
o1 (F(x)) ~ % X € R.
Az x = x* valasztassal:
) =t = et (L) RN

ami alapjan

i—1/2 _ X*—m
<Xi*,5:¢_l <%> +X> ~ <Xi*7S:IT +X>

%
~—~~
X

*
2

*
~—
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Detrended Normal QQ-plot: az

i—1/2 _ .
oo (s (22 8). s

pontokat dsszekotd torottvonal.

Ha a minta(realizacié) N (m,o?) eloszlasbol szarmazik,
akkor elég nagy n-re

<xi*,xi* — <s§¢_1 (%) +Y>> ~ (%, 0),

azaz normalitas esetén az abrazolt pontok kdzelitbleg az
y = 0 egyenesre illeszkednek.
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Normal PP-plot: az

<ﬂ7¢<g>>7 i=1,....n,
n S

pontokat dsszekotd torottvonal.

Ez a torottvonal a [0, 1] x [0,1] egységnégyzeten beldl
helyezkedik el.

Ha a minta(realizacié) N (m,o?) eloszlasbol szarmazik,
akkor elég nagy n-re az abrazolt pontok kozelitbleg az
y = X egyenesre illeszkednek.

ValGban, elég nagy n-re

X* —X X* —m i—1
o <'7) ~ & <'7) ~FAX) =
S o n
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Detrended Normal PP-plot: az

<|—1/2’|—1/2_¢<¥>>, i=1,...,n,
n n Sn

pontokat 6sszekotd torottvonal.

Ha a minta(realizacié) N (m,o?) eloszlasbol szarmazik,
akkor elég nagy n-re az abrazolt pontok kozelitdleg az
y = 0 egyenesre illeszkednek.
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Jelolje Fgyp1) @z 1-parameéterl exponencialis eloszlas

eloszlasfuggvényét.

Exponential QQ-plot: az

e g [i—1)2 .
<Xi ’XFEXp(l) <T>>, |:1,...,n,

pontokat dsszekotd torottvonal.

Ha a minta(realizacié) Exp()\) eloszlasbdl szarmazik,
ahol X\ > 0, akkor elég nagy n-re az 4brazolt pontok
kozelitbleg az y = x egyenesre illeszkednek.
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Valdban, a Glivenko—Cantelli—-tétel alapjan

P ( fim sup F{(x)  Fespcy (0 =0) = 1.

Mivel
Fexp(n)(X) = Fexp(1)(AX), X € R,
elég nagy n-re
FE—le(l) (Fn(x)) = Ax, x eR.

Az x = x* valasztassal:

* [y ¥ i—1
I:n(xi):

ami alapjan

* == — I_l 2 * o * * *
(Xi ’XFEX}:J(l) (7/>> ~ (X5, XAXT) & (X7, X7,

n

ahol az utolso Iépésben felhasznaltuk, hogy egy A\ para-
méter(i exponencidlis eloszlasu valészinliségi valtozé
vathato értéke 1/\.
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Detrended Exponential QQ-plot: az

(i1 .
<xi,xi _XFEx][-)(l) <T>>, i=1,....n,

pontokat 6sszekotd torottvonal.

Ha a minta(realizacid) Exp()\) eloszlasbdl szarmazik,
ahol X\ > 0, akkor elég nagy n-re az 4brazolt pontok
kozelitbleg az y = 0 egyenesre illeszkednek.
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Exponential PP-plot: az

i—1/2 b :
(TJ:Exp(l) (7_'>> : i=1,...,n,

pontokat dsszekotd torottvonal.

Ha a minta(realizacié) Exp()\) eloszlasbdl szarmazik,
ahol X\ > 0, akkor elég nagy n-re az 4brazolt pontok
kozelitbleg az y = x egyenesre illeszkednek.

Valéban, elég nagy n-re
X i—1
n

I:Exp(l) (7—|> ~ I:Exp(l) ()‘Xi*) ~ I:Exp()\) (Xi*) ~N
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Detrended Exponential PP-plot: az

i—1/2 i-1/2 x* |
( n ’ n _FEXp(l) <7—|>>7 I=1,...,n,

pontokat 6sszekotd torottvonal.

Ha a minta(realizacid) Exp()\) eloszlasbdl szarmazik,
ahol )\ > 0, akkor elég nagy n-re az abrazolt pontok
kozelitbleg az y = 0 egyenesre illeszkednek.
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Fuggelék
Allitas

Legyen Xi,...,X, minta N(m,c?) eloszlasra. Ekkor

—\ 3
"X —X

—~ n
R ST PR e

n —\ 4

. n(n+1) Xi =X
E(Kz2) = E (n—1)(n—2)(n —3) ; s

B 3(n —1)? B
(n—2)(n—3)> =0

Azaz normalis eloszlasbél szarmazé minta esetén a
tapasztalati ferdeség és lapultsag varhaté értéke 0, igy

megegyezik az elméleti ferdeséggel, illetve lapultsaggal.
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Bizonyitas. Minden r € N esetén legyen

ME = 1 zn:(xi - X)".

n -
i=1
Ekkor tetszbleges eloszlasbdél szarmaz6 minta esetén

1
N~ “px2,

EMS =0, EMS=

Emg = (=D =2) 13(;‘ ~2pxg,
(n—1)(n> -3n+3)

EMS = = EX; +

3(n—1)(2n -3)
n3

(EX2)?,
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Tovabba, normalis eloszlasbol szarmazo minta esetén
(Fisher, 1930):

(o) =0 *(age) o ©

lgy

P n

n-Ms
Eﬁﬂz(n—nm—aE .

3/2
o (MS)2

_n'2(n-1) M \_og
T n-2 MS)E2) —
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(n—2)(n-3)

(n—1)(n+1)

3(n—1)

(n

i (MS)2

3(n —1)?

A kodvetkez6kben megadijuk Fisher (1) eredményének egy

bizonyitasvazlatat.

(n—2)(n-3)

n+1

(n—2)(n - 3)

= 0.
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Fisher (1) eredményének bizonyitas vazlata:
Legyen Xi,...,X, minta N (m,o?)-re.

o (X,s?) teljes és elégséges statisztika, illetve

" -X\ L (X —X
I |
> (%) 2t

i=1 i=1

()

kiegészit6 statisztika (azaz eloszlasa nem fugg
(m, o2)-t6l).

o igy feltehetjilk, hogy m =0 és o2 = 1.

e Basu 2. tétele szerint (X,s?2) és (2) fuggetlenek. igy
specialisan M$/(M$)%/2 és (MS)3/2 fiiggetlenek.
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EMS = E
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EMS =

n3 1
3(n— 1r)122n 3) (EX2)2
_ 3(n—1)(n*—-3n+3) N 3(n—1)(2n - 3)
= n3 n3 :
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e Fazekas [50. old., 8. Feladat megoldasa] alapjan

* lgy

Ms

n2

n-1)2 /1 n? —2n+ 3
: n2) <ﬁEXf+ n(n—;r)
(n—1)2 §+n2 2n+3

n2 n n(n —1)

3(n? —3n +3) +3(2n - 3)

= (

M$)?2

):

3(n—1)
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Osszefoglalas

. Az elemzés kiindulé pontjai: a vizsgalandé
statisztikai sokasag és az 6t jellemz6 valtozok.

. Az elemzés modjai, a valtozok tipusai.

. A medfigyelt (n-elemd) minta a sokasagra tett
konkrét megfigyelések eredménye: n darab valos
szam (vagy vektor). Mintatér: a lehetséges mintak
0sszesseége.

. Arendezett minta: gyorsrendezés.

. A tapasztalati eloszlasfuggveny.

. A minta tomdritése, jellemzése statisztikdk utjan
torténik.

. A leiré statisztikak szerepe.

. A grafikus elemzés elemei.
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