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Bevezetés  Tudnivalék a kurzusrdl

Tudnivaldk a kurzusrél

o Az el6adas és a gyakorlat kiilon kreditelt: gyakorlati jegy és kollokvium.

A gyakorlatokon a leadott anyag és a szamonkérés egységes:
e 6 db kisdolgozat, a legjobb 5 eredmény szamit: 5-10 = 50 pont
e 1 db nagydolgozat a félév végén: 50 pont
e Osszesen: 100 pont

Kollokviumjegy: a vizsgaidGszakban tartott irasbeli vizsgakon.

A j6 (4) és jeles (5) gyakorlati jegyeket megajanlom kollokviumjegynek.

Egyéni tanulmanyi rendes hallgaték: egyéni szamonkéreés.

@ Tovabbi informacié, tematika, el6adasanyag, 6rai és gyakorlé6 feladatok:
http://www.math.u-szeged.hu/ szucsg/
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Bevezetés Mi is az a valészinliségszamitas?

Mi is az a valészinliségszamitas?

A valésziniiségszamitas (masnéven sztochasztika) a matematikanak a
véletlen jelenségekkel foglalkozé teriilete.

Néhany alapvets fogalom

o Véletlen kisérlet, valGsziniiségi kisérlet: egy véletlen jelenség
elsidézése vagy megfigyelése.

Kimenetelek: a kisérlet lehetséges eredményei.

Eseménytér: a lehetséges kimenetelek halmaza. Jele: Q.

Események: a kisérlet eredményére vonatkozé allitasok.

Akkor mondjuk, hogy egy esemény bekodvetkezik, ha az esemény,
mint allitas, igaz.

o Eseményalgebra: a véletlen kisérlethez kapcsol6dé események
halmaza. Jele: A.

o Esemény valdsziniisége: az esemény bekdvetkezésének az esélye.
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Bevezetés Mi is az a valészinliségszamitas?

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobdkockat, ez egy véletlen kisérlet.
Eseménytér: Q= {1,2,3,4,5,6}. Néhany esemény:

A = 5-nél kisebbet dobunk C = egész szamot dobunk
B = paratlan szamot dobunk D = negativ szamot dobunk

Az eseményeket az 0 részhalmazaival reprezentaljuk: Gsszegydijtjiik
azokat a kimeneteleket, melyekre az egyes események bekovetkeznek.

A={1,23,4}

B ={1,3,5}

C=1{1,2,3,4,56} =Q
(biztos esemény)

D =& (lehetetlen esemény)

Két nevezetes esemény

Biztos esemény: minden lehetséges kimenetel esetén bekdvetkezik.

Lehetetlen esemény: nincs olyan kimenetel, melyre bekdvetkezne.
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Bevezetés Mi is az a valészinliségszamitas?

Mennyi ezeknek az eseményeknek a valésziniisége? Szabalyos kockaval
dobunk, ezért minden kimenetelnek 1/6 az esélye.

P(A) = P(5-nél kisebbet dobunk ) =4-1/6 =4/6 = 2/3

P(B) = P(paratlan szamot dobunk) =3-1/6 =3/6 = 1/2

P(C) = P(egész szamot dobunk) =6-1/6 = 6/6 = 1 = 100%

P(D) = P(negativ szamot dobunk) =0-1/6 =0/6 =0

Az események valészinlisége most csak attél fiigg, hogy hany kimenetel

esetén kdvetkeznek be, attél mar nem, hogy melyek ezek a kimenetelek.
Formalisan a kdvetkezd szabalyt alkalmaztuk:

|A|  kedvezd kimenetelek szama

P(A) = =
(A) 1Q| Osszes kimenetel szama

Ez a formula a valésziniiség kombinatorikus kiszamitasi médja, és csak
akkor lehet alkalmazni, ha teljesiil a kovetkez6 két feltétel:

o A kisérletnek csak véges sok kimenetele van.

@ Minden kimenetelnek azonos az esélye.
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Bevezetés Mi is az a valészinliségszamitas?

Feladat. Feldobunk két szabalyos dobdkockat, egy pirosat és egy kéket.
Adjuk meg az alabbi események valésziniiségét:

A = a dobott szamok Osszege 2, B = a dobott szamok &sszege 7.

1. Megkozelités. A feladat a dobott értékek dsszegével foglalkozik.
Legyenek a kimenetelek a lehetséges Osszegek:

(2) 4 6 8 10 12 Q=1{23,..,12},
A3 5 9 11 A={2}, B={7}.
@, 0 2. B={7)

A kedvez8/6sszes formula alkalmazasaval: P(A) = 1/11, P(B) = 1/11.

Ez a megoldas nem lehet j6: a tapasztalatok szerint két kockaval dobva a 7
sokkal gyakrabban jon ki, mint a 2. Tehat a két értéknek nem lehet azonos
a valészintisége. De mit rontottunk el?

A hiba oka az, hogy az egyes kimenetelnek nem azonos a valdsziniisége, és
emiatt nem hasznalhatjuk a kedvez§/dsszes formulat.
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Bevezetés Mi is az a valészinliségszamitas?

2. Megkozelités. Ne a dobott szamok Gsszegét nézziik, hanem azt, hogy
mit dobunk a két kockaval! Ebben a megkdzelitésben Gsszesen 6 -6 = 36
kimenetel van. A kedvez/6sszes formula alkalmazasaval:

112/3]4|5]6
1
P(a szamok dsszege 2) = % ; Z . !
3 7
. " 6 1 4 ’
P(a szamok &sszege 7) = %6 5 7
6|7

Ezek mar a helyes eredmények? Elfogadhaté, hogy mind a 36 kimenetelnek
azonos a val6szintisége? (lgen, de erre majd még visszatériink.)

A kérdésnek ezen megkozelitése Galilei nevéhez fiizédik. 1589-ben Toscana
nagyhercege neki tette fel a kdvetkezs kérdést: Miért van az, hogy harom
szabalyos dobékockaval dobva a 9 gyakrabban jon ki, mint a 107
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Bevezetés Mi is az a valészinliségszamitas?

Feladat. Miben valtozik a megoldas, ha nem egy piros és egy kék, hanem
két ugyanolyan szinii kockat dobunk fel egyszerre?

1. Megkézelités. Osszesen csak 21 kimenetel van, ugyanis a két
dobokocka kozott nem tudunk kiilonbséget tenni.

1
i?
P(a szamok &sszege 7) = 3 1
21 7
Probléma: ez az eredmény nem lehet helyes,
ugyanis ellentmond a tapasztalatnak.

112/3]4|5|6

P(a szamok dsszege 2) =
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2. Megkozelités. Anyagi tulajdonsagaiban mindig van kiilonbség a két
kocka kozott, a kett6 sosem megkiildnboztethetetlen. Emiatt tgy kell
eljarnunk, mintha két kiilonb6zé szint kockaval végeznénk el a kisérletet.
Ezt a gyakorlati tapasztalat is aldtdmasztja, ez a helyes megoldas.
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Osszeszamlalasi feladatok

Ahhoz, hogy a valészintiséget a kombinatorikus médszerrel ki tudjuk
szamolni, meg kell hataroznunk a kedvezé illetve az dsszes kimenetelek
szamat. Az ilyen tipust feladatokat Gsszeszamlalasi problémaknak
nevezziik, mi harom fontosabb 6sszeszamlalasi problémaval foglalkozunk.
Mindegyik esetben egy véges (mondjuk n elemii) halmazt vizsgalunk.

o Sorbaallitasi feladatok: Hanyféleképpen allithatjuk sorba a halmaz
elemeit? A lehetséges sorbaallitasokat permutaciéknak nevezziik, és
a kérdés agy is feltehets, hogy hany permutacidja van a halmaznak.

o Kivalasztasi feladatok: Hanyféleképpen valaszthatunk ki k darabot
az elemek koziil? A kivalasztas szerint két esetet kiilonboztetiink meg:

Kombinacidk: A kivalasztast visszatevés nélkiil végezziik, és a
kivalasztas sorrendje nem szamit.

Variacidk: A kivalasztas visszatevéssel torténik, és a sorrend szamit.
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Permutaciék. Adott egy halmaz n kiildnb6z6 elemmel. Hanyféleképpen
allithatjuk sorba a halmaz elemeit?
1 — - 12—123
Példaul n = 3 esetén a lehetséges T 13—1,32
sorbaallitasok szama 3-2-1 = 6. / g — 23 —231
\ —21—213
31 —31,2

3\32—321

Az altalanos esetben a lehetséges sorbaallitasok szama n-faktorialis:
n=n-(n—=1)-...-1
Konvencié: 0! =1

Poziciok: [] [] [] S []
n . 2 1

LehetSségek szama:
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Variaciék. Adott egy halmaz n kiilénb6z6 elemmel. Hanyféleképpen
valaszthatunk ki k elemet visszatevéssel, ha a kivalasztas sorrendjét is
figyelembe vessziik?

1,1
1 4 1,2
Példaul n=3 é k=2 esetén 32 =09 T~
P 1,3 21
lehet8ségiink van. / 5 59
—32
3 .

3,3

Az altalanos esetben a lehetséges kivalasztasok szama n*.

Poziciok: [] [] I []

Lehetéségek szama: n n n e n n
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Kombinacidk. Adott egy halmaz n kiilonbdzé elemmel. Hanyféleképpen
valaszthatunk ki k elemet visszatevés nélkil, ha a sorrend nem szamit?

Ha figyelembe vennénk a sorrendet is, akkor a lehetéségek szama:
nin—1)...(n—k+2)(n—k+1)=n!/(n—k)!
Poziciok: ] ] O L] ]

Lehetéségek szama: n n—1 n—2 ... n—k+2 n—k+1

Most felejtsiik el, hogy milyen sorrendben hiztuk
ki az elemeket! Ha két kivalasztas csak a sor- @ @
rendben kiilonbdzik, akkor a sorrend elfelejtése

p , k!'db k!'db
utan ezek mar azonosak lesznek. A k elemet k! @

féleképpen lehet sorba allitani, tehat a sorrend

nélkiili kivalasztasok szama: k!db
sorrendes mintak szama ~onl/(n—k)! n!
hanyféleképpen allithatunk sorba k elemet k! okl (n—k)"
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Binomialis egyiitthaté

Binomialis egyiitthaténak nevezziik a kdvetkezé szimbélumot:

A binomialis egyiitthaté megmutatja, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki
visszatevés nélkiil egy n elemi halmazbél k elemet, ha a kivalasztas
sorrendjét nem vessziik figyelembe.

v

Feladat. Mik az 6toslottd sorsolas lehetséges kimenetelei? Hany lehetséges
kimenetele van a kisérletnek?

Az 6toslotté sorsolas lehetséges kimenetelei a kihtizhaté szamotdsok. A
sorsolas egy visszatevés nélkiili mintavételezés n=90 és k=5
paraméterekkel. A lehetséges kimenetelek szama:

(90) 90! 90! 90-89-88-87-86

5) 5-(90—5)! b51-85 5! = 43.949.268
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az 6téslotton. Mennyi az esélye annak,
hogy telitalalatot ériink el?

Telitalalatot akkor ériink el, ha pontosan az altalunk megjel6lt 6t szamot
hazzak ki. A telitalalat val6szintisége:

kedvez8 1 1
dsszes (950)  43.949.268

P(telitalalat) =

szam
. .
kihazott
e 6 o o o o o o [ ] B k
85 ':]em [ ) [ ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] Szamo
megjelolt c 06 06 o o o o
szam
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy pontosan 3 talalatot ériink el?

Pontosan 3 talalatot akkor ériink el, ha a mi szamaink kozul 3-at, a tobbi
szam koziil pedig 2-6t haznak ki. A kérdéses valésziniiség:

.y kedvezs (g) (825) 1
P(pontosan 3 talalat) = re—— (950) SRTTTR

<.

o o ..ﬁ.

5 megjelolt |
szam

(g) lehet&ség

85 nem
megjeldlt
szam

} (825) lehetSség
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Bevezetés  Osszeszamlalasi feladatok

Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy pontosan k talalatot ériink el?
Mennyi az esélye, hogy nyeriink valamennyi pénzt?

Az el6z6 oldal gondolatmenetével:

kedvezé (i) (58,5;()

Osszes (950) ’

P(pontosan k talalat) = k=0,1,2,3,4,5.
Talalat Valészinliség
5 ~ 1:44.000.000
~ 1:100.000
~ 1:1000
~ 2,25%
~ 23%
0 ~ 74,6%

Pénzt akkor nyeriink, ha elériink legalabb 2 talalatot:
BE+ O+ O 1,

(5)

=N W P

P(nyeriink pénzt) =
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Események valésziniisége = Miiveletek eseményekkel

Miveletek eseményekkel

Az el6z8 részben tortént:

Véletlen kisérlet: egy véletlen jelenség el6idézése vagy megfigyelése.
Kimenetelek: a véletlen kisérlet lehetséges eredményei.

Eseménytér (Q2): az Gsszes lehetséges kimenetel halmaza.

Esemény: a kisérlet kimenetelével kapcsolatot allitas.

A szdvegesen megfogalmazott eseményeket halmazokkal
reprezentaltuk: dsszegyiijtottiik azon kimeneteleket, melyre egy adott
esemény bekdvetkezik.

Példa. Dobjunk fel egy dobékockat, és
tekintsiik a kovetkezé eseményeket:

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1,2, 3,4},
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3, 5}.
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Események valésziniisége = Miiveletek eseményekkel

Két halmazon az alabbi halmazelméleti miiveleteket hajthatjuk végre:

o A két halmaz egyesitése vagy uniéja azon M
elemek halmaza, melyek a ketté koziil valamelyik
halmazban benne vannak. Jele: Au B. A

o A két halmaz metszete azon elemek halmaza,
melyek mindkét halmazban benne vannak.

Jele: An B. A

@ Az A és a B halmaz kiilonbsége azon elemek IM[T]
halmaza, melyek benne vannak A-ban, de
nincsenek benne B-ben. Jele: A\B. A B

@ Az A halmaz komplementere azon elemek
halmaza, melyek nincsenek benne A-ban.
Jele: A.

—_—
1V W |
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Események valésziniisége = Miiveletek eseményekkel

Miiveletek eseményekkel

o Események Gsszege: az események ,vagy’ logikai mivelettel valo
osszekapcsolasa. Ez azonos az események halmazelméleti uniéjaval:

A+B=Avagy B=AuUB

@ Események szorzata: az események ,és" logikai mivelettel valé
osszekapcsolasa. Ez azonos az események halmazelméleti metszetével:

A-B=Aé B=AnB

Példa. Dobokockaval dobunk.

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1,2, 3,4}
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3,5}
Avagy B={1,2,3,45} =AuUB
AésB={1,3}=AnB
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Események valésziniisége = Miiveletek eseményekkel

Miveletek eseményekkel (folytatas)

o Két esemény kiilonbsége: az ,, A bekdvetkezik, de B nem” logikai
kifejezés. Ez megegyezik a két esemény halmazelméleti kiildnbségével:

A— B = Aigen, de B nem = A\B

o Egy esemény tagadasa megegyezik az esemény halmazelméleti

komplementerével:
B
6
A

—A=nem A=A

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1,2, 3,4}
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3,5}
Aigen, de B nem = {2,4} = A\B

nem A= {56} = A

Példa. Dobdkockaval dobunk.
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Események valésziniisége Miiveletek eseményekkel

Kapcsolat az események kdzott

Kizaré események: Legyen Ajp, Ar,... eseményeknek egy véges vagy
végtelen sorozata. Azt mondjuk, hogy ezek paronként kizaréak, ha a
halmazok diszjunktak, tehat barmely kett6t kivalasztva azoknak iires a
metszete. Kizaré események koziil legfeljebb egy kovetkezhet be egyszerre,
hiszen nincs olyan kimenetel, melyet két vagy tobb esemény is tartalmazna.

Egymast tartalmazé események: Azt mondjuk, hogy a B esemény
maga utan vonja az A eseményt, ha B c A, tehdt B minden
eleme az A halmaznak is eleme. Ez azt jelenti, hogy ha a B esemény
bekdvetkezik, akkor az A esemény is feltétleniil bekdvetkezik.

ek
A
A3 Q Q
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Események valésziniisége = Miiveletek eseményekkel

Feladat. Feldobunk egy dobdkockat. Milyen kapcsolat all fenn az alabbi
események kdzott?

A = l-est dobunk
B = 3-ast vagy 4-est dobunk
C = 6-ost dobunk

D = paratlan szamot dobunk

o Az A, B,C események paronként kizaréak, semelyik kett§ nem
kovetkezhet be egyszerre.

@ A C ésa D esemény szintén kizarja egymast.

@ Az A esemény maga utan vonja D-t: ha A bekovetkezik, akkor
D is bekovetkezik.

@ A B ésa D esemény kozott egyik tanult kapcsolat sem all fenn:
nem zarjak ki egymast, és egyik sem vonja maga utan a masikat.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A valészintiség fogalma és tulajdonsagai

Mit jelent az, hogy egy esemény ,valdsziniisége'™?
@ valészinliseg = esély: ez nem j6 definicid, ezek szinonimak.
@ valészinliség = a kisérletet sokszor elvégezve az esemény az ismétlések
mekkora hanyadaban kévetkezik be.

Ez sem j6 definicié: egy szabalyos pénzérmét 99-szer feldobva nem
kaphatunk pontosan az esetek felében fejet.

Bekovetkezési gyakorisag és relativ gyakorisag

Tekintsiink egy kisérletet, és egy ehhez kapcsol6d6 A eseményt. Hajtsuk
végre a kisérletet egymas utan n alkalommal!

o Gyakorisag, bekovetkezési gyakorisag: hanyszor kdvetkezett be az
A esemény az n ismétlés soran. Jele: k,(A).

o Relativ gyakorisag: az ismétlések mekkora hanyadaban kovetkezett
beaz A esemény. Jele: r,(A) = kn(A)/n.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A relativ gyakorisag nem egyenld a val6szintséggel: r,(A) # P(A).

Tapasztalati tény, hogy a esemény relativ gyakorisdg nagy n esetén egy
meghatarozott érték koriil ingadozik. A kdznyelv ezt az értéket nevezi az
esemény val6sziniiségének:

Ennél t3bb is igaz, a relativ gyakorisag konvergal ehhez az értékhez:

ra(A) — P(A), n— oo.
Miért nem ezzel a konvergenciaval definialjuk a valésziniiséget? Mert ezzel
a definiciéval nagyon nehéz lenne dolgozni.

A valészinliségszamitas modern felépitése szamolasi szabalyok segitségével
definialja a valészintiséget. Kérdés: milyen tulajdonsagokat varjunk el az
események valdszinliségétél?
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

@ Egy A esemény relativ gyakorisaga mindig 0 és 1 kozé esik.
Elvaras: Legyen 0 < P(A) <1 minden A eseményre.
@ A biztos esemény relativ gyakorisaga:

rm(Q) = ky(Q)/n=n/n=1

Elvaras: A biztos esemény val6sziniisége legyen P(Q) = 1.
@ Ha A és B kizar6 események, akkor
kn(AUB)  knlA) + kn(B)

rm(Au B) = p = - = rn(A) + ra(B)

Hasonl6 médon mutathaté meg, hogy ha A;, Ay, ... paronként
kizaré eseményeknek véges vagy végtelen sorozata, akkor

r,,(Al uA u.. ) = r,,(Al) + r,,(Ag) + ...
Elvaras: Paronként kizaré eseményekre legyen

P(Alquu...)=P(A1)+P(A2)+...
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Valésziniiség, valészintiségi mezé (Kolmogorov axiémak, 1933)

Tekintsiik egy véletlen kisérletet! Ehhez tartozik egy € eseménytér és
egy A eseményalgebra.

Azt mondjuk, hogy egy P : A — [0,1] fiiggvény valésziniiség vagy
valésziniiségi mérték, ha teljesiti az alabbi két tulajdonsagot:
@ A biztos esemény valészintisege P(Q2) = 1.

o Additivitdas: Ha Aj, Ay, ... paronként kizaré eseményeknek egy
véges vagy végtelen sorozata, akkor az egyesitésiik valésziniisége

P(AlUAzU...)ZP(A1)+P(A2)+...

Az A eseményhez rendelt P(A) értéket gy nevezziik, hogy az A
valésziniisége. Az (Q,.A, P) harmast valésziniiségi mezének hivjuk.

A véletlen kisérleteket mindig egy megfelel6 valdszintiségi mezével irjuk le:
o eseménytér (2): a lehetséges kimeneteleinek a halmaza,
e eseményalgebra (A): a kisérlethez kapcsol6dé események,
@ val6sziniiség (P).
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Az additivitas azt fejezi ki, hogy ha egy eseményt felbontunk tobb kizaré
eseményre, akkor

egész valdsziniisége = részek valdsziniiségeinek az dsszege

A matematikaban az additivitasi szabaly nem
csak a valésziniiségre teljesiil, hanem mas fo-
galmakra is. Példaul: témeg, teriilet, térfo-

gat. Ezeket a fogalmakat dsszefoglalé néven
mértékeknek nevezziik.

y

M(A;LUAQU...):,U,(Al)-i-/L(Az)-l—...

A nagy szamok Borel-féle torvénye

Tekintsiink egy véletlen kisérletet, és legyen A egy tetszéleges esemény!
Ekkor a relativ gyakorisag konvergal az esemény valészintiségéhez:

ra(A) — P(A), n— .
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A valésziniiség tulajdonsagai

o Komplementer esemény valdsziniisége:

P(A) =1- P(A).

@ Lehetetlen esemény valésziniisége:

P(g)=P(2)=1-P(Q2) =0.
o Kivonasi szabaly: tetszéleges A és B
események mellett

P(A\B) = P(A) — P(An B).
Specialisan ha B maga utan vonja az
A eseményt, akkor

P(A\B) = P(A) — P(B).

@ Monotonitas: ha B maga utan vonja az
A eseményt, akkor P(B) < P(A).

X
X
1
|
1
A
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A valészintiség tovabbi tulajdonsagai

o Szubadditivitas: Ha Aj, Ay, ... tetszéleges

eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata,
akkor

P(AluAQU...)gP(Al)-i-P(Ag)-i-...

o Két esemény dsszegének a valésziniisége:
tetszéleges A és B esetén

P(AuB)=P(A)+ P(B) — P(An B)

@ Harom esemény Osszegének a valdsziniisége:
tetszéleges A, B és C esemény mellett M

P(AuU B U C) = P(A) + P(B) + P(C)
_P(AnB)-P(AnC)-P(B~C) |A
+P(AnBn Q)
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

A valészintiség tovabbi tulajdonsagai
o Poincaré-formula avagy szitaformula: tetszéleges Ay, ...

s An

események mellett

P(ALU...UA) = D (=D Y P(A N nA)

k=1 1<ihi<...<ik<n
kiilonb6z8 egészek

Ugyanez részletesebben:

P(Aiu...UA,) =P(A1) + ...+ P(Ap)
— ketteses metszetek valészintisége
+ harmas metszetek valdsziniisége

— négyes metszetek valésziniisége

+ P(Ain...0n A
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Feladat. Egy tarsasagban az emberek 40 szazaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szazaléka franciaul, 15 szazaléka angolul és németiil,
20 szazaléka angolul és franciaul, 20 szazaléka németiil és franciaul, végiil
az emberek 10 szazaléka beszél mindharom nyelven. Tekintsiik azt a
kisérletet, hogy véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a tarsasagbdl.

A kisérlet lehetséges kimenetelei az emberek a tarsasagban, tehat az
eseménytér maga a tarsasag. Tekintsiik a kdvetkezé eseményeket:

A = a kivalasztott ember beszél angolul ‘

B = a kivalasztott ember beszél németiil "‘
C = a kivalasztott ember beszél franciaul v
Q

Véletlenszertien" valasztunk ki egy embert, tehat mindenkit azonos eséllyel
valasztunk ki. Emiatt: valészinliség = arany a csoporton beliil.
P(A) =04, P(B)=0,35 P(C)=03, P(AnBnC)=0,1,
P(AnB)=0,15, P(AnC)=0,2, P(BnC)=0,2.
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Hatarozzuk meg annak a val6sziniiségét, hogy a kivalasztott ember...

@ nem beszél angolul = nem A=A
P(A)=1—P(A)=1-04=0,6

@ beszél angolul, de nem beszél franciaul = A teljesiil, de C nem = A\C
Most C ¢ A, ezért P(A\C) # P(A) — P(C)
Helyes megoldas:  P(A\C) = P(A) — P(AnC)=0,4-0,2=0,2

@ beszél németiil vagy franciaul = Bu C
P(B U C)=P(B)+P(C)—P(BAC)=035+03—02=045

@ D = legalabb két nyelven beszél = (AnB) U (An C)u (Bn C)
P(D)=P(AnB)+ P(AnC)+P(BnC)—2P(AnBnC)=0,35

A T

B
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Események valésziniisége A valésziniiség fogalma és tulajdonsagai

Hatéarozzuk meg annak a valésziniiségét, hogy a kivalasztott ember...

@ egyik nyelvet sem beszéli = nem Aésnem Bésnem C=AnBn C
Nincsen formulank a metszetre. Térjiink at uniéral
PANBNnC)=PAuUBUC)=1-P(AuBuUC)

Ez nem meglepd, hiszen:

P(egyik nyelvet sem beszéli) = 1 — P(beszéli valamelyik nyelvet)

P(AUBU C) =P(A) + P(B) + P(C) — P(An B) — P(An C)
—P(BAC)+P(AnBAC)=06

Tehat: P(ANBnC)=1-P(AuBuUC)=1-06=04

EN ERIOO)

ot N
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Diszkrét valészintségi mezék

Diszkrét valésziniiségi mezék

Azt mondjuk, hogy egy val6szintiségi mez6 diszkrét valésziniiségi mez6,
ha a kisérlet lehetséges kimenetelei egy véges vagy végtelen sorozatot
alkotnak. Ekkor az eseménytér: Q = {wy,wy,...}.

Szemléletesen: szétosztunk 1 nagysagi sulyt a kimenetelek kozott, és egy
esemény val6sziniisége azonos a benne talalhaté salyok Gsszegével.

Diszkrét valészintiségi mezén a kimenetelek valosziniiségeinek az Gsszege:
P(w1) + P(w2) + ... = P({wi,w2,...}) = P(Q) =1
Egy tetsz6leges A esemény valészinlisége: P(A) = > .4 P(w).
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Klasszikus val6sziniiségi mezék

Azt mondjuk, hogy egy (Q,.4, P) val6szinlségi mezé klasszikus
valésziniiségi mezG6, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

@ a kisérletnek véges sok lehetséges kimenetele van, tehat |Q] < oo;

@ minden kimenetelnek azonos a valésziniisége.

Megjegyzések:
o A klasszikus valésziniiségi mez8 egyben diszkrét valésziniiségi mezé is.
@ Most minden w kimenetelre P(w) = 1/|Q|.
o Barmely A eseményre P(A) =) .aPw)=|Al-1/|9|.

Események valészintisége klasszikus val6szintiségi mezén

Klasszikus val6szinliségi mezén egy tetsz6leges A esemény valdsziniisége:

_ |A] kedvezé kimenetelek szama

P(A) = = =
(4) 1Q| osszes kimenetelek szama
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Feladat. Egy szabalyos pénzérmét feldobunk n alkalommal, ahol n
egy rogzitett pozitiv egész szam. Milyen médon irhaté le a kisérlet?

A kisérlet lehetséges kimenetelei az n-hosszi fej-iras dobassorozatok:
Q= {(x1,...,%n) 1 X1,...,%n € {fe], iras}}, Q| =2"
A pénzérme szabalyos, ezért minden kimenetelnek azonos a valésziniisége.
Tehat ez egy klasszikus val6szinliségi mezé.
Feladat. Adjuk meg az alabbi események valdszintiségét:
P(sorban n — 1 fejet és végiil 1 irast kapunk) = 1/2".
P(dobunk legalabb egy fejet) =1- P(csak frast dobunk) =1-1/2".
P(pontosan k darab irast kapunk) = (Z)/2" k=0,1,...,n
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Feladat. Adjuk meg az 1+ x + x? + ... Osszeg értékét, ahol |x| < 1.

A fenti Gsszeget mértani sornak nevezziik, és a kdvetkez6 médon
hatarozhaté meg:

T+x+x2+...=lim (1+x+...+x")
n—o0
1—x 1—x"1  1-90
= 1| 1 n = i =
n|—>moo( Xt +X)1—x n|—>moo 1—x 1—x

Specidlisan x = 1/2 esetén:

IR VIR N N 2+ L 3+ ! 2
statgto =1+ (5 :

x =1/4 esetén:

1 1 1 1 1\? 1\3 1 4
l+-4+ S +—=+...=1+=+(2) +(=) +... =,

4 427" g3 4
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Feladat. Addig dobunk egy szabalyos pénzérmével, mig irast nem kapunk.
Milyen val6sziniiségi mezével irhaté le a kisérlet?
A kisérletnek két fajta kimenetele van:
@ Véges sok dobas utan kapunk egy irast, és utana nem dobunk tdbbet:
wp = (fej, ..., fej,iras), =1,2,...
_
n—1 darab
o Végtelen sokat dobunk, és mindig fejet kapunk: wqy, = (fej, fej, .. .).

A kimenetelek egy végtelen sorozatot alkotnak, az eseménytér:
Q= {wl,WQ, ‘o ,woo}.

Megjegyzések:
o A kisérletet leiré val6szintiségi mezé egy diszkrét valdsziniiségi mezé.
@ De ez NEM egy klasszikus valészinliségi mez8, hiszen végtelen sok
kimenetel van.
o A kimenetelek valészintisége: P(wp) = 1/2", P(wy) =?
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy sosem kapunk irast?

P(elébb-utébb dobunk irast) = P(w1) + P(w2) + P(ws) +
—1+1+1+ —11+1+1+ —1
2t 2223 T2 2 4 |
Emiatt:  P(ws) = P(sosem dobunk irast) =1 —1=0.
Feladat. Melyiknek nagyobb az esélye? Annak, hogy az elsé irast paros
sorszamu, vagy annak, hogy elsé irast paratlan sorszama dobasra kapjuk?
A = az els§ irast paratlan sorszami dobasra kapjuk = {w1,ws,ws, ...},

B = az elsg irast paros sorszami dobasra kapjuk = {w2, ws,ws, . . .}.

1 1 1

P(A) = P(w1) + P(w3) + P(ws) + ... = sttt
S Y PENE S S NS S
2 4 42 23 3°

Tovabba:  P(A) + P(B) = P(Au B) = P(valamikor irast dobunk) =
Emiatt: P(B) =1- P(A) =1/3.
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Feladat. Egy vallalat Ggy probalja népszer(siteni az altala forgalmazott
chipset, hogy a zacskékba a Micimacké cimii mese figurait rejti el:
Micimackét, Malackat, Tigrist és Fiilest. Minden zacskéban pontosan egy
figura talalhato, és minden figuranak azonos a gyakorisaga. Mi addig
vasaroljuk a terméket, mig meg nem kapjuk a teljes kollekciét, tehat mig
végiil mindegyik figurabdl lesz legalabb egy darab. Mennyi annak az esélye,
hogy ehhez elég 4 darab chipset megvenni? Mi annak a val6sziniisége, hogy
elég 6 zacskét megvasarolni?

A feladat egy altalanos témakor specialis esete. Adott egy kisérlet, melynek
véges sok lehetséges kimenetele van. A kérdés az, hogy a kisérletet tobbszor
elvégezve mekkora valésziniiséggel fog az dsszes lehetséges kimenetel
megjelenni. Ezt a problémakdrt nevezziik a kupongyiijté problémajanak.
Az eredeti feladat tébb kiilénb6z6 széveggel is megfogalmazhaté. Példaul:

o Tizszer feldobok egy szabalyos dobdkockat. Mennyi az esélye, hogy a
dobasok kozott az 1, 2, 3, 4, 5, 6 értékek mindegyike megjelenik?

@ Anna minden nap véletlenszeriien valaszt egyet a 3 par cipgje koziil.
Mennyi az esélye, hogy 5 nap alatt mindharom parat hordani fogja?
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

Kérdés. Mennyi annak az esélye, hogy elég 4 darab chipset megvenni?

. kedvezg 4!
P(a 4 zacskoban 4 kiilonbézé figura |esz) = f Yoo _ i 0,09.
dsszes

Kérdés. Mi annak a valdsziniisége, hogy elég 6 zacskét megvasarolni?

Vezessiik be a kdvetkezd eseményeket:
A; = az i-dik figurat egyik zacskéban sem talaljuk meg, i=1,2734
Ekkor a kérdéses valésziniiség:

P(a 6 zacskobdl 8sszeall a teljes kollekcid) = P(A; n Az N Az N Ag)
=1- P(valamelyik figurat nem kapjuk meg) =1- P(A1 U AU Az U A4)

A Poincaré-formulaval az unié valészintsége:

P(Al U AU A3 ] A4) = P(Al) + P(Az) + P(A3) + P(A4)
— kettes metszetek + harmas metszetek — P(A; n Ay n A3 1 Ay)
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Események valésziniisége Diszkrét valésziniiségi mez&k

A felirt metszetek valdsziniiségei:
P(A1) = P(6 zacskébél nem kapunk Micimackét) = 3°/4°,
P(A1 N Az) = P(nem kapunk Micimackét és Malackat) = 2°/4°,
P(Ay n Ay N A3) = P(csak Fiilest kapunk) = 1/4°,
P(AinAynAsn Ay) = P(semmit sem kapunk) =0/4% = 0.

Most 4 darab eseményiink van. Ezekbél (g) darab kettes és (‘3‘) darab
harmas metszet képezhets. Emiatt

P(Al U Ay U Az U A4) = P(Al) + P(A2) + P(A3) + P(A4)
— kettes metszetek + harmas metszetek — P(A; n Ay n A3 N As)

36 4\ 26 4\ 1
-4~ _ il — _0~062
46 <2> 26" (3) 46 0~ 0,6

Tehat a kérdéses valosziniiség:

P(6 zacskobol teljes koIIekcié) =1- P(A1 uAuAzu A4) ~ 0,38
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Események valésziniisége Geometriai valésziniiségi mez&k

Geometriai valdszinlségi mezék

Feladat. Adott egy 5 x 5 méteres négyzet alaka kert, melynek egyik
sarkaban egy harap6s kutya van kikdtve egy r =3 méteres lancon. A
kert mellett gyerekek jatszanak egy gumilabdaval, és véletlenszeriien beejtik
a labdat a kertbe. Mennyi a valésziniisége annak, hogy a kutya eléri, és
ezaltal kiharapja a labdat?

Eszrevételek:
o A lehetséges kimenetelek a kert (négyzet) pontjai.

e Végtelen sok kimenetel van, ez nem egy klasszikus val6sziniiségi mezé.

Osszes teriilet: 5.5 =25
Kedvezé teriilet: 3°7/4 = 7,07 r=3m 5m
P (a kutya eléri a labdat) = 7,07/25 = @28

[

[ \
[ |
[ )|
[ |
[
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Események valésziniisége Geometriai valésziniiségi mez8k

A hosszisagot, a teriiletet, és a térfogatot dsszefoglalé néven mértéknek
nevezzilk. Egy A geometriai alakzat mértékére (hosszusagara, teriiletére
vagy térfogatara) a p(A) jelolést szokas alkalmazni.

Geometriai valdsziniiségi mezék

Azt mondjuk, hogy egy (€, .A, P) val6sziniiségi mez6 geometriai
valésziniiségi mezd, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

o Az Q eseménytér egy geometriai alakzat, és 0 < pu(Q) < 0.

o Egyenletességi hipotézis: Az események valésziniisége egyenesen
aranyos az események mértékével. Tehat minden A < Q eseményre

p(A)  kedvezd hosszisag/teriilet/térfogat
() Gsszes hosszsag/teriilet/térfogat

Az egyenletességi hipotézis azt fogalmazza meg, hogy egy A esemény
valésziniisége csak attdl fiigg, hogy mekkora az A halmaz nagysaga, de
attél mar nem, hogy ez a halmaz hol helyezkedik el az eseménytéren beliil.
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Események valésziniisége Geometriai valésziniiségi mez&k

Kérdés. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a gyerekek pontosan az
5 x 5 méteres négyzet alaku kert geometriai kozéppontjara ejtik a labdat?

A geometriai kozéppont a két atl6 R metszéspontja. Tetszdleges n
pozitiv egész szam esetén a pont lefedheté egy 1/n oldala kis négyzettel.

0 < u(R) < a kis négyzet teriilete = 1/n> — 0, n — .

5m

Ekkor a rendér-elv miatt:  p(R) = 0.

P(alabda az R pontra esik) = 0/25 = 0 %
Bekovetkezhet ez az esemény? —
1/n

Hasonlé médon bizonyithaté, hogy
@ minden pontnak 0 a hosszisaga, a teriilete és a térfogata;
@ minden szakasznak illetve egyenesnek 0 a teriilete és a térfogata;
e minden sikidomnak 0 a térfogata. (Példaul: mértani testek lapjai.)
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

A feltételes valdsziniiség

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobokockat, és legyen A az az
esemény, hogy paratlan szamot dobunk. Ekkor: P(A) = 1/2.

Adjuk meg A valbszintiségét, ha rendelkeziink az alabbi informaciévall
e Ha tudjuk, hogy primszamot dobtunk: P(A) = 2/3.
e Ha tudjuk, hogy 5-nél kisebbet dobtunk: P(A) =2/4 =1/2.
e Ha tudjuk, hogy 3-ast vagy 5-6st dobtunk: P(A) =2/2 =1.
e Ha tudjuk, hogy paros szamot dobtunk: P(A) =0/3 = 0.

(3 5| 3 5 3 5)A (+ 3 &)

2 &% 6 || 2 4 & |2 4 &l 2 4 6
4 6Q 69 2 6Q o

A hattérinformacié nagy mértékben befolyasolja a valésziniiséget. Hogyan
szamoljunk feltételes valésziniiséget nem klasszikus valészintiségi mezén?
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Feltételes valésziniiség

Tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkoraz A eseménynek a B eseményre
vett feltételes valésziniisége

P(An B)

P(AIB) = ~ 55

A feltételes valésziniiség megmutatja, hogy mennyi az A esemény
valésziniisége, ha tudjuk, hogy a B esemény bekovetkezik.

Formalisan a kovetkezd torténik:

o kidobjuk a B-n kiviili kimeneteleket,
hiszen ezek most nem kovetkezhetnek be:

@ a B halmaz egy ,sziikitett” eseménytér,
ezen beliil nézziik az A sdlyaranyat.

Sziics Gabor (SZTE) ' égszamitas



Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Feladat. Jeldlje A azt az esemény, hogy egy szabalyos dobokockat
feldobva paratlan szamot dobunk. Adjuk meg A feltételes val6szintisegét
az alabbi B feltételekre nézve:

@ B = primszamot dobunk

_ P(AnB)  P(paratlan és prim) 2/6 4 2
P(A|B) = P(B) P(prim) B 17/2 63

@ B = 5-nél kisebbet dobunk

P(AIB) — P(An B)  P(paratlan és 5-nél kisebb) — 2/6 2 1
- P(B) P(5-nél kisebb) 46 4 2

Ezek az értékek azonosak a korabban kapott val6sziniiségekkel.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség

Hogyan szamolhatunk feltételes valészintiséget, ha nem akarjuk a definiciot
alkalmazni?

Klasszikus val6sziniiségi mez6: dobjuk ki a B-n  kiviili kimeneteleket.

P(AnB) [AnB|/I2] |AnB| megmaradt kedvezé

P(A|B) = = = -
(AlB) P(B) |B|/|€| |B| megmaradt &sszes

Geometriai valdszintiségi mezé: dobjuk ki a B-n kiviili kimeneteleket.

PAnB) pu(AnB)/u(2) wu(An B) megmaradt kedvezd
P(AIB) = P(B) - w(B)/u() - w(B) "~ megmaradt dsszes
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlensége

Legyeneck A és B tetszéleges események! Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha P(An B) = P(A)P(B).

A fiiggetlenséggel ekvivalens tulajdonsagok

Ha A és B pozitiv valésziniiségii, akkor az alabbiak ekvivalensek:
o A és B fliggetlenek egymastdl.
e P(AB) = P(A).
e P(B|A) = P(B).

Bizonyitas. Ha A és B pozitiv valészinliségli események, akkor

P(An B)

P(An B) = P(A)P(B) = P LB

= P(A) < P(A|B) = P(A)
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobokockat. Dontsiik el, hogy az alabbi
események fiiggetlenek-e egymastdl!

@ A = paratlan szamot dobunk, B = 5-nél kisebbet dobunk.
Most: P(A)=1/2, P(B)=4/6, P(AnB)=2/6.
Tehat P(An B) = P(A)P(B), az események fiiggetlenek.
Alternativ megoldas: P(A|B) = 2/4 = P(A), tehat fliggetlenek.
@ A = paratlan szamot dobunk, B = 4-nél kisebbet dobunk.
Most: P(A)=1/2, P(B)=1/2, P(AnB)=2/6.
Tehat P(An B) # P(A)P(B), az események nem fiiggetlenek.
Alternativ megoldas: P(A|B) = 2/3 # P(A), nem fiiggetlenek.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

Feladat. Ha feldobunk két szabalyos dobdkockat, akkor feltehets, hogy a
dobott értékek fiiggetlenek egymastél. Mutassuk meg, hogy ezen feltevés
mellett minden kimenetelnek azonos a valésziniisége!

Tetsz6leges i,j € {1,...,6} esetén legyen
A = az 1. kockaval i-t dobunk, B = a 2. kockaval j-t dobunk.
A feltevés szerint ezek fiiggetlen események, tehat
P(az 1. kockaval j-t, a 2. kockaval j-t dobunk)
=P(AnB)=PAPB)=1/6-1/6 =1/36.
Feladat. Mutassunk példat olyan kisérletre, mikor a két kockadobas nem
flggetlen! Ekkor is azonos a kimenetelek valészintisége?

A kisérlet: feldobok egy szabalyos dobdkockat, felveszem filmre, majd ezt
lejatszom ajra. Ekkor két szabalyos kockadobast kapok, de ezek nem
fliggetlenek. A kimenetelek valésziniisége:

1/6, hai=j,

P(az 1. kockaval i-t, a 2. kockaval j-t dobunk) = {0 ha i+ |
7 ai#j.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 52 /187



Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége Két esemény fiiggetlensége

Feladat. Mi a kapcsolat a kizarésag (=diszjunktsag) és a fiiggetlenség
kozott? Azonos a jelentésiik, vagy az egyikbdl kovetkezik a masik?

Nem azonos a jelentésiik, és altalaban egyik tulajdonsagbdl sem kévetkezik
a masik. Legyenek példaul A és B pozitiv valésziniiségli események.

e Ha a két esemény kizarg, akkor P(An B) = 0. Ekkor az események
nem lehetnek fiiggetlenek:
0= P(An B) # P(A)P(B) > 0.
Ugyanez masfajta gondolatmenettel:
P(A|B) = P(An B)/P(B) =0/P(B) =0 % P(A) > 0.
o Ha az események fiiggetlenek, akkor nem lehetnek kizaréak, ugyanis
P(An B) =P(A)P(B) > 0.

A fenti gondolatmenet csak pozitiv valésziniiségii eseményekre vonatkozott.
Ha az egyik esemény valészintisége 0, akkor lehetnek egyszerre kizaréak és
fliggetlenek.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

A feltételes valészintiség tulajdonsagai

A feltételes val6sziniiség valéban valésziniiség, azaz val6sziniiségi mérték?
A valésziniiség definiciéja alapjan az alabbi tulajdonsagokat kell ellenérizni:

@ A valésziniiség egy olyan fiiggvény, mely az eseményekhez 0 és 1
kozotti értékeket rendel hozza:  P(A|B) € [0, 1].

@ A biztos esemény valésziniisége: P(Q|B) = 1.

o Teljesiil az additivitas: Aj, Ao, ... kizaré események mellett

P(AluAgu... ’ B) :P(A1’8)+P(A2‘B)+...

Konnyen ellenérizhetd, hogy ezek a tulajdonsagok teljesiilnek a feltételes
valésziniiségre, igy igaz az alabbi tétel.

A feltételes valdsziniiség valoszintiség

Legyen B pozitiv valészintiségii esemény. Ekkor a B eseményre vett
feltételes valésziniiség val6szintiségi mérték.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

A tétel értelmében teljesiilnek a kdvetkezd azonossagok is:
o A lehetetlen esemény valészintisége: ~ P(J|B) = 0.
e Monotonitas: Ha A; < Ay, akkor P(A1|B) < P(Az|B).
o A komplementer esemény valésziniisége: P(A|B) = 1 — P(A|B).
o Két esemény unidjanak a valésziniisége:
P(A1 U Ay | B) = P(A1|B) + P(A2|B) — P(A1 n A | B).

@ Poincaré-formula a feltételes valészindiségre...

Fontos: a fenti azonossagokban a B esemény rogzitett! A feltételes
valészinliségben a feltételt nem lehet ilyen kénnyen manipulalni.
Példa. Feldobunk egy szabalyos dobékockat.

Legyen A = 6-ost dobunk, B = paros szamot dobunk.

Ekkor P(A|B) =1/3, P(A|B) =0.

Tehat P(A|B) #1— P(A|B).
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Lancszabaly

Legyenek Aj,...,A, olyan események, melyekre P(A1n...n A,) > 0.
Ekkor

P(Al ﬁ...ﬁAn) = P(A]_)P(A2 | Al)P(A3 | A1 ﬂAz)
...P(An|Alﬁ...ﬁAn_1).

Bizonyitas. A feltételes valésziniiség definiciéjat tobbszor alkalmazva:

P(A)P(A2 | A)P(As | ALn Ay) .. .P(An| AL 0 Agy)
P(AlﬁAz) P(AlﬂAzﬂA3) P(Alﬁ...ﬂAnflﬁAn)
P(A1) P(Ai1nA)  PAIn...0 A1)

:P(Alr\...mAn_lmAn).

= P(A1)
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Feladat. Adott n ember, és ki akarnak sorsolni maguk koziil egy embert.
Fognak n darab egyforma gyufaszalat, egynek letorik a fejét, és egymas
utan haznak. lgazsagos-e ez a sorsolas, tehat fligg-e annak az esélye, hogy
valaki a rovidet hazza attél, hogy hanyadikként haz?

Tekintsiik az alabbi eseményeket:
A; = az i. ember hizza a rovid szalat., i=1,...,n.

A sorsolas akkor igazsagos, ha P(A1) =...= P(A,) =1/n.

1. Megkozelités. Az elsé huzé esetében:
P(A1) = kedvezd/Gsszes = 1/n.
A masodik huzé esetében:
P(Az) = kedvez8/dsszes = 1/(n — 1).

Ezek szerint a sorsolas nem igazsagos? Itt valami nem stimmel.

Probléma: mi van akkor, ha a masodik ember nem is haz?
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége

A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

2. Megkozelités. Az els6 huzo esetében:  P(A;) = 1/n.

A masodik hazénal: A, < Ay, ezért a lancszabaly szerint:

P(As) = P(A1 " A2) = P(A1) - P(Aa|Ar) = ”;1 L %

Az n. ember esetében: A, c A1 n...Nn A,_1, ezért

P(A) = P(Zl N0 Al r\A,,)
P(Zl) P(Z2 |Z1) P(Z3 |Z1 ﬁZg)

.P(ﬂn,l ]ﬂlm...mzn,g) P(A,,|Z1 m...mﬂn,l)
n—lin—2 n—3 1 1

. 1=
n n—1 n—2 2 n

Hazi feladat: P(A;) =1/n minden / esetén.
Tehat a sorsolas szabalyos.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Bayes-formula

Ha A és B pozitiv valésziniiségi események, akkor

P(B|A) = —P(AI’D'TLF)’(B)

Bizonyitas. A lancszabaly alkalmazasaval:

P(BnA P(A|B)P(B
b PO A _ PABPB)
P(A) P(A)
Feladat. Egy gyarban anyaghibas és méterhibas gyartmanyok is késziilnek,
és ezek a teljes mennyiség 25 illetve 40 szazalékat teszik ki. A mérethibas
darabok &tdde anyaghibas is egyben. Az anyaghibas gyartmanyos mekkora

hanyada mérethibas?

P (anyaghibas | mérethibas) - P(mérethibas)
P(anyaghibas)

P(mérethibés | anyaghibés) =

02-0,4

= 0,32 =329
0,25 ’ %
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

A teljes valésziniiség tétele

Teljes eseményrendszer

Azt mondjuk, hogy a By, ..., B, események teljes eseményrendszert
(t.e.r.) alkotnak, ha teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

o paronként diszjunktak, tehat tetszéleges i # j esetén Bin B =

egyiittesen lefedik az eseményteret: By u...u B, = Q;

mindegyik eseménynek pozitiv a valdsziniisége.

A teljes eseményrendszer az eseménytér egy
particiéja, felbontasa egymast kizaré pozitiv B
valésziniiségli eseményekre.

o A kisérletet végrehajtva az események koziil B,
pontosan egy kovetkezik be.

@ A valdsziniiségek Gsszege: —
P(Bi)+ ...+ P(B,) = P(Blu...uB,,) =/P(/Q) =
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

A teljes val6sziniiség tétele és a Bayes-tétel

Legyen Bi,...,B, teljes eseményrendszer, és tekintsiink egy tetszéleges
A eseményt. Ekkor teljesiilnek az alabbi Gsszefiiggések:

o Teljes valésziniiség tétele:
P(A) = 31 P(A|B))P(Bi) = P(A|B1)P(B1) + ... + P(A|Bn) P(Bn)

o Bayes-tétel: Ha P(A) > 0, akkor
P(AIB))P(B;)
2i-1 P(AIB))P(B))

P(Bj|A) =

Bizonyitas. Az additivitas és a lancszabaly alkalmazasaval:
P(A)=P(AnB1)+ ...+ P(An By)
= P(A|B1)P(By) + ...+ P(A|B,)P(B,) .
A Bayes-formulaval és a teljes valdsziniiség tételével:
P(AIB))P(B;)) _  P(AIB)P(B;)
P(A) Yii1 P(AIB)P(B;)

P(Bj|A) =
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

Feladat. Szeretnénk meghatarozni az orszagos munkanélkiiliségi ratat, de
sajnos a foglalkoztatasi adatok csak regionalis szinten allnak rendel

Kisérlet: véletlenszeriien kivalasztunk egy munkaképes ko gart.
- . B
A = a kivalasztott ember munkanélkuli,
B; = a kivalasztott ember az i. régidban él,
. , B, A
Bi,...,B7 teljes eseményrendszer.
Bs B,

A valésziniiségek jelentése:
@ P(A) = orszagos munkanélkiiliségi rata,

P(B;) = az allampolgarok ekkora hanyada él az’i. régiéban, (ismert)
P(
P(

° 1
e P(A|B;) = munkanélkiiliségi rata az i. régigban, (ismert)
°

Bj|A) = a munkanélkiiliek ekkora hanyada él az i. régiéban.
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

Feladat. Tekintsiik az alabbi fiktiv adatokat:

i v 2|3 a5 |6 |7
PAIB) || 5% | 8% | 10% | 5% | 12% | 8% | 5%
P(B;) || 40% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10%

@ Hogyan aranylik a munkanélkiiliek szama az egyes régiokban a teljes
munkaképes lakossaghoz?

Az i. régiéban élé munkanélkiiliek aranya a teljes lakossagon beliil:
P (munkanélkiili és az i-edik régiéban él) = P(A n B;) = P(A|B;)P(B;).

i 1 2 3 4 5 6 7
PAB) || 5% | 8% |10% | 5% | 12% | 8% | 5%
P(B) || 40% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10%

P(AnB) | 2% | 08% | 1% | 05% | 1.2% | 0,8% | 0,5%
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége

e Adjuk meg az orszagos munkanélkili ratat!

A teljes val6sziniiség tételével:

A teljes valésziniiség tétele

P(A) = i P(A|B))P(B;) = 27: P(An B) = 6,8%
i=1 i=1

@ A munkanélkiiliek mekkora hanyada el az egyes régidkban?

P (az i-edik régiéban él | munkanélkiili) = P(Bj|A) = P(ﬁ(;)B')
i 1 2 3 4 5 6 7
P(A|B)) 5% 8% 10% | 5% | 12% 8% 5%
P(B;) 40% 10% 10% | 10% | 10% 10% | 10%
P(An B)) 2% 0,8% 1% | 05% | 12% | 0,8% | 0,5%
P(Bi|A) | 29.4% | 11,7% | 14,7% | 7.4% | 17,6% | 11,7% | 7.4%
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

Feladat. Adott két urna. Az egyikben 2 piros és 4 z6ld, a masikban 3 piros
és 1 zold golyét talalhaté. Véletlenszeriien kivalasztunk egy urnat, és
kivesziink belle egy golyét. Mennyi annak az esélye, hogy pirosat hiuzunk?

Legyen:

A = pirosat hizunk, . . .
B; = az 1. urnat valasztjuk, . .

By = az 2. urnat valasztjuk.
Ekkor: P(B1) = P(Bx) =1/2, P(A|By) =2/6, P(A|By) =3/4.
2 1 3 13

P(A) = P(AIBI)P(BY) + P(AIB,)P(By) = 2+ 2 2 = 22,

Feladat. Tegyiik fel, hogy a hazas soran zdld goly6t kaptunk! Mennyi az
esélye, hogy az 1. urnabdl haztunk?

A Bayes-formula alkalmazasaval

PAB)P(B) _4/6-1/2 6 1
P(A) 1124 11 2

P(Bi|A) = P(By).
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

Feladat. Osszedntjiik a golydkat egy urnaba, majd abbdl hizunk egyet.

Mennyi az esélye, hogy pirosat kapunk?

Az Gsszedntés utan 5 piros és 5 zold golyé van egy urnaban, igy
P(A) =5/10 = 1/2.

Miért valtozott meg a valésziniiség az el6z6 elrendezéshez viszonyitva?
@ Az egyurnas elrendezésnél minden golyonak 1/10 az esélye, ezért
P(A) = 5-1/10 = 5/10.
@ A kéturnas elrendezésnél az elsé urnaban minden goly6nak 1/12, a
masodikban 1/8 az esélye, ezért

P(A) =2-1/12+3-1/8 = 13/24.

®
YT LTI T
@@®hh (@
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Feltételes valésziniiség, események fiiggetlensége A teljes valésziniiség tétele

Feladat. Egy urnaban 5 piros és 5 zold golyé talalhats. Visszatevés nélkiil
kihtizunk két goly6t. Mennyi a valésziniisége, hogy a masodik goly6 piros?
Vezessiik be a kdvetkezé eseményeket:

A1 = az els6 golyé piros, A = a masodik golyé piros.

Ekkor: P(Al) = ]./2, P(Ag’Al) = 4/9, P(A2|Z1) = 5/9,

41
9 2

N
N

P(Az) = P(A2|A1)P(A1) + P(A2|A1)P(Ar) + g :

Feladat. Mennyi az esélye, hogy az elsé golyé piros volt, ha tudjuk, hogy a
masodik piros?

A Bayes-formula alkalmazasaval

P(A2|A1)P(A1) _ 4/9-1/2 4

P(As) 12 =

= P(A1).

N =

P(A1]Az) =

O]

Tehat az a tény, hogy a masodik piros, csokkenti annak az esélyét, hogy az
els6 piros volt. Ez hogyan lehetséges? |dSutazas?
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Tobb esemény fiiggetlensége

Tobb esemény fliggetlensége
Legyen A1, As,... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata.

@ Azt mondjuk, hogy az események paronként fiiggetlenek, ha
barmely kett6 fiiggetlen egymastdl, tehat tetszéleges A; és A;
kiilonb6z6 eseményeket kivalasztva

P(A,’ | Aj) = P(A,)P(AJ)

e Azt mondjuk, hogy az események (teljesen) fiiggetlenek, ha
koziiliik tetszéleges Aj,...,A; kilonbozé eseményeket kivalasztva

P(A,’l N...N A,‘n) = P(A,'l) . P(A,'n) .

A feladatokban, ha csak az ellenkezéjét kiilon nem hangsalyozzuk, akkor
fliggetlenség alatt teljes fiiggetlenséget értiink.
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Mi a kétféle figgetlenség szemléletes jelentése?
o Paronkénti fiiggetlenség: tetszbleges A; és A; kiilonb6zé eseményekre

PAIA) = P(A).

Ez azt fejezi ki, hogy az A1, As,... sorozatban egyik esemény sem
tartalmaz informaciét semelyik masik eseményre sem.
o Teljes fiiggetlenség: tetszbleges Aj,...,A;, A; kiilonboz6
eseményeket kivalasztva
P(AJ ﬂA,’l M., ﬁA,‘n)
P(A,'l N... f\A,‘n)
P(Aj)P(Ay) ... P(A;,)

= PAy.. P(A) A

P(Aj|Ailﬁ...ﬂA;n) =

Ez tébb, mint a paronkénti fiiggetlenség.
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Kapcsolat a kétféle fliggetlenség kozott

Ha az Aj, A, ... események teljesen fliggetlenek, akkor paronként is
fliggetlenek. Az allitas megforditasa nem igaz, tehat a paronkénti
fliggetlenségbh6l nem kovetkezik a teljes fliggetlenség.

Bizonyitas. Ha az események teljesen fliggetlenek, akkor n =2 mellett
azonnal kdvetkezik a paronkénti fiiggetlenség. A kovetkezs példa pedig
illusztralja, hogy az allitds nem megfordithaté.

Feldobunk két szabalyos pénzérmét, egy pirosat és egy kéket. Legyen

iras,fej

A = a piros érmével fejet dobunk,

B = a kék érmével fejet dobunk,

C = 6sszesen 1 fejet dobunk. iras,iras

Ekkor megmutathaté, hogy a harom esemény paronként fiiggetlen. Ezzel
szemben a harom esemény nem teljesen filiggetlen, ugyanis

P(An B~ C) =0+ P(AP(B)P(C) > 0.
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Feladat. Tegyiik fel, hogy a csaladokban egymastél fliggetlen a gyerekek
neme, tovabba az egyes gyerekek 1/2-1/2 eséllyel sziiletnek fianak illetve
lanynak! Véletlenszerien kivalasztunk egy haromgyerekes csaladot.
Mutassuk meg, hogy ekkor minden csaladtipusnak azonos az esélye!

A kisérletnek Gsszesen 23 = 8 lehetséges kimenetele van:
Q = {FFF,FFL,FLF,LFF,FLL,LFL,LLF,LLL}

Legyen: A; = az i. gyerek fia
Ekkor
o P(A1) = P(Ay) = P(A3) = 1/2,

@ az Aj, Ay, A3 események teljesen fiiggetlenek.
A fliggetlenség alkalmazasaval:

P(FLF) = P(A1 0 A3 1 As) = P(A)P(A2)P(As) = (1/2)° = 1/8.
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Feladat. Egy koér alaka és 3 méter sugarl kerti t6 felszinén, a t6 szélétsl
2 méterre egy molnarka all lesben. A viz felszinére es6 apré rovarok koziil
azokat veszi észre, amik téle legfeljebb 1 méterre vannak. Ha egy rovar
véletlenszeriien esik a vizbe, akkor mennyi az esélye, hogy ezt a molnarka
észreveszi?

P(a molnarka észreveszi a rovart)
kedvezd teriilet 127 1

Osszes teriilet 32r 9

Feladat. Ha 3 rovar esik egymastél fliggetleniil a vizre, akkor mennyi az
esélye, hogy a molnarka mindharmat észreveszi?

Legyen:  A; = a molnarka észreveszi az i. rovart, =12 3.

P(A1) = P(A2) = P(A3) =1/9, és Aj, Ay, As fiiggetlen események.

P (mindharmat észreveszi) = P(A; n Ay As) = P(A1) P(A2) P(A3) = (1/9)3
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Feladat. Ha 3 rovar esik egymastdl fliggetleniil a vizre, akkor mennyi a
valészinlisége az alabbi eseményeknek?

@ A molnarka észreveszi az els6t, de a harmadikat nem.
P(A1\A3) = P(A1) — P(A1 N A3) = P(A1) — P(A1)P(A3) =1/9—(1/9)?
Alternativ megoldas:
P(A1\A3) = P(A; N A3) = P(A1)P(A3) = 1/9 -8/9 ~ 10%

@ A molnarka a harom koziil pontosan egy rovart vesz észre.
P(Al N As mZ3) + P(Zl N A mZ3) + P(Zl N Ay N A3)
= P(A1)P(A2)P(As) + P(A1)P(A2) P(A3) + P(A1)P(A2) P(As)
—1/9-8/9-8/9+8/9-1/9-8/9+8/9-8/9-1/9 ~ 26%
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@ A molnarka észrevesz legalabb egy rovart a harom kéziil.

P(A1 U A UA3) =1—P(ALU AU A3)
=1- P(Zl ﬁZ2 023) =1- P(Z1>P(ﬁ2)P(Z3)
=1-(8/9) ~30%

Feladat. Hany rovarnak kell egymastdl fiiggetleniil a vizre esnie ahhoz,
hogy a molnarka 90% eséllyel észrevegyen koziiliik legalabb egyet?

Ha n rovar esik a viz felszinére, akkor

P(a molnarka észrevesz legalabb egyet) = 1 — P (egyet sem vesz észre)
= 1—P(Z1 N ...mZ,,) =1- P(Zl)P(ZH) = 1—(8/9)” 2079

(8/9)" [ & 1 —

nlg(8/9) = 1g(8/9)" lg(8/9)]- - - -/ )

” L
o =
=

Ig0,1/1g(8/9) = 19,5
20

lg x

3
v Vv A A
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Valészintiségi valtozok

Szamos esetben el6fordul, hogy nem a véletlen kisérlet kimeneteleire,
hanem egy véletlen nagysagi mennyiségre vagyunk kivancsiak. Ezek a
véletlen szamok technikailag ¢ : Q2 — R fliggvények. Példaul:

o Feldobunk harom pénzérmét, jeldlje & a kapott fejek szamat!
Q= {(Xl,XQ,X3) ©X1,X2,X3 € {fej,l’rés}}

& (x1,x2,x3) — a fejek szama az x1, x2,x3 eredmények kdzott

@ Véletlenszertien valasztunk egy pontot egy origo kozépponti korlapon,
jeldlje & a kdzépponttdl vals tavolsagot!

Q =akorlap (x,y) pontjai (x,y)

§:(xy) = A/x2 4y
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Valészintiségi valtozok

Legyen (Q,.A, P) egy tetsz6leges véletlen kisérletet leiré valdsziniiségi
mezé! A £ :Q — R fliggvényeket valdsziniiségi valtozoknak vagy
véletlen valtozéknak nevezziik. Az értékkészlet a valésziniiségi valtozé
lehetséges értékeinek a halmaza. Jele: R:.

Megjegyzések:

@ A valdsziniiségi valtozé egy olyan mennyiség, melynek értéke csak a
kisérlet kimeneteléts| fiigg, mas tényezéktdl nem.

o A valésziniiségi valtozé nem azért véletlen, mert a hozzarendelési
szabaly véletlen lenne, hanem azért, mert a kimenetel véletlen.

@ A hozzarendelési szabaly nagyon bonyolult is lehet, nem mindig tudjuk
matematikai formulakkal felirni.

@ A fenti definicié nem teljesen pontos: a valdsziniiségi valtozéknak
teljesiteniiik kell a mérhetGségi feltételt is. A mérhetéségi feltétel
egy technikai kdvetelmény, ami minden épeszii alkalmazasban teljesiil.

o Jeldlés a valészintségi valtozokra: £ (kszi), n (éta)
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Diszkrét valészintiségi valtozok

Diszkrét valésziniiségi valtozok

A & valésziniiségi valtozé diszkrét, ha értékkészlete egy megszamlalhato
halmaz, tehat egy véges vagy végtelen sorozat: R: = {x1, X2, ...}.

Egy diszkrét valésziniiségi valtozé valdsziniiségeloszlasa a lehetséges
értékek valdsziniiségei:

ka = P(f = Xk) Xk € Rg.

Egy diszkrét valdsziniiségi valtoz6 méduszai azok az értékek, melyeket a
legnagyobb valészintiséggel vesz fel.

Ha az alabbi feltételek koziil valamelyik teljesiil, akkor a valésziniiségi
valtozé diszkreét:

@ a valtozénak csak véges sok lehetséges értéke van;

@ a lehetséges értékek mind egész szamok.
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Feladat. Sziikségiink van egy miikddéképes biztositékra. Egy fiokban van
5 biztositékunk, de ezek koziil 3 kiégett, tehat csak 2 hasznalhaté. Egymas
utan megvizsgaljuk a biztositékokat egészen addig, mig nem talalunk egy
hasznalhatét. Jeldlje a € valészinliségi valtozé azt, hogy hanyadik hiazasra
kapjuk meg az els6 miikodsképes biztositékot. Adjuk meg & értékkészletét,
valésziniiségeloszlasat és moduszait!

A valtozé lehetséges értékei: Re = {1,2,3,4}.

Mivel a valtozénak csak véges sok lehetséges értéke . ‘ ‘
van, a & diszkrét valtozé.

A valészintiségeloszlas a lancszaballyal irhaté fel. Példaul:
P((=3)= P(két rossz és utana egy jo6 biztositék)
= P(az elsé rossz)
- P(a masodik rossz | az elss rossz)

- P(a harmadik j6 | az els6 és a masodik rossz)
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cfil2]3fa 04 e
P [ 0410302701 03+ o
0,2+ °
A valosziniiségi valtozénak egy 0.1 T o
moédusza van, az 1 érték. % % % % 9
1 2 3 4

Feladat. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a 2-nél tobb biztositékot kell
megvizsgalnunk? Mennyi az esélye, hogy a megvizsgalt biztositékok szama
legalabb 2, de kisebb, mint 47

P(>2)=PE=3)+P(E=4)=02+01=03,
PR<E<8)=P(E=2)+P(¢(=3)=03+02=05.
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A valészintiségeloszlasok karakterizaciéja

Egy p1,p2,... véges vagy végtelen elemszam sorozat pontosan akkor

egy diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasa, ha teljesiil az alabbi két
feltétel:

@ a sorozat elemei nemnegativok: p1, p2,... = 0;

@ a sorozat elemeinek az 6sszege 1: p1 +po +... = 1.

Feladat. Mennyi legyen az a paraméter, hogy az alabbi értékek
valésziniiségeloszlast alkossanak?

p1=0,15a, p2=05, p3= ‘327 ps = 0,252, ps =0,18.
Az Gsszeget ellenérizve az alabbi egyenletet kapjuk:
1=p1+po+p3s+ps+ps=a®+04a+0,68,

Az egyenlet két gyoke:
@ a=—0,8: ez nem megoldas, ugyanis p; < 0.
e a= 0,4 ez mar megoldas, ugyanis
pP1 = 0,06, P2 = 0,5, P3 = 0,16, P4 = 0,1, pPs = 0,18.
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Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy létezik olyan & nemnegativ egész
értékd diszkrét valtozd, melyre px = P(§ = xx) minden k esetén. Ekkor:

@ px = P(§ = xk) =0 minden k esetén,
epit+pp+...=PEl=x1)+PEl=x)4H7..=1
Forditott irany: tekintsiink egy p1, p2,... szamsorozatot, melyre teljesiilnek

a fenti tulajdonsagok! Bontsuk fel az halmazt By, B,,... kizaré
eseményekre gy, hogy P(Bxk) = px teljes/f.'»%r? minden k-ra.

By

Definialjuk a £ nemnegatiyegész gftékii valtozot a kovetkezé médon:
&(w) = k poptosan akkor, ha w € By.

Ekkor P(¢ = k) = P(Bk).~ pk-
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Adott egy ¢ diszkrét valdszintiségi valtozé, R: = {xi,x2,...}.
Kérdés: mennyi a £ valtozé atlagos értéke?

Megismételjiitk a kisérletet n alkalommal, a megfigyelt értékek: &1,...,&,.
Ekkor a megfigyelt értékek atlaga:

S+ ... +&  xika(& = x1) + x0ka(€ =x0) + ...
n n
=x1r(€=x1)+xm€=x)+...
S X1P(€ = Xl) +X2P(§ = X2) + ...

Legyen & diszkrét valdsziniiségi valtozo, és legyen Re = {x1,x2,...}.
Ekkor a & valtozé varhaté értéke:

E(€) = ), xP(€ =x) = xaP(§ = x1) + P = x2) + ...

XERE
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Megjegyzések:

Szokasos jelolések a varhaté értékre: E (expected value); M (mean).
A varhat6 érték jelentése: a & valtozé hosszatavi atlagos értéke.
Jellemz&en:  varhato érték # médusz.

A varhat6 érték nem mindig eleme az értékkészletnek.

A varhato érték lehet végtelen is!

A nagy szamok Kolmogorov-féle torvénye (1933)

Legyen ¢ tetszbleges valdsziniiségi valtozo, és legyenek &1,&,... a &
egymastdl fliggetlen megfigyeléseil Ekkor

H+...+&,

p — E(&), n— oo.

Feladat. Adjuk meg a varhato értéket a biztositékos feladatban!

E(€)=1-Pl=1)+2-P((=2)+3-P(=3)+4-P(¢ =4)
—1-04+2-03+3-02+4-01=2
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Sz6rédasi mutatészamok

Legyen & olyan valészintiségi valtozo, melynek véges a varhato értékel!
o Varhato értéktél vett atlagos eltérés:  E(]¢ — E(€)))

@ Variancia avagy szérasnégyzet:
var(§) = D2(¢) = E([¢ - E©))
e Széras: D(&) = 4/ Var(§)

Megjegyzések:

o A varhato értéktdl vett atlagos eltérés egy egyszerii és szemléletes
mutatdszam, de nincsenek szép matematikai tulajdonsagai.
@ A széras definiciéjaban

D(¢) - \/E([£ -E@P) ~E(VIe-E©@F) = £(le - E©))

Tehat: széras ~ varhaté6 értékts| vett atlagos eltéreés.
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Feladat. Hatarozzuk meg az el6z6 oldalon bevezetett mutatészamokat a
biztositékos feladatban!

3 1 2 3 4
€= E(9)] 1 0 1 2

E—E@P| 1 o 1 4
Px 04 03 02 01

Varhaté értéktsl valé atlagos eltérés:
E(IE—E@©I) =11=2[-pr+[2=2[-p2+[3-2]-p3s+[4—2|pa
=1.04+0-034+1-02+2-0,1=0,8
Variancia:
Var(@) =[1 -2 - pi+[2=2 - po +[3-2" - ps +[4 —2]* - pu
=1.-04+0-03+1-02+4-01=1

Széras: D(&) = 4/ Var(§) = 1.
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Diszkrét valészintiségi valtozok transzformaltjai
Tekintsiink egy & diszkrét valdsziniiségi valtozét és egy h: R — R
fuggveny! Ekkor a h(&) transzformalt valtozé varhaté értéke:

= Y h()P(& = x) = h(a)P(§ = x1) + h()P(§ = x2) + ...

X€R§

Néhany specialis eset:
o Varhato értéktdl valo atlagos eltérés:  h(x) = |x — E(§)],

E(J¢ ~ E()]) = E(h(&)) = Ser, Ix — EQ©PE = x)
e Variancia: h(x) = [x — E(£)]?,
Var() = E([€ = E©)]*) = E(h(©)) = Srer, [x — E©]*P(E = )

e Masodik momentum: h(x) = x?,

E(£?) = E(h(f)) = erRg x?P(¢ = x).
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A variancia meghatarozasa

Ha ¢ olyan valésziniiségi valtozé, melynek véges a varhaté értéke, akkor

Var(€) = E(€2) — (E(€)).

Bizonyitas. Késébb még visszatériink ra.

Feladat. A biztositékos feladatban hatarozzuk meg a varianciat a masodik
momentum segitségével!

A masodik momentum:

E€) =Y x®P(¢=x)=1204+22.03+3%.02+42.01=5.
XERE

A variancia:  Var(¢) = E(£2) — (E(f))2 =5-22=1.

Ez azonos a korabban megkapott értékkel.
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Eloszlasfliggvény

Egy tetsz6leges & valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

Fe: R —[0,1], Fe(t) = P(£ < t), teR.
Megjegyzések:

o Az eloszlasfiiggvény jelentése: a ¢ valtozé mekkora valésziniiséggel
esik a szamegyenesen a t értéktdl balra.

P <t)

O

~ +

o Egyes kdnyvekben a definicié:  F¢(t) = P( < t).

Diszkrét valésziniiségi valtozok eloszlasfiiggvénye

Egy diszkrét valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye egy olyan lépcsds
fliggvény, mely pontosan a valtozé lehetséges értékeiben ugrik, és egy
t € Re helyen az ugras nagysaga P({ =t).
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Valésziniiségi valtozék  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Feladat. Korabbi diszkrét valésziniiségi valtozé: R = {1,2,3,4},
P(=1)=04, PE=2)=03 PE=3)=02 PE=4) =01

Hatarozzuk meg a valtozé eloszlasfiiggvényét!

1] o—
041 e 09 | o—e
03 | ° 0,7 o———o
0,2 + ° 0,4 | o0— o
0,1 + °
or 1 12 1 3 1 4 | 1 2 3 4 t
— | | | |
| | | |
o 04 | | 1 0, t<1,
04+03=07 ! 1 | 04, 1<t<2,
' l | Fe(t) =407, 2<t<3,
04+03+02=09 ' | 09, 3<t<4
|
04+03+02+01=1 ! 1, 4<t.
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valészintiségi valtozok

Folytonos valésziniiségi valtozok, siriségfiiggvény

Egy ¢ valdsziniiségi valtozé folytonos, ha létezik olyan fc : R — R
fliggvény, hogy tetszéleges a < b val6s szamok esetén

b
Pla<¢<b) =J fe(x) dx..

Ekkor az f; fliggvényt a ¢ valtozo siirliségfiiggvényének nevezziik.

A definicié értelmezése: valdszinliség = fliggvénygorbe alatti teriilet.

fe

a b
Megmutathaté, hogy az egyenléség a= —o0 és b= +0o0 esetén is igaz.
Sziics Gabor (SZTE)
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

felev folyaman csak ezekre lesz sziikségiink (a rogzitett valés szam):

Hatvany- és konstansfiiggvények derivaltja:
(x?)" = ax?71, (a) = 0.

Hatvanyfiiggvények primitiv fliggvénye:

Xa+1
Jx"’dx =TT ha a# -1, Jx_ldx = In |x|.
a

Exponencialis fiiggvények derivaltja és primitiv fliggvénye:

aX
(a¥) = a*Ina, Jaxdx=|, a>0.
na

Specialisan:
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Egy ¢ folytonos valésziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye az f;
fliggvény. Hatarozzuk meg az alabbi valészintiségeket!

1

4/x%, ha2< x<4,
fe(x) = {

0, kiildnben.
0.25 fe

2 25 35 4 X

25 2 2,5
P(¢ < 25) = P(—0 < £ <2.5) = f i (x)dx = J 0dx + 4J «2dx
—o0 2

—~112,5 25
oo S () ()]s
~1, x|, 2,5 2

+00 4 +o0
P(>35)=PB35<{<+w) = f fe(x)dx = 4] x"2dx + f 0dx
3,5 4
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valésziniiségi valtozék értékkészlete

Egy ¢ folytonos valésziniiségi valtozé értékkészlete azon x valés
szamoknak a halmaza, ahol az f¢ siirliségfiiggvény értéke pozitiv:

Re = {xeR: fr(x) > 0}

Bizonyitas. Ha f¢(x) =0 minden x € [a,b] esetén, akkor

b b
P(aéféb)zf fg(X)dXzf Odx = 0.

a

Ha fe(x) >0 az [a,b] intervallumon, akkor

b
P(a<§<b)—f fe(x) dx > 0.
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Kérdés: Mit mutat meg a siirliségfiiggvény egy adott pontban? Teljesiil a
kovetkezd egyenléség:  f(a) = P(§ = a)?

Ez az egyenl6ség nem mindig teljesiill A definici6 szerint tetszéleges a
valés szam esetén:

fe

Valésziniiségek folytonos valtozék esetén

Legyen & folytonos valdsziniiségi valtozé f; a siirliségfiiggvénnyel.
Ekkor minden a valés szam esetén P(§ = a) = 0. Ebbdl kdvetkezik,
hogy tetszéleges a < b valés szamok mellett

P(a<§<b)=P(a<§<b)=P(a<§<b)=fbf§(x)dx.

a

Fontos: ez az allitas diszkrét valtozok esetén nem igaz!
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat. Egy & folytonos valésziniségi valtozé siiriiségfiiggvénye az
alabbi f¢ fiiggvény:

4/x2, ha2< x <4,
fe(x) = .
0, kiildnben.

> 25 35 4 X
Adjuk meg a & valésziniiségi valtozé értékkészletét!
Megoldas: R: = [2,4].
Hatéarozzuk meg az alabbi valésziniiségeket!
e P((=25)=0=P({£=3)5)
e P(£<25)=P<25)—P(E=25)=P(
@ P(§>35)=P({=>35)—P=35)=FP(
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

A siirGiségfiiggvények karakterizaciéja

Egy f:R — R fiiggvény akkor és csak akkor egy folytonos valésziniiségi
valtozé siiriiségfiiggvénye, ha teljesiti az alabbi két feltételt:

@ f(x) >0 minden x val6s szam esetén;
° Sigg f(x)dx = 1.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az f egy & folytonos valészintségi
valtozé siiriiségfiiggvénye!
e Ha valamilyen [a, b] intervallumon f(x) <0 teljesiilne, akkor

b
P(a<§<b)=Jf(x)dx<O. 2 b =

a
f'
Ez viszont nem lehetséges. /

o A siiriiségfliggvény definici¢jat alkalmazva

f+oof(x)dx=P(—oo<§<+oo)=1.

—00

A bizonyitas masik iranya sokkal nehezebb...
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat. Ellenérizziik le, hogy az alabbi fligvény valéban siiriiségfiiggvény!

4/x%, ha2<x<A4,
fe(x) = {

0, kiilénben.
0.25 f,

2 25 35 4 X
o fe(x) >0 teljesiil minden x valés szamra.

@ Teljes gorbe alatti teriilet:

+00 2 4 +00
f fe(x)dx = f 0dx+4f x_2dx+f 0dx
—o0

—00 2 4

cond o () ()]

Tehat f; valdban siiriiségfiiggvény.
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Hogyan definialjuk egy & folytonos valésziniiségi valtozé varhaté értékét?
Otlet: kozelitsiink egy diszkrét valésziniiségi valtozévall
@ Osszuk be a szamegyenest § ~ 0 hosszisagl intervallumokra:

[-26-0), [-50), [0.), [6.25), [26.30),
Ha &€ [k, (k+1)5), akkor legyen n = kd.

o Ez egy pontos kozelités, hiszen [£ —n| < 0.
o Ekkor n diszkrét val6szintiségi valtozo, és a val6szintiségeloszlasa:
(k+1)5
P(n=ké) = P(ké <& < (k+1)5) = J fe (x) dx.
kS
o Ebbédl kovetkezik, hogy
(k+1)5
E(n) = Y (k6)P(n = ké) = Zf (k&) fe(x)dx
ke, kez, Y ko
(k+1)6 +o0
A Z J xfe(x)dx = J xfe(x)dx.
keZ, ké —Q0
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valészintiségi valtozék varhat6 értéke és szérasa

Legyen & folytonos valésziniiségi valtozé f; slirtiségfiiggvénnyel!
e Varhato érték:

£©) = [ () o

Jelentése: atlagos érték.

e Varianciaja és szoras: ha a varhato érték véges, akkor

var(€) = E([ - E@)),  D(&) = /Var(§).

A széras jelentése: varhaté értéktsl valo atlagos eltérés.

A nagy szamok Kolmogorov-féle torvénye (1933)

Legyen &1,&,... a & valésziniiségi valtozé egymastdl fiiggetlen
megfigyelései!l Ekkor

H+...+&,
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valésziniiségi valtozék transzformaltjai

Legyen & folytonos valészintiségi valtozé fe siirtiségfiiggvénnyel, és
tekintsiink egy h:R — R fiiggvényt! Ekkor a h(§) transzformalt
valtozoé varhaté értéke:

+00
E(h(E) = | h(0k00) ox.

—0
Specialisan a valtozé masodik momentuma:

+a0

E(fz) = J X fe(x) dx.

—00

Ennek segitségével a variancia az alabbi formulaval is meghatarozhaté:

Var(§) = E(fz) — (E(f))

2
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat. Mennyi a & valtozo varhaté értéke és szérasa a jelen feladatban?

4/x%, ha?2< x <4, 4
fe(x) = {

0, kiilénben. 4-(4-2)
2 4 X

o Varhaté érték:
o0 2 4 4 o0
E(&) :J ng(X)dX=J X'OdX+J X - dx—i—f x - 0dx
—00

2
o) 2 X 4

4 4
:0+4f x*ldx+0:4[|n|x|]2 —4[lna—1In2] ~ 2,77,
2

o Masodik momentum:

S M _ _
E(&%) = foox fe(x)dx —L X ;dx L 4dx =4-(4—-2) =38,
e Variancia: Var(g) = (52) —(E (f))2 =8—(2,77)> ~ 0,33,

@ Szoras: =./V =4/0,33 = 0,57.
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Folytonos valészin(iségi valtozék

Valésziniiségi valtozék

Feladat: Hatarozzuk meg a £ valtoz6 eloszlasfiiggvényét!

1
) - {g/xz’ a2 s Xt
, tlonben.
0,25 fe
> ¢
Eloszlasfiiggvény definicidja:  F¢(t) = P({ <t), teR.
o Ha t <2 Fe(t)=P(<t)=0.
e Ha t>4: Fe(t)=P<t)=1.
e Ha 2<t<4:
Fe(t) =P <t)=P(—0o<{<t)= fr fe(x)dx = 4th 2 dx
—©

A ) ()

2
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Valésziniiségi valtozék  Folytonos valésziniiségi valtozék

Tehat az eloszlasfliggvény:

1
0, t <2, Fe
Fe(t) =<2 —4/t, 2<t<A4,
1, t> 4.

Egy folytonos valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye mindehol folytonos.
Az eloszlasfiiggvény és a siiriségfiiggvény kapcsolata:

o= | fd e £0-FO.

A feladatban 2 <t <4 esetén:

Fit)=(2-4-t1) =@ —4- () =04 (-1t =4/,
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Valésziniiségi valtozék Az eloszlasfiiggvények tovabbi alkalmazasai

Az eloszlasfiiggvények tovabbi alkalmazasai

Valésziniiségek szamolasa az eloszlasfiiggvény segitségével

Legyen & valészintiségi valtozo, és legyen F¢ az eloszlasfiiggvényel!
Ekkor tetszéleges a < b val6s szamok esetén

P(a < f < b) = Fg(b) — Fg(a).

Specialisan ha a & valtozé folytonos eloszlasu, akkor

P(a<é<b)=Pla<é<b)=P(a<&<b)=Fe(b) — Fe(a).

Bizonyitas.

Fe(a) = P(§ < a)

©  Fe(b)=P(E<b)

oo +0O

(a<&<b)=Fe(b)— Fe(a

~—
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Valésziniiségi valtozék Az eloszlasfiiggvények tovabbi alkalmazasai

Feladat. Egy & folytonos valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

1
0, t <2, Fe
Fe(t) =<2—4/t, 2<t<A4,
1, t > 4.

2 4 t
Hatarozzuk meg a kdvetkezd valésziniiségeket:

o P(£<25)=Fe(25) =2—4/25=04
P(¢>35)=1—P(§<35)=1—F(35) =1—(2—4/35)~0,14
P(1<¢&<3)=F(3)—F(1)=(2—-4/3)-0~ 0,67
P(1<¢<3)=P(1<&<3)~0,67
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Az eloszlasfiiggvények tovabbi alkalmazasai

Kvantilisek

Legyen & tetszbleges valdszinliségi valtozo, és legyen a € (0,1). A q,
valés szamot a { valtozé a-kvantilisének nevezziik, ha P(§ < qo) = a.

Nevezetes kvantilisek:
e Median: gsg,
o Alsé és felsd kvartilis: gos0, és g759,

o Decilisek: q10%, q20%: - - - » G90%
Megjegyzések:
@ Az a-kvantilis jelentése:
P <qn) =« . P=2qs)=1—«
o

@ Az a-kvantilis nem mindig létezik, és ha létezik, akkor nem feltétleniil
egyértelmii.
e Az a-kvantilis meghatarozasa:  F¢(qa) = a.
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Valésziniiségi valtozék Az eloszlasfiiggvények tovabbi alkalmazasai

Feladat: Adjuk meg a mediant valamint az alsé és a felsé kvartilist a jelen
feladatban!

1
0, t <2,
Fe(t)=<2—4/t, 2<t<4, «
1, t> 4.

2 G 4t
Most tetszéleges « € (0,1) esetén az a-kvantilis létezik és egyértelmdi:
o = P(€ < q0) = Feda) = 2 /.
Tehat: g, =4/(2 — ).

o | 25% 50% 75%
G | 229 267 32 0.25

2220267 32 4 X
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Az egyenletes eloszlas

Azt mondjuk, hogy egy & folytonos valésziniiségi valtozé egyenletes

eloszlast kovet az [a, b] intervallumon, ha a siriiségfiiggvénye:

] —— &
1/(b—a), a<x<b,
fe(x) = -
0, kiilénben.

a b %
Az egyenletes eloszlas varhaté értéke illetve szérasa:

at+b b—a

Megjegyzések:
e Az f; fiiggvény valdban siriiségfiiggvény.
o Az egyenletes eloszlas értékkészlete: Ry = [a, b].
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Az egyenletes eloszlas eléallitasa

Ha egy ¢ valtozo egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor
teljesiti az egyenletességi hipotézist.

Bizonyitas. Legyenek c¢,d € [a,b], c < d, tetszéleges valés szamok!

d . .y
1 1 kedvez6 hosszisag

Plc<¢<d) = dx = (d — -

(e<t<d) L b—a ( C)b—a Osszes hosszlsag

1
=2 fe

a ¢ d b X
Megjegyzés: A nagy szamok Kolmogorov-féle térvénye szerint a &
egyenletes eloszlast valtozo értékét tobbszor megfigyelve:

G4t g2t

n— .
n 2 7
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. Adott egy befektetés, melybsl a jovSben egy véletlen nagysagi
jovedelem fog majd szarmazni. Ez a jovedelem egyenletes eloszlasa 0 és
1000 euro kozétt. Adjuk meg a jovedelem varhaté értékét és szorasat!

¢ = a jovedelem nagysaga, egyenletes eloszlast, a =0, b = 1000
Varhato érték és szoras:
0 + 1000 1000 -0
E({) = ———— =500, D(§) = ———
© =25 © -

Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy a befektetésbdl legalabb 125 euro
jovedelem szarmazik?

= 289.

1000 — 125
P(¢>125) = P(125 <€ <1 = —— "= =0,875 = 87,59
(& 5) = P(125 < £ < 1000) 1000 — o — 0875 =87.5%
To00 fe
125 1000 X
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. A ¢ valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasa a [0, 1000]
intervallumon. Irjuk fel a valtozé eloszlasfiiggvényét!

Eloszlasfiiggvény: Fe(t) = P(( <t), teR.
e Ha t<0: Fe(t)=0.
e Ha t>1000: Fe(t)=1.
e Ha 0 < t<1000:

F()=Pe<t)=PO<é<t)= L0 _ 1

~1000—0 1000

1
1000 fe 1

0 t 1000 X 0 1000 ¢
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. Tegyiik fel, hogy a jovedelmiinket az u(x) = /x hasznossagi
fliggvénnyel értékeljiik. Mennyi annak az esélye, hogy az elért hasznossag
legalabb 57 Az elért hasznossag egyenletes eloszlasi?

Legyen: 7 = elért hasznossag = u(§) = /¢, R, = [0,10],
P(n=5)=P(/¢=5) = P(¢ =5 = P(¢ > 125) = 87,5%

0

0 125 1000 g
Ha az elért hasznossag egyenletes eloszlasa lenne a [0, 10] intervallumon,
akkor teljesiilne a kdvetkezé:

kedvez6 10 —5

= = 50%.
Osszes 10—-0 o

P(n=5)=P(5<n<10) =

Ez most nem teljesiil, tehat 71 nem egyenletes eloszlasu.
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. Adjuk meg az elért hasznossag varhaté értékét és szérasat!

& = elért jovedelem, egyenletes eloszlastu, a =0, b= 1000
n = elért hasznossag = u(§) = /¢

+00 1000 1
E<n>=E(u<s>)=f W) e(dx = | Fxdx

Y . 1000
1 1000 1 4/3 71000 1 10004/3 04/3
W= — |2 | = - ~ 75,
~ 1000 1000| 4/3 |, ~ 1000| 4/3 43

+00 1000 s 1
. U2(X)f£(X)dX = J;) (\3/)?) mdx
1 1000 1 5/3 71000 1 10005/3 5/3

2/3 [x } _ [ 000 0 ] — 60

- dx = Al _
1000 J, * T 1000|5/3|, ~ 1000 5/3 5,3

Var(n) = E(?) — (E(n))® = 60 — 7,52 = 3,75,
D(n) = +/ Var(n) = 1,94
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. Irjuk fel és abrazoljuk az elért hasznossag eloszlasfiiggvényét!

Eloszlasfiiggvény: F,(t) = P(n<t), teR.
e Ha t<0: Fy(t)=0.
e Ha t>10: Fy(t)=1.

1 t3/1000
0 1000 ¢ 0 3 1000 ¢
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. Hatarozzuk meg az elért hasznossag siiriiségfiiggvényét!

Eloszlasfiiggvény:  F,(t) = P(n < t).

1
0, t <0, Fy
F,(t) = < t3/1000, 0 <t < 10,
1, t>1. 1
0 10 t
Stirtiségfiiggveny:  f,(t) = F;(t).
0,3 i
0, t <0, !
f,(t) = < 3t2/1000, 0 <t < 10,
0, t> 1. |
0 0 ¢

Hazi feladat. Szamoljuk ki az 7 valdsziniiségi valtoz6 varhaté értékét és
szérasat a siiriiségfiiggvény alkalmazasavall

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 115 /187



Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas

Egy ¢ folytonos valésziniiségi valtozé exponencialis eloszlast kdvet
A > 0 paraméterrel, ha a siiriiségfiiggvénye
A
1) = Xe M t>0,
: 0, t <O0.
fe
0 t
Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai
Varhat6 érték és széras:  E(£) = D(€) = 1/A.
Eloszlasfiiggvény: ]
At Fe
1—e" t=0
Fe(t) = ’ ’
e(t) 0, t <O.
0 t

N\
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Feladat. Egy adott tipust izz6 élettartama exponencialis eloszlast kdvet
ismeretlen A\ paraméterrel. A tapasztalatok szerint az izzék negyede megy
tonkre ezer 6ra hasznalat soran. Mekkora az izzék atlagos élettartama?

Legyen & egy izz6 ezer 6raban szamolt élettartamal Ekkor
025 =P <1)=F(l)=1—e L
Atrendezés utan:

In0,75

e =0,75, vagyis A= 1

= 0,29.

Atlagos élettartam: E(&) = 1/\ = 3,48 ezer éra.
Feladat. Az izz6k mekkora hanyada éri el a 10 ezer 6ras élettartamot?

P(€>10) =1— P(¢£ < 10) = 1 — F¢(10)
=1-[1-e M0 = 0210 - 0,055 =55%
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Orokifju tulajdonsag

Legyen & exponencialis eloszlast valésziniiségi valtozo tetszéleges A > 0
paraméterrell Ekkor barmely x,y > 0 valds szamok esetén

P=x+yl|&=x)=PE=y).

Bizonyitas.

P(§>X+y!§>x)—P(§>X+yésf>x)_P(§>x+y)

P(E=x) (€2 x)
1 Felx+y) 1-[1—e?0] ey
- 1 — Fe(x) a 1—[1—6—/\X] T e—Xx =e V=PE=y)

Feladat. Tekintsiik csak azon izzékat, melyek élettartama eléri a 10 ezer
6rat! Ezek mekkora hanyada fog még legalabb ezer éran at mikodni?

Az orokifju tulajdonsag alkalmazasaval:

P(§=10+1|£>10)=P((=1)=1-P(¢ <1)=T75%.
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Valésziniiségi valtozék Az egyenletes eloszlas és az exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlast f6leg élettartamok modellezésére szoktuk
alkalmazni. Az orokifja tulajdonsag jelentése: az eddigi élettartam nincsen

hatassal a hatralevd élettartamra, nincs 6regedés vagy fiatalodas.
Milyen élettartamok nem modellezhetek exponencialis eloszlassal:

o élslenyek élettartama;

@ mechanikus berendezések élettartama.
Milyen élettartamok modellezhetéek (aranylag pontosan) exponencialis
eloszlassal:

@ egyszeriibb elektronikus berendezések élettartama;

@ biztositoknal az egymast kdvet6 karesemények kozotti idé;
o radidaktiv atomok élettartama.
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A normalis eloszlas

Normalis (normal, Gauss-) eloszlas

Az n valésziniiségi valtozé normalis eloszlast kovet pe R (mi) és
o >0 (szigma) paraméterekkel, ha a siirtiségfiiggvénye:

) = e T
= 00— 20
e \V2mo?2 y fy

/‘L X
A siiriiségfiiggvény neve: Gauss-gorbe, haranggorbe.

A normalis eloszlas néhany alkalmazasa:
o Meérési hibak modellezése: meért érték = igazi érték + mérési hiba,
ahol a mérési hiba normalis eloszlast kovet.
o Elettudomanyok: szamos mennyiség (testmagassag, vérnyomas, 1Q)
normalis vagy a normalisbdl szarmaztatott eloszlast kdvet.
@ Black-Scholes-modell: a részvényarak logaritmusa normalis eloszlasa.
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Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

A normalis eloszlas értékkészlete, varhatd értéke és szérasa

Legyen 7 normalis eloszlasi p és o paraméterekkel! Ekkor:

@ fy(x) >0 minden x valés szamra, ezért R, = R.
o E(n)=p & D(n)=o.

Hogyan hat a két paraméter a siirliségfiiggvényre:
o o: a siirliségfiiggvény alakjat hatarozza meg,
@ 4 eltolas, a siirliségfiiggvény szimmetriatengelye.

—u=0,0=1
—pn=0,0=2
—u=0,0=0.5
— pu=2,0=05
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Standard normalis eloszlas (sztenderd normal eloszlas)

A =0 és o =1 paraméteres normalis eloszlast standard normalis
eloszlasnak nevezziik. Jeldlésben: 1. Siirtiség- és eloszlasfiiggvénye:

o) = e et =Pl <0)= [ e(xon

3 1 t1 3 X

Standardizalas

Legyen n normalis eloszlasi p varhato értékkel és o szoérassall Ekkor
az (n—p)/o valésziniiségi valtozét 7 standardizaltjanak nevezziik.
Megmutathaté, hogy ez az 0] valtozé standard normalis eloszlas kdvet.
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Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

Ha 7 normalis eloszlasi, akkor tetszéleges a < b valés szamokra:

_ x=w)?

b b
1
P(a<n<b):f fn(X)dX:J me 202 dx

sh

a b
Probléma: ezt az integralt nem tudjuk papiron kiszamolni.

Megoldas: standardizalassal attériink a standard normalis eloszlasra. A &
fliggvény értékeit tablazatbdl tudjuk kikeresni.

P(a<n<b):P<a_“< T=F < b_”) =<b<b_“)—¢<a_“>.
g (o g g g

70,1
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Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

A o eloszlasfiiggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal.
@ Szigortan monoton névekvd és mindenhol folytonos.
Q@ (0) =0.,5.
© Tetszbleges t valos szam esetén &(—t) =1 — ®(t).

Bizonyitas. (1), (2): lasd a grafikont. (3):

—t +o0
o(—1) = J p(x) dx = f o) dx = Plios > £) = 1— &(t).

t
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Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

Feladat. Egy tejgyarban az 1 literes dobozos tej csomagolasat automata
toltéberendezés végzi. A dobozokba toltétt mennyiség egy normalis
eloszlasi valdsziniiségi valtozé, melynek varhaté értéke a névleges tartalom
és szérasa o = 10 ml. Véletlenszer(ien kivalasztunk egy dobozt.
@ Mennyi annak a valésziniisége, hogy a doboz legfeljebb 2,5%-kal tér el
a névleges tartalomtdl?
@ Mennyi annak az esélye, hogy a doboz legalabb 990 ml tejet
tartalmaz?
Legyen 7 a kivalasztott dobozban talalhaté mennyiség! Az 7 valtozé
normalis eloszlast 1 = 1000 ml varhaté értékkel és o = 10 ml szérassal. A
kdvetkezs valdszintiségekre (=teriiletekre) vagyunk kivancsiak:

f,
P(975 < 1 < 1025) K

970 990 A 1010 1030 970 990 A 1010 1030

P(n = 990)

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 125 /187



Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

Feladat. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a doboz legfeljebb 2,5%-kal
tér el a névleges tartalomtél?

10 o 10
— P(—25 < mo1 < 2,5) = ®(2,5) — (~2,5) = 0,9938 — 0,0062 = 0,9876

P(075 < 1 < 1025) = P(975— 1000 _n—p _ 1025 1000)

Tehat a tejesdobozok 98,76%-a tartalmaz 975 ml és 1025 ml kdzotti tejet.
Itt felhasznaltuk azt, hogy

®(-2,5)=1—-(2,5) =1-0,9938 = 0,0062
Feladat. Mennyi az esélye, hogy a doboz legalabb 990 ml tejet tartamaz?

- 1
POy > 990) = p(11 > B0TI00) — pe, > 1)
ag

=1-P(mo1<-1)=1-9(-1)=1—[1-d(1)]
=1-[1-084] =084
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Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

Feladat. Adjunk meg egy olyan [a, b] intervallumot, amire teljesiil, hogy
a tejesdobozok 90%-a ebbe az intervallumba esik: P(a <n < b) =0,9.

Legyenek a = g5y, és b= qoso, az n valtozd két kvantilise! Ekkor

P(a<n<b)=P(gsy <1 < qos%)
= P(n < qos%) — P(n < gs%)
0,95 0,05 =0,9

P(a<n<b)=90%
a © = 1000 b
Ezt a két kvantilist kell meghataroznunk. Ismét csak standardizalassal:
n—pu  b—1000 b — 1000
0095=P b) =P — ¢ 7
’ (n <b) ( o 10 10
Mivel ®(1,64) = 0,95, ezért (b—1000)/10 = 1,64, tehat b= 1016,4.

— 1000 — 1000
0,05=P(n < a) =<D(a>, tehat ¢<—a> —~1-0,05=0,95

10 10
Ismét csak @(1,64) = 0,95, ezért a = 983.6.
Tehat a kérdéses intervallum: [983,6,1016,4].
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Valésziniiségi valtozék A normalis eloszlas

Az alabbi abra azt mutatja meg, hogy egy 7 normalis eloszlasu valtozé
mekkora eséllyel esik a varhat6 érték két oldalara felmért intervallumokba:

68,2%
474 95,4% v
- 99,75% -
0,1% M% 341% | 34,1% 13,M 0,1%

w—30c pu—20 pu—1lo jz w+lo pw+20 p+30

Intervallumok a normalis eloszlasra

Legyen 7 normalis eloszlasa valtozé p és o paraméterekkell Ekkor:
o lo-szabaly: P(u—o<n<p+o)=~68%,

< p+20) ~ 95%,

< p+ 30) ~ 99,75%.

o 20-szabaly: P(p—2
o 30-szabaly: P(p—3
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Valésziniiségi valtozék A binomialis eloszlas és a de Moivre—Laplace-tétel

A binomialis eloszlas és a de Moivre—Laplace-tétel

Binomialis eloszlas

Azt mondjuk, hogy egy ¢ valdsziniiségi valtozé binomialis eloszlasa
ne{l,2,...} é pe(0,1) paraméterekkel, ha

P =k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,1,...,n.

A binomialis eloszlas varhaté értéke és szérasa:

E(§) = np, D(§) = +/np(1 - p).
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Valésziniiségi valtozék A binomialis eloszlas és a de Moivre—Laplace-tétel

Bernoulli-kisérlet

Egy kisérletet Bernoulli-kisérletnek neveziink, ha csak kétfajta kimenetele
van, egy kedvezd és egy kedvezétlen.

A binomialis eloszlas el&allitasa

Legyen adva egy Bernoulli-kisérlet, ahol p a kedvezé kimenetel esélye!
Ha ezt a kisérletet egymastdl fiiggetleniil n alkalommal megismeételjiik,
akkor az Gsszesen kapott kedvezé kimenetelek szama binomialis eloszlast
kbvet n és p paraméterrel.

Bizonyitas. Legyen ¢ a kedvezé kimenetelek szamal

Re ={0,1,...,n}, tehat ¢ diszkrét valészintiségi valtozo.
P(az elsé k kisérletre kedvezs, a tobbire kedvezétlen kimenetelt kapunk)
=p-..op-(l=p)-...-(L=p) =p(1—p)" K
H/_J . ~ _
k darab (n — k) darab

P(¢ = k) = P(8sszesen k kedvezs kimenetelt kapunk) = (7)p*(1 — p)"~k.
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Feladat. A foci vilagbajnoksag dont&jében a hosszabbitasok utan még
mindig dontetlen az eredmény, ezért biintetSragasokra keriil sor. Az egyik
csapatnal a jatékosok az 5 biintetst egymastdl fiiggetleniil rendre 0,8
valészintiséggel értékesitik. Jeldlje & a goélok szamat ennél a csapatnal!
Adjuk meg a ¢ valdsziniiségi valtozo eloszlasat, varhaté értékét és
szérasat! Mennyi az esélye, hogy pontosan 4 gél sziiletik?

Ertékkészlet: Re = {0,1,2,3,4,5}.

Bernoulli-kisérlet: egy biintetérugas, kedvezd kimenetel: gél, p = 0,8.
n =15 darab fiiggetlen ismétlés, ¢ a kedvezs kimenetelek szama.

Tehat & binomialis eloszlasi n=5 és p = 0,8 paraméterekkel.

5
P(¢ = k) = (Z)pk(l —p)nk = (k>0,8k0,25k, k=0,1,....5.

Behelyettesitéssel:  P(¢ = 4) = (2)0,8%0,257% ~ 41%
Tovabba:  E(§) =np=4, D(§)=+/np(1—p)=4/0,8=~0,89.
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Feladat. A statisztikai adatok szerint Magyarorszagon az emberek 30%-a
dohanyzik rendszeresen. Véletlenszeriien kivalasztunk 100 embert. Mennyi
az esélye, hogy kozottiik legalabb 25, de legfeljebb 35 dohanyos lesz?

Legyen & = a dohanyosok szdma a megkérdezettek kdzott.
A £ binomialis eloszlast kdvet, paraméterek: n =100, p =0,3.

Varhaté érték és széras:
E() =np =30,  D(§) =+/np(1l—p) =46

A kérdéses val6sziniiség:

% < (100 ky 7100—k
P(25 <& <35) = P& =k)= -
(5<¢<35)= ) P(E=k Z(k)o,soJ
k=25 k=25
A kapott formula nehezen szamolhaté:
@ egyrészt a formula sok tagbdl all;

@ masrészt a binomialis egyiitthatok meghatarozasa maceras.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 132 /187



Valésziniiségi valtozék A binomialis eloszlas és a de Moivre—Laplace-tétel

Az abran a & valtozé eloszlasa lathaté oszlopdiagrammal abrazolva.
o A k érték feletti oszlop magassaga

Ekkor a kék tartomany &sszteriilete:

35 35
D1-PE=k =) PE=k=P(25

k=25

@ Legyen 7 normalis eloszlast val6szintiségi valtoz6 =30 és

k=25

P(§ = k), szélessége 1.

< £ <35)

o = 4,6 paraméterrel. A piros szinii gorbe az 7 siirliségfliggvénye.
@ A 25 és a 35 értékek kozott a siirliségfliggvény alatti teriilet j6

kozelitéssel megegyezik a kék szinii tartomany teriiletével, vagyis

P(25 <& <35) ~

0,08
0,06
0,04
0,02

35

25

fa(x) dx = P(25 < n < 35).
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de Moivre—Laplace-tétel (1738)

Legyen
o £ binomialis eloszlasu valtoz6 n és p paraméterekkel,
e 7 normalis eloszlast valtozé = np illetve o = +/np(1— p)
paraméterekkel!

Ekkor tetszéleges a < b valds szamok esetén

Pla<é<b)~P(a<n<b).

A kozelités annal pontosabb, minél nagyobb az n paraméter értéke.

Megjegyzések:

@ Azt a normalis eloszlast keressiik, amelyik a legjobban hasonlit a
binomialisra. A tételben: E(n) = E(§), D(n) = D(¢).

@ A tételt n > 50 esetén mar szoktak alkalmazni, de a tapasztalatok
szerint n > 100 esetén valik igazan pontossa.
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Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy a megkérdezett 100 ember koziil
legalabb 25 és legfeljebb 35 dohanyzik?

Legyen 7 normalis eloszlasi =30 és o = 4,6 paraméterekkell
Ekkor a de Moivre—Laplace-tétel alkalmazasaval:

N 5 (25-30 _n—p _35-30
P(25<¢< )NP(25<77<35)_P< 6 S o S 46 >
= P(- 1 < 1,09) = ©(1,09) — ®(—1,09)
= ®(1,0 ) [ ¢(1 09)] = 0,86 — [1 —0,86] = 0,72 = 72%
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Valésziniiségi valtozék A binomialis eloszlas és a de Moivre—Laplace-tétel

Feladat. Milyen a valds szamra teljesiil, hogy P(€ = a) = 95%7?
Most P(¢ < a) =5%, tehata ¢ valtozé 5%-os kvantilisét keressiik.
Otlet: hatarozzuk meg az 7 valtozé 5%-os kvantilisét!

n—i _ gsy — 30 g5% — 30
- o) = — | BT
0,05 = P(n < gs5%) P( > < 16 ) ( 16

Tehat:

o, — 30

Ebbdl kovetkezik:  —(gs0, — 30)/4,6 = 1,64, vagyis  gsy = 22,5.
A de Moivre—Laplace-tétel ismételt alkalmazasaval:
P(€>225) ~ P(n > 22,5) = 95%.

P(n = gs%) = 95%
q5% 30
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Hogyan dolgoztunk eddig diszkrét valésziniiségi valtozékkal:

© Meghataroztuk az értékkészletet.

@ Felirtuk a valésziniiségeloszlast. (Ez a nehéz!)

© Kiszamoltuk a varhaté értéket és a szorast.
Nevezetes eloszlasok: a feladat szévege alapjan raismeriink arra, hogy
melyik eloszlasrél van sz, majd kipuskazzuk a formulakat.

Mintavételezési feladat: Adott egy halmaz, benne néhany elem meg van
kiilonboztetve valamilyen médon. Véletlenszeriien kivesziink néhany elemet
a halmazbdl (minta). Hany megkiilonboztetett elem van a mintaban?

Jelolések: N
o N = halmaz elemszama,
@ M = megkiilonboztetett elemek szama,

@ n = ennyi elemet vesziink ki,

I

o ¢ = megkiilonboztetett elemek a mintaban.
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

A mintavételezés tipusai:

e Visszatevéses: Szamit a sorrend; ha azonos elemeket hazunk ki, de
mas sorrendben, akkor az egy masik minta.

o Visszatevés nélkiili: A hazas sorrendjét nem vessziik figyelembe.

P

A binomialis eloszlas el&allitasa

Legyen adva egy Bernoulli-kisérlet, ahol p a kedvezs kimenetel esélye!
Ha ezt a kisérletet egymastdl fiiggetlentiil n alkalommal megismételjiik,
akkor az Osszesen kapott kedvezé kimenetelek szama binomialis eloszlast
kbvet n és p paraméterrel.

A visszatevéses mintavételezés esete

Visszatevéses mintavételezés esetén a £ valésziniiségi valtozé binomialis
eloszlast kovet n és p = M/N paraméterekkel.

.
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Hipergeometrikus eloszlas

Egy ¢ val6sziniiségi valtozé hipergeometrikus eloszlast kvet N, M és
n pozitiv egész paraméterekkel, ha

(i) (o)
()

A hipergeometrikus eloszlas varhaté értéke E(£) = nM/N.

P(€=k) = k=0,1,...,n.

A hipergeometrikus eloszlas el6allitasa

Visszatevés nélkiili mintavételezéskor a megkiilonbdztetett elemek szama a
mintaban hipergeometrikus eloszlast kovet N, M és n paraméterekkel.

Bizonyitas. N
kedvezé (A,:’) (I\,I,:I;\(/I)
PlE=Hk = Osszes (’r‘,’)
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az 6toslotton. Hatarozzuk meg a
talalatok szamanak az eloszlasat és varhaté értékét!

Legyen & a taldlatok szama, R¢ = {0,1,2,3,4,5}.
¢ hipergeometrikus eloszlasi, N =90, M =5, n=25,
My (N—M 5\ ( 85
e OO B
(n) (5)

Tovabba:  E(¢) = nM/N =5-5/90 ~ 0,28.

Feladat. Hogyan valtozna a megoldas, ha a lottészamokat visszatevéssel
haznak ki?

Legyen ¢ a talalatok szama, R: = {0,1,2,3,4,5}.

¢ binomialis eloszlast, n=5, p= M/N =5/90,

P(¢=k) = (Z)pk(l—p)”‘k = <i> (;)k<§§)5_k, k=0,1,....5.

Tovabba:  E(¢) = np=5-5/90 ~ 0,28.
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Geometriai eloszlas

Egy & valosziniségi valtozé geometriai eloszlast kdvet p e (0,1)
paraméterrel, ha

P(E=k)=(1-p)*'p, k=1,2,...
Az eloszlas varhato értéke és szérasa: E(§) = 1/p, D(§) =+/1— p/p.

A geometriai eloszlas elallitasa

Legyen adva egy Benoulli-kisérlet p sikervalészintiséggel. Amennyiben ezt
a kisérletet egymastdl fiiggetleniil addig ismételjiilk, mig kedvezé kimenetelt
nem kapunk, akkor az ismétlések szama geometriai eloszlast kovet.

Bizonyitas.
P(¢ = k) = P(sorban k —1 kedvezétlen, majd egy kedvezd kimenetel)
=(1-p)-...-(1=p)-p=(1—p)~*p, k=1.2,...

N v

(k — 1) darab
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Feladat. Piri néni szeretne venni egy szép palmat a kozeli faiskolabdl, de
sajnos nem mindig talal neki tetszét. A faiskolaba minden héten érkezik 0j
aru, de ebben a korabbi hetektdl fliggetleniil csak 40% valésziniiséggel van
olyan csemete, amivel Piri néni elégedett. Emiatt Piri néni minden héten
elmegy a faiskolaba egészen addig, mig nem talal egy neki tetszé palmat.
Jeldlje € azt, hogy hanyszor kell elmennie a faiskolaba. Hatarozzuk meg
a & valtozo eloszlasat, varhato értékét és szérasat!

Legyen & az utazasok szama, R: = {1,2,...}
Bernoulli-kisérlet: egy utazas, kedvezs kimenetel: szép palma, p = 0,4.

& = kisérletek szdma az elsé kedvezd kimenetelig, geometriai eloszlasi,
P(E=k)=(1-p)'p=06"04,

1 V1— 0,6
= _— =25, D(¢) = P_N22 (104
p 04 p 0,4
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Feladat. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy Piri néni legfeljebb 5 hét
alatt talal neki tetsz8 palmat?

Annak az esélye, hogy 5 nap alatt nem tud palmat venni:

P(¢ > 5) = P(5 napon &t csak rossz palma) = 0,6° = 0,078
Tehat: P(¢<5)=1—P(£>5)=0922 =922%
Feladat. Milyen k értékre teljesiil, hogy k nap alatt Piri néni legalabb
95% szazalék eséllyel talal neki tetsz6 palmat?

Az el6z6 feladat mintajara:
P(¢ > k) = P(k napon at csak rossz palma) = 0,6,
P(¢ <k)=1-P(£>k)=1-0,6%>0,95,

0,6K < x
| X
klg0,6 = 1g0,6X < 1g0,05 g0.6{ - - -/
k >1g0,05/1g0,6 = 5,86 lg x
k=6
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Valésziniiségi valtozék  Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok

Gyakori hiba, hogy keverik a binomialis és a geometriai eloszlast, ugyanis
mindkét esetben egy Bernoulli-kisérletet ismétliink meg tobb alkalommal.
Pedig van kiilonbség:
e Binomialis eloszlas: a végrehajtasok szama (n) el6re rogzitett, és az a
kérdés, hogy hany kedvezé kimenetelt kapunk.

o Geometriai eloszlas: az van megadva, hogy hany kedvezé kimenetelt
akarunk (1), és a sziikséges végrehajtasok szama a véletlen.

Binomialis eloszlas: Geometriai eloszlas:
¢ db kedvezé kimenetel 1 db kedvezs kimenetel
VXXXV XV XX XX Xv
n db ismétlés £ db ismétlés
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

A varhato érték és a széras tulajdonsagai

Konstansvaltozé (degeneralt valtozo)

Egy ¢ val6sziniiségi valtozé konstansvaltozd, ha létezik olyan a valds
szam, hogy P({ =a) = 1.

A\,

A varhato érték és a széras tulajdonsagai

Legyen £ tetsz8leges valésziniiségi valtozo, és legyen a valés szam.
Q Ha P(=a)=1, akkor E(§)=a & D({) =0.
@ Egy valtozénak pontosan akkor 0 a szérasa, ha a valtozé konstans.

© E(af) = aE(§), D?(ag) = a*D(¢).

Bizonyitas.
(1) Diszkrét valészinlségi valtozé varhaté értéke és szérasa, hazi feladat.
(2) Ha a valtozé nem konstans, akkor P({ = E(§)) <1, tehat
Var(¢) = E([f - E(g)]2> — [€ = E(&)]? atlagos érteke > 0
Vagyis ha Var(§) =0, akkor a valtozé konstans.
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

(3) A varhat6 értékre vonatkozé azonossag:

Fiiggetlen megfigyelések a ¢ valtozéra: &1,&, ...
Fiiggetlen megfigyelések az af valtozéra: a&y, aéy,. ..

Nagy szamok Kolmogorov-féle térvénye:

E(ag)(_a§1+...+a§,, :a§1+”'+§"—>aE(§).

n n
Tehat: E(a) = aE(§).

A szérasra vonatkozé azonossag:

D2(at) = E([a¢ — E(a¢)]") = E([a¢ — aE(©)]%)
- £(2[¢ - E©) = 2E([¢ - E©) = #2D%(&).
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Osszeg varhaté értéke és varianciaja

Legyenek &M ... &(m  tetszéleges valészintiségi valtozok, és tekintsiink
ai,...,am valés szamokat. Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok.

O A valtozok dsszegének a varhaté értéke:
E(EW 4.+ = E(M) ...+ E(em).
Ebbdl az is kévetkezik, hogy
E(a1t® + ...+ ane™) = a1 E(6D) + ... + a,E (™).
Q Az Ssszegvarianciaja: ha ¢ ... &™)  fiiggetlenek, akkor
D?(¢M ...+ &) = p2(eW) ...+ D?(glm)

Ebbdl az is kovetkezik, hogy

D*(art™W + ...+ amt™) = aD?(¢W) + ... + L, D? (™).
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Bizonyitas.
(1) Az allitast csak m =2 esetén bizonyitjuk. Cél:
E(§+n) = E()+ EM).
Fiiggetlen megfigyelések a ¢ valtozéra: &1,&,. ..
Fiiggetlen megfigyelések az 7 valtozéra: n1,mo,. ..
Fliggetlen megfigyelések a & + 1 Osszegre: &1 +m1,& + 12, - ..
Nagy szamok Kolmogorov-féle torvénye:

(Er+m)+ ..+ (&n+1n) LGt mt

l l l
E(€+n) E(S) E(n)

Tehat: E(§+1n) = E(&) + E(n).
Ebbdl kévetkezik, hogy

E(a1€ + an) = E(a1§) + E(axn) = a1E(€) + a2E(n).
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Most bebizonyitunk egy olyan allitast, ami korabban mar kimondtunk.

A variancia meghatarozasa

Ha ¢ olyan valésziniiségi valtozé, melynek véges a varhaté értéke, akkor

Var(€) = E(€2) — (E(¢))%.

Bizonyitas.
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Feladat. Egy cég ugy prébalja meg népszeriisiteni az altala forgalmazott
chipset, hogy a zacskékba a Micimacké cimii mese figurait rejti el:
Micimackét, Malackat, Tigrist és Fiilest. Minden zacskéban pontosan egy
figura talalhato, és minden figuranak azonos a gyakorisaga. Mi addig
vasaroljuk a terméket, mig meg nem kapjuk a teljes kollekcio, tehat mig
végiil mindegyik figurabdl lesz legalabb egy darab. Varhatéan hany zacské
chipset kell megvenniink? Mennyi a vasarolt chipsek szamanak a szérasa?

Legyen: & = a vasarolt chipsek szama, R: = {4,5,...}.
Amit tudunk:

P(¢ = 4) = 0,09, P(6 chips elég) = P(¢ < 6) =0,38.

Ha minden k-ra sikeriilne meghatarozni a P(§ < k) valésziniiséget,
akkor ebbdl az eloszlas:

P=k)=PE<k)—PE<k-1), k=5,6,...

De ez egy nehéz at lenne...
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Vezessiik be az 1,72, 73, ma  valtozokat:

ni =ha marvan i —1 kiilonbozs figurank, akkor hany tovabbi

chipset kell vasarolnunk ahhoz, hogy talaljunk egy @j figurat

Mi Mi F F Mi T F Ma
— ~ ~ ~
m 2 3 N4

Eszrevételek:

@ az 1y valtozé értéke mindig 1;
72 geometriai eloszlasi p = 3/4 paraméterrel;
73 geometriai eloszlasi p = 2/4 paraméterrel;
74 geometriai eloszlasi p = 1/4 paraméterrel;
§=m+n2+n3+ s
1, 12,M3,Na fluggetlenek.
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

A varhaté érték és a szdras:
E(€) = E(n) + E(n) + E(ns) + E(na) = 1+ 3}4 " 1}2 N 1}4 ~ 833,

D?(¢) = D*(m) + D?(2) + D*(n3) + D?(na)

1-3/4 1-1/2 1-1/4

Gmz a2 T

D(§) = 4/ Var(§) ~ 3,8.

Feladat. Ha egy zacské chips ara 300 forint, akkor mennyi az Gsszesen
elkoltott pénziink varhaté értéke és szérasa?

=0+ ~ 14,44,

Most & chipset vasarolunk meg, aminek 300¢ forint az ara. Az
elkoltott pént varhaté értéke és szérasa:

E(300¢) = 300E(€) = 2500,
D?(300¢) = 3002D?(¢) = 1.299.600,
D(300¢) = +/1.299.600 = 1140.
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Legyenek & és n val6sziniiségi valtozok! A korrelacids egyiitthaté a
két valtozo kozotti kapesolat iranyat és erésségét szamszerdisiti.

Jeloles:  corr(&, 7).

Fontosabb tulajdonsagai:

corr(&,m) € [—1, +1].

e Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor corr(&,n) = 0.

e Ha corr(¢§,n) > 0, akkor a két valtozé kdzétt pozitiv iranya
kapcsolat van.

e Ha corr(¢§,n) <0, akkor a két valtozé kdzstt negativ iranya
kapcsolat van.

@ Minél kozelebb van a korrelacios egyiitthaté +1-hez vagy —1-hez,
annal er8ssebb a két valtozé kozotti kapcesolat.

e Ha corr(§,n) = +1, akkor a két valtozé tokéletesen meghatarozza
egymast, tovabba 7 = af + b valamilyen a,b valés szamokkal.
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Valésziniiségi valtozék

A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

corr(&,m)=—-1 " corr(&,m) = —0.9 "

M § .‘o..o. :. °
> o .' o ®
Vol Po & °T e
& %% % . © o 0 @
o
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corr(¢,m) =05
3

corr(é,m) =07 "

corr(&,m) =09 " n
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Valésziniiségi valtozok osszegének a varianciaja

Legyenek & és n tetszbleges valdsziniiségi valtozok, és legyenek a és
b val6s szamokat. Ekkor

D?(ag + bn) = a*D?(€) + b*D?(n) + 2abD(€) D(n) corr(€,7) .

Ebbsl a= b =1 valasztassal az is kdvetkezik, hogy

D*(& +n) = D*(€) + D?(n) + 2D(€) D(n) corr(€, n) -

Megjegyzések:

o A fenti formula ketténél tobb valtozé dsszegére is felirhatd, de azt
nem tanuljuk.

e Ha & és n fuggetlenek, akkor corr(&,n) =0, vagyis

D?(a& + bn) = a*D?(€) + b°D?(n) .
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Feladat. A Tisza és a Maros vizhozama egy szamunkra ismeretlen eloszlast
kovet. Azt tudjuk, hogy a Maros torkolata felett a Tisza vizhozamanak a
varhaté értéke 660 m3/s, szérasa 160 m3/s, mig a Maros vizhozamanak a
varhaté értéke 200 m3/s, szérasa 50 m3/s. Hatarozzuk meg a Tisza
belvarosi hidnal mért vizhozamanak a varhato értékét és szérasat, ha

@ a két vizhozam fiiggetlen;

@ a két vizhozam korrelaciés egyiitthatéja +0,8;

@ a két vizhozam korrelaciés egyiitthatéja —0,8;

Legyen & = a Tisza vizhozama, 71 = a Maros vizhozamal
Ekkor E(£) =660, D(§) =160, E(n) =200, D(n) = 50.

0 200 660
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A Tisza belvarosi hidnal mért vizhozam varhaté értéke és szérasa:
E(¢€+n) = E(€) + E(n) = 660 + 200 = 860,

D?(& +n) = D?(€) + D?(n) + 2D(£)D(n) corr(£,1)
= 160% + 50 + 2 - 160 - 50 - corr(£,n) = 28.100 + 16.000 corr(£, 7).

e Ha a két vizhozam fiiggetlen, akkor corr(§,n7) =0, tehat
D?(¢ +n) = 28.100 + 16.000 - 0 = 28.100, D(¢ + n) = 168.
e Ha corr(¢,n) = +0,8, akkor
D?(€ + 1) = 28.100 + 16.000 - (+0,8) = 40.900, D(¢ +n) = 202.
e Ha corr(¢,n) = —0,8, akkor

D?(¢ + 1) = 28.100 + 16.000 - (—0,8) = 15.300,  D(£ + 1) = 124.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 157 /187
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Feladat. Vajon a valésagban milyen el6jelii a két vizhozam kozotti
korrelacids egylitthaté? Az arvizi védekezés szempontjabél melyik lenne
jobb, a negativ vagy a pozitiv korrelacio?

A valésagban a két vizhozam kézétti korrelacié pozitiv. Arvizvédelmi
szempontbdl a negativ korrelacié lenne elénydsebb.

Feladat. Irjuk fel és abrazoljuk a & +17 valtozé varhaté értékét és
varianciajat a korrelaciés egyiitthaté fiiggvényében!

Varhato érték: E(€ + 1) = 860

Variancia: Var(¢ + i) = 28.100 + 16.000 corr(&, )

860 E(E+mn)
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Feladat. Adott egy kdtvény és egy részvény, mindkettének 1000 forint a
jelenlegi ara. A kdtvény 10 szazalékos éves hozamot fizet. A részvény értéke
egy év mualva egy valdsziniiségi valtoz6, mely a 900, az 1200 és az 1500
értéket veheti fel rendre 0,3, 0,4 illetve 0,3 valésziniiséggel. Ha 1 millié
forintbol allithatunk &ssze egy portféliét, akkor varhatéan mennyit fog érni
ez a portfolié egy év malva? Mennyi a portfélié értékének a szérasa?
Az arak egy év milva: £ = részvény ara, 1 = kotvény ara.
A pénziigyi matematikaban a kdtvény kockazatmentes:
P(n=1100) =1,  E(y)=1100,  D(n) =0.

A részvény aranak eloszlasa:

P(¢ =900) =03,  P(¢£=1200)=04, P(¢£=1500)=0,3,
Varhat6 érték és szoras:
E(£) =900-0,3+ 1200 0,4 + 1500 - 0,3 = 1200,
E(£?) =900% - 0,3 4 12007 - 0,4 + 15002 - 0,3 = 1.494.000,

Var(€) = E(€2) — (E(¢))? = 54.000,  D(¢) = 1/ Var(€) ~ 232.
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Ha a részvényt és b kotvényt vesziink, akkor a portfolié értéke ma:
a-1000 + b - 1000 = 1.000.000, amibél a+ b= 1000.

A portfoli6 értéke egy év malva:  a& + bn.
A kotvény ara nem fligg a részvény aratdl, tehat & és n flggetlenek.
Varhaté érték és szoras:

E(ag + bn) = aE(§) + bE(n) = a- 1200 + b - 1100

= 1200a + 1100(1000 — a) = 100a + 1.100.000,
D?(a¢ + bn) = a®D?(€) + b>D?(n) = a° - 54.000 + b - 0 = 54.000a°,
D(a& + bn) = V54.000a2 ~ 232a.

E D
1.200.000 232.000
1.100.000
f : 0 ¢ : ;
0 1000 ¢ 0 1000
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Valésziniiségi valtozék A varhaté érték és a széras tulajdonsagai

Feladat. Hogyan fektessiik be a pénziinket, ha az a célunk, hogy varhaté
értékben 300 ezer forint hozamot realizaljunk? Mekkora ebben az esetben
a portfoliéi szérasa?

A 300 ezer forint varhaté hozam esetén:
1.300.000 = E(a& + bn) = 100a + 1.100.000.

A megoldas: a = 2000, b= —1000.
El kell adnunk 1000 kotvényt, azaz fel kell venniink 1 milli6 forint hitelt,
majd a rendelkezésre all6 2 milli6 forintbdl részvényt kell venniink.

A széras:  D(ag + bn) = 232a = 464.000.
E D
1.300.000 f-------------
1.200.000
1.100.000

464.000 |- ----------->

232.000

|
| |
! !
! !
| |
| |
| |
] ]

| . . 0 ¢ . .
0 1000 2000 4 0 1000 2000 @
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Feladat. Ugy akarjuk befektetni a pénziinket, hogy a portfoli6 értékének a
szérasa legfeljebb 100 ezer forint legyen. Mennyi a maximalisan elérheté
varhat6é hozam ebben az esetben?

A portfolié jovSbeli értékének a szérasa
100.000 > D(a + bn) = 232a, amibél a < 431.

A hozam varhaté értéke annal nagyobb, minél tobb részvényt vesziink. A
maximalis varhaté hozamot akkor érjiik el, ha a =431 és b = 5609.

A varhaté érték:  E(ag + bn) = 100a + 1.100.000 = 1.143.100.

D
232.000

E
1.200.000

1.143.100

1.100.000 100.000
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A centralis hatareloszlas-tétel

Feladat. Egy bankban egy adott napon 200 ember akar készpénzt felvenni
egymastdl fiiggetleniil. Egy-egy felvétel soran a felvett dsszeg nagysaga egy
olyan valésziniiségi valtozé, melynek varhat6 értéke 50 ezer forint, szérasa
30 ezer forint. Adjuk meg a teljes kifizetés varhaté értékét és szérasat!
Mennyi annak az esélye, hogy a teljes kifizetés legalabb 10,5 milli6 forint?
Legyen & egy készpénzfelvétel nagysaga ezer forintban kifejezve!

Tudjuk: E(§) =50, D(§) = 30.

Figgetlen megfigyeléesek a ¢ valtozéra: &1,...,&00.

Teljes kifizetés: &1 + ... + &00.

E(&1+ ...+ &o0) = E(&) + ... + E(&00) = 200E(£) = 10.000,

D?(& + ...+ &o0) = D?(&) + ... + D?(&200) = 200D2(€) = 180.000,
D({l + ...+ §200) =4/ 200D(€) = 424,

Masodik kérdés: nem ismertjiik az dsszegvaltozé eloszlasat!
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Centralis hatareloszlas-tétel, CHT (Lévy, 1919)

Legyenek
@ &,...,&, egy véges szOrasi § valtozo fliggetlen megfigyelései;
e 7 normalis eloszlast valtozs, = nE(§) és o = +/nD(E).

Ekkor tetszéleges a < b valds szamok esetén

P(a<§1+...+€n<b)zP(agngb)’

A kozelités annal pontosabb, minél nagyobb az n paraméter értéke.

Megjegyzések:
@ Az n normalis eloszlasi valtozé paramétereit Ggy valasztjuk meg,
hogy a lehet6 legjobban hasonlitson a &1 + ... + &, Osszeghez:

E(&+ ...+ &) = nE(€) = p=E(n);
D*(&1 + ... +&n) = nD?(§) = 0 = D?(n).
@ A mintaméret legyen n > 50, de inkabb n > 100.
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Feladat. A bankos feladatban mennyi az esélye, hogy a teljes kifizetés
legalabb 10,5 millié forint?

Legyen 7 normalis eloszlast valtozé a kdvetkezé paraméterekkel:
pw=nE(£) =200-50 = 10.000 és o =+/nD(£) =+/200-30 = 424.
A centralis hatareloszlas-tétel alkalmazasaval:

P(&1 + ... + 00 > 10.500) ~ P(n > 10.500)

— 10.500 — 10.000
:P(77 L >—P(?701 1,18)

o 424
=1—P(n1 <1,18) =1—(1,18) =1 0,88 = 0,12.

10.000  10.500
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Feladat. Adjunk meg egy olyan [a, b] intervallumot, mely 99%
valésziniiséggel tartalmazza a teljes kifizetés nagysagat!

El6szor az 7 valtozéra adunk meg egy ilyen intervallumot. Legyenek
a=qos% € b= qgsy az n valtozéd két kvantilise! Ekkor:

P(q0.5% <1 < Gog.5%) = P(n < Goo 5%)—P(n < qo,5%) =99,5%—0,5% =99%.

P(a<n<b)=99%
a = qos% 10.000 b = qg9,5%

Ez j6 megoldas lesz a feladatra, ugyanis a CHT alkalmazasaval:

Pla<é&+...+&oo < b) ~ Pla<n<b)=99%.
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Valésziniiségi valtozék A centrélis hatareloszlas-tétel

0,995 = P(n < b) = P(

o 424 424
Az eloszlastablazatban:  ®(2,58) = 0,995. Kapjuk:
% = 2,58, tehat b = 11.094 = 11 milli6 94 ezer.

A 0,5%-o0s kvantilis, a = qq 59

- —10. — 10.
0,005=P(77<a)=P(77 2 °°°°> :¢(90000>.

P 424 424
Vagyis:
— 1000
¢< _ 910> —1-0,005 = 0,995 — ®(2,58).
Kapjuk:
310,000
424

A kérdéses intervallum: [a, b] = [8 milli6 906 ezer, 11 milli6 94 ezer].

= 2,58, tehat a = 8.906 = 8 millic 906 ezer.
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Egyiittes eloszlas, kovariancia, korrelacié

Diszkrét valésziniiségi valtozék egyiittes eloszlasa

Legyenek & és 7 diszkrét valésziniiségi valtozok!

o A két valtozé egyiittes eloszlasa:
P({zx,nzy), x€Re, yeR,.

o Marginalis eloszlasok, peremeloszlasok: a két valtozé kiilén-kiilén
vett eloszlasa.

@ Akkor mondjuk, hogy a két diszkrét valésziniiségi valtozé fiiggetlen
egymastol, ha tetszéleges xe Re és ye R, értékek esetén:

P=x,n=y)=PE=x)Pn=y).

Szemléletesen: a & = x ésaz 1=y esemény fiiggetlen egymastdl.
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Feladat. Adott két szabalyos pénzérme, melyek egyik oldalara a 0, a masik
oldalara az 1 értéket irjuk. Feldobjuk a két érmét, és legyen ¢ a dobott
szamok Osszege, 7 pedig a dobott szamok szorzata.

& = dobott szamok Gsszege, R = {0,1,2}

n = dobott szamok szorzata, R, = {0,1}

Egyiittes eloszlas:

P(¢ = 0,m =0) = P(két 0-t dobunk) = 1/4,
P(¢ = 1,7 =0) = P(egy 0-t és egy l-est dobunk) = 1/2,
P(¢ =2,n=1) = P(két l-est dobunk) = 1/4,
PE=0n=1)=PE=1Ln=1)=PE=2n=0)=0.
7
1 o ° ‘ £=0 £€=1 £=2
n=1 0 0 1/4
0 o o n=0| 1/4 12 0
0 1 2 ¢
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Feladat. Adjuk meg a marginalis eloszlasokat!

A & valtozé eloszlasa:

Egyiittes eloszlas, kovariancia, korrelacié

P(E=0)=P(E=0,1=0)+PE=0n=1)=1/4+0=1/4,
P(E=1n=1)=1/2+0=1/2,
P(€=2)=P(E=2=0)+P(¢=2n=1)=0+1/4=1/4.

PE=1)=PE=1n1=0)+

Az n valtoz6 eloszlasa:

P(n=0)=P(E=0,n=0)+

n
1 o )
0 ) ©

0 1 2 ¢

Sziics Gabor (SZTE)

P =1,1=0)+P(E=2n=0)=3/4
Pin=1)=PE=0n=1)+PE=1n=1)+PE=2n=1)=1/4

E=0 &=1 &=2| Ossz.
n=1 0 0 1/4 | 1/4
n=0| 1/4 1/2 0 3/4
Ossz. | 1/4 1/2 1/4 1

Valésziniiségszamitas
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Valésziniiségi valtozék

Egyiittes eloszlas, kovariancia, korrelacié

Feladat. Hatarozzuk meg a & ésaz 1 varhat6 értékét és szoérasat!

E=0 &=1 £=2| Ossz.
n= 0 0 1/4 | 1/4
n=0| 1/4 1)2 0 3/4
Ossz. | 1/4 1/2 1/4 1
E€)=0-1/4+1-1/2+2-1/4=1,
E(£?)=0%1/4+1%2.1/2+22.1/4 =25,
D?(¢) = E(€%) — (E(€))* = 1.5, D(£) = 1,225.
E(n)=0-3/4+1-1/4=0,25,
E(n?) = 0%2-3/4 +1%-1/4 = 0,25,
D?(n) = E(n?) — (E(n))? = 0,1875, D(n) = 0,433.
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Kovariancia és korrelacié

Legyenek & és 1 véges szérasu valoszintségi valtozok!

@ A két valtozé kovarianciaja:

Cov(¢,n) = E([¢ — E©)][n— Em)])
o A két valtozé korrelacidja avagy korrelacios egyiitthatgja:

Cov(,n)
D(&)D(n)

o A két valtozé akkor korrelalatlan, ha corr(§,7) = 0.

corr(§,m) =

Megjegyzések:
@ A kovariancia és a korrelacié szimmetrikus a két valtozéban:

Cov(§,n) = Cov(n,§) & corr(§,m) = corr(n,§).
o Cov(&,&) = Var(§).
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A kovariancia és a korrelacié fontosabb tulajdonsagai
Legyenek & és 1 véges szérasu valészintségi valtozok!
Q@ Cov(&,n)eR
Q@ corr(§,n) € [-1,1]
@ Cov(&,m) = E(§n) — E(S)E(n)

© Ha valtozok fliggetlenek, akkor korrelalatlanok is, azaz corr(&,n) = 0.
Ennek megforditasa nem igaz, a korrelalatlansagbdl nem kovetkezik a

fliggetlenség.

Bizonyitas. (3)

2024 /25 8szi féléev 173 /187

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas



Valésziniiségi valtozék  Egyiittes eloszlas, kovariancia, korrelacié

Feladat. Adjuk meg a két valtozé kovarianciajat és korrelaciéjat!
E=0 ¢&=1 £=2| Ossz.

n=1| 0 0 1/4 | 1/4

n=0| 1/4 1/2 0 | 3/4

Ossz. | 1/4 1/2 1/4 1

A szorzat varhatd értéke:

E@€n) = Y. xyP(¢=x,n=y) = (0:0)1/4+(1:0)-1/2+(21)-1/4 = 0,5
xeRe,yeR,
Kovariancia:
Cov(¢,m) = E(¢n) — E(§)E(n) =0,5—1-0,25 =0,25
Korrelacios egyiitthaté:

_ Cov(&m) _ 025
corrl&m) = Be)p(n) ~ 1,225 0433 0N

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 174 /187
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Feladat. A pénzérmés feladatban a két valtozo fliggetlen egymastél?
1. Megoldas. Nem, ugyanis corr(&,n) # 0.

2. Megoldas. Nem, ugyanis x =0 és y =1 valasztassal:

P(E=0,p=1)=0+1/4-1/4 = P(¢ = 0)P( = 1).

Feladat. Adjuk meg & és 7 egyiittes eloszlasat olyan médon, hogy a
marginalis eloszlasok ne valtozzanak, de a két valtozé fliggetlen legyen!

A két valtozé pontosan akkor fliggetlen, ha tetszéleges x és y esetén:
P =xn=y)=PE=x)Pn=y).

E=0 ¢&=1 £=2 ]| Ossz.

n=1|1/16 1/8 1/16 | 1/4

n=01| 3/16 3/8 3/16 | 3/4

6ssz. | 1/4 12 1/4 | 1
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Feladat. Adjunk példat olyan valtozékra, melyek korrelalatlanok, de nem
fliggetlenek!

Tekintsiik az alabbi egyiittes eloszlassal definialt valtozékat:

E=-1 £€=0 &=+1 | Ossz.

n=+1] 0 1/4 0 1/4
n=0 | 1/4 0 1/4 | 1/2
n=-1| 0 1/4 0 1/4
dssz. 1/4 1/2 1/4 1

Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
e Standard szamolassal levezethets, hogy corr(&,n) = 0.

@ Viszont a valtozék nem fiiggetlenek:
P(=0,n=0)=0#1/2-1/2= P =0)P(n=0).
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A nagy szamok torvénye

A nagy szamok Kolmogorov-féle térvénye (1933)

Legyen &1,&,... a & valésziniiségi valtozé egymastdl fiiggetlen
megfigyelései!l Ekkor

H+...+&,

Bizonyitas. A jelenleg tudasunk kevés hozza.

A nagy szamok Borel-féle torvénye

Tekintsiink egy véletlen kisérletet, és legyen A egy tetsz6leges esemény!
Jelolje kn(A) az A esemény bekovetkezési gyakorisagat a kisérlet n
alkalommal valé fiiggetlen megismétlése soran! Ekkor:

kn(A)

— P(A), n— .
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Valésziniiségi valtozék A nagy szamok tdrvénye

Bizonyitas. Vezessiik be a kdvetkezs val6sziniiségi valtozot:

¢ = {1, ha az A esemény bekovetkezik,

0, ha az A esemény nem kovetkezik be.

Valésziniiségeloszlasa, varhat6 értéke és szérasnégyzete:

P(¢ = 1) = P(A bekovetkezik) = P(A),

P(¢ = 0) = P(A nem kovetkezik be) =1 — P(A).
E(Q)=1-P(=1)+0-P(=0)=P(A),

E(C?) =12+ Pl = 1)+ 02 P(¢ = 0) = P(A),

D(¢) = Var(¢) = E(¢?) - (E(¢)”" = P(A)~ (P(4)" = P(A)[1- P(4)].

Ujra és Gjra megismételjiik a kisérletet.

Figgetlen megfigyelések a ¢ valtozéra: (1,(o,...

Az esemény bekovetkezési gyakorisaga:  kn(A) =G+ ...+ (p
A nagy szamok Kolmogorov-féle torvenyét alkalmazva:

klA) _ Gt kG ey pa

n n
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Szerencsejaték: Egy profitorientalt tarsasag szervezésében olyan jatékot
jatszunk, melynél a nyeremény véletlen nagysagi.

o A jatékban két fél vesz részt, a kasziné és a jatékos.
@ ¢ = a jaték ara, elére meghatarozott.
o £ = a jatékos nyereménye, véletlen nagysagu.
A kasziné szempontjai:
@ A kasziné mindig sok jatékossal all kapcsolatban.
o Az a cél, hogy sok jaték utan termeljen profitot.
Kérdések:
@ Milyen ¢ ar mellett lesz a kasziné nyereséges?
@ Milyen ar lesz a racionalisan gondolkodé jatékos szamara elfogadhat?

o Létezik-e igazsagos ar, ami mindkét félnek megfelel?
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Tegyiik fel, hogy a jatékos tdbbszér is jatszik!
Nyeremények az egyes jatékokban: &1,&s,. ..
Az egy jatékra juté atlagos nyeremény:

H+...+&,
n

— E(&).

Harom eset lehetséges:

e Ha c < E(£), akkor a jaték a jatékosnak kedvez.
Az egy jatékra juté atlagos netté nyeremény: E(£) — ¢ > 0.

e Ha ¢ > E(&), akkor a jaték a kaszindnak kedvez.
Az egy jatékra juté atlagos netté bevétel: ¢ — E(£) > 0.

e Ha ¢ = E(&), akkor varhat6 értékben egyik fél sem nyer.
Ezt nevezziik a matematikaban igazsagos arnak.

Profitorientalt tarsasagoknal az arazas elsé szami szabalya: ¢ > E(§).
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Feladat. Egy kaszin6 egy olyan jatékot indit, melyben 5% eséllyel 10.000
dollart lehet nyerni, mig a tobbi esetben 0 a nyeremény. Hatarozzuk meg a
jaték igazsagos arat. Milyen aron fogja a kasziné eladni ezt a jatékot?

& = nyeremény nagysaga, R: = {0,10.000},

P(¢ =0)=0,95 P(£=10.000) = 0,05,

E(¢)=0-P(£=0)+10.000 - P({ = 10.000) = 500.

Igazsagos ar = egy jatékra juté atlagos nyeremény = 500.

A kaszin¢ altal kiszabott ar: ¢ > 500.

Kérdés. Miért jatszanak az emberek szerencsejatékot? Lehetséges okok:

@ Rosszul mérik fel a valésziniiségeket, nincsen tisztaban vele, hogy a
szabalyok a jatékos ellen dolgoznak.

@ Remeényt vasarolnak: a nyeremény megvaltoztatna az életiiket.
o Nem csak a nyereményért jatszanak, hanem az élményért is.

o Szerencsejaték-fiiggéség: az egyén nem racionalis.
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Biztositasmatematika:
@ Szerepl6k: a biztosit6 és a biztositott.
o A biztositott befizet egy elére meghatarozott ¢ dijat.
o Ezért cserébe a biztosité megtériti a biztositottat éré karokat.
o Kérdés: mennyi az igazsagos biztositasi dij?
Veszélykozosség: a hasonlé kockazatnak kitett biztositottak csoportja.
@ & = a veszélykozosségre jellemzs karnagysag (valdszinilségi valtozo).
@ £1,&, ... = a veszélykdzdsségen beliil az egyes alanyok karnagysagai,
ezek fiiggetlen megfigyelések a £ valtozoéra.
o Atlagos karérték a veszélykdzdsségen beliil:

£1+'“+£n—>E(§).

n
o Torvényi el6iras: a veszélykdzosségen beliil a biztositottak befizetései
fedezzék a veszélykdzosséget érd karokat.

A biztositas igazsagos ara: ¢ = E()

Profitorientalt biztositoknal az arazas els6 szami szabalya: ¢ > E(&).

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 182 /187



Valésziniiségi valtozék A nagy szamok tdrvénye

Feladat. A munkadmhoz sziikségem van egy 10.000 dollaros berendezésre,
ami az elkovetkezd évben 5% eséllyel javithatatlanul tonkremegy. Szeretnék
biztositast kotni erre az eseményre. Milyen biztositasi dij mellett fog egy
biztosité szerzédést kdtni velem?

& = karérték, Re = {0,10.000},

P(¢ =0)=0,95 P(£=10.000) = 0,05,
E(§)=0-P(£=0)+10.000- P(¢ = 10.000) = 500.

Tehat a biztosité 500 dollarnal nagyobb &sszeget fog majd kérni.
Kérdés. Ez az ar megéri nekem, mint biztositottnak?

o A karesemény atlagosan 20 évente atlagosan egyszer kdvetkezik be.
Ha minden évben félreteszek 500 dollart, akkor 20 év alatt 6sszejon
10.000 dollar. Miért fizetnék 500 dollarnal tobbet a biztositénak?

@ De mi torténik akkor, ha a berendezés mar az elsé évben tonkremegy?

@ A biztositottak dontéseit a rovid tava kockazatkeriilés hatarozza meg.
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Sztochasztikus hasznossagelmélet

A korabbiakban megvizsgaltuk, hogy mennyi a szerencsejatékok és a
biztositasok ,igazsagos ara":

@ A kaszind/biztosit6 sok tigyféllel all kapcsolatban.

e Nem az a cél, hogy a kaszin6/biztosité minden tigyfélen keressenek.

@ igazsagos ar = atlagos kifizetés = kifizetés varhaté értéke

Kérdés: ez az ar elfogadhaté-e a jatékosok/biztositottak szamara.
o A jatékosok potencialisan csak egy-két jatékot jatszanak a kaszinéban.
@ A biztositottakat a révidtava kockazatkeriilés jellemzi.

Sztochasztikus hasznossagelmélet: A klasszikus hasznossagelmélet
kiterjesztése véletlen nagysagl jészagkosarakra. A véletlen jészagkosarakat
tipikusan az elért hasznossag varhaté értékével szoktuk jellemezni.
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Feladat. Egy kaszin6 egy olyan jatékot indit, melyben 5% eséllyel 10.000
dollart lehet nyerni, mig a tobbi esetben 0 a nyeremény. Tegyiik fel, hogy a
jatékos az  u(x) = 4/x hasznossagi fliggvényen keresztiil értékeli az
anyagi helyzetét. Mi a jatékos szamara elfogadhaté ar?
A jatékosnak most két joszagkosar koziil kell valasztania:
o 1. kosar: Nem jatszik, tehat megtartja a jaték ¢ arat.
Elért hasznossag: u(c) = +/c.
o 2. kosar: Jatszik, tehat feldldozza a ¢ Osszeget a £ nagysagl
nyereményért cserébe. Az elért hasznossag varhaté értéke:
E(u(€)) = u(0) - P(¢ = 0) + u(10.000) - P(¢ = 10.000)
=0-0,95+ 100-0,05 = 5.
A jatékos szamara a két kosar akkor k6zombds, ha
u(c) = E(u(§)), tehat ¢ =25.
Lehetséges esetek:

e Ha ¢ <25, akkor u(c)<b5=E(u()). Ekkor megéri jatszani.
e Ha ¢ > 25, akkor u(c)>5=E(u(f)). Nem éri meg jatszani.

Sziics Gabor (SZTE) Valésziniiségszamitas 2024 /25 8szi féléev 185 /187



Valésziniiségi valtozék  Sztochasztikus hasznossagelmélet

Feladat. A munkamhoz sziikségem van egy 10.000 dollaros berendezésre,
ami az elkovetkezé évben 5% eséllyel javithatatlanul tonkremegy. Az anyagi
helyzetemet az u(x) = 4/x hasznossagi fiiggvénnyel értékelem. Mi a
szamomra elfogadhaté biztositasi dij?

Legyen ¢ a biztositas dija!l A kezdeti vagyonom: 10.000 + c.
Két jészagkosar koziil kell valasztanom:

o 1. kosar: Megkdtdm a biztositast. Ev végén a vagyonom: 10.000.
Az elért hasznossag: 1(10.000) = 100.

@ 2. kosar: Nem k&tdk biztositast. Ev végén a vagyonom:

10.000 + ¢, ha nem ér kar,
n= .,
c, ha kar ér.

Az elért hasznossag varhaté értéke:

E (u(n)) = u(10.000 + ¢) - 0,95 + u(c) - 0,05 = 0,95v/10.000 + ¢ + 0,05/c.
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Racionalisan gondolkodd egyénként azt az opciét fogom preferalni,
amelyiknek nagyobb a hasznossaga. A két kosar akkor k6z6mbds, ha:
E(u(n)) = 100
0,954/10.000 + ¢ + 0,05+/c = 100
0,95%(10.000 + ¢) = (100 — 0,051/c)?
0,9¢ + 10y/c — 975 = 0

Ebbsl d = \/c helyettesitéssel: 0,9d% + 10d — 975 = 0.
A masodfoki egyenlet megoldéképletével:
o d =278, amibsl kdvetkezik: ¢ = d? = 773;
e d = —38,9, nem ad értelmezheté megoldast.
A feladat megoldasa:
@ c =773 : a két kosar kozémbds.
@ ¢ <773 : az 1. kosar hasznossdga nagyobb, megeéri biztositast kdtni.

@ ¢ > 773 : a 2. kosar hasznossaga nagyobb, nem kétiink biztositast.
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