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Kombinatorikus valészintiség

Véletlenszerten kivalasztunk a G = {—13, 5,29} és H = {—17,0, 1,4} halmazok-
bol egy-egy szamot.

a. Mennyi annak az esélye, hogy két nempozitiv szamot valasztunk ki?

b. Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a két kivalasztott szdm szorzata
negativ lesz! (Kozépszinti érettségi feladat. 2019. sz)

Egy ételautomatabol négyféle szendvics (sonkas, szalamis, tonhalas és vegetarianus)
illetve haromféle innivalo (tej, kakao és tea) vasarolhato. Anna a szendvicsek koziil a
sonkasat és a szalamisat, az italok koziil pedig a kakaot szereti. Anna véletlenszertien
vaséarol egy ételt és egy italt a gépbdl. Mennyi annak az esélye, hogy

a. a kapott ételt és a kapott italt is szeretni fogja;

b. a kett6 koziil valamelyiket szeretni fogja;

c. a kettd koziil pontosan az egyiket fogja majd szeretni?
Véletlenszertien felirunk egy valodi 6tjegyd szamot, tehat egy olyan oOtjegyt sza-
mot, melynek nem nulla az els§ szdmjegye. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a

szam jegyei kiilonb6z6 paratlan szamok? Mekkora eséllyel lesznek a szamban azonos
szamjegyek?

Anna, Balézs, Cili és Dénes véletlenszertien leiilnek egymas mellé egy padra. Mekkora
annak a valoszintisége, hogy

a. Anna és Cili egymés mellé iilnek;
b. Dénes nem il Anna mellé;

c. sem két fit, sem két lany nem il egymés mellé?
Hogyan valtoznak a megoldasok, ha egy kor alaku asztalhoz iilnek le?

Két testvér ugyanabba a 27 fGs osztélyba jar. Egy gyors sorakozénal mindenki
talalomra &all be. Mi a valdszintisége, hogy a két testvér egymas mellé keriil? Mennyi
az esélye annak, hogy pontosan tizen allnak kozottiik?

Betiikockékbol kirakjuk a KOROMPORKOLT sz6t, majd a bettiket véletlenszertien
osszekeverjiik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy visszakapjuk az eredeti szot? Mi
annak az esélye, hogy a PORKOLT sz6 részszoként kiolvashato?

Magyarorszagon az autok rendszédma hérom bet(ibél és harom szamjegybdl all. A
betiik az angol abécé 26 betijébdl keriilnek ki, de az els6 beti nem lehet U, X és Y.
(Ezen bettik a motorkerékpéaroknak, az utanfutoknak és a lasst jarmtveknek vannak
fenntartva.) A szamjegyekre nincsen korlatozas. Hany kiilonb6z6 rendszam irhato
fel ezen szabalyok szerint? Ha véletlenszertien valasztunk egy lehetséges rendszamot,



akkor mennyi annak a valoszintisége, hogy minden betdi massalhangz6 és minden
szamjegy paratlan? Mennyi az esélye, hogy a rendszamban taldlhatéo maganhangzo
vagy paros szamjegy?

1.8. A sziiletésnap paradoxon. A Valészintiségszamités gyakorlaton a csoportok 30
fore lettek meghirdetve. Mennyi annak az esélye, hogy egy 30 {&s csoportban min-
denki az évnek ugyanazon a napjan sziiletett? Mennyi annak a val6szintisége, hogy
a csoportban lesz két ember, aki azonos napon sziiletett? (A szokénapoktol és az
ikertestvérektsl most tekintsiink el.)

1.9. Melyik eseménynek nagyobb a valdszintisége? Annak, hogy ,egy kockaval négyszer
dobva legaldbb egyszer hatost dobunk”, vagy annak, hogy ,két kockaval huszonné-
gyszer dobva legalabb egyszer két hatosunk lesz”?

1.10. Visszatevéssel hiizunk egy olyan urnabol, melyben 3 piros és 5 zold goly6 talalhato.
a. Mennyi annak a valdszintsége, hogy az els§ piros golyot harmadikra hiizzuk

ki? Mennyi az esélye, hogy az n-edik hizéasra kapjuk az els6 pirosat?

b. Mennyi annak az esélye, hogy harom hiizés soran kapunk legalabb egy pirosat?
Mi annak a valdszintisége, hogy n huzasbol kapunk pirosat?

c. Hanyat huzzunk, ha az a célunk, hogy 95 szazalékos valdszintiséggel a kihtuzott
golyok kozott legyen piros?



2. Mintavételezési feladatok

2.1. Piri néni nagyon szereti a kertjét, kiilonosen a tulipanjait. Osszel a legszebb tulipanok
koziil kivalaszt 5 pirosat, 4 narancssargat és 2 fehéret, és felszedi a hagymakat.
Sajnos a hagymak a téli tarolas soran Osszekeverednek. A kévetkezs tavasszal Piri
néni véletlenszertien kivalaszt 7 hagymaét, és kiiilteti Sket. Mennyi az esélye annak,
hogy a kivalasztott hagymak kozott

a. pontosan 4 piros lesz;
b. pontosan 4 piros, 2 narancssarga és 1 fehér lesz;

lesz fehér;

o

d. lesz piros;

e. pontosan két kiilonb6z6 szin fog majd el6fordulni, és ezek 4 illetve 3 tulipanon
jelennek meg?

2.2. Az o6toslotton mennyi az esélye annak, hogy

o

minden nyerdszam pératlan;

4

két paros és harom paratlan szamot hiznak ki;

kihtizzak a 12-es és a 80-as szamot;

e

d. kihuzzak a 12-es és a 80-as szamot, és a 12 a masodik legkisebb nyerészam;

e. Ot egymast kovets szamot huznak ki?

2.3. Egy urndban golyokra vannak felirva a pozitiv egész szamok 1-t61 20-ig. Visszatevés
nélkil véletlenszertien kihtuzunk 5 golyot. Mekkora annak a valészintisége, hogy

a. harom olyan golyot hiznak ki, amin 13-nél nagyobb, illetve 2 olyat, amin 5-nél
kisebb szam van;

b. csak paros szamokat huznak ki;
c. a 18-ast kihtzzék

d. a kihizott szamok kettesével kovetik egymast?

2.4. Az Oklahoma allambeli Ryan varosaban ismeretlenek rendszeresen betorik a boltok
kirakatait. Mivel a rendérség tehetetlen, a polgarmester felkéri a varos leghiresebb
sziilottjét, Chuck Norrist, hogy tegyen rendet. Chuck a feladathoz véletlenszertien
kivalaszt négyet az otthon tartott fegyverei koziil. Hazi fegyvergytijteménye 5 gép-
karabélybol, 3 rakétavetébdl és 2 langszorobol all. (Ezeket természetesen csak on-
védelembd] tartja.) Mekkora annak a valoszintsége, hogy Chuck pontosan 2 gép-
karabélyt, 1 rakétavetst és 1 langszorot vesz magahoz? Mennyi annak az esélye,
hogy lesz nala langszoro?



2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Egy gyarban a makaront tgy csomagoljik, hogy egy-egy dobozba két csokis, egy
malnas és egy narancsos siitemény keriil. Anna a harom baratngjével 6t napon
keresztiill minden nap vasarol egy doboz makaront, és a siiteményeket véletlen-
szerien kiosztjak egymés kozott. Mennyi annak az esélye, hogy Anna az 6t nap
folyaman

. hétfén, szerdan és csiitortokon csokis, a tobbi napon nem csokis makaront kap;

a
b. pontosan 3 csokis makaront kap;

o

Osszesen 2 csokis, 2 malnas és 1 narancsos makaront kap;

e

egyszer sem kap mélnas makaront;

e. legalabb egyszer kap csokis vagy narancsos makaront?
Chuck Norris fiatal kordban karatéval foglalkozott, és innen keriilt bele a filmezés
vildgéba. Egy edzésen a négy hosszusagi kombinaciokat gyakorolta, véletlenszertien
allitott Ossze sorozatokat a kovetkezs elemekbdl: iités, fejre mért ragas és testre
mért rugas. Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertd kombinécid

pontosan 2 iitésbdl és 2 testre mért rugasbol all?7 Mennyi annak az esélye, hogy a
kombinacioban lesz fejre mért ragas?

Egy osztaly 22 tanul6ja rendel véletlenszertien A, B vagy C meniit a kivetkezd hétre
a menzan. Mekkora annak a valoszintisége, hogy

a. senki sem rendel C meniit;

b. legalabb egy tanulé C meniit rendel;

c. pontosan 3 diak fog C meniit rendelni?
Egy urnaban 4 piros és n zold golyo talalhato. Kihtzunk két golyot az urnabol.

a. Mennyi annak az esélye, hogy a kivalasztott golyok mindegyike piros? Mekkora
legyen n értéke, ha az a cél, hogy ez a valoszintiség kisebb legyen, mint 0,17

b. Mennyi annak az esélye, hogy a kivalasztott golyok kozott van piros? Mekkora
legyen n értéke, ha az a cél, hogy ez a valdszintség kisebb legyen, mint 0,17

Oldjuk meg a feladatot visszatevéses és visszatevés nélkiili huzasra is.



3. A valészintiség altalanos tulajdonsagai

3.1.

3.2.

3.3.

Probagyartas utan két szempontbol vizsgéljuk a késztermékeket. Tudjuk, hogy 0,25
annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott gyartmany anyaghibés,
mig 0,4 annak az esélye, hogy mérethibas. A gyartmanyok 10 szazaléka nem felel
meg egyik szabvanynak sem. Ha véletlenszertien kivalasztunk egy gyartmanyt, akkor
mennyi annak a valészintisége, hogy

a. a gyartmany anyaghibas, de megfelel a méretszabvanynak;

b. a gydrtmanynak van valamilyen hibaja;

c. a gyartménynak pontosan egyfajta hibaja van?

d. a gyartmany hibatlan?
A Krypton bolygén a szuperhdsoket két tulajdonsag alapjan tudjuk kategorizalni.
Vagy természetfeletti elmével rendelkeznek, ami segitségével targyakat tudnak moz-
gatni; vagy emberfeletti erével, igy legyGzhetetlenek. Egyik nap a bolygé varoshazajan
jarva Osszeszamoltuk, hogy az ott él6k hanyad része rendelkezik az adott tulaj-
donsagokkal. Szamitasaink alapjan az ott lakok 25%-a rendelkezik természetfeletti
elmével, 50%-uk emberfeletti erével, mig 10%-uk mindketts tulajdonsagot magukeé-
nak tudhatjék. Véletlenszerden kivalasztunk egy, a Krypton bolygon él6 teremt-
ményt. Mekkora annak a valoszintisége, hogy

a. rendelkezik valamelyik képességgel;

b. természetfeletti elmével rendelkezik, de nincs emberfeletti ereje;

. pontosan egy szuperképessége van;

¢)

d. nem rendelkezik egyik képességgel sem?

Az egyetem a nyarra harom varosba szervezett kirandulast, Madridba, Londonba
és Krakkoba. A tanév kezdetekor kozvélemény-kutatast tartottunk arrol, hogy a
hallgatok mely kirandulason vettek részt. A valaszadok 60%-a Madridba, 45%-a
Londonba, mig 20%-a Krakkoba utazott el. A hallgatok 23%-a Madridba és Lon-
donba, 18%-a Madridba és Krakkoba, mig 10%-a Londonba és Krakkoba utazott
el. Mindharom kirandulason a megkérdezettek 4%-a vett részt. Ha véletlenszertien
kivalasztunk egy hallgatot, akkor mekkora annak a valoszintisége, hogy:

a. Madridban vagy Londonban volt;

b. Krakkoban volt, de Madridban nem;

c. pontosan két kirandulason vett részt a harom koziil;
d. nem volt egy kirdndulédson sem?

Ha tudjuk, hogy a kivalasztott hallgatd jart Krakkoban, akkor mennyi annak az
esélye, hogy Madridban is jart?



3.4. Egy faluban harom sportolési lehet&ség van, foci, kosarlabda és pingpong. A lakosok
25%-a focizik, 40%-a kosarlabdazik, és 45%-a pingpongozik. Az emberek tizede
szokott focizni és kosarlabdazni is, 6todiik szokott focizni és pingpongozni is, tovabbé
negyediik szokott kosarlabdazni és pingpongozni is. Mindharom sportot a lakossag
5%-a izi. Véletlenszertien kivalasztunk egy lakost, és megkérdezziik téle, hogy melyik
sporttevékenységet szokta végezni. Mennyi annak a val6szintisége, hogy a megkérdezett
ember

. focizik vagy pingpongozik;

a
b. focizik, de nem kosarlabdézik;

el

. pontosan kettd sportot tiz;

d. semmit sem sportol?

Ha tudjuk, hogy a kivalasztott ember kosarlabdazik, akkor mennyi annak az esélye,
hogy focizik is?

3.5. Egy cég harom kiilonbo6z6 valtozatot szallit egy adott termékbdl a vele szerzédésben
allo boltoknak. Ebben a honapban a boltok fele rendelt az 1. tipusbdl, és 57% nem
rendelt a 2. tipusbol. A boltok 22%-a rendelt az 1. és a 2. valtozatbol is, tovabba
negyedrésziik rendelt az 1. és a 3. tipusu termékekbdl is. A boltok 14%-a mindegyik
tipusbdl rendelt, mig 0,12 résziik egyikbdl sem. A boltok 6%-a olyan, hogy rendelt
a 2. és 3. tipusbol is, de az 1.-b6l nem. Mennyi annak a valdészintisége, hogy egy
véletlenszertien kivalasztott boltba kell széllitani a 3. valtozatbol? A boltok hanyad
része rendelt csak az 1. tipusbol? Egy véletlenszerd bolt esetén mennyi az esélye,
hogy pontosan egy tipust rendeltek a termékbsl?

3.6. Ot héten keresztiil jatszunk az 6toslotton. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik
héten nyeriink valamennyi pénzt. Fejezziik ki az alabbi eseményeket az Ay, ..., As
események segitségével. Fogalmazzuk meg a By, By, By események tagadasat is.

a. B; = minden héten nyeriink;

b. B, = egyik héten sem nyeriink;

e

B3 = az utols6 héten nyeriink elGszor;

d. B, = a mésodik héten nyeriink, de a negyedik héten nem:;

e. By = pontosan négyszer nyeriink.
3.7. a. Tizszer feldobunk egy szabélyos dobdokockat. Mennyi a valdszintisége, hogy a
tiz dobas soran az 1,2, 3,4, 5,6 értékek mindegyike eléfordul?

b. Tizszer feldobunk két szabalyos dobokockit. Mennyi annak az esélye, hogy a
tiz dobas soran az (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6) szamparok mindegyike
eléfordul?



4. Geometriai valészintiségi mez6k, feltételes valoszintiség

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

A vihar véletlenszeri helyen elszakit egy 20 km hosszt légvezetéket, ezért a vezeték
két végérdl egy-egy keresGesapat indul, hogy felderitsék a szakadas helyét. A nehéz
terep miatt az egyik csapat 4 km/h, a masik 6 km/h sebességgel halad. Tekintsiik
a kovetkezs eseményeket:

A = a szakadas helyét a lassabban halad6 csapat talalja meg
B = valamelyik csapat fél 6ran beliil megtalalja a szakadas helyét

Mennyi az A illetve a B esemény valoszintisége? Mennyi az A esemény valoszintisége,
ha a B esemény bekovetkezik? Fiiggetlen egymastol az A és a B esemény?

Egy metrovonalon 10 perces kovetési idével jarnak a szerelvények. Ha egy véletlen-
szerd idépontban megyiink ki az allomasra, akkor mennyi annak a valdszintisége,
hogy legfeljebb 5 percet kell varni? Mennyi az esélye ugyanennek, ha tudjuk, hogy
a legutobbi szerelvény mar legalabb 3 perce elment. Milyen kapcsolatban van az az
esemény, hogy legfeljebb 5 percet kell varni, és az, hogy az el6z6 metrdé mér legalabb
3 perce elment: kizaroak, fliggetlenek, vagy valamelyik maga utdn vonja a mésikat?

Véletlenszerti helyen eltoriink egy 2 méter hosszu palcat. Legyen A az az esemény,
hogy a keletkezett darabok koziil valamelyik hosszabb, mint 120 centiméter, és
legyen B az az esemény, hogy mindkét darab révidebb 150 centiméternél. Mennyi az
A esemény valoszintisége? Mennyi A valoszintisége, ha tudjuk, hogy B bekovetkezett?
Fiiggetlen egymastol az A és a B esemény?

Egy 32 cm széles és 18 cm magas téglalap alakti monitoron véletlenszerien felvillan
egy-egy pont. Jelolje A azt az eseményt, hogy a bal alsd sarokbol induld atlo felett
villan fel a pont; és legyen B az az esemény, hogy a képernyd jobb oldalan villan fel
a pont. Mekkora az A esemény valoszintisége? Mekkora az A esemény valoszintisége,
ha tudom, hogy B bekdvetkezik? Milyen kapcsolat van a két esemény kozott?

Véletlenszertien valasztunk egy pontot az 5 egység oldalhossziisagi négyzetben.
Mennyi annak az esélye, hogy a pont a legkozelebbi oldaltol legfeljebb 1 egységnyire
esik? Mennyi az esélye ugyanennek, ha tudjuk, hogy a pont a négy oldal koziil az
északihoz van a legkdzelebb? Fiiggetlen egyméstol az, hogy a pont a legktzelebbi
oldaltol legfeljebb 1 egységnyire esik, illetve az, hogy a pont az északi oldalhoz van
a legkozelebb.

Autoval végig akarunk menni egy 30 km hosszii egyenes utszakaszon, de balesetet
szenvediink egy véletlenszert helyen. A kozelben egyetlen egy mobiltelefon atjatszo
torony van, ez az ut felénél az uttol 6 km tavolsagra talalhaté. A torony egy 10
km sugaru kor alaku teriiletet képes kiszolgalni. Mennyi annak az esélye, hogy a
baleset helye ebbe a korbe esik, és ezaltal telefonon segitséget tudunk hivni? Mennyi
a valoszintisége ugyanennek, ha a baleset az 1t els6 5 kilométeres szakaszan torténik?



4.7. Egy porcelan manufaktirdban harom fajta tanyért gyartanak, levesest, laposat és
salatésat. A heti termelést a kovetkez§ tablazat foglalja Gssze:

‘ leveses lapos salatas ‘ Osszesen
hibatlan | 470 540 380 1390
selejtes 30 60 20 110
Osszesen | 500 600 400 | 1500

Véletlenszertien kivéilasztunk egy tanyért minGség-ellendrzésre. Jelolje A; azt az es-
eményt, hogy az i-edik tipust termékbdl valasztottunk, és legyen B az az esemény,
hogy a kivéalasztott tanyér selejtes. Ertelmezziik és hatarozzuk meg a kovetkezd

valoszintiségeket: P(Ay|B); P(A; U A3|B); P(B|Asy); P(B|A,).



5. Feltételes valdsziniiség, események fiiggetlensége

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

a. Haromgyerekes csalddok korében vizsgaljuk, hogy hény fita és lany van a csalad-
ban. Jelolje A azt az eseményt, hogy a vizsgalt csaladban legfeljebb egy lany
van, és legyen B az, hogy van fiu és lany is. Feltehets, hogy a gyerekek azonos
eséllyel sziiletnek fitnak vagy lanynak. Mennyi az A esemény valosziniisége?
Mennyi A valészintisége, ha tudjuk, hogy B bekovetkezik? Ezek alapjan mit
mondhatunk a két esemény kapcsolatarol?

b. Valaszoljuk az el6z6 pont kérdéseire négygyerekes csalddok esetén.
Egy varosban tiz autokolesonzé miikodik, ebbsl haromnal lehet kisbuszt is bérelni.
Egy ember kisbuszt szeretne bérelni, de nem tudja, hogy ezt melyik kolcsonzoénél
teheti meg, ezért elkezdi véletlenszeri sorrendben felhivni ¢ket. Mekkora annak a

valdszintisége, hogy pontosan harom hivasra lesz majd sziiksége? Mennyi az esélye
ugyanennek, ha tudjuk, hogy az els¢ hivas nem volt sikeres?

Egy szabélyos dobokockat haromszor egymés utan véletlenszertien feldobunk. Men-
nyi a valészintisége, hogy mind a harom dobés 6-os feltéve, hogy legalabb az egyik
dobés 6-0s? Ha tudom, hogy a masodik dobas hatos lett, akkor mekkora annak a
valoszintisége, hogy a harmadik is az lesz? Milyen kapcsolat van ezen események
kozott?

Egy feladat a mobiltelefonok elstti id6kbdl. Egy baratunk egy adott estén 2/3
valoszintiséggel tartéozkodik kocsmaban. Ha kocsmaban van, akkor egyenls eséllyel
talalhaté meg az 0t kornyékbeli kocsma mindegyikében. Tegyiik fel, hogy négyet
mar megnéztiink, de nem talaltuk. Mennyi az esélye, hogy az 6todikben lesz?

Egy gyarban az I. gépsor az id6 60 szazalékdban, a II. gépsor az id§ 70 szaza-
lékaban dolgozik egymaéstol fiiggetlentil. Mennyi a valészintisége, hogy egy véletlen-
szerd idépontban

a. mindkét gép dolgozik;

b. legalabb az egyik gép dolgozik;

c. pontosan egy gép dolgozik;

d. egyik gép sem dolgozik?
Egy utszakaszon egymas utan harom jelz6lampa iranyitja a forgalmat. Az egyes
lampaknal egymastol fiiggetlentil rendre 1/2, 2/3 illetve 3/4 valoszintiséggel kapunk
pirosat. Mennyi az alabbi események valoszintisége?

a. Mindharom lampanal pirosat kapunk.

b. Az els6 lampanéal pirosat kapunk, de a harmadiknal nem.

c. Pontosan két lampéanal kapunk pirosat.

d. Legalabb két lampanal pirosat kapunk.
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5.7.

5.8.

5.9.

Feltéve, hogy pontosan két pirosat kapunk, mennyi annak az esélye, hogy a zoldet
az elsd, a masodik, illetve a harmadik lampanal kapjuk?

Roger Federer a vilag legjobb teniszezGje, azonban ma bal labbal kelt fel. Szervakat
gyakorol, viszont eléggé gyengén megy neki. Az egyes probalkozasok soran egymastol
fliggetleniil 15% eséllyel iit 4szt. Federer egymas utan 10 alkalommal szerval.

a. Mekkora annak a valoszintisége, hogy az els§ 6t nem, mig az utolséd 0t szervaja
asz lesz? Mennyi annak az esélye, hogy it legalabb egy aszt?

b. Legalabb hényszor kellene Federernek adogatnia ilyen teljesitmény mellett, ha
annak az esélye, hogy legalabb egy aszt it 95% legyen?

Egy csatdaban az egyik harcolé fél ejtGernyGkkel probal utanpotlast eljuttatni egy
korbevett alakulathoz. Az erds szél miatt az ejtGernySk egymastol fliggetleniil és
véletlenszerd helyen érnek foldet a 15 km?® teriiletd csatatéren. Az alakulat egy
1 km? teriiletti magaslaton védekezik, és az utanpotlast csak akkor kapjak meg,
ha az erny6 ezen a magaslaton ér foldet. Ha két ejtGernyényi utanpotlast dobnak
le, akkor mennyi annak az esélye, hogy ezek koziil pontosan egy fog eljutni az
alakulathoz? Hany ejtGerny6t dobjanak le ahhoz, hogy ezek koziil az alakulat 95
szézalékos eséllyel megszerezzen legalabb egyet?

Egy 5 x 8 kilométeres téglalap alaka varos egyik sarkdban egy tiizolté allomés
talalhato. Az allomést akkor riasztjak, ha a tiiz a varoson beliil és az allomastol
légvonalban legfeljebb 4 kilométer tavolsagra iit ki. Egy adott napon két tiizeset
torténik, ezek helye egyméstol fiiggetlen és véletlenszert a varoson beliil. Mennyi
annak az esélye, hogy az allomast a méasodik esethez riasztjak, de az els6héz nem?
Hany fliggetlen tiizesetre mellett teljesiil, hogy az allomast 90% eséllyel legalabb
egyszer riasztjak?
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6. A lancszabaly és a teljes valoszintiség tétele

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

Egy vizsgan a hallgatok 10%-a bukott meg. A sikeres vizsgat tevs hallgatok ne-
gyedrésze kapott jelest. Mekkora az esélye, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
hallgato jelest kapott?

Huzzunk ki harom lapot visszatevés nélkiil egy 32 lapos magyar kartyabol. Mekkora
annak a valoszintisége, hogy az elsG, a masodik és a harmadik lap is sz lesz? Feltéve,
hogy az els6 asz lett, mekkora annak a valdszintisége, hogy a masik kettd is az lesz?

Egy adott teriileten vegyszeres sztinyogirtast végeznek harom egymaést kovets alka-
lommal. Az elsé permetezés utan a szinyogok 80%-a elpusztul, de az életben maradt
rovaroknak né az ellenalld képessége a szerrel szemben. Ennek az a kévetkezménye,
hogy a méasodik permetezéskor az életben maradt szinyogoknak mar csak a 40%-a
pusztul el, a harmadik irtasnal pedig csak a maradék 20%-a. Mennyi a valoszintisége
annak, hogy egy sztunyog tiléli mindhédrom permetezést? Feltéve, hogy egy sztunyog
tulélte az elsé permetezést, mennyi a valoszintisége annak, hogy a mésodikat és a
harmadikat is taléli?

Egy tizemben harom gép van, az els6 adja a termelés 20%-at, a masodik pedig
a 30%-at. Az els6 gépnél 5% a selejtarany, a masodiknal és a harmadiknal 10%.
Véletlenszertien kivalasztunk egy gyartmanyt az iizem termelésébdl. Mennyi az esé-
lye annak, hogy a kivalasztott termék a harmadik gépen késziilt és selejtes? Mennyi
a valoszintisége, hogy a kivalasztott termék selejtes? Ha a gyartmany selejtes, akkor
mennyi annak az esélye, hogy az elsg, a méasodik illetve a harmadik gépen késziilt?

Egy csomagoldlizembe négy termeld szallit almét. A leadott gyiimoles tizede szar-
mazik az elsd, harom tizede a mésodik, és két 6tdde a harmadik termel&tsl. Az egyes
termelGk esetén a leadott mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szazaléka elsGosztalyt.
Ha véletlenszertien kivalasztunk egy almat, akkor mi annak a valoszintisége, hogy az
alma mésodosztalyu? Feltéve, hogy az alma méasodosztalyt, mennyi a valoszintisége,
hogy az els6, a méasodik, a harmadik, illetve a negyedik termeld szallitotta?

Lajosnak lejart a bérlete, mégis felszall az elsd jarmire, ami hazaviszi. A megélléban
25% valoszintiséggel érkezik elGszor busz, 40% valoszintiséggel troli, a tobbi esetben
pedig villamos. A buszon 45% eséllyel jon ellendr, a trolin 10% eséllyel, a villam-
oson pedig 30% eséllyel. Mennyi annak az esélye, hogy hazafelé¢ utazva talalkozik
ellenérrel? Ha otthon szomortian meséli el, hogy megbiintették, akkor mennyi a
valoszintisége, hogy busszal utazott?

A valoszintiségszamitas gyakorlatra jaré hallgatok 25%-a pénziigy és szamvitel,
40%-a kereskedelem és marketing, a tobbi pedig gazdalkodéas és menedzsment sza-
kon tanul. A pénziigy és szamvitel szakiranyon a lanyok aranya 60%, a masik két
szakiranyon ez az arany 30%. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletlen-
szertien kivalasztott hallgaté gazdalkodas és menedzsment szakon tanul és lany?
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6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

Mennyi a valészintisége, hogy a kivalasztott hallgato lany? Ha a hallgato lany, akkor
mekkora annak a valoszintisége, hogy pénziigy és szamvitel szakirdnyon van?

Véandorlasa kozben Odiisszeusz egyszer egy héarmas utelagazashoz ért. Tudta, hogy
az egyik ut Athénba, a méasik Miikénébe, a harmadik pedig Spartaba vezet. Azt is
tudta, hogy az athéniak atlagosan minden harmadik alkalommal mondanak igazat,
a miikénéiek minden masodik alkalommal, a spartaiak pedig becsiiletesek, sosem
hazudnak. Kockadobéssal dontotte el, melyik utat valassza, egyforma esélyt adva
mindegyiknek. Ezutan ment, mendegélt, mig egy varosba nem ért. Itt az els szem-
bejovtsl megkérdezte, hogy mennyi ketté meg kettd, mekkora annak a valoszintisége,
hogy igazat mondott? Ha azt a vélaszt kapta, hogy négy, akkor mekkora annak a
valoszintsége, hogy Miikénébe érkezett?

A htitében négy doboz tej van: egy friss; egy, ami egy hete lejart, és biztosan romlott;
tovabba van két doboz, ami egy napja jart le, és 0,3 valoszintséggel romlottak.
Véletlenszertien kivalasztunk egy doboz tejet. Mekkora az esélye, hogy ez a tej nem
romlott? Ha megkostoljuk a kivett tejet, és az romlottnak bizonyul, akkor mi a
valoszintisége annak, hogy az egy hete lejart tejet vettiik ki?

Van két pénzérménk, egy szabdlyos, és egy olyan, ami 1/4 valoszintiséggel ad fejet.
Véletlenszertien kivéilasztok egy érmét, és feldobom. Mennyi annak az esélye, hogy
fejet kapok? Feltéve, hogy fejet kaptam, mennyi a valdszintisége, hogy a szabélyos
érmét vélasztottam?

Egy ritka betegséget tizezer emberbdl atlagosan egy kap el. A sziirteszt csak 97%-os
megbizhatosagi, azaz ekkora a valoszintisége, hogy helyes eredményt ad, akar beteg
valaki, akir egészséges. Egy ember megvizsgéiltatja magat, és a teszt eredménye
pozitiv. Mennyi a valdszintisége, hogy tényleg beteg?

Egy tizemben harom gép van, az elsé adja a termelés felét, a masodik a 40%-at.
Az els6 és a masodik gépnél is a termékek 3%-a selejtes. A harmadik gép esetében
hény szazalék a selejtarany, ha tudjuk, hogy az lizemben termelt selejtes termékek
koziil 32,5% késziilt a harmadik gépnél?
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7. Diszkrét valoszintiségi valtozok

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Mennyi legyen az a valés paraméter értéke, hogy az alabbi értékek valoszintiségelos-
zlast alkossanak? Adjuk meg az eloszlas varhato értékét és szorasat is.

a. p; = 0,15a, ps = 0,55a, p3 = 0,25a, py = 0,3a;
b. py = 0,25, p» = a, p1y = a*.

Anna, Bori és Cili pizzat rendelnek, harom kiilonb6z6 fajtat. Amikor a pizza megér-
kezik, véletlenszertien osztjak ki egymas kozott a dobozokat. Jeldlje & azt, hogy a
lanyok koziil hdnyan kaptak olyan pizzat, amilyet rendeltek. Hatarozzuk meg a &
valtozo eloszlasat, varhato értékét és szorasat. Irjuk fel az eloszlasfiiggvényt is!

Egy gyarban harom nagyteljesitményt dizelmotor {izemel, melyek egy adott id6pont-
ban egymastol fiiggetleniil 0,5, 0,6 illetve 0,7 valészintiséggel miikodnek. Jelolje &
azt, hogy egy adott idépontban hany dizelmotor iizemel.

a. Adjuk meg a ¢ valtozo eloszlasat, varhato értékét és szorasat! Irjuk fel és
abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt is!

b. Amennyiben egy adott idépillanatban x dizelmotor iizemel, akkor a dolgozokat
50 4+ 202 dB zajterhelés éri. Hatarozzuk meg a zajterhelés atlagos értékét.

Anna két mozijegyet kap egy vetitésre, ezért egymas utan felhivja a harom barat-
ndjét, hogy kisérét szerezzen maga mellé. Egészen addig hivja fel 6ket egymas utan,
mig valaki bele nem egyezik, hogy elkiséri, vagy mig el nem fogynak a baratnék. A
harom baratnGje egymastol fiiggetleniil 0,4 valdszintiséggel mond igent Anna meg
hivéasara.

a. Adjuk meg a lefolytatott telefonhivasok szaménak eloszlésat, varhato értékét
és szorasat. Mennyi annak az esélye, hogy Annanak legfeljebb két baratngjét
kell majd felhivnia? Irjuk fel és abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt is!

b. Annénak egy-egy telefonhivas 30 forintba keriil. Hatarozzuk meg, hogy varhatéan
mennyi pénzbe keriil kisér6t szereznie a vetitésre.
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8. Folytonos valészintiségi valtozok

8.1. Egy ¢ folytonos valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

8.2.

8.3.

0, egyébként.

f(x)_{%ﬁ’ per=
(z) =

Abrazoljuk a strtségfiiggvényt, és adjuk meg a & valtozod értékkészletét! Mennyi
a P(0,b <& < 1,5) és a P(§ > 0,5) valoszintiségek értéke? Hatarozzuk meg a £
valtozo varhato értékét és szorasat is!

Egy ¢ valoszintségi valtozo strtségfiiggvénye fe(z) = 1/(zln2), ha 1 <z < 2, és
fe(x) = 0 minden mas x esetén. Abrazoljuk a strtségfiiggvényt és adjuk meg a &
valtozo értékkészletét! Mennyi a P(0,56 < & < 1,5) és a P(§ < 1,5) valoszintségek
értéke? Hatarozzuk meg a & valtozd varhato értékét és szorasat is!

Jelolje £ egy adott befektetési alap értékndvekedését az elkovetkezends egy évben!
Egy elemzés szerint a £ valtozé az alabbi stirtségfiiggvénnyel irhato le, az értékek
milliard forintban értend&ek:

fo(@) 0,084 ax, —1<ux <4,
€T) =
¢ 0, kiilénben.

. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, és adjuk meg az értékkészletet!

. Irjuk fel és abrazoljuk a valtozo eloszlasfiiggvényét! Ennek segitségével adjuk

meg a & valtozo 1%-os kvantilisét!

. Mennyi annak az esélye, hogy az értéknévekedés —2 és 2 kozé fog majd esni?

Mennyi annak a valoszintisége, hogy legalabb 1 lesz az értéknovekedés?

. Egy befektets az elért eredményt a kdvetkezs hasznossagi fiiggvénnyel értékeli:

(z) 0, x <0,
u(x) =
Ve, x>0.

Abrazoljuk az u fiiggvényt! Mi az elérheté maximalis hasznossag, és mennyi
az u(§) elért hasznossag varhato értéke?

8.4. Amikor telefonalok, a beszélgetéseim percekben kifejezett hosszisaga egy & valoszi-

ntiségi valtozo, melynek stirtségfiiggvénye fe(z) = a/2? hal <ax <5, és fe(z) =0
egyébként.

a. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét és a & valtozo értékkészletét!

b. Irjuk fel és abrazoljuk a valtozo eloszlasfiiggvényét, és adjuk meg a hivasaim

hosszanak a medianjat!
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C.

d.

Mennyi annak az esélye, hogy egy telefonbeszélgetésem hossza 3 és 7 perc kozé
esik? Mennyi a valoszintisége, hogy egy hivasom legfeljebb 2 perces lesz?

A szolgéltatoval egy olyan szerzédést kotottem, hogy az egyes hivasoknal az
els6 3 perc percenként 25 forintba keriil, és ha a beszélgetés 3 percnél hosszabb,
akkor a fennmarado részért mar nem kell fizetnem. Jelolje ¢(z) azt, hogy men-
nyibe keriil egy & perc hossztisagt beszélgetés! Irjuk fel formulaval és abrazoljuk
koordinata-rendszerben a ¢ fliggvényt! Hatarozzuk meg azt, hogy &atlagosan
mennyit kell fizetnem egy-egy telefonbeszélgetésért!
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9. A nevezetesebb diszkrét és folytonos eloszlasok

9.1.

a. Egy ingatlantigynokségnél az eladott lakasok 30%-at szoktédk a vevdk hitel

felvétele mellett fizetni. A kovetkezs hétre 6 lakas van eladésra elGjegyezve. A €
valoszintiségi valtozo jelolje a hitelkonstrukcioban értékesitett lakasok szamat.
Adjuk meg ¢ eloszlasét, varhato értékét és szorasat. Mi annak a valdszintisége,
hogy egynél tobb, de 6tnél kevesebb lakaseladéshoz vesznek majd fel hitelt?

. Egy maésik ingatlaniigynokségnél a lakasok 40%-at szokték eladni hitelfelvétel

mellett, és naluk 8 eladés van elGjegyezve a jov6 hétre. Mennyi annak az esélye,
hogy az els6 iigynckségnél pontosan 2, a masodiknél pedig pontosan 4 lakast
adnak el hitelkonstrukcioban? (A két cégnél a lakaseladasok szama fiiggetlen.)

9.2. Lajos kulcscsomojan harom kulcs van, ezek koziil az egyik a lakdsdnak a bejarati aj-

tajat nyitja. Egy este elmegy a barataival italozni, és hazaérve azt tapasztalja, hogy
nem tudja megkiillonboztetni a kulcsait. Elhatarozza, hogy addig valaszt véletlen-
szertien tjabb és ijabb kulcsot, mig végiil sikeriil kinyitnia a lakas ajtajat.

a. Adjuk meg a sziikséges probalkozéasok szamanak az eloszlasat, ha Lajos nem

jegyzi meg, hogy melyik kulccsal probalkozott mar korabban, hanem minden
egyes alkalommal a harom koziil vélaszt egyet véletlenszertien? Mennyi annak
az esélye, hogy legfeljebb harom probalkozésra lesz majd sziikség? Mennyi a
probalkozasok szémanak a varhato értéke és szorasa?

. Miben valtozik az a. pont megoldésa, ha Lajos minden egyes probalkozas soran

1/2 valoszintiséggel fejjel lefelé probalja meg beleerdltetni a kulcsot a zérba?
(Fejjel lefelé a jo kulcesal sem tudja kinyitni az ajtot.)

. Miben valtozik az a. pont megoldasa, ha Lajos megjegyzi, hogy melyik kulccsal

probalkozott mar korabban?

9.3. Egy gyarban minden nap 50 terméket készitenek, és ebbdl 15 darab mindig selejtes.

Mind&ségellendrzéskor véletlenszertien kivesznek egyszerre 5 terméket.

a. Jelolje £ a mintaban talalt selejtes termékek szamat egy adott napon. Hatéroz-

zuk meg a & valoszintiségi valtozo eloszlasat és varhato értékét. Mennyi annak
az esélye, hogy legfeljebb egy selejtes termék lesz a mintaban?

. Mennyi az esélye annak, hogy harom egymaést koveté napot vizsgalva valame-

lyik alkalommal egynél t6bb selejtet talalnak a mintaban? (Feltehets, hogy az
egyes napok termelése fiiggetlen egymastol.)

9.4. Adott egy urna, benne pedig 4 piros és 6 zold golyo.

a. Visszatevéssel kihtzunk 3 golyot. Hatarozzuk meg a kihuzott piros golyok

szamanak eloszlasat és varhato értékét. Mennyi annak az esélye, hogy pon-
tosan két piros golyot hiizunk majd ki 7

b. Oldjuk meg az a. feladatot visszatevés nélkiili mintavételezéssel is.
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9.5.

9.6.

c. Addig hizunk visszatevéssel, mig piros golyét nem kapunk. Adjuk meg a
sziikséges hizésok szamanak eloszlasat és varhato értékét. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy az els6 piros pontosan a méasodik huzasra jon majd?

Egy adatszerverre éranként véletlen szamu, atlagosan 5 lekérdezés érkezik. Felte-
hets, hogy az egy orara esG lekérdezések széma Poisson-eloszlést kovet. Mennyi
annak a valoszintisége, hogy egy adott éraban pontosan harom lekérdezés torténik?
Mennyi az egy orara jutoé lekérdezések szdmanak a szorasa?

A TESCO-ban a narancsot a mindségtdl fiiggéen véltozd aron aruljak. Feltehetd,
hogy az ar egyenletes eloszlast kévet 300 és 500 forint kozott.

a. Jelolje & a narancs arat egy véletlenszertien valasztott napon. Irjuk fel és abra-
zoljuk a ¢ stirtiségfiiggvényét. Atlagosan mennyibe keriil a narancs a TESCO-
ban? Mennyi az ar szérasa? Mennyi annak az esélye, hogy a kilonkénti ar 375
forint alatt marad?

b. Jeldlje n azt, hogy 1500 forintbol hany kilé narancsot tudok vaséarolni. Fejezziik
ki az n valoszintiségi valtozot a & segitségével. Mennyi annak az esélye, hogy a
pénzem elég 4 kil6 narancsra? Mennyi az n varhato értéke, és mit fejez ki ez a
varhato érték? Teljesiil az az egyenldség, hogy F(n) = 1500/ E(§)?

c. Hatarozzuk meg az n valtozo eloszlasfiiggvényét illetve stirtiségfiiggvényét! Sza-
moljuk ki az n valtozo varhato értékét kozvetleniil a stirtiségfiiggvénybdl is! Azt
az eredményt kapjuk, amit az el6z6 pontban?
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10.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

A normadlis eloszlas és alkalmazasai

Az 1Q teszteket ugy allitjak dssze, hogy az eredmény a felnétt populacion beliil nor-
malis eloszlast kdvessen 100 pont varhatd értékkel és 15 pont szorassal. A felndtt
népesség mekkora hanyadanak esik az IQ pontszama 90 és 120 kozé? A Mensa egy
nemzetkozi egyesiilet, ahol a belépés feltétele a legalabb 131 pontos 1Q. A népesség
hény szazaléka felel meg ennek a kovetelménynek? Mondjunk egy olyan intervallu-
mot, melyre teljesiil, hogy az emberek 95 szazalékanak ebbe az intervallumba esik
az 1QQ pontszama.

A ropigyéarban a késziil6 ropik hossza normaélis eloszlast kdvet 12 cm varhato értékkel
és 3 mm szorassal. Mennyi az esélye, hogy egy véletlenszertien kivalasztott ropi
hossza legfeljebb 2 milliméterrel tér el az atlagos értéktsl? Mennyi az esélye, hogy
a ropi rovidebb 11,5 cm-nél? Mondjunk egy olyan intervallumot, melyre teljesiil,
hogy a ropik 99 szazalékanak a hossza ebbe az intervallumba esik.

Angol tudésok azt vizsgaltak, hogy a szavannan é16 majmok reggelente milyen elosz-
las szerint ébrednek fel, és masznak le a farol. A megfigyelések alapjan azt talaltak,
hogy az ébredési id6 egy olyan valoszintiségi valtozo, mely normalis eloszlast kovet
7 ora varhato értékkel és 30 perc szoérassal. A majmok mekkora hanyada kel fel 8
ora utan? Adjunk meg egy olyan idGintervallumot, melyre teljesiil, hogy a majmok
90 szazaléka ebben az idSintervallumban mészik le a farol. (Valos kutatéas alapjan.)

Feldobok 500 szabélyos dobokockat. Mennyi a kapott hatosok szdménak a varhato
értéke és szorasa? Mennyi annak a valoszintisége, hogy 100-nél tobb hatos kapok?
Adjunk meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy a hatosok szama 95%
szézalék valoszintiséggel ebbe az intervallumba esik.

Egyes hazimacska fajtaknal elgfordul a kaliko (fekete-voros-fehér) szinkombinécio,
ami elég népszerd a macskatartok korében. Egy tenyésztének egy fekete szint him és
egy kalikd néstény macskaja van, és az elmilt évek folyaman 60 kismacska sziiletett.
A macskak szine genetikai iton 6roklgdik, és egy fekete him és egy kalikd ndstény
esetén az utodok egymastol fiiggetlentil rendre 1/4 valoszintséggel lesznek kalikok.
Jelolje € a tenyésztonél sziiletett kaliko kismacskak szamat. Adjuk meg a & valtozo
eloszlasat, varhato értékét és szorasat. Mennyi az esélye, hogy a 60 utodbol legalabb
18 kaliko lett? Milyen t értékre teljesiil, hogy P(§ < t) = 0,99. (Boénusz feladat:
hogyan valtozik a feladat megoldasa, ha a him a kaliko és a néstény a fekete?)

Egy biztositonak 10 ezer tigyfele van, akik egymastol fiiggetleniil 1% valészintiséggel
szenvednek el kireseményt egy adott évben. Jelolje £ a karesemények szaméat a
biztositottak kérében. Hatarozzuk meg a & valoszintiségi valtozo eloszlésat, varhato
értékeét és szorasat. Mennyi annak az esélye, hogy a kidresemények szama 85 és 115
kozé esik? Adjunk meg egy olyan ¢ értéket, melyre teljesiil, hogy P(¢ > t) = 10%.

Alkalmazhato a normalis eloszlassal valo kozelités a 9.1. feladatban?
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10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

a. Feldobok egy szabalyos dobodkockat. Hatarozzuk meg a dobott szdm varhato
értékét és szorasat.

b. Feldobok 500 szabélyos dobodkockat. Mennyi a dobott szamok Osszegének a
varhato értéke és a szorasa? Ennek ismeretében meg tudjuk azt mondani,
hogy az Gsszeg mekkora valoszintiséggel fog mondjuk 1700 és 1800 kozé esik?
Adjunk meg egy olyan ¢ értéket, melyre teljesiil, hogy a dobasok osszege 95%
eséllyel meghaladja a t szamot.

Egy biztositotarsasagnél egy adott tipusi biztositas esetében az egyedi karértékek
egyenletes eloszlast kovetnek 200 és 400 ezer forint kézott. Egy adott honapban 100
egymastol fliggetlen kirbejelentés érkezik. Mennyi az 0ssz karérték varhato értéke és
szorasa? Ennyi informéacio alapjan meg tudjuk azt mondani, hogy az 6ssz karérték
mekkora valoszintiséggel esik 29 és 31 milli6 forint kézé? Adjunk meg egy olyan t
értéket, melyre teljesiil, hogy a teljes karérték 90% eséllyel ¢ alatt marad.

A repiil6gépeknél fontos tényezs az utasok és a poggyasz teljes tomege. A statisztikai
adatok szerint egy-egy utasnak és a személyes poggyaszanak az egyiittes tomege egy
olyan valdszintiségi valtozo, melynek a varhato értéke 100 kg, szorasa pedig 25 kg.
(A kiilénb6z6 utasok tomege fiiggetlen egymastol.) Tegyiik fel, hogy egy repiil6gépre
120 utas szall fel. Adjuk meg az utasok és a poggyész teljes témegének a varhato
értékét és szordsat. Mennyi annak a valoszintisége, hogy ez a témeg 12,8 tonna alatt
marad? Adjunk meg egy olyan intervallumot, mely 99% valoszintiséggel tartalmazza
az utasok és a poggyasz teljes tomegét.

Alkalmazhatjuk a centralis hatareloszlas-tételt a 11.1. és a 11.2. feladatban az
utolso kérdések megvalaszolasara?

20



11. A varhaté érték és a szoéras tulajdonsagai

11.1. Szegeden az éves csapadékmennyiség atlagos értéke 490 mm, szorasa 100 mm. Felte-
hetd, hogy a csapadék mennyisége az egyes években fiiggetlen egymastol. Varhatéan
mennyi csapadék fog hullani Szegeden a kévetkezé harom évben Gsszesen? Mennyi
a haroméves csapadékmennyiség szorasa? Ennyi informécié alapjan meg tudjuk azt
mondani, hogy milyen valoszintiséggel fog a harom év alatt 6sszesen legalabb 1600
mm csapadék lehullani?

11.2. A magyar egyetemistak testtomegének az atlaga 80 kg, a szordsa 15 kg. A Karolyi
Kollégiumban beszall a liftbe 8 ember, akikrél feltehetd, hogy egymaéstol fiiggetlen a
tomegiik. Hatarozzuk meg a 8 egyetemista egylittes testtomegének varhato értékét
és szorasat. Ennyi informécié birtokdban meg tudjuk azt mondani, hogy a 8 ember
Ossztomege mekkora eséllyel éri el a 800 kg-ot, ami a lift maximélis teherbirasa?

11.3. Egy csalad 4 kg narancsot és 2 kg banant vasarol. A két gyiimolcs ara tekinthetd
valoszintiségi valtozonak. A narancs aranak a varhato értéke 300 Ft, szorasa 30 Ft,
mig a banan ardnak a varhato értéke 400 Ft, szorasa 50 Ft. Varhatoan hény forintot
fog majd a csalad gyiimolcsre kolteni? Mennyi az elkoltott Osszeg szorasa, ha a két
gyiiméles ara fiiggetlen egymastol? A korrelacio fliggvényében irjuk fel formulaval
és abrazoljuk az elkoltott Osszeg varhato értékét és varianciajat.

11.4. Egy tervezett épitkezésnél 50 tonna acélra és 10 tonna rézre lesz majd sziikség. Az
acél és a réz jovobeli dra valoszintiségi valtozo, melyeknek a varhato értéke 700 illetve
1500 dollar/tonna, szoérasa pedig 20 illetve 80 dollat/tonna. Varhatéan mekkora
koltséget jelent az épitkezéshez sziikséges anyagok megvasarlasa? Hatarozzuk meg
a koltség szorasat abban az esetben, ha az acél és a réz ara fiiggetlen egymastol. A
korreléci6 fiiggvényében irjuk fel formuléval és abrazoljuk a teljes koltség varhato
értékét és varianciajat.

11.5. Egy gazdanal 100 mézsa burgonya termett a nyaron, és azon gondolkodik, hogy mit
is kezdjen vele. Egyrészt holnap a nagybani piacon el tudja adni akar az egészet is fix
9.000 forintos mazsankénti dron, és akkor nem kell tovabb kinlédnia vele. Méasrészt el
is tarolhatja a burgonyat, hogy majd tavasszal értékesitse, de ez kockazatos, hiszen
nem tudja el6re az arakat. A gazda ugy itéli meg, hogy a burgonya mazsankénti ara
tavasszal varhato értékben 12.000 forint lesz 2.500 forintos szoréssal.

a. Tegytik fel, hogy a gazda a mézsa burgonyat téarol el, a maradékot eladja holnap
a nagybanin. Varhato értékben mennyi bevétele lesz a 100 mazsa burgonyabol?
Mennyi a bevétel szorasa? Abrazoljuk a varhato értéket és a szorast az a para-
méter fliggvényében. (A pénz idéértékétsl most tekintsiink el.)

b. Hany mézsa burgonyat taroljon el a gazda tavaszig, ha varhato értékben legalabb
1.050.000 forint bevételt szeretne elérni?

c. Mennyi burgonyat taroljon el tavaszig, ha a bevétel szorasa legfeljebb 75.000
ezer forint lehet? Ekkor mennyi a bevétel varhato értéke?
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12.

12.1.

12.2.

Egyiittes eloszlas, kovariancia és korrelaci6

Adott egy tiz- és egy huiszforintos pénzérme. A tizforintos két oldalara 1-et illetve
0-t irnuk, a huszforintos két oldalara pedig 2-t illetve 0-t. Feldobva a két pénzérmét
jelolje € a dobott értékek koziil a nagyobbat, n pedig a kisebbet. (Ha két 0-t dobunk,
akkor legyen ¢ = n = 0.) Hatarozzuk meg a két valtozo értékkészletét, egytittes
eloszlasat és a marginalis eloszlasokat. Mennyi a két valtozo varhato értéke, szorasa
és korrelacios egyiitthatoja? Fiiggetlen egyméstol a két valtozo?

Adott két részvény, A és B, mindkét részvénybdl 1 milli6 forint értékben vasarolunk.
A részvények arfolyamvaltozasara a kovetkezd 1 évben két kiilonbozd esetet fogunk
majd vizsgalni:

1. eset: 1/2 valoszintiséggel mindkét részvény arfolyama 30 szézalékkal emelkedik;
és 1/2 valoszintiséggel mindkét arfolyam 10 szazalékkal csokken.

2. eset: 1/2 valoszintiséggel az A részvény arfolyama emelkedik 30 szézalékot, a B
részvényé pedig esik 10 széazalékot; 1/2 valoszintiséggel pedig az A részvény esik 10
szézalékot, és a B részvény pedig emelkedik 30 szazalékot.

Jelolje rendre £ és 1 azt, hogy az A illetve a B részvénycsomag hany millié forintot
fog majd érni egy év mulva! A fenti két esetet kiilon-kiilon vizsgélva valaszoljunk
az aldbbi kérdésekre!

a. Irjuk fel a € és n valtozok egyiittes eloszlasat! Hatarozzuk meg a marginalis
eloszlasokat és a korrelacios egyiitthatot!

b. Adjuk meg a teljes portfolio jovébeli értékének, tehat a & + n valtozonak a
varhato értékét és szorésat! Ehhez alkalmazzuk a varhato értékre és a vari-
anciara vonatkozd azonossagokat! Az 1. és a 2. esetet 6sszehasonlitva hogyan
viszonyulnak egymashoz a varhaté értékek illetve a szoréasok? Mi ennek a szem-
léletes magyarazata?

c. Adjuk meg a & + n valtozo valdszintiségeloszlasat, majd ennek segitségével
szamoljuk ki ismét a & + n Osszeg varhato értékét és szorasat! Ugyanazt az
eredményt kapjuk, mint az eléz6 feladatrészben?
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13. Sztochasztikus hasznossagelmélet

13.1. Egy kaszindban a kovetkezs jatékot lehet jatszani. A jatékos feldob egy szabalyos
pénzérmét, és ha fejet kap, akkor nyer 1 milli6 forintot, mig ha irast, akkor nem
nyer semmit.

a. Mennyi a jaték igazsagos ara? A kaszin6 milyen arat fog kérni ezért a jatékért?

b. Tegyiik fel, hogy a kaszin6é 450 ezer forintban allapitja meg a jaték arat. Az
olvasd hajlandoé lenne ezt a jatékot jatszani a kaszind ellen, ha tetszéleges
sokszor jatszhatna, és atmenetileg hitelt is felvehetne? Es ha csak egyetlen egy
jatékot lehetne jatszani, akkor érdemes lenne beszallni? Az olvas6 milyen aron
szallna be, ha csak egy jatékra lenne lehetGsége?

c. Tegyiik fel, hogy egy jatékos a vagyoni helyzetét az u(x) = /x hasznossagi
fiiggvénnyel értékeli. Egyetlen egy jaték esetén mi az elfogadhato ar?

13.2. Biztositast szeretnénk kétni egy 9 millio forint értéki lakohézra. Tegyiik fel, hogy
az elkovetkezends egy évben 99,9% valoszintiséggel nem lesz karunk, és 0,1% eséllyel
teljesen leég a haz. Ha van biztositdsunk, akkor a biztosito a keletkezett kart teljes
mértékben megtériti. Mi az a minimalis biztositasi dij, amit a biztosito ki fog majd
szabni rank? Ha a vagyoni helyzetiinket az w(z) = /r hasznossagi fliggvényen
keresztiil értékeljiik, akkor racionélisan gondolkodé fogyasztoként mi az a maximaélis
Osszeg, amit még hajlandoak vagyunk Kkifizetni ezért a biztositasért?
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Megoldasok

1.1.
1.2.
1.3.

1.4.

1.5.
1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5. a

2.6.

2.7.

2.8.

3.1.

a. 4/12 b. 5/12
a.2/12 b. 8/12 c. 6/12
51/(9-101;1—(9-9-8-7-6)/(9-10%)

Ha padra {ilnek: a. 12/4! b. 6/4! c. 8/4!
Ha asztalhoz iilnek: a. 4/3! b. 2/3! c. 2/3!

(26 - 2) - 25!/27!; (16 - 2) - 251/27!
20.41.21/121;6-(1-4-2-2-3-1-1)-5!/12

Osszes eset = (23 - 26 - 26) - 10° = 15.548.000;

mind méssalhangz6 és mind paratlan = (19 - 21 - 21) - 5% = 1.047.375;
P(mind massalhangz6 és mind paratlan) = 1.047.375/15.548.000 ~ 0,067;
P(van maganhangzo vagy van paros) = (15.548.000—1.047.375)/15.548.00
365/365%0; (3653 — 365 - 364 - ... - 336)/365%° ~ 0,706 = 70,6%.

P(egy kockaval 4-szer dobva legalabb egyszer hatos) = 1 — 5*/6% ~ 0,518

0 = 0,933.

P(két kockéval 24-szer dobva legaldbb egyszer két hatos) = 1 — 35 /362" ~ 0,491

a. (5-5-3)/8% (571 3)/8" b. (8% — 53)/83%; (8" — 5")/8"; c. T.

a. (3)()/ ()b GG/ (F)ie [() = @1/ ()i d Be [ G+ () (
a. (3)/(3): b () (5)/ () e (5)/(F)s d- (V) (5)/ (s - 86/(%).

a. (5) o)/ (3): b (5)/(F)s e ()/(5);s e 12/(3);

GGG/ 1) = @1/ ()

2322/45 b. (3)2322/4%; c. (5) (3)2%121/4%; d. 3°/4%; e. (4° — 17)/4°.
(2)/3% (31 = 21)/3¢
a. 222/322 b. (322 o 222)/322 c. (232)219/322

visszatevés nélkiil: a. (;L) / (42”); n > 8; b. [(4;”) — (72‘)] / (4;"); n > 75.
visszatevéssel: a. 4%/(4 +n)% n > 9; b. [(4+n)* —n?] /(4 +n)% n > 74,
e. 13-12())4/ (%) = 13- 48/ (7).

a. 0,15; b. 0,55; c. 0,45; d. 0,45.
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.
3.6.

3.7.

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

4.7.

a. 0,65; b. 0,15; c. 0,55; d. 0,35.
a. 0,82; b. 0,02; c. 0,39; d. 0,22.
Feltételes valoszintiség: 0,9.
a. 0,5; b. 0,15; c. 04; d. 0,4.
Feltételes valoszintiség: 0,25.
0,48; 0,17; 0,49.
a. Bl :AlﬂAgﬂA3ﬂA4ﬂA5,
B; = valamelyik héten nem nyeriink = A; U A, U A3 U A, U Aj;
b. By = AN Ay N Ay A N Ag;
B, = valamelyik héten nyeriink = A; U Ay U A3 U A, U As;
c. By=A,NANA;NA N As;
d. B4:A1\A4:A1 ﬂA_4,
B, = a mésodik héten nem nyeriink vagy a negyediken igen = A; U Ay;

e. By = (A1NA;NAsNANA)U(ANANAsNANAS)U- - -U(ANANAsN AN As).
a. P(mind el6fordul) =1

1= -O@®" @ -0 @+ @ -0 ~272%
b. P(mind el6fordul) = 1 — P(valamelyik nem fordul el6)

=1-[6 ()" () () "+ () G- (8)"+6) ()" (3)"] ~ 0,00005.

P(A)=0,4; P(B) =0,25; P(A|B) = 0,4; fuggetlenek egyméstol.

— P(valamelyik nem fordul el&)

+

0,5; 5/7; az, hogy legfeljebb 5 percet kell varni, maga utan vonja azt, hogy az el6z6
szerelvény méar legaldbb 3 perce elment.

P(A) =0,8; P(A|B) = 0,6; nem fiiggetlenek.

P(A) =0,5; P(A|B) = 0,25; nincs kozottiik nevezetes kapcsolat.
16/25; 16/25; fiiggetlenek egymastol.

16/30; 0.

A lapos tanyérok arénya a selejtesek kozott: P(Ay|B) = 60/110.

A leveses és a salatas tanyérok egylittes aranya a hibatlanok kozott:
P(A; U A3|B) = (470 4 380)/1390.

A selejtesek ardnya a lapos tanyérok kozott: P(B|Ay) = 60/600.
A selejtesek aranya a nem lapos tanyérok kozott: P(B|Ay) = (30 +20)/(500 +400).
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5.1. a. P(A) =1/2 = P(A|B); A ¢s B fiiggetlen egymastol;
b. P(A) =5/16; P(A|B) = 2/7; A és B nem fiiggetlen.

5.2. (7-6-3)/(10-9-8); (6-3)/(9-8).
5.3. 1/(6® — 5%); 1/6; fiiggetlenek.
5.4. 2/7.
5.5. a. 0,42 b. 0,88 c. 0,46 d. 0,12
5.6. a. 1/4; b. 1/8; c. 11/24; d. 17/24; utolso kérdés: 6/11; 3/11; 2/11.
5.7. a. 0,15°-0,85% 1 — 0,859 b. 19
5.8. 28/225; 44.
5.9. 0,31; 0,21, 7.
6.1. 0,225,
6.2. 4/32-3/31-2/30; 3/31-2/30
6.3. 0,096; 0,48.
6.4. a. 0,05: 0,09; b. ~ 0,111; ~ 0,333; ~ 0,555.
6.5. 0,53; 0,06/0,53; 0,15/0,53; 0,32/0,53; 0.
6.6. 0,2575; ~0,437.
6.7. 0,15; 0,375; 0,4.
6.8. 11/18; 3/11.
6.9. 0.6 0,625.
6.10. 3/8; 2/3.
6.11. ~0,32%
6.12. 13%

7.1. a.a=0,8; E(&

(&) = 2,56, D(£) ~ 0,98;
b.a=0,5; E(¢ D(

) ¢) ~ 3,84.
7.2. P(€=0)=2/6, P(¢ =1)=3/6, P(E=3)=1/6, BE(¢) =1, D(¢) = 1.

7.3. a. P(£ =0) = 0,06, P(€ = 1) = 0,29, P(¢ = 2) = 0,44, P(¢ = 3) = 0,21,
E(&) = 1,8, D(€) = /0,7 ~ 0,84; b. E(50 + 20¢) = 86.
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7.4. a

8.1.
8.2.

8.3.

8.4.

9.6.

P(E=1)=04, P(¢=2)=0,24, P(¢ = 3) = 0,36, E(¢) = 1,96, D(£) ~ 0,87,
( < 2) = 0,66; b. E(30¢) = 58,8 Ft.

Re = [0,1); P05 < € <15) = P(€ > 0,5) ~ 0,65, E(€) = 0,6; D(€) ~ 0,26.
Re = [1,2]; P05 < € <15) = P(€ < 1,5) ~ 0,58; E(€) = 1/In2; D(€) ~ 0,20,

a. a=0,08; R = [—1,4]

b. Q1% = —0,5
0, t < —1,
Fe(t) = 0,04(t + 1) —1<t<4,
1, t>4.

L P(—2<€<2)=036; P(¢>1)=0,84
d. Maximalis hasznossag: u(4) = 2; E(u(§)) = 1,45

)

a.a =125 R =[L,5]

b. g0 = 5/3
0, t <1,
Fe(t)=4¢125—-1.25/t, 1<t<5,
1, t> 5.

c. PB<E<T)=017; P(€ <2) = 0,63

20, 1< 2x<3,
c(z) =
75, 3<x<h

1/200, 300 <z < 500,
fe(x) = . .
0, kilénben;
E(&) =400; D(§) ~57,74; P(& < 375) = 37,5%.

b. n = 1500/¢; P(n > 4) = P(¢ < 375) = 37,5%;
E(n) = E(1500/€) = 7,51n(5/3) ~ 3,83;
1500 forintbol atlagosan 3,83 kilé narancsot vehetiink; 1500/ E(§) = 3,75 # E(n).

C.

0, t <3, 0, t <3,
F,(t)=<25-175/t, 3<t<5, )= 75/t2, 3<t<5,
1, t>5. 0, t> 0.
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9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

10.1.
10.2.
10.3.
10.4.
10.5.
10.6.
10.7.

a. A ¢ binomialis eloszlasi n = 6 és p = 0,3 paraméterrel: R = {0,1,...,6},
PE=k)=(2)0,3%0,7" E&) =18, D) ~ 112, P(l1<¢<5) =057

b. (5)0,320,74(3)0,4%0,6* ~ 0,075.

Jelolje & azt, hogy hanyadik probalkozasra sikeriil kinyitni az ajtot.

a. A valtozo geometriai eloszlast p = 1/3 paraméterrel: Re = {1,2,...},
P(§=k)=(2/3)*1(1/3), P((<3)=1-(2/3°=07, E( )=3, D(¢)~
b. A valtozé geometriai eloszlasi p = 1/6 paraméterrel: ={1,2,...},

P(§=1k)=(5/6)""(1/6), P({<3)=1-(5/6)°~ 0,42, E(&) =6, D( ) & 5,48.

c. A £ valtozé nem nevezetes eloszlast kovet: Re = {1,2, 3},
PE=1)=P(E=2)=PE=3)=1/3, P((<3)=1, E() =2, D) ~082

a. A ¢ véltozo hipergeometrikus eloszlasu N = 50, M = 15 és n = 5 paraméterrel:
sz{0717"'75}7 P( k) ( )(535k)/(550>’ E<§>:1757 P(§§ 1):0752‘

b. Legyen &1, &5, &3 a selejtes darabok szdma az egyes napokon. Ezek fiiggetlen és
azonos eloszlasu valtozok, tehat

P61 <1,6 <1, <1)=P& <1)P(& <1)P(& < 1) = 0,52%,
P(valamelyik napon 1-nél tébb selejt) = 1 — 0,523,

Legyen ¢ a kihuzott piros golyok szama, n pedig annak a hizasnak a sorszama,
amikor el6szor kapunk piros golyot.

a. A ¢ binomialis eloszlasi n = 3 és p = 0,4 paraméterrel: R = {0,1,2,3},
P& =k)=(})0,4%0,6°*, E(¢) =12 P(=2)=0288

b. A £ hipergeometrikus eloszlasa N = 10, M = 4 és n = 3 paraméterrel:
Re={0,1,2,3}, P(¢=k)=())(;°)/(%), E(€) =12, P((=2)=03.
c. Az n geometriai eloszlasi p = 0,4 paraméterrel: R, ={1,2,...},
P =k)=06104, E()=1/04=25 P(=2)=0,24.

Legyen ¢ az egy oréara juto lekérdezések szama. Most E(§) = 5, tehat A = 5. Ekkor
P(¢ =3)~ 0,14 6s D(€) = /5.

65,6%; 2%; [70,6,129.4].

0,495; 0,048; [11,23 c¢m, 12,77 cm].

2,23%; [6,18,7,82] = [6 6ra 11 perc, 7 6ra 49 perc].

83,3; 8,3; 0,023; [67, 100];

Binomialis n = 60 és p = 1/4 paraméterrel; 15; 3,35; 18,6%; t =~ 23.
Binomialis n = 10.000 és p = 0,01 paraméterrel; 100; 9,95; 87%; t ~ 112,7.

Nem, ugyanis til alacsony az n paraméter értéke.
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10.8.

10.9.

10.10.
10.11.
11.1.
11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

a. Legyen ¢ a dobott érték, E(¢) = 3,5, D(&) = 1,71.

b. Legyenek &, ..., &00 a dobott értékek. E (& + -+ + Es00) = 500E(&;) = 1750;
D2(& + -+ + E500) = H00D?(&1) = 1458, D(€; 4 - - + &s00) = V00D (&) = 38,2;
P(1700 < & + -+ + Es00 < 1800) ~ 0,81, t = 1687.

Jelolje &; az i-dik karértéket ezer forintban kifejezve.

E(&) = (400 + 200)/2 = 300; D(&;) = (400 — 200)/v/12 =~ 57,74.

E(& + -+ &) = 100 - 300 = 30.000 = 30 millio;

D(& + -+ + &100) = V100 - 57,74 = 577,4 ezer;

P(29.000 < & + -+ - 4 &100 < 31.000) ~ 0,92, ¢t = 30.740 = 30,74 millio.

12.000 kg; 273,86 kg; 0,998; [11.295 kg, 12.705 kg].

Nem, ugyanis tul alacsony az dsszegek tagszama.

1470 mm; ~ 173 mm; nem tudjuk.

640 kg; ~42,43 kg; nem tudjuk.

Legyen £ és n a narancs és a banan kilonkénti ara. Ekkor a csaldd 4€ + 27 forintot
fizet a kasszanal.

E(4€ + 2n) =4 - 300 + 2 - 400 = 2000;

D?(46+42n) = 42-30%+2%-502+2-4-2-30-50- corr(&,n) = 24.400+24.000 corr(&, 7).
Ha az arak fiiggetlenek, akkor corr(£,n) = 0, tehat D(4€ + 2n) ~ 156.

Legyen £ és n az acél és a réz ara (dollat/tonna). A teljes anyagkoltség 50€ + 107.
E(50¢ + 10n) = 50 - 700 + 10 - 1500 = 50.000;

D?*(50¢ + 10n) = 502 - 20% + 102 - 80* +2- 50 - 10 - 20 - 80 - corr(&,n)
= 1.640.000 + 1.600.000 corr (&, n).

Ha az arak fiiggetlenek, akkor corr(¢,7n) = 0, tehat D(50€ + 10n) ~ 1280.

Legyen £ és n a burgonya mazsankénti adra tavasszal illetve most. Ekkor:
E(£) =12.000; D(&) = 2.500; E(n) =9.000; D(n)=0; corr(¢,n)=0.
a. A bevétel nagysaga: a& + (100 — a)n;

E(a& 4+ (100 — a)n) = a - 12.000 + (100 — a) - 9.000 = 3.000a + 900.000;
D?*(a& + (100 — a)n) = a? - 2.500% + (100 — a)? - 0> = 6.250.000a?;

D(a& + (100 — a)n) = 2.500a.

b. a > 50.

c. a < 30; a = 30 esetén E(a& + (100 — a)n) = 990.000.
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12.1.

13.1.

13.2.

Az egylittes eloszlas és a marginélis eloszlasok:

Ne| 01 ]2 ]
0 [[1/4]1/4]1/4] 3/4
1 [ 0] o0 [1/4]1/4

¢ |1/alr/af12] 1

E(§) = 1,25; D(€) = 0,83; E(n) = 0,25; D(n) = 0,43; Cov(¢,n) = 0,19; corr(§, ) =
0,53; nem filiggetlenek.

a. Az igazsagos ar 500 ezer forint; a kaszin6 a miikodési koltségek és a profitcélok
miatt ennél magasabb arat fog majd kérni.

b. Ha tobb jatékot is lehet jatszani, akkor 450 ezer forintos dron megéri jatszani.
Ha csak egy jatékot lehet jatszani, akkor minden a jatékos egyéni kockazatvallalési
preferenciain mulik.

c. 250 ezer forint.

Legyen ¢ a keletkezett kar nagysaga: P(£ = 0) = 0,999, P(£ = 9.000.000) = 0,001.
A biztosito altal kiszabott minimaélis dij = atlagos karérték = E(£) = 9.000.
Legyen ¢ a szamunkra elfogadhat6 maximaélis biztositasi dij. Ekkor:

(9.000.000) = 0.9992(9.000.000 + ¢) + 0.001u(c)

Az egyenletet megoldva: ¢ = 17.238.
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