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1. Meértékelmeéleti ismétlés

1.1. Tekintsiik az egész szdmok halmazat, mint alaphalmazt. Adjuk meg az alabbi hal-
mazrendszerek altal generalt o-algebrékat.

a. Hl = {N07 {0}}7
b. Ho = {{n} :n € No};
c. Hs={{2n,2n+1,2n+2,2n+ 3} :n € Z}.
1.2. Tekintsiik a valés szamok halmazat, mint alaphalmazt. Mutassuk meg, hogy az

alabbi halmazrendszerek altal generalt o-algebrak azonosak a Borel-halmazok rend-
szerével, tehat a nyilt halmazok altal generalt o-algebraval.

a. Hy ={(a,b) : a,b € R};
b. Hy = {(a,b] : a,b € R};
c. Hy={(—00,b]:beR}.

1.3. Tekintsiik a kovetkezs fiiggvényeket: F(z) = (z — 1), t(z) = 2%, » € R,

Y

0, r <0, (x—1)2, r <0,

1/2, 0<a<1, (r—12-1, 0<z<l,
G(x) = H(z) = 2

3/4, 1<z<2, (x—1)2-3/2, 1<z<2,

1 2<uz, (r—1)2 -2, 2<z.

Legyen tovabba up, g, g rendre az F, G, H fiiggvény &ltal indukéilt Lebesgue—
Stieltjes-mérték, és jelolje A a Lebesgue-mértéket.

a. A up, pe mértékek koziil melyik szinguléris és melyik abszolat folytonos a
A mértékre nézve? A szingularis esetben adjuk meg a mérték atomjait, az
abszolut folytonos esetben pedig a Radon—Nikodym-derivéltat.

b. Adjuk meg a puy mérték Lebesgue-felbontasat a A mértékre nézve.

c. Adjuk meg a kovetkez6 halmazok ug, ug, pg, A mértékek szerinti mértékeit:
{0,1}, (0,1), [0,1], R.

d. Adjuk meg a t fiiggvény g, ug, g mértékek szerinti integraljat a (0, 2) inter-
vallumon. Hogyan valtozik a megoldas, ha az integralt a [0,2] intervallumon
vessziik?

1.4.H¥ Tekintsiik az alabbi fiiggvényeket:

r, x<1, 2z, <0,
tz) =41, 1<z<2, H(x)=<1, 0<x<1,
2?2, <2, 1—2%, 1<ux.



1.5.%

1.6.*

1.7.%

1.8.%

1.9.*

a. Adjuk meg a py mérték atomjait. Definidljuk az F, G : R — R fiiggvényeket
olyan moédon, hogy a py mérték Labesgue-mértékre vett Lebesgue-felbontasa
1wy = pr+pg alakban élljon els. Adjuk meg az abszolut folytonos rész Radon—
Nikodym-derivaltjat is.

b. Adjuk meg a kovetkezs halmazok up, pg, g mértékek szerinti mértékeit: {0, 2},
(0,2), [0,2]. Hatarozzuk meg az f(o 2 t(z)dH (z) integral értékét.

Legyen O # () tetszbleges halmaz. Adjuk meg a H = {{z} : € O} halmazrendszer
altal generalt o-algebrat. A generalt o-algebra milyen feltételek mellett tartalmazza
a © halmaz Osszes részhalmazat?

Mekkora lehet egy véges szamossagu o-algebra elemszama? Létezik megszamlal-
hatoan végtelen szdmossagu o-algebra?

Hany atomja lehet egy P valoszintiségi mértéknek, azaz mekkora lehet az elemszama
a kovetkezd halmaznak: {w € Q: P({w}) > 0}7

Létezik olyan mérték a valos egyenes Borel-halmazain, amely szingularis a Lebesgue-
meértékre nézve, de atommentes?

Legyen X1, ..., X, azonos val6sziniiségi mezén értelmezett véletlen valtozo, tovabba
legyen N az el6zGektdl fliggetlen diszkrét valtozdo Ry = {1,...,n} értékkészlettel.
Ekkor az Xy valtozot az X4, ..., X, valtozokbol képzett kevert valtozonak, az Xy
eloszlasat pedig kevert eloszlasnak nevezziik.

a. Irjuk fel Xy eloszlasfiiggvényét illetve eloszlasat az X, ..., X,, N valtozok
eloszlasfiiggvényének és eloszldsdnak segitségével.

b. Tekintsiink egy tetszsleges eloszlast (valoszintiségi mértéket) a valds egyenes
Borel-halmazain. Mutassuk meg, hogy ez az eloszlas egyértelmien felirhaté egy
abszolut folytonos, egy atomos szingularis és egy atommentes szingularis elosz-
las keveréseként. (Az abszolut folytonossagot és a szingularitast a Lebesgue-
mértékre nézve értjiik.) Mit jelent ez az elgallitas a véletlen valtozok nyelvén?

2. Generalt o-algebrak, fiiggetlenség

2.1.

a. Definialjunk egy (€2, A, P) valészintisziniiségi mezét, ezen pedig egy X : @ — R
véletlen valtozot olyan moédon, hogy az X valtozd egy szabalyos dobokocka
feldobasat modellezze.

b. Legyen Y és Z az X valtozo kettével illetve hdrommal vett maradéka. Adjuk
meg az X, az Y illetve a Z véltozo altal generédlt o-algebrat. Milyen tartal-
mazasi relacio all fenn a harom halmazrendszer kozott? Mi a helyzet a o (Y, Z)
halmazrendszerrel?



2.2,

2.3 . HF

2.4.

2.5.%

Legyen Q = [0,1], A = BNQ, P = \|g. Tekintsiik az (2, A, P) valoszintiségi mezdt,
valamint az alabbi X : 2 — R valtozot:

—2, 0<w<1/4,

X(w) -1, 1/4<w<1/2,
w) =

1, 1/2<w<3/4,

2, 3/i<w<l1,

Abrazoljuk az X fiiggvényt koordinata-rendszerben, és adjuk meg a stlyfiiggvényét.
Hatarozzuk meg az X, az X? illetve a sgn X valtozo &altal generalt o-algebrat.
Milyen tartalmazasi relacié all fenn a harom halmazrendszer k6zott? Mi a helyzet
a o(X?, sgn X) halmazrendszerrel?

a. Definialjunk egy (2, A, P) valoszintiségi mezét, rajta pedig a hozzarendelési
szabaly megadéasaval egy X és egy Y véletlen valtozot olyan modon, hogy a két
valtozo fiiggetlen legyen, és mindkett6 geometriai eloszlast kovessen p = 1/2
paraméterrel.

b. Adjuk meg a max(X,Y') valtozo altal generalt o-algebrat. Milyen tartalmazasi
relacioban all ez a halmazrendszer a o(X,Y’) halmazrendszerrel?

c. Teljesiil a 0(X,Y) = o(max(X,Y), min(X,Y)) egyenldség?

Legyen Q = [0,1)%, A = B2 N Q, P = \?|q, ¢és tekintsiik az (2, A, P) valosziniiségi
mezG6t. Tekintsiik tovabba az XY : Q@ — R koordinata valtozokat, melyek egy
tetsz6leges w = (z,y) € ) kimenetelhez rendre az X (w) = x és Y(w) = y értéket
rendelik hozza.

a. Hatérozzuk meg az X illetve az Y valtozo altal generalt o-algebrat. Mutassuk
meg, hogy a két valtozo fiiggetlen egymastol.

b. Adjuk meg az (X, Y) vektorvaltozo altal generalt o-algebrat. Mutassunk példat
olyan A eseményre, melyre A € 0(X,Y),de A€ o(X) és A& o(Y).

c. Adjuk meg az X + Y illetve az X — Y valtozo altal generalt o-algebrat. Mu-
tassuk meg, hogy a két valtoz6 nem fiiggetlen egymastol.

Legyen X véletlen valtozo egy tetszdleges (2, A, P) valoszintiségi mezon, és legyen
F a generalt o-algebra. Tegyiik fel, hogy rendelkeziink valamennyi informacioval a
kisérlet kimenetelével kapcsolatban, de ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy pontosan
tudjuk, melyik kimenetel is kévetkezett be. Mutassuk meg, hogy ekkor az alabbiak
ekvivalensek:

(i) A rendelkezésiinkre allo informécio elég ahhoz, hogy tetszéleges A € F es-
eményrdl eldontsiik, hogy bekovetkezett vagy nem.

(ii) A rendelkezésiinkre 4ll6 informacio elég ahhoz, hogy megmondjuk az X valtozo
aktudlis értékét.



(iii) A rendelkezésiinkre all6 informéacio elég ahhoz, hogy megmondjuk minden
olyan valtozonak az aktualis értékét, mely mérhets az F o-algebrara nézve.

2.6.*% Legyen X tetszéleges véletlen valtozo. Tekintsiink egy olyan h : R — R mérhets
fiiggvényt, mely injektiv az X véltozo értékkészletén, és legyen Y = h(X). Mutassuk
meg, hogy ekkor o(X) = o(Y). Az egyenldség akkor is teljesiil, ha elhagyjuk az
injektivitasi feltételt?

2.7.* a. Tekintsiink egy X : Q — Z leképezést az (2, A, P) valoszintliségi mez6n, és
legyen H = {X~'({z}) : x € R}. Mutassuk meg, hogy ekkor o(H) = o(X),
aminek kovetkeztében a leképezés pontosan akkor A-mérhets, ha H C A.
b. Egy megfelelGen valasztott (£2, A, P) valészintiségi mezdén adjunk példat olyan
X : Q0 — R leképezésre, ahol ugyan ‘H C A, de a leképezés nem A-mérhetd.
(Tehat abbol, hogy X ~'({z}) € A minden x valos szdmra, még nem kovetkezik,
hogy X~'(B) € A minden B Borel-halmaz esetén.)

3. A Kolmogorov 0-1 torvény és a Borel-Cantelli-lemmak

3.1. Legyen X7, Xs,... azonos valoszintiségi mezén definialt véletlen valtozé, ¢ pedig
valos szam. Mutassuk meg, hogy az alabbiakban definidlt halmazok események.
A halmazok koziil melyek elemei a valtozok altal general farok o-algebranak? Ezek
alapjan a Kolmogorov 0-1 térvény alkalmazasaval milyen allitasokat fogalmazhatunk
meg a bevezetett események valoszintiségeire?

2. A1 = {suppey X >
b. Ay = {limsup,,_,,, X, < c};
c. Az = {a c érték torlodasi pontja az X, Xs, ... sorozatnak};

d.HF A, = {az X, Xy, ... sorozatban csak véges sok egész érték szerepel};
e. As = {lim, (X1 + X,,)/2 = c}.

3.2. Legyen X, Xo,... fliggetlen és azonos eloszlasu véletlen valtozd, tovabba legyen
Spn=X1+---+X,,n=1,2,..., a kapcsolatos részletosszeg sorozat. Tekintsiink
tetszéleges f1, fo,...: R — R mérhet§ determinisztikus fliggvényeket, és legyen Y

az alabbi valtozok valamelyike:

liminf £,(X,),  limsup fo(X,),  liminf fu(S,),  limsup fu(S,).

n—00 n—00 n—o00

Mutassuk meg, hogy létezik olyan ¢ € [—o0, +00] determinisztikus érték, amelyre
P(Y =c¢) = 1. (Tipp: vajon hogyan néz ki az Y valtozé eloszlasfiiggvénye?)

3.3.HF Legyen X, Xs, ... azonos valoszintiségi mezén definidlt véletlen valtozo
1 1

P(X,=1)=—, PX,=0)=1-——, n=12...,
ne ne

eloszlassal, ahol a > 0 rogzitett paraméter.
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a. Tegyiik fel, hogy az X, X, ... valtozo fliggetlen. Az o paraméter fiiggvényében
hatarozzuk meg a kévetkezd esemény valdsziniiségét:

P( lim X, = 0) = P(a sorozatban csak véges sok 1-es szerepel)

n—o0

b. Tetszbleges a > 0 mellett konstrualjuk meg az Xi, Xs,... sorozatot olyan
modon, hogy a lim,, . X,, = 0 konvergencia 1 valoszintiséggel teljesiiljon.

3.4. Legyen X, X5, ... azonos valosziniiségi mezén definialt exponencidlis eloszlast véletlen
valtoz6 A > 0 paraméterrel.

a. Mutassuk meg, hogy ha a valtozok fiiggetlenek, akkor

X ) Xn 1

P( liminf — =0 | =1 és Pl limsup—=—-) =1.
n—oo INnn n—s00 lnn A

b. Mit allithatunk az el6z6 pont valoszintiségeirdl akkor, ha a valtozok nem fiiggetlenek?
Konstrualjuk meg az X;, Xo, ... valtozokat olyan mo6don, hogy

X
P(limsup—n = 0) =1.
n—oo 1T
3.5. Legyen Xj, Xy, ... azonos valosziniiségi mezdn értelmezett és a [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlast véletlen valtozo, tovabba legyen ¢ € [0, 1] rogzitett.

a. Mutassuk meg, hogy ha az X, X,,... viltozok fiiggetlenek, akkor a ¢ érték 1
valoszintséggel torlodasi pontja a sorozatnak.

b. Mutassuk meg, hogy ha az X, Xy, ... valtozok fiiggetlenek, akkor a sorozat
torlodasi pontjainak a halmaza 1 valésziniiséggel a [0,1] intervallum. (Tipp:
el6szor foglalkozzunk csak a racionalis szamokkal.)

c. A fiiggetlenségi feltétel mellGzésével konstrualjuk meg az X7, X, ... sorozatot
ugy, hogy a rogzitett c érték 0 valoszintiséggel legyen a sorozat torlodasi pontja.

3.6.* Mutassuk meg, hogy tetszéleges Aj, As, ... eseményekre
P(lim inf An) < liminf P(4,) < limsup P(A,) < P(lim sup An> .
—00

n—o00 n n—oo n—oo
3.7.% a. Legyen X, X,,... fiiggetlen és azonos eloszlasu véletlen valtozo, és a > 0.
Mutassuk meg, hogy lim,_,, X,,/n'/® = 0 majdnem biztosan pontosan akkor,
ha E(|X4|%) < oc.
b. A nagy szAmok erss torvényének megforditasa. Legyen X, Xo, ... fiiggetlen
és azonos eloszlastu véletlen valtozo, és tegyiik fel, hogy a
. Xit+ e+ X
lim =

n—oo n

C

konvergencia pozitiv valosziniiséggel teljessiil valamilyen ¢ € R determinisztikus
értékre. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a valtozoknak létezik a varhato értéke, a
konvergencia 1 valoszintséggel teljesiil, és ¢ = E(X;). (Tipp: elgszor mutassuk
meg, hogy X,,/n — 0 majdnem biztosan.)
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4. Folytonos eloszlasok konvolicidja és transzformacioi

4.1. Legyen X ésY fiiggetlen exponencidlis eloszlast valtozo rendre A és p paraméterrel.

a.
b.

Adjuk meg az {X =Y} és az {X <Y} esemény valoszintiségét.

Hatarozzuk meg az min(X,Y") és a max(X,Y') valtozo siirtiségfiiggvényét.

4.2. Legyen X,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi és abszolut folytonos véletlen valtozo.

a.

b.

C.

Mennyi a valészintisége, hogy az X, ..., X, valtozok mind ugyanazt az értéket
veszik fel? Mennyi annak az esélye, hogy mindegyik mas értéket vesz fel?

Mennyi annak az esélye, hogy a valtozok koziil X veszi fel a legkisebb értéket?

Valtozik az el6z6 két kérdésre azott valasz, ha a valtozok nem abszolit folytonos
eloszlastuak? Ha igen, akkor adjunk példat erre.

4.3. Hatarozzuk meg az X? valtozo eloszlasat, ha

HF

a.

b.

4.4. a.

az X exponencidlis eloszlasi;

az X standard normaélis eloszlast.

Legyen X és Y filiggetlen A\ paraméteres exponencidlis eloszlasu véletlen val-
toz6. Mutassuk meg, hogy az X +Y 0sszeg masodrendii Gamma-eloszlast kovet
A paraméterrel, tehat a sirtségfiiggvénye

Nze ™ 2>0,

f“Y(z):{o 2<0.

. Legyen X; és X, fiiggetlen normaélis eloszlasta valtozo rendre puy és po varhato

értékkel, és rendre o és 0y szorassal. Mutassuk meg, hogy az X; + X, Osszeg
normalis eloszlast kovet uy + po varhato értékkel és o? + o3 varianciaval.

. Legyen X és Y fiiggetlen és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast véletlen

valtoz6. Hatarozzuk meg az X + Y Osszeg stirtiségfiiggvényét.

4.5. Hatatozzuk meg az | X — Y| valtozo eloszlasat, ha

a.

X és 'Y fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valtozo kozos A paraméterrel;

b.HF X ¢és Y fiiggetlen és egyenletes eloszlasi a [0, 1] intervallumon.

4.6.* Koktélt akarunk keverni 3/4 rész gin és 1/4 rész Martini aranyban, de az Osszetevik
kimérésekor egymastol fliggetlen véletlen hibdkat kévetiink el. Mindkét komponens
esetében a mérés hibaja egyenletes eloszlast kovet a —10 és 410 szazalék kozott,
ahol az adott komponens sajat mennyiségét 100 szazaléknak tekintjiik. Adjuk meg
a gin ardnyanak striségfiiggvényét és varhatd értékét.



4.7.%

. A I'-fiiggvény a

I(a) = / 2" le " d, a>0,
0

formulaval van definidlva. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges a pozitiv és n poz-
itiv egész szam esetén

['(1/2) =/, ['(a+1) =al'(a), I'(n)=(n—-1).

. Tetsz6leges a, A > 0 szdmokra az a rendd és \ paraméteres Gamma-eloszlas az

)\axaflef)\x
r)=————", x>0,
stirtiségfiiggvénnyel van definidlva. Mutassuk meg, hogy f valoban siirtiségfiigg-
vény. Milyen kapcsolat van az exponencidlis és a I'-eloszlas kozott?

. Legyen X,..., X, fiiggetlen I'-eloszlasu valtoz6é rendre aq,...,a, renddel és

k6zos A paraméterrel. Mutassuk meg, hogy az X; +- - -+ X, 0sszeg ['-eloszlast
kévet a; + - - - + a, renddel és \ paraméterrel. Ezek alapjan mit allithatunk n
darab filiggetlen és azonos paraméteres exponencidlis valtozo Gsszegérsl?

. Legyen X és Y fiiggetlen I'-eloszlastu valtozo rendre a és b renddel és kozos A

paraméterrel. Mutassuk meg, hogy az X/Y és az X/(X +Y) valtozo stirtiseég-
fliggvénye

_Tla+b) 27!
@) = ot e 720
* _ Lla+0b) , 4 -1
Xi(Y(Z)_WZ (1—2)1) s OSZSl

(Megjegyezziik, hogy a kapott fiiggvények rendre a masod- illetve az elséfaju
Beta-eloszlas stirtiségfiiggvényei.)

4.8.* Legyen X, X1,..., X, fiiggetlen és standard normalis eloszlasi véletlen valtozo.

a. Az X? + -+ X2 véltozo eloszlasat n-ed rendi (vagy n szabadsagi foki) x2-

eloszlasnak nevezziik. Mutassuk meg, hogy ez az eloszlas azonos az a = n/2
rendid és A\ = 1/2 paraméteres [-eloszlassal. (Tipp: kezdjiik az n = 1 esettel.)

. Az

v — VnX
VXE+ -+ X2
valtozo eloszlasat n-ed rendi (vagy n szabadsagi foka) Student-eloszlasnak
nevezziik. Hatarozzuk meg az eloszlés siirtségfiiggvényét.




5. Generatorfiiggvények

5.1. Hatéarozzuk meg a Poisson-eloszlas generatorfiiggvényét, majd adjunk zart formulat
a Poisson-eloszlas momentumaira. Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson-eloszlast
valtozo Osszege szintén Poisson-eloszlast kovet.

5.2. Hatarozzuk meg a negativ binomidlis eloszlas Laplace-transzformaltjat és karak-
terisztikus fiiggvényét. Ezek segitségével mutassuk meg, hogy a negativ binomidlis
eloszlas elGall fiiggetlen geometria eloszlasok Osszegeként. A Laplace-transzformélt
segitségével adjuk meg a negativ binomidlis eloszlas elsé két momentumat is.

5.3. Adjuk meg az [a, b] intervallumon vett egyenletes eloszlas Laplace-transzformaltjat
és karakterisztikus fliggvényét. A kapott fiiggvények segitségével hatarozzuk meg az
egyenletes eloszlas varhato értékét és szorasat. Mutassuk meg, hogy két fliggetlen
egyenletes eloszlast valtozo Gsszege nem egyenletes eloszlast kovet. Két egyenletes
eloszlast, de nem feltétleniil fiiggetlen valtozo Osszege lehet egyenletes?

5.4. Hatarozzuk meg a Gamma-eloszlés Laplace-transzformaltjat és karakterisztikus fiig-
gvényét, majd adjunk zart formulat az eloszlas monetumaira. Mutassuk meg, hogy
két fiiggetlen és azonos A paraméteres Gamma-eloszlasu valtozo Osszege szintén
Gamma-eloszlast kovet. (A Gamma-eloszlas definiciojaért lasd a 4.7.b. feladatot.)

5.5. Mely eloszlasok karakterisztikus fiiggvényei a kovetkezok?

a. ¢(t) = cos(4t) — isin(4t), t € R;

1—1t], —-1<t<1,
b. ¢(t) =
#(t) {O, kiilonben.

5.6.HF Az X valtozo Cauchy-eloszlast kivet a > 0 skala és b € R lokicios paraméterrel, ha
stirtségfiiggvénye
1 a

—_——— R.
ma?+ (x—0b)?’ ve

fz) =
(A skala parameéter a stirtiségfiiggvény alakjat hatarozza meg, mint a normalis elosz-
lasnal a szoras. A lokacids paraméter az eltolas mértékét adja meg, mint a normaélis
eloszlasnal a varhato érték.)

a. Mutassuk meg, hogy a standard (a = 1 és b = 0 paraméteres) Cauchy-eloszlas
karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) = eIl t € R. (Tipp: inverziés formula.)

b. Legyen £ egy standard Cauchy-eloszlasu véletlen valtozo, és legyen a > 0 és
b € R. Hatarozzuk meg az a& + b valtozo eloszlasat. Ennek segitségével adjuk
meg a Cauchy-eloszlas karakterisztikus fliggvényét tetszéleges paraméterekre.

c. Mutassuk meg, hogy fliggetlen Cauchy-eloszlast valtozok 6sszege Cauchy-eloszlast
kovet.



5.7. At lehet cimkézni két dobokockat gy, hogy a dobott szamok Osszege ugyanolyan
eloszlasu legyen, mintha szabalyos kockakkal dobtunk volna? Az atcimkézés most
azt jelenti, hogy tetszéleges pozitiv egész szamokat irunk a kockak lapjaira. A két
kockat kiilonb6z6 modon is atcimkézhetjiik. (Tipp: irjuk fel az Gsszegvaltozo gene-
ratorfiiggvényét.)

5.8.% Legyen ¢ tetszéleges karakterisztikus fiiggvény. Mutassuk meg, hogy ¢, ¢, |¢|?
és Re(¢) szintén karakterisztikus fiiggvény, tovabba definidljunk olyan véltozokat,
melyeknek ezek a karakterisztikus fiiggvényeik.

5.9.* Bizonyitsuk be, hogy az X véletlen valtozo karakterisztikus fiiggvénye akkor és csak
akkor valds értéki, ha X eloszlasa szimmetrikus, tehat tetszéleges z valds szadm
esetén P(X < x) = P(X > —x). (Tipp: a ¢ fiiggvény pontosan akkor valos értékii,

ha ¢ = §.)

5.10.* Legyen X Bernoulli-eloszlast valtozo 1/3 paraméterrel. Indirekt titon igazoljuk,
hogy nem létezik olyan Y valtozo, melyre ¢y = |¢x|. Ennek alapjan mit allithatunk,
egy karakterisztikus fiiggvény abszoliat értéke mindig karakterisztikus fliggvény?

6. Eloszlasbeli konvergencia

6.1. Legyen Xy, X5, ... olyan véletlen valtozo, hogy az X,, eloszlasfiiggvénye rendre

Folz) = {(1%)", >0,

0, r<0.

a. Mutassuk meg, hogy F), tényleg eloszlasfiiggvény minden n € N esetén.

b. Mutassuk meg, hogy az X, sorozat nem konvergal eloszlasban amint n — oo,
de az X, /n sorozat mar igen.

6.2. Legyen X, Xo,... fiiggetlen A = 1 paraméteres exponencialis eloszlas valtozo.

a. Legyen Y, = min(Xj, ..., X, ). Mutassuk meg, hogy az nY,, sorozat eloszlasban
konvetgal a A = 1 paraméteres exponencialis eloszlashoz.

b. Legyen 7, = max(Xy,...,X,). Mutassuk meg, hogy Z,, —Inn eloszlasban tart
a Gumbel-eloszlashoz, melynek eloszlésfiiggvénye F(z) = e ¢ ", z € R.

6.3.5HF Legyen X, X,,... fiiggetlen és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasti véletlen
valtozo, tovabba legyen M, = min(Xy,...,X,). Mutassuk meg, hogy nM, elosz-
lasban konvergal egy nemdegeneralt eloszlashoz, amint n — oco. Hatarozzuk meg a
hatareloszlast is.

6.4. Legyen X, X, Xo, ... egész értékd véletlen valtoz6. Mutassuk meg, hogy az X1, Xs, ...
sorozat pontosan akkor konvergal eloszldsban az X valtozohoz, ha tetsz6leges k € Z
esetén P(X, = k) — P(X = k) amint n — oc.
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6.5.

6.6.

6.7.

6.8.%

6.9.%*

Adott egy urna M piros és N — M z6ld, tehat Osszesen N golyoval, ahol M = My
fiige N értékétsl. Ha visszatevés nélkiil kivesziink n golyot, akkor a kivalasztott
piros golyok szama egy olyan Xy véletlen valtozo, mely hipergeometrikus eloszlast

kovet, tehat |
(i) (o)

()
Mutassuk meg, hogy ha valamely p € (0, 1) mellett M /N — p amint N — oo, akkor
az X valtozo eloszlasban tart az n és p paraméteres binomialis eloszlashoz. (Ennek
a konvergencidnak az a kdvetkezménye, hogy nagy N esetén a hipergeometrikus
eloszlas jol kozelithetd binomidlissal. Ezt a tényt a gyakorlatban is alkalmazzak
példaul kozvéleménykutatasok kiértékelése soran.)

P(Xy=k)=

Legyen X, negativ binomidlis eloszlast valtozé r renddel és p = p, paraméterrel,
tehat legyen a sulyfiiggvénye

k—1 —r_r
P(szk)z(r_1>(1—p)k ", k=mrr+1,...

Mutassuk meg, hogy ha valamely A > 0 érték mellett p — 1 és (1 — p) — A amint
r — oo, akkor X, — r eloszladsban konvergal a A paraméteres Poisson-eloszlashoz.

A Polya-féle urnamodellben kezdetben 1 piros és 1 fehér goly6 taldlhato egy urnaban.
Minden lépésben kihtizunk egy golyot, majd visszatesziink 2 a kihtizottal megegyezd
szini golyot az urnaba. Legyen X,, az urnaban taldlhato piros golyok szama n hizas
utan. Mutassuk meg, hogy P(X, = k) =1/(n+2), k =1,...,n + 1. Bizonyitsuk
be, hogy X,,/n eloszlasban konvergal a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlashoz.

Tekintsiink egy berendezést, és tegyiik fel, hogy p | 0 esetén aszimptotikusan p+o(p)
annak az esélye, hogy a miiszer meghibasodik egy p hosszisagu idGintervallumon.
Adjuk meg a miiszer X élettartaménak eloszlasat. Ezt ugy fogjuk megtenni, hogy
minden rogzitett n € N értékre vessziik a ((k—1)/n,k/n|, k =1,2,... alakt id6in-
tervallumokat, és legyen Y, annak az intervallumnak a sorszama, ahol a berendezés
tonkremegy. (Feltehets, hogy a berendezés egymastol fiiggetleneniil megy tonkre
az egyes idGintervallumokon.) Ekkor Y,,/n jo kozelités a teljes élettartamra, és X
eloszlasa megkaphato, mint Y, /n hatareloszlasa, ha a beosztas p, = 1/n finomsaga
tart nullahoz.

a. Hatarozzuk meg Y, és Y, /n eloszlasfiiggvényét.
b. Mutassuk meg, hogy Y,,/n eloszlasban konvergal a A = 1 paraméteres expo-

nenciélis eloszlashoz.

Cramér—Wold-lemma. Legyen X, X, X5, ... tetsz6leges d-dimenzi6s vektorval-
toz6. Mutassuk meg, hogy a X, 2ox konvergencia akkor és csak akkor teljesiil,
ha (¢, X,) SN (c, X) tetszbleges ¢ € R? vektor esetén.
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7. Tovabbi konvergenciatipusok

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.HF

Legyen r > 0 tetsz6leges érték. Konstrualjunk meg egy olyan X, Xy, ... sorozatot,
mely

a. konvergéil majdnem biztos értelemben, de r-dik momentumban nem;
b. konvergal r-dik momentumban, de majdnem biztos értelemben nem:;

c. nem konvergdl sem r-dik momentumban, sem majdnem biztos értelemben, de
sztochasztikusan igen.

Legyen X, X5,... azonos valoszintiségi mez6n értelmezett véletlen valtozd véges
szorassal, melyekre F(X,) — a € R és D(X,,) — 0, amint n — oc.

a. Mutassuk meg, hogy a sorozat sztochasztikusan konvergal az a értékhez.

b. Mutassuk meg, hogy a sorozat varhato értékben (tehat els§ momentumban) is
konvergal a-hoz.

c. A fentieken tul tegyiik fel, hogy D(X,,) < ¢/n teljesiil minden n és valamilyen
c > 0 esetén. Mutassuk meg, hogy ekkor a sorozat majdnem biztos értelemben
is konvergél a-hoz.

Legyen 73, Z,, ... fiiggetlen standard normalis eloszlasu véletlen valtozo. Mutassuk

meg, hogy az
itz
y, =t a 9
n
sorozat konvergal majdnem biztos értelemben és r-dik momentumban tetszéleges
r > 1 esetén. (Tipp: Hatarozzuk meg /nY, eloszlasat, majd alkalmazzuk a mo-

mentum konvergenciatételt.)

a. Tegyiik fel, hogy a Z,, = (X,,,Y,), n =1,2,..., sorozat eloszlasban konvergal
a Z = (X,Y) vektorvaltozohoz. Mutassuk meg, hogy ekkor az eloszlasbeli kon-
vergencia komponensenként is teljesiil. Tegyiil fel tovabba, hogy X, és Y,, min-
den n-re fliggetlen egymastol. Bizonyitsuk be, hogy ekkor X és Y is fiiggetlen.
(Tipp: karakterisztikus fiiggvények.)

b. Tegyiik fel, hogy X7, X, ... sztochasztikusan konvergél az X valtozohoz. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor az (X, X,,41), n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan
konvergal az (X, X) véletlen vektorhoz. Tegyiik fel tovabba, hogy az X;, X, . ..
valtozok fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az X valtozo degenerélt.

c. (Szorgalmi feladat.) Igazoljuk a feladat f6 eredményét, tehéat a b. pont masodik
allitdsat roviden, a tobbi pont bizonyitasa nélkiil.

7.5.* Jelolje V az (Q, A, P) valoszintiségi mezén definidlt véletlen valtozok halmazat, és

legyen
p(X,Y)=inf{e>0: P(|X -Y|>¢)<e}, X, YeV.
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a. Mutassuk meg, hogy p metrika a V halmazon.

b. Mutassuk meg, hogy p metrizalja a sztochasztikus konvergenciat, tehat egy
X1, X5,... € V sorozat pontosan akkor konvergal egy X € )V véletlen val-
tozohoz sztochasztikusan, ha p(X,, X) — 0, amint n — oc.

8. A feltételes varhato érték altalanos fogalma

8.1. Tekintsiik az (2, A, P) = ([0,1], BN [0, 1], A|o,1) valoszintiségi mez6t, és jelolje F a
[0,0,5] intervallum altal generalt o-algebrét. Irjuk fel az F halmazrendszer elemeit,
és hatarozzuk meg, hogy mely Y : 0 — R vélentlen valtozok lesznek mérhetéek az
F-re nézve. Egy tetszéleges integralhatd X véletlen valtozo esetén hatarozzuk meg
az F[X|F] feltételes varhato értéket is.

8.2. Modellezziik egy szabalyos dobdkocka feldobasat a kivetkezé modon. Az eseménytér
legyen 2 = {1,2,3,4,5,6}, Alegyen a teljes o-algebra, legyen P({w}) = 1/6,w € Q,
és tekintsiik az X : Q — R, X(w) = w, valtozot. Legyen tovabba B; = {1,3,5},
By = {2}, B; = {4,6}. Hatarozzuk meg az X valtozo feltételes varhato értékét a
kovetkez6 o-algebrakra nézve:

a. O-(Bla B?) B3)7
c.HE () Q}.
8.3. Legyen Q = [0,1]? és A = B?N(Y, tovabba legyen P a kétdimenzios Lebesgue-mérték

megszoritasa az () eseménytérre. Tekintsiik tovabba az X(w) = wy, YV(w) = we,
w = (w,ws) € Q, koordinata valtozokat.

a. Jelolje F az X valtozo altal generalt o-algebrat. Hatarozzuk meg a kovetkezs
feltételes varhato értékeket: E[X|F|, E[Y|F], E[XY|F], E[(X + Y)?F].

b. Mutassuk meg, hogy F[X|X + Y] = E[Y|X + Y] majdnem biztosan, majd
ennek segitségével adjunk explicit formulat a két feltételes varhato értékre.

c. Mutassuk meg, hogy F[X +Y|X —Y] =1 = E[X 4 Y. Fiiggetlen egymastol
az X +Y és az X — Y valtozo?

8.4. Legyen X a [—1,1] intervalllumon egyenletes eloszlasu véletlen valtozo. Hataroz-
zuk meg az E[X?|X] és az E[X|X?] feltételes varhato értéket. Hogyan valtozik a
megoldés, ha az X valtozo a [—1, 2] intervallumon kovet egyenletes eloszlast?

8.5. Legyen X és Y azonos valoszintiségi mezdén értelmezett és integralhato véletlen
valtozo, melyekre E[X|Y] =Y és E]Y|X]| = X majdnem biztosan. Mutassuk meg,
hogy ekkor X =Y majdnem biztosan. (Tipp: toronyszabaly.)

8.6.HF Ebben a feladatban minden véletlen valtozé ugyanazon a valoszintiségi mezén van
értelmezve, és mindegyik integralhato.
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a. Mutassuk meg, hogy ha (X;,Y) és (X3,Y) azonos eloszlasi véletlen vektor,
akkor minden g : R? — R mérheté fiiggvényre Eg(X,,Y) = Eg(X,,Y). (Tipp:
transzforméaciotétel.) Ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy F[X1|Y] = E[X,|Y]
majdnem biztosan.

b. Mutassuk meg, hogy ha X és Y fiiggetlen és azonos eloszlasu valtozé, akkor
EX|X+Y]=(X+Y)/2 majdnem biztosan.

c. Legyen Xi,..., X, fiiggetlen és azonos eloszlasu, és legyen S,, = X1+ - -+ X,,,
m = 1,...,n. Hatarozzuk meg az E[X1|S,,] és az E[X1|Sy,, ..., S,] feltételes
varhato értéket. (Tipp: irjuk fel a feltételekben szerepls o-algebrakat az X;
valtozok segitségével.)

8.7.* Legyenek X és Y azonos valoszintiségi mezén értelmezett és integralhato véletlen
valtozok, tovabba legyenek F és G az A halmazrendszer rész-o-algebrai.

a. Adjunk explicit formulat a o(F,G) halmazrendszer eseményeire.

b. Tegyiik fel, hogy o(X,F) fiiggetlen a G o-algebratol. Mutassuk meg, hogy
ekkor F[X|o(F,G)] = E[X|F]. Vajon ez az azonossag akkor is teljesiil, ha
csak annyit tesziink fel, hogy az X valtozo fliggetlen G-t617

c. Tegyiik fel, hogy o(X, F) és o(Y, G) fiiggetlen o-algebrak. Bizonyitsuk be, hogy
E[XY|o(F,G)| = E[X|F|E[Y|G].

8.8.* Legyen X és Y integralhato valtozo az (Q, A, P) valoszintiségi mezon. Tekintsiink
egy H C A halmazalgebrat, és legyen F = o(H). Mutassuk meg, hogy E[X|F] =Y
akkor és csak akkor teljesiil, ha fA XdP = fA YdP minden A € H eseményre.
(Tehat a feltételes varhato érték definiciojat nem kell minden F-beli halmazra leel-
lenérizni, elég egy generald halmazalgebrat venni.)

9. Feltételes varhato érték és feltételes eloszlas

9.1. Legyen X, Xo,... fliggetlen és azonos eloszlas véletlen valtozo, és tekintsiink egy
t6liik is fiiggetlen N nemnegativ egész értéki valtozot. Ekkor az S = Xy +-- -+ Xy
véletlen tagszamu Osszeget Osszetett eloszlast valtozonak nevezziik. (Az Osszetett
eloszlasokat tobbek kozott a biztositasmatematikaban alkalmazzék a biztositottak
teljes karigényének modellezésére.)

a. Fejezziik ki az S valtozo generdtorfiiggvényét, Laplace-transzformaltjat és karak-
terisztikus fliggvényét az X, és az N valtozo hasonlo fiiggvényeivel.

b. Wald azonossag. Tegyiik fel, hogy X; és N integralhato valtozo. Mutassuk
meg, hogy ekkor E(S) = E(N)E(X,).

c. Wald maéasodik azonossaga. Tegyiik fel, hogy az X; és az N valtozénak
létezik véges masodik momentuma. Mutassuk meg, hogy ekkor

Var(S) = E(N) Var(X;) + (E(X))* Var(N).
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9.2.

9.3.

9.4.*

9.5.*

Legyen X exponencidlis eloszlasi valtozo. Adjuk meg X-nek az | X | valtozora vett
feltételes eloszlastiiggvényét és feltételes varhato értékét.

Definidljuk az X, X5, ... sorozatot a kovetkezd modon. Az X, valtozo legyen egyen-
letes eloszlast a [0, 1] intervallumon, majd tetszéleges n > 2 esetén az X,, valtozo
az X, i-re feltételesen legyen egyenletes eloszlasu az [X,, 1, X,, 1 + 1] intervallu-
mon. Adjuk meg X, feltétel nélkiili sirtségfiiggvényét és X, feltétel nélkiili varhato
értékét.

Diszkrét eloszlasok ritkitasa. Legyen 1q,1,,... fliggetlen Bernoulli-eloszlasi
valtozo azonos p € (0,1) paraméterrel, és tekintsiink egy t6liik fiiggetlen N nem-
negativ egész értékd véletlen valtozot. Ekkor az M = 1; + -+ 4+ 1y valtozot az
N valtozo p valosziniiség szerinti ritkitasanak, az (M, N — M) part pedig az N
Bernoulli-felbontasanak nevezziik. (A dolog tgy képzelhets el, hogy egy N elem-
szamu halmaz elemeit véletlenszeriien szétdobaljuk két rakasba, és megszamoljuk,
hogy hany elem keriilt az egyes rakasokba.)

a. Irjuk fel M generatorfiiggvényét az N és az 1 valtozo generatorfiiggvényének
segitségével. Irjuk fel az (M, N — M) vektorvaltozé generatorfiiggvényét is.

b. Mutassuk meg, hogy ha N Poisson-eloszlast kovet, akkor M és N — M fiiggetlen
Poisson-eloszlasu valtozd. Ez megleps eredmény az N = M+(N—M ) azonossag
tiikrében?

HF

c.”™ A ¢ € (0,1) paraméterest geometriai eloszlast nem csak olyan modon szoktak

definialni, ahogyan az méasodévben elGkeriilt, hanem a
P(N=n)=(1-¢)"q, n=20,1,2,...,

silyfiiggvénnyel is. Nevezziik ezt a tovabbiakban eltolt geometriai eloszlasnak.
Hatarozzuk meg az eltolt geometriai eloszlas generatorfiiggvényét, majd mu-
tassuk meg, hogy az eloszlas p € (0,1) valoszintiség szerinti ritkitasa eltolt
geometriai eloszlasra vezet.

Tekintsiik egy 2 egység hossziisagi intervallumot, majd egyenletes eloszlas szerint
vegyiink egy véletlen pontot az intervallumon. Ezek utan tekintsiik a véletlen pont 1
sugaru kérnyezetét, ami szintén egy 2 egység hosszusagu intervallum lesz, és vegyiik
a két intervallum metszetét. Ezek utan ismételjiik ugyanezt a lépést: mindig az
adott intervallumon vegyiink egy véletlen pontot egyenletes eloszlas szerint, majd
az intervallumot messiik le a véletlen pont 1 sugari kornyezetével. Jelolje X,, az
intervallum hosszat az n-dik lépés utan.

a. Bizonyitsuk be, hogy az X, sorozat 1 valoszintiségel konvergal egy X véletlen
valtozohoz. Mutassuk meg azt is, hogy X > 1 majdnem biztosan.

b. Adjuk meg az X, valtozonak az X,-re vett feltételes eloszlasfiiggvényét és
feltételes varhato értékét.
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c. Hataratmenet segitségével irjunk fel egy azonossagot az X valtozd varhato
értékére, majd mutassuk meg, hogy X = 1 majdnem biztosan.

d. Mutassuk meg a b. és a c. feladatrész kihagyasaval, hogy X = 1 majdnem
biztosan. (Tipp: tegyiik fel, hogy P(X > 1) > 0, majd alkalmazzuk a Borel-
Cantelli-lemmaékat. )

10. Egyiittes és feltételes stirtiségfiiggvény

10.1. Az alabbi H fiiggvények koziil melyek eloszlésfiiggvények? Ha egy adott fliggvény
eloszlasfiiggvény, akkor hatarozzuk meg a kapcsolatos kétvaltozos striiségfiiggvényt,
tovabba a margindlis eloszlas- és strtiségfiiggvényeket is. Fiiggetlenek egymastol a
marginalis eloszlasok?

a. H(.ﬁ(}, y) = eXp(_e_x - e_y)a xr,y € R;
b. H(xz,y) = exp(—e *7Y), z,y € R.
10.2. Legyen X; és X, fiiggetlen és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi véletlen

valtozo. Hatarozzuk meg X7 = min(X;, Xs) és X5 = max(X;, Xs) egyiittes és
marginalis striségfiiggvényét. Adjuk meg a két valtozo varhatod értékét is.

10.3. Legyen X és Y fiiggetlen és exponencialis eloszlast véletlen véaltozd azonos A > 0
paraméterrel. Adjuk meg a P(Y > X|X) feltételes valoszintiséget. Hatarozzuk meg
az X valtozonak az X + Y Osszegre vett feltételes stirtiségfiiggvényét és feltételes
varhato értékét.

10.4. a. Legyen (X, Xy) kétdimenzios standard normélis vektorvaltozo. Hatarozzuk
meg az X, valtozo feltételes stiriiségfiiggvényét és feltételes varhato értékét az
Xy illetve a 2X; + 7X9 + 1 valtozoéra nézve.

b.HF Oldjuk meg az a. feladatrészt azzal a modositéassal, hogy (X, X5) kétdimenzios
normalis eloszlast kovet
1 4 2
R

varhato érték vektorral és kovarianciamatrixszal. Adjuk meg a két komponens
korrelacios egyiitthatojat is.

10.5. Legyen A exponenciilis eloszlasu valtozo A paraméterrel. Hatarozzuk meg annak az
X valtozénak az eloszlasat, amely a A valtozora nézve az alabbi feltételes eloszlassal
van definidlva:

a. X Poisson-eloszlasi A paraméterrel;

b. X exponencialis eloszlasu A paraméterrel.
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10.6. Legyen Y egyenletes eloszlast véltozo a [0, 1] intervallumon, és az Y-ra feltételesen
legyen X egyenletes eloszlasu a [0, Y] intervallumon. Hatarozzuk meg a két valtozo
egyiittes stirtiségfiiggvényét, illetve X feltétel nélkiili sirtdségfiiggvényét és varhato
értékét. Az (X,Y) vektorvaltozo eloszlasa megegyezik a 10.2. feladatban definialt
(X7, X3) vektorvaltozo eloszlasaval?

10.7. Két helyen eltérok egy 1 méter hosszii botot. Mennyi annak az esélye, hogy a harom
darabbol haromszoget tudok szerkeszteni, ha

a. a két toréspontot egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlas szerint jel6lom
ki a boton?

b. elGszor egyenletes eloszlas szerint kettétérom a botot, majd a hosszabbik darabot
szintén kettétorom ismét csak egyenletes eloszlas szerint?

10.8.*% Orokifju tulajdonsag véletlen idépontra. Legyen X exponencialis eloszlasi
véletlen valtozo. Ekkor az orokifju tulajdonsag értelmében

PX>z+y|X>y)=PX >u), z,y>0.

Mutassuk meg, hogy ennél tébb is igaz. Nevezetesen, legyen Y az X-t6l fliggetlen
és nemnegativ értékd valtozé. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

PX>z+Y |X>Y)=PX >uz), z>0.

10.9.*% A felujitasi egyenlet. Tekintsiink X, X5, ... fiiggetlen és pozitiv értéki véletlen
valtozokat kozos F' eloszlasfiiggvénnyel. Képzeljiik el, hogy a 0 pontbdl kiindulva
felmériink egymas mellé rendre X, X5, ... hosszisagi intervallumokat a pozitiv
félegyenesre.

a. Tetszbleges t > 0 esetén jeldlje NV, azt, hogy hany ilyen intervallum fér bele a
[0,t] tartoméanyba. Mutassuk meg, hogy az m(t) = E(N;) fiiggvény kielégiti a
kovetkezd egyenletet:

m(t):/mt]m(t—x)dF(x), t>0.

b. Tekintsiik most azt az intervallumot, amelyikbe a ¢ érték esik, és jeldlje Y; azt,
hogy ez az intervallum mennyire ,l6g ki” a [0, ¢] tartoménybol. Adjunk meg a
fentihez hasonlo integralegyenleteket az a(t) = E(Y;) és p(s,t) = P(Y; > s),
s,t > 0, fliggvényekre.

c. Mutassuk meg, hogy ha X, X, ... exponencialis eloszlast kévet \ paraméter-
rel, akkor a kovetkezd fliggvények megoldasai a kapott integralegyenleteknek:
m(t) = M, a(t) = 1/), p(s,t) = e **. Ertelmezziik is ezeket az eredményeket.
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11.

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

Sztirés, adaptaltsag, martingalok

Jelolje X1, X5, ... a véletlen bolyongéast az egész szamok halmazan. Hatarozzuk
meg, hogy az aldbbi sorozatok sztirést alkotnak-e, és ha igen, akkor a bolyongas
adaptéalt-e a sztiréshez.

a. F,=0(X,),n=1,2,...;

b. F,=0(X1,...,X,),n=1,2,..;

c. Fo=0(Xal,...,|Xn]),n=1,2,...

Legyen X, és Y, martingal az F,, szlirésre nézve, tovibba legyen a és b tetszbleges
valos szam.

a. Mutassuk meg, hogy ekkor tetsz6leges n; pozitiv egész értékii és szigorian
monoton novekvd szadmsorozat esetén X, martingal a F,, szirésre nézve.

b. Mutassuk meg, hogy ekkor a X, +bY,, szintén martingéal. Milyen &llitdst tudunk
megfogalmazni akkor, ha a két sorozat szubmartingal vagy szupermartingal?

c. Mutassuk meg, hogy min(X,,Y,) szupermartingal, max(X,,Y,) pedig szub-

martingal.

Legyen Xi, X, ... integralhaté véletlen valtozo, és legyen F,, a generalt sziirés.
Legyen tovabbda Y, = max(X,, E(X,1|Fn), n=1,2,...

a. Mutassuk meg, hogy Y,, szubmartingal.

b. Bizonyitsuk be, hogy Y, a legkisebb szubmartingil, ami dominalja az X,
sorozatot, tehat ha Z, olyan szubmartingal, hogy Z,, > X,, minden n-re, akkor
Z, =Y, minden n-re.

Jelolje X1, Xo,... a p paraméteres véletlen bolyongast az egész szamok halmazan,
és tekintsiik a F,, = o(Xq,...,X,), n=1,2,..., a természetes szlirést?

a. Tegyiik fel, hogy p = 1/2, tehat a bolyongas szimmetrikus. Milyen ¢ valos
szamokra lesznek a kovetkez$ sorozatok martingdlok az JF,, sziirésre nézve:
Xy X2 —cn, exp(X,, —cn),n=1,2,...

b. Tegyiik fel, hogy p # 1/2. Martingalelméleti szempontbol mit allithatunk az
X, sorozatrél? Adjuk meg az X, sorozat Doob-felbontasat. Mutassuk meg,
hogy [(1 — p)/p]*" martingal, ami 1 valoszintiséggel konvergal a 0 értékhez.

Tekintsiink egy egérkét, aki a sik egész koordinataji pontjain bolyong oly mdédon,
hogy az origobol indul, és minden lépésben a négy lehetséges egész koordinataju
szomszédja koziil valaszt egy véletlenszertien, tehat egyenls valoszintiséggel. Legyen
S, az egérke helyzete az n-edik lépés utan. Mutassuk meg, hogy S, és Z,, = ||S,[|>*—n
martingal az F,, = o(S1,...,S,) sziirésre nézve.
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11.6.HF Tegyen X, Xy,... fiiggetlen és azonos eloszlasti véletlen véltozo, ahol E(X;) = 0

11.7.

11.8.

11.9.

12.

12.1.

és Var(X;) € (0,00). Legyen YV, = X1 +---+ X, é&s F, = o(X1,..., X,).

a. Vizsgaljuk meg, hogy Y,, szub- és/vagy szupermartingalt alkot-e az JF,, sziirésre
nézve. Mi a helyzet az Y;? sorozattal? Tudunk mondani olyan a, determinisz-
tikus sorozatot, hogy Y2 — a,, mar martingél?

b. Mi allithatunk martingalelméleti szempontbol a Z,, = X? + -+ + X2 sorozat-
r6l?7 Hatarozzuk meg a Z,, sorozat Doob-felbontasat is.

Tekintsiik ismét a 6.7. feladatban definialt Polya-féle urnamodellt. Mutassuk meg,
hogy az Y,, = X,,/n sorozat martingal a generalt sziirésre nézve, mely 1 valoszintiséggel
konvergél egy Y, véletlen valtozohoz. Hatarozzuk meg Y, eloszlasat is.

(Galton—Watson-folyamat.) Definialjuk az X,,, n = 0,1, ..., sorozatot az

Xn—l

X0:17 XnZan,k, nzla
k=1

rekurzioval, ahol &, x, n,k > 1, teljesen fiiggetlen, azonos eloszlasi és nemnegativ
egész értékid véletlen valtozok, melyekre = E(& 1) € (0,00). Jelolje tovabba F,, a
generalt sziirést, és legyen M, = X,,/u™.

a. Mutassuk meg, hogy E[X,|F,_1] = uX,_1 és E[X,] = u.

b. Mutassuk meg, hogy M, martingél a generalt sztirésre nézve, és 1 valosziniiséggel
konvergal egy M, véletlen valtozohoz.

c. Mutassuk meg, hogy p < 1 esetén M, = 0 majdnem biztosan.
Legyenek f,g: R — R olyan siriségfiiggvények, melyekre
{zeR: flz) =0} ={zeR:g(x)=0}.

Tekintsiink X, X, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu valtozokat g striiségfiiggvény-
nyel. Mutassuk meg, hogy az

sorozat martingal az Xy, X,, ... valtozok altal generalt sztirésre nézve.

Megallasi idSk, az opcionalis megallasi tétel; a nagy szamok
torvénye

Tekintsiink egy F,, n € Ny, sziirést, és egy a :  — Ny véletlen valtozot. Mutassuk
meg, hogy ekkor az alabbiak ekvivalensek:
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12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

(i) a megallasi id§ a sziirésre nézve;
(ii) {& =n} € F, minden n € Ny esetén;
(iii) {a > n} € F, minden n € Ny esetén.
Tekintslink egy F,,, n = 1,2,..., szlirést, és legyen o és 7 megallasi id6 a sziirésre

nézve. Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezG valtozok koziil melyik megallasi idé:
min(e, 7), max(o, 1), 20, |0/2], 0 + T.

Jelolje X,,, n = 0,1,..., a véletlen bolyongést, és legyen F, a generalt sztirés. Az
alabbi valtozok koziil melyik megallasi id§ a sziirésre nézve?
a. Egy rogzitett a € Z egész érték elss elérési ideje: 7 = min{n > 0: X,, = a}.
b. A bolyongas elsg lokalis maximuma: 7 = min{n > 0: X,,;; = X,, — 1}.

c. Az els§ lefelés lépés id6pontja: 7 = min{n > 1: X, = X,,_; — 1}
Legyen X,, martingal, 7 pedig megallasi id6 egy F,, sziirésre nézve. Ekkor az

X,, n<T,

Yo = Xolnery + Xolinsry = {X n>r

sorozatot megallitott martingalnak nevezziik. Mutassuk meg, hogy
Yn—i—l = Xn+1]l{n§7-} + XT]]-{n>7-} R n = O, 1, .
Ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy a megéllitott martingal szintén martingal.

(Ballot-tétel opcionalis megallasi tétellel.) Tekintsiink egy szavazast, ahol két jeloltre
lehetett szavazni. Tegyiik fel, hogy a két jelolt a illetve b szavazatott kapott, a > b,
és legyen n = a+ b a leadott szavazatok szdma. A szavazatokat véletlen sorrendben
szamoljak Ossze. Jelolje Sy a két jeloltre Osszeszamolt szavazatok kiilénbségét k > 0
szavazat Osszesitese utan, és legyen

Sn—k

P o, 0<k<n—-1,

=
Sl, k:Zn,

Legyen tovabba 7 = min{k : S, = 0}.

a. Mutassuk meg, hogy az X sorozat martingél a generalt sztirésre nézve, 7 pedig
megallasi id6.

b. Az opcionalis megallasi tétel alkalmazasaval hatarozzuk meg X, varhato értékét.
Ebbél a teljes varhato érték tételével adjuk meg a P(7 = n) valoszintséget,
tehat annak az esélyét, hogy a szavazatok Osszeszdmlalasa soran a végs6 gy6ztes
végig vezetni fog.
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12.6. (A jatékos cs6dje opciondlis megallasi tétellel.) Egy jatékos egy szerencsejatékot
jatszik, és minden korben 1 zseton tétet tesz kockira. Egy-egy korben egyméastol
fiiggetleniil a tétet p € (0, 1) valoszintiséggel megduplazza, ¢ = 1 — p valosziniiséggel
pedig elvesziti. Jelolje S,, azt, hogy a jatékos mennyi pénzt nyert az els6 n parti
soran, tovabba legyen

7 =min{n > 0: X, = —a vagy X,, = b}.

Tehat 7 az elsé olyan id&pont, mikor a jatékos a zseton minuszban vagy b zseton
pluszban van a 0 id6ponthoz viszonyitva.

a. Mutassuk meg, hogy 7 véges varhato értékd megallasi id6 az .S,,, n > 0, sorozat
altal generalt sziirésre nézve.

b. Mutassuk meg, hogy p = 1/2 esetén S, martingal, és az opcionélis megallasi
tétel alkalmazasaval hatarozzuk meg a P(X, = —a) valosziniséget.

c. Tovabbra is a p = 1/2 esetet vizsgdlva mutassuk meg, hogy S? — n szintén
martingal, majd az opcionélis megallasi tételt alkalmazva adjuk meg 7 varhato
értékeét.

d. Mutassuk meg, hogy p # 1/2 esetén X,, = ((1 — p)/p)°» martingal, és a b.
ponthoz hasonléan hatarozzuk meg a P(S, = —a) valosziniséget.

12.7. a. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges f : [0,1] — R folytonos fiiggvény esetén

i [ [ st an e = 5(7).

b. Bizonyitsuk be, hogy

2
2
lim/ / ——"dxy - dx, = = .
n—00 T+ -+, 3

12.8. Legyenek Xi, X, ... fliggetlen véletlen valtozok, ahol

1 1
P(Xn:nQ—l):ﬁ, P(Xn:—l):l—ﬁ, n=12,...
Mutassuk meg, hogy 1 valdsziniiséggel
T Xy — B(X
Zk—l[ k ( k)i| _>_17 n — o0o.
n
(Tipp: el6szor vizsgaljuk meg az X1, Xo, ... sorozat aszimptotikus viselkedését.) Ez

az eredmény nem mond ellent valamelyik tanult nagyszamtoérvénynek?
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