Pénziigyi matematika

Sziics Gabor

Szegedi Tudomanyegyetem, Bolyai Intézet

2016. 8szi féléev



Bevezetés Ertékpapirpiacok

Ertékpapirpiacok

A t&zsde (piac, market) egy olyan intézmény, melyen a résztvevék kiilonféle
eszkozokkel (értékpapirral, devizaval, aruval, energiaval, stb.) kereskednek.

Mi az értéktSzsdével, tehat a devizak és értékpapirok piacaval foglalkozunk.
Torvényileg el6rt szabalyok:

@ minden résztvevé ugyanazokhoz az informaciékhoz juthat hozza
(tiltott a bennfentes kereskedés);

@ minden pénziigyi eszkdz esetén engedélyezett a short selling
(fedezetlen eladas).
Modellfeltevések, melyek a valésagban nem teljesiilnek:

@ minden pénziigyi eszkoz (deviza és értékpapir) korlatlanul oszthaté és
likvid (barmikor eladhat6 és megvasarolhats);

@ nincsenek tranzakcids kdltségek, megbizasi jutalékok;
@ a banki betét- és hitelkamatok egyenlGek;
°

nincs korlatozas a bankkdlcsdn és az értékpapirvasarlas volumenére.
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Bevezetés Ertékpapirpiacok

A matematikai modellekben

e mindig egy rogzitett és determinisztikus [0, T] id&intervallumot
vizsgalunk, a T >0 értéket lejarati id6pontnak nevezziik;

@ a cél bizonyos termékek piaci dranak modellezése;

o tovabbi cél egy optimalis kereskedési stratégia kidolgozasa.

Modellek tipusai:
o diszkrét idejii modellek: csak bizonyos 0=ty <ty <---<ty=T
kereskedési id6pontokban vasarolhatunk vagy adhatunk el eszkdzt;
e folytonos ideji modellek: a [0, T] intervallumon barmely idépontban
kereskedhetiink, ezért az arakat folytonos idében modellezziik.

A piaci szereplSk a tranzakcids koltségek miatt csak véges sok idépontban
kereskednek, akkor is, ha folytonos ideji modelleket alkalmaznak.
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Részvény (Stock)

Olyan eszkoz, melynek nincs rogzitett hozama. A piaci draegy t € [0, T]
idépontban egy S; véletlen valtozé, melynek értéke a t id6pont el6tt
(altalaban) nem ismert.

Kétvény (Bond)

Olyan eszkdz, melynek elére bejelentett kamata van, tehat kockidzatmentes.
Ertéke egy t € [0, T] id6pontban B;, mely a t id6pont el6tt is ismert.

V.

Példaul diszkrét idejii piacokon: (0=tg <ty <---<ty=T)
@ arészvény ara a t, idSpontban S;, mely csak a tx id6pontban
valik ismerté;
@ a kotvény éara ugyanebben az idSpontban By, melyet legkésébb a
tx—1 idépontban kihirdetnek.

A matematikai modellekben egy vagy tobb részvénnyel, de csak egy
kotvénnyel dolgozunk. Ha a piacon tobb kdtvény is létezik, akkor mi azt
valasztjuk, amelyik a legmagasabb hozamot biztositja.
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

Szarmaztatott értékpapirok

A t6zsdén nem csak azonnali (spot) vétel és eladas torténik, hanem a jovére
vonatkozé szerz&déseket is kdtnek. Ezek koziil mi kettével foglalkozunk.

Hatarid6s lgylet

HataridGs ligyletnek neveziink egy olyan megallapodast, melyben két fél
megallapodik, hogy egy adott jovSbeli id6pontban az egyik fél elad egy
adott terméket a masik félnek a szerz6désben meghatarozott aron.

A hataridgs ligyletek két fontosabb tipusa:
e Future: Tézsdei termék, mely sok szempontbdl (mindség, mennyiség,
lejarati id6) standardizalt.
e Forward: Olyan megallapodas, mely eltérhet a t6zsdei standardoktél.

Opcié (Option)
Opcidnak neveziink egy olyan szerz6dést, melyben az egyik fél vételi vagy
eladasi kotelezettséget vallal bizonyos piaci termékre a masik féllel szemben.
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

A hatarid8s és az opcids szerz6déseket tovabb lehet adni a piacon,
gyakorlatilag értékpapirnak tekinthet8ek. A standardizalt iigyleteknek
(példaul Futures) van spot arfolyama, agy lehet veliik kereskedni, mint
barmelyik részvénnyel. A kevésbé standardizalt eszkézokkel (példaul a
Forward szerz6désekkel) az OTC (over-the-counter) piacon kereskednek.

Szarmaztatott értékpapirok, derivativak (Derivatives)

A szarmaztatott értékpapirok olyan pénziigyi eszk6zok, melyek értéke
mas eszkozok értékéts| fligg.

Milyen célbél kot valaki hatérid8s vagy opciés szerz8dést?
@ Spekulacié: pénzt akar keresni.

o Kockazatcsokkentés: arkockazat (arfolyamkockazat, alapanyagarak
ingadozasa, stb.) és ellatasi biztonsag.

A célok fiiggvényében az opcié tulajdonosa (a kedvezményezett) nem
mindig érvényesiti a vételi vagy eladasi jogat, gyakran az eladé az aktuélis
piaci arak alapjan készpénzzel is valthatja a kdtelezettségét. (Ezt a
lehetéséget természetesen rogziteni kell a szerz8désben.)
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

Hatarid6s tigylet kifizetési fiiggvénye
A hataridés ligylet kifizetési fiiggvénye azt mutatja meg, hogy a
szerz8dés teljesitésekor az egyes felek mekkora hasznot realizalnak.

A kifizetési fliggvény paraméterei:
o a lejarati id6pont, amikor a szerz8dést teljesitik: T > 0;
@ az eszkdz ara elére rogzitett, ez a kotési ar:  K;
@ az eszkdz piaci dra a lejaratkor: St

A vevé illetve az eladé kifizetési fiiggvénye:

f(St) =St — K f(St) =K — St
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Az opcidk kozds jelemzéi:

o a kotelezettséget vallalé felet az opcié eladéjanak, kibocsajtéjanak
nevezziik, és azt mondjuk, hogy rovid (short) poziciéban van;

@ a masik felet vevének hivjuk, aki hosszi (long) poziciéban van;

@ az opcié mindig egy rogzitett és véges [0, T] id&intervallumra
vonatkozik, T a szerzédés lejarati idGpontja;

o a kotelezettség altalaban csak akkor lép életbe, ha bizonyos piaci
feltetelek teljesiilnek, az opcid érvényesitését lehivasnak nevezziik;

@ a vevd a szerzddés megkdtésekor a kotelezettségvallalasért cserébe
dijat fizet az eladénak, ez az opcié ara.

Opcié kifizetési fiiggvénye

A kifizetési fliggvény azt mutatja meg, hogy az opcié tulajdonosa mekkora
pénzosszeget realizal, ha optimalisan hasznalja fel a jogosultsagat.

A kifizetési fliggvény ezen definicidja a hataridés szerz&désekre is
alkalmazhaté, ugyanis ott csak egyféleképpen lehet felhasznalni a
szerzGdést, igy ez egyben optimalis is.
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

Eurépai vételi (call) opcié

Vételi jog (de nem kotelesség) egy adott eszkdzre. Az eladé vallalja, hogy a
T lejarati id6pontban a szerz6désben rogzitett K kotési aron (strike)
elad egy darab eszkdzt az opcid aktualis tulajdonosanak, ha az ezt akarja.

Az eurépai vételi opcid jellemzéi:

a tovabbiakban C jeldli az eurépai call opcié piaci arat;
kifizetési fiiggvény: f(St) = (ST — K)™;

a vevé nyeresége: f(S7)—C = (St - K)t -C;

az eladd nyeresége: C — f(S1) =C — (ST — K)™.

K ST el K~ Sr K St
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

Eurépai eladasi (put) opcié

Eladasi jog (de nem kotelesség) egy adott részvényre. Az eladé vallalja,
hogy a T lejarati id6pontban a szerz8désben rogzitett K &ron megvesz
egy darab részvényt az opci6 aktualis tulajdonosatél, ha az ezt akarja.

Az eurépai eladasi opcié jellemzéi:

a tovabbiakban P jeldli az eurdpai put opcié piaci arat;
kifizetési fiiggvény: f(St) = (K — S1)™;

a vevs nyeresége: f(S7)—P=(K-Sr)" —P;

az eladé nyeresége: P — f(S1) =P — (K — S7)™.
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

Kombinalt opcidk

Kombinalt opcidonak nevezziik azt, amikor az opcids szerz&dés tobb
ugyanazon értékpapirra vonatkozé opciét egyesit.

Peldak:
o Bull spread: (Ki, T) vételi opcié vétele + (Kp, T) vételi opcié
eladésa, ahol K; < K;
o Bear spread: (Ki, T) vételi opcié vétele + (Ko, T) vételi opcié
eladasa, ahol Ki > Ks;
o Calendar spread: (K, Ty) vételi opcié vétele + (K, Ty) vételi
opcié eladasa;
o Straddle (terpeszallas): (K, T) vételi opci6 vétele + (K, T)
eladasi opci6 vétele;
o Buttery spread: (Ki, T) vételi opcié vétele + (Ko, T) vételi
opcié vétele + 2 db  ((Ki + K2)/2, T) vételi opcié eladasa.
A kombinalt opcidk kifizetési fliggvénye az elemeik kifizetési fiiggvényeinek
az Osszege. Feladat: Irjuk fel a fenti kombinalt opcidk kifizetési fliggvényeit.
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

Példa olyan opciéra, melynek kifizetési fliggvénye nem csak az értékpapir
lejaratkori aratél fiigg:

Look-back vételi opcié

Vételi jog (de nem kotelesség) egy adott eszkdzre a szerz6désben adott T
idépontban ming<;<7 S; aron. Kifizetési fiiggvénye:

f(S:,t€[0,T]) =St — min_S; = max (ST —S;) >0.
0<t<T 0<t<T

Példa olyan opciéra, mely a lejarat el6tt is lehivhaté:

Amerikai vételi opcid

Vételi jog (de nem kotelesség) egy adott részvényre adott K kotési aron,
melyet a vev6 a T id6pontig barmikor lehivhat. A lehivas idépontja egy
7 véletlen valtozé (megallasi id8), a kifizetési fiiggvény f = (S, — K)™.

Feladat: Definialjuk a look-back eladasi és az amerikai eladasi opciét, és
irjuk fel a kifizetési fuggvényiiket.
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Bevezetés  Szarmaztatott értékpapirok

A felév 16 kérdése: Hogyan arazzunk egy derivativat, tehat mennyiért adjuk
el vagy vasaroljuk meg, hogy megérje nekiink? Van a derivativaknak
+igazsagos ara"?

@ Szerencsejatékoknal és biztositdsmatematikidban a nagy szamok
torvénye miatt az igazsagos ar a varhato kifizetés, tehat a kifizetés
varhaté értéke.

@ Ez most nem j6 Gtlet, a nagy szamok torvénye nem alkalmazhaté,
ugyanis egy-egy opciét csak egyszer kotiink meg, és az egyes opcidk
nem is fliggetlenek. De akkor most mit csinaljunk?

o Egy észrevétel: a szerz8désben villalt kotelezettség teljesitéséhez elég,
ha az opci6 eladdja a lejaratkor rendelkezik akkora pénzdsszeggel,
amekkora a kifizetési fliggvény értéke.

o Valasz az arazasi kérdésre: hatarozzuk meg, hogy a 0 id6pontban
minimalisan mennyi pénzre van sziikségiink ahhoz, hogy a lejaratkor a
rendelkezésiinkre alljon a fenti dsszeg.

@ Put-call paritas: az eurépai (és egyes mas) opcidk esetében elég a
vételi opciét arazni, ebbdl az eladasi opcié ara meghatarozhatd.
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Bevezetés Opciérazas egylépéses binaris piacon

Opcidrazas egylépéses binaris piacon

Kereskedési id6pontok: 0=ty < t; = 1.

A részvény ara: S (determinisztikus) és S;  (véletlen).

A kotvény ara: By és By = (1+r)By, ahol r> —1.

Adott egy opcid, a kifizetési fiiggvénye a részvény aratdl figg: F = f(51).
Az eseménytér: Q= {w! w'}.

Valésziniisegek: P({w'})=p, PHw'})=1-p, 0<p<1;

A részvény és a kifizetési fiiggvény értéke:  (sT > st)

sTi= Sywh), = FwT) = £(sh), SAs=sLF=1f
sti=S1(wh), fti=F(wY) = f(st).

W 51:Si,F:fJ'

Feladat: Arazzuk az opciét, tehat adjunk meg egy olyan xp értéket,
mellyel gazdalkodva az opcié eladéja a lejaratkor at tud adni F = £(51)
Osszeget az opcié tulajdonosanak.
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Bevezetés Opciérazas egylépéses binaris piacon

A tovabbiakban fel fogjuk tenni, hogy s* < (1 +r)Sy < s', ugyanis ha
ez a feltétel nem teljesiil, akkor arbitrazsra, kockazatmentes nyereségre
lenne lehet8ség, amit a piac korrigéalna:

o Ha (1+4r)Sy < st teljesiilne, akkor adjunk el Sy darab kdtvényt
(hitelfelvétel), és vasaroljunk By darab részvényt. Ennek értéke a 0
idépontban (—S0)By + BoSp = 0, mig az 1 idépontban:

(—50)51 + ByS; > —50(1 + r)Bo + B()S¢ >0 m.b.

Mivel ezt a piac minden szerepl&je észrevenné, mindenki részvényt
akarna venni, vagyis a részvény kiindulasi So ara megemelkedne.
o Ha (1+7r)So>s", akkor adjunk el By darab részvényt (short
selling), és vasaroljunk Sy darab kotvényt. Ennek értéke a 0
idépontban  SoBy + (—By)So =0, mig az 1 idépontban:

50814—(—30)51 > So(l—l—r)Bo—BoST >0 m.b.

Emiatt mindenki prébalna megszabadulni a részvényeitél, hogy a
pénzét kdtvénybe fektesse, vagyis a részvény Sy ara leesne.
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Bevezetés Opciérazas egylépéses binaris piacon

Portfélio

A birtokunkban lévs részvények és kotvények egyiittesét portfélionak
nevezziik. Egy adott t € [0, T| id6pontban a kdtvények és a részvények
szamat f; illetve ~y:, portféliét pedig 7 = (Bt,7:) jeldli. A portfélié
értékét értékfolyamatnak nevezzitk: X; = 5:By +7:S;, 0<t< T.

A portféliéban a kotvények és a részvények szama lehet negativ is. A
negativ (; hitelfelvételt, a negativ ~y; fedezetlen eladast jelent.

Fedezet, replikal6 portfolio

Azt mondjuk, hogy egy 7 portfélié fedezet egy F kifizetési fiiggvényii
opcidra, ha a lejaratkori értéke X+ > F m.b. A portfélié replikalja avagy
tokéletesen fedezi az opciét, ha Xy =F m.b.

Feladat: Adjuk meg azt a minimalis xg értéket, melybél kiindulva
osszeallithatunk egy replikalé portféliot. Tehat adjuk egy m1 = (B1,71)
portféliét tgy, hogy

BBy +71So=x é  BiBi+mS =F mb.
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Bevezetés Opciérazas egylépéses binaris piacon

Az igy kapott xp érték valéban igazsidgos ar az opcidra, ugyanis barmely
mas opcidar esetén arbitrazsra, kockadzatmentes nyereségre van lehetdség:
o Ha az opci6 piaci ara C > xg, akkor adjuk el az opciét C aron,
majd xp Osszegbdl allitsuk dssze a 71 replikalé portféliot. A

portfélionk értéke az opcié lejartakor egyenls lesz a kifizetési
fliggvénnyel, ilyen médon ki tudjuk fizetni az opcié tulajdonosat. Ez
azt jelenti, hogy kockdzatmentesen kerestiink C — xp 0Osszeget.

@ Ha az opci6 piaci ara C < xp, akkor adjuk el 371 kotvényt és 4
részvényt (short selling). A befolyé Gsszeg pontosan xg, melybsl C
aron vegyiik meg az opciét a piacon. Az altalunk fedezettleniil eladott
kotvényeket és részvényeket a lejaratkor vissza kell ugyan vasarolnunk,
de a birtokunkban lévé opcié éppen fedezi azt az Gsszeget, ami
szitkséges. Az xg — C kiilonbozet pedig kockazatmentes nyereség.

A piacon természetesen megjelenhet arbitrazslehetéség, de ezt a piaci
mechanizmusok gyorsan megsziintetik. Eppen ezért rovid id6 utan beall az
xp = C egyenlGség.
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Bevezetés Opciérazas egylépéses binaris piacon

Egy m = (B1,71) replikalo portféliora [1B1 + 7151 = F m.b., ezért
61(1+r)30 —|—"}/15¢: fl’ és 51(14—[’)30 —|—’ylST: f.T.
Ennek az egyenletrendszernek létezik egyértelmii megoldasa:

B Tl B fT—'ylsT B st —glft
RS YT @+ 0B (sT—sH(1+ 1By

A portfélié értéke a 0 id6pontban, tehat az opcié arbitrazsmentes éra:
1 [(1+1r)So— s fT+ [sT— (14 r)So
1+r st — st

=1 [p*fT+ (1 - *)fi]zlerE*(F) ﬁE*(xl)

ahol E* a P* val6szinliségi mérték szerinti varhaté érték, és

(1 + r)So — st
sT— st '

Xo = p1Bo +715 =

PU(F =) = P*({ul}) = p* =

Most st < (1+7r)Sp <s', ezért 0 < p* <1 tényleg valésziniiség.
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Bevezetés Opciérazas egylépéses binaris piacon

Példa: Eurdpai call opci6 K =1 kotési arral:
r=0 Sy=By=1 s'=2 st=05 fl=1 ft=0.

A formulak alkalmazasaval: (51 = —1/3 és 1 =2/3.
A portfélic értéke a 0 iddpontban:  Xo = 518y + 715 = 1/3.

A mesterségesen bevezetett valdszintiség: p* =1/3, amivel

E*(X)=E*(F)=pfl+ (1 —-p)fr=1/3=(1+1)X.

Diszkontalt értékfolyamat
A Vi=Xi/B:, 0<t<T, folyamatot diszkontalt értékfolyamatnak
nevezziik.

A korabbiak miatt:

E*(X1)  Xo
(V1) (1+rBy, By °
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Bevezetés Opciérazas kétlépéses binaris piacon

Opcidrazas kétlépéses binaris piacon

Kereskedési id6pontok: tp =0, &y =1, th=2.
A kdtvény ara: By = By(l1+n) é By=Bi(l1+nr), ahol By és n
determinisztikus, r» lehetséges érteke rT és rt.

A részvény ara Sy, 51,5, ahol Sy determinisztikus, S; lehetséges
értékei s',st, tovabba S, lehetséges értékei st s™ st sh.

Az F =f(Sy,51,5) kifizetési fiiggvény értékei 1T 1 AT F4
B, = Bi(1+r"),

/ S, =5, F=fI"

T | B=Bi(1+ 1),
S, = N’ F= N
Bo, So 2 =2

B, = Bl(]. + ri),

| =st P

\ B, = Bl(]. + ri),

52 = S‘u, F= fii

31,51 = ST

31,51 = Si
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Bevezetés Opciérazas kétlépéses binaris piacon

Feladat: Hatarozzuk meg az opcié igazsagos arat, és adjunk meg egy
replikdlé stratégiat.
Megoldas: Visszavezetjiik a problémat harom egylépéses piacra:
o Meghatarozzuk, hogy az 1 idépontban mekkora tskével kell
rendelkezniink ahhoz, hogy a 2 idépontban legyen egy replikalé
portfélionk. Jeldlje F; ezt a t6két, melynek lehetséges értékei

fr —_—
F - , S =5,
fi, 51 = SJ’.

o Kiszamoljuk, hogy a 0 id6pontban mekkora Fy t8kével kell
rendelkezniink ahhoz, hogy az 1-ben legyen F; pénziink.

o Mindekdzben az egylépéses piacok portfdlidi stratégiat is adnak.
Mindehhez fel kell tenniink, hogy mindharom piac arbitrazsmentes, tehat

v < (14n1)So < T, < (1+rM)st < ™, < (14rh)st < st

Kérdés: Milyen kereskedési stratégiat lenne érdemes folytatni akkor, ha a
harom koziil valamelyik piac nem lenne arbitrazsmentes?
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Diszkrét idejii piacok Martingalok diszkrét idében

Martingalok diszkrét idében

A tovabbiakban egy (Q,F,P) valészinliségi mezén dolgozunk, minden
véletlen valtozé ezen van értelmezve. Az N € {1,2,..., 00} érték rogzitett.

Sztochasztikus folyamat, sziirés

o Diszkreét idejii sztochasztikus folyamat: Valtozéknak egy véges
vagy végtelen sorozata. Jeldlésben: X = {Xp,..., Xy} = (Xn) V.

o Trajektéria: Az Xp(w),..., Xn(w) értékek sorozata adott w € Q
kimenetel mellett.

o Sziirés, filtracié: Az F o-algebra rész-o-algebrainak egy boviils
sorozata. Jeldlésben: F = (F,)M,, ahol Fo C---C FyC F.

o Generalt sziirés: F = (F,)M,, ahol F,=a(Xo,...,Xn).

o Filtralt valésziniiségi mez6: Egy valdsziniiségi mez§ ellatva egy
sziiréssel. Jelolésben: (Q,F,P,TF).

v

Diszkrét idejii piacokon az F,, o-algebra az n idépontban rendelkezésre
all6 informaciét jelenti, ami az id6 el6rehaladtaval bévil.
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jii piacok  Martingalok diszkrét idében

Példa: generalt sziirés
Legyen F, =0(Xo,...,X,). Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

O Az n id8pontban tudjuk, hogy az F, o-algebraban talalhaté
események koziil melyek kdvetkezik be, és melyek nem.

© Az n id6pontban ismerjilk az Xp, ..., X, valtozék értékét.

© Ismerjiik minden olyan véletlen valtozé értékét, mely mérhetd
fiiggvénye az Xp,..., X, valtozéknak.

Adaptalt és elérejelezhetd folyamatok
Tekintsiink egy X = (X,)\_, folyamatot és egy F = (F,)\_, szlirést.

o Az X folyamat adaptalt az F sziiréshez, ha tetsz6leges
0<n<N esetén X, mérhet§ az F, o-algebrara nézve.

Jelentése: Az X, valtozé értéke ismert az n id&pontban.

o Az X folyamat el6rejelezhets vagy predikalhatd, ha tetszéleges
1<n<N esetén X, mérhet6 az F, 1 o-algebrara nézve.

Jelentése: Az X, valtozé értéke ismert az n— 1 idSpontban is.
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Martingal, szubmartingal, szupermartingal

Legyen X = (X,)V, az F=(F,)N, sziiréshez adaptalt folyamat,
melyre E|X,| < oo minden n esetén. Ekkor az (X, Fn)N_, sorozat

e martingal, ha E[X,11|F,] =X, n=0,...,N—1.
e szubmartingal, ha E[Xp11|Fa] > X, n=0,...,N—1.
o szupermartingal, ha E[X,1|Fp] < X5, n=0,...,N—1.

Ekvivalens definiciok

Legyen X = (X,)V, az F=(F,)N, sziiréshez adaptalt folyamat,
melyre E|X,| < oo minden n esetén. Ekkor az (X, Fn)N_, sorozat
© pontosan akkor martingal, ha E[X, «|Fp] =X, n>0, k> 1.
Ebben az esetben E(Xy) = E(Xn,) = --- = E(Xp).
@ pontosan akkor szubmartingal, ha E[X,4«k|Fn] > Xa, n >0, k> 1.
Ebben az esetben E(Xy) > E(Xn,) > --- > E(Xp).
© pontosan akkor szupermartingal, ha E[X, x| Fn] < Xn, n >0, k > 1.
Ebben az esetben E(Xy) < E(Xn,) < --- < E(Xp).
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A véletlen bolyongas

Legyen Zi,Z,,... fiiggetlen és azonos eloszlasa valtozé, p € (0,1), és
P(Z,=1)=p, P(Z,=-1)=1-p, n=12...

Tekintsitk az Xo =0, X, =241 +---+2Z,, n=1,2,..., véletlen
bolyongast és az F, = o(Xo,...,Xn), n>0, generalt sziirés. Ekkor

@ a bolyongas adaptalt a sziiréshez;

o P(—n< X, <n)=1, amibél E|X,| <oo, n>0.

o E[Xpt1|Fn]=Xa+(2p—1), n>0.
Kapjuk, hogy a bolyongas a generalt sziiréssel

e martingal, ha p=1/2;

@ szubmartingéal, ha p>1/2;

@ szupermartingal, ha p <1/2.

Hasonlé médon megmutathaté, hogy a szimmetrikus esetben az (X32)°,
folyamat szubmartingal.
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Megallasi id6
A 7:Q—1{0,...,N} véletlen valtozé megallasi id6 az F = (F,)V_,
sziirésre nézve, ha tetszéleges n=0,...,N esetén {7 < n} € F,.

Tekintsiik az X = (X,)%, a véletlen bolyongast, legyen F = (F,)N
a generalt sziirés, és legyen a € Z.

o ElsG elérési ids: 7 =inf{n>0: X, =a} megallasi id6.

@ Elsg lokalis maximum: 7 = inf{n > 0: X, > X,11} nem megéllasi idé.

e Ha 7 determinisztikus, akkor megallasi idg.

N

Ekvivalens definiciék a megallasi id6re

Legyen 7:Q —{0,...,N}. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
@ 7 megallasi id6.
Q@ {r>nteF, n=0,...,N.
Q@ {r=nteF, n=0,...,N.
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Diszkrét idejl piacok és stratégiak

Diszkrét idejii piac
Egy {Q,F,P,F,B,S,N} halmazt N lépéses diszkrét idejii piacnak
neveziink, (rovidebb jeldlésben: (B,S)y ), ha

o N egy determinisztikus pozitiv egész szam;

o (Q,F,P,F) filtralt valészinliségi mezs, és az F = (F,)N__,

szirésre F_1 = Fo=1{0,Q} és Fy=F.
e A B= (B,,)f,\’:0 folyamat el6rejelezhets, és B, >0, n> 0.
e Az S= (S,,),,N:0 folyamat adaptalt a sziiréshez, és S, >0, n > 0.

v

A fenti fogalmak jelentése:
@ F, az n id6pontban rendelkezésiinkre all6 informacio;
e B, é S, a kotvény illetve a részvény dra az n idSpontban.

A tovabbiakban a kdtvény ara determinisztikus lesz. A legtobb allitds ezen
feltevés nélkiil is igaz, de néhany eredményt nehezebb lenne bizonyitani.
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Diszkrét idejii binaris piac

Egy (B,S)n diszkrét ideji piac binaris (ri,...,ry) kamatlabakkal,

valamint (a1,...,ay) és (by,...,byn) egyiitthatékkal, ha
@r,>—-1 é b,>a,>—-1 minden n=1,..., N értékre;
o a kdtvény ara determinisztikus és B, = (1 + ry)By—1, n=1,...,N;

@ arészvény ara S, = (1+ pp)Sp—1. ahol valamilyen p, € (0,1)-re
P(pn = bn) = pn, P(p=an) =1-—pp, n=1,...,N,;
minden informaciét a részvény arabol szerziink, tehat
Fn=0(S0,..-,Sn) =0(p1,---,pn) n=1,...,N;

Diszkrét idejii homogén binaris piac (binomialis piac)

Egy diszkrét idejli binaris piac homogén, ha
o valamely r,a,b,p értékekre
th=r, ap=a, by,=b p,=p, n=1,...,N;
@a pi,...,pn valtozok fuggetlenek.
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Egy techikai feltevés

A tovabbiakban diszkrét idejii piacok esetén mindig feltessziik, hogy az
eseménytér véges, és minden kimenetelnek pozitiv a valésziniisége.

Jegyezzitk meg, hogy egy diszkrét idejii binaris piac mindig reprezentalhato
az alabbi (Qo, Fo, Po) valdszinliségi mezén:

Qo = {(Xl,...,XN) :Xp € {an, bn}, n= 1,...,N}, Fo = 2%,

Po({(xl,...,x,\/)}) =P(p1 =x1,..., PN = XN)-

Specialisan homogén binaris piacon legyen k = k(w) azon komponensek
szama az w = (x1,...,xy) vektorban, melyek egyenléek b-vel. Ekkor

Po({w}) = P(pr = x1) - P(pn = xn) = p(1 = p)V K.

Ebbsl adédik, hogy homogén binaris (azaz binomialis) piacon

Po (SN = So(1+b)k(1+a)N_k> = <':>pk(1 —p)Vk. k=0,1,...,N.
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Stratégia

Stratégianak nevezziik az el6rejelezhetd

W:{wn:(ﬂn,vn):nzo,...,N}

portféliésorozatokat. A stratégia értékfolyamata illetve diszkontalt
értékfolyamata

X,:r:ﬁan""YnSn: V,T:X,?/Bn, n=1,...,N.

Megjegyzések:
e my az eredetileg rendelkezésre 4ll6 portfélié, gyakran mp = (5o, 0).
@ n>1 esetén w, az n—1 id6pontban &sszeallitott portfélié.
o Nalunk F_; =Fy={0,Q}, ezért mp és m determinisztikus.

o A portfélissorozat elérejelezhetsségebs| kovetkezik, hogy a  (Bn)N_;
ésa (yn)M_; folyamat szintén elrejelezhets.

o Az (X,)N., ésa (V,)V, folyamat adaptalt.
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Onfinanszirozé stratégia

A 7 stratégia 6nfinanszirozé, ha
anl :/Banfl—'l—rYnsn—]_, n = 1,...,N.

Jelentése: Nem tesziink be és nem vesziink ki pénzt a rendszerbdl.

v

Differenciasorozat

Egy (an)M_, véletlen vagy determinisztikus sorozat differenciasorozata

Aoy = ap — ap_1, n=1,...,N.

.

Onfinanszirozé stratégiak

Legyen m stratégia. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
QO A 7 stratégia 6nfinanszirozé.
Q AX]T = BnAB, + v ASy, n=1...,N.
Q B,_1AB,+ Sp_187, =0, n=1,...,N.

Sziics Gabor (SZTE) Pénziigyi matematika 2016. &szi félév 31/85



Diszkrét idejii piacok Diszkrét idejii piacok és stratégiak

Fedezeti stratégia (hedging stratégia)

Egy (B,S)n diszkrét ideji piacon tekinstiink egy x € R értéket és egy
fy i RNTL 5 R mérhets fiiggvény. Egy 7 stratégiat (x,fy) hedging
stratégianak, fedezeti stratégianak vagy csak fedezetnek neveziink, ha

Xgr =X és X;\TI > fN(S(), .. .,SN) m.b.

A fedezeti stratégiat minimalisnak vagy tokéletesnek nevezziik, ha

Xﬁ == fN(So,...,SN) m.b.

Megjegyzések:
o Mivel az eseménytéren minden kimenetelnek pozitiv a valésziniisége, a
m.b. egyenlGségek/egyenltlenségek minden kimenetelre teljesiilnek.
e Mi csak Onfinanszirozé (x, fy) fedezeti stratégiakat vizsgalunk. Ezek
halmazat a kovetkezéképpen fogjuk jeldlni:  T(x, fy).

o Sok alkalmazasban fy(So, ..., Sn) = g(Sn). Példa: Eurdpai opcidk.

Sziics Gabor (SZTE) Pénziigyi matematika 2016. &szi félév 32 /85



Diszkrét idejii piacok Diszkrét idejii piacok és stratégiak

Arbitrazsstratégia

Egy (B,S)n diszkrét idejl piacon egy m Onfinanszirozé stratégia
arbirazsstratégia vagy arbitrazs, ha teljesiilnek az alabbiak

o X =0 mb;
e X" >0 mb., n=1,...,N;
o P(XJ >0)>0, tehatlétezik we Q, melyre Xf(w) > 0.

Altalaban feltessziik, hogy a piac arbitrazsmentes, ,nincsen ingyenebéd.”

Arbitrazsstratégia létezése

Tegyiik fel, hogy a (B,S)n diszkrét ideji piacon egy 7 6nfinanszirozé
stratégiara teljesiil, hogy

XF=0mb, XFZ>0mb &  P(X5>0)>0.

Ekkor ezen a piacon létezik arbitrazsstratégia.
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Ekvivalens martingalmértékek

Ekvivalens mértékek

Legyen u és p/ mérték egy (X, F) mérhet téren. Azt mondjuk,
hogy a két mérték ekvivalens, ha abszolut folytonosak egymasra nézve,
tehat tetszéleges A € F mérhetd halmazra

u(A) =0 pontosan akkor teljesiil, ha p/(A) =0.

Ekvivalens mértékek megszamlalhaté alaphalmazon

Legyen p és p/ mérték az (X, F) téren, ahol X megszamlalhaté
halmaz és F =2%. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
@ A két mérték ekvivalens.

O Tetszbleges x € X elem esetén

w({x}) =0 pontosan akkor teljesiil, ha 1/({x})=0.
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Ekvivalens martingalmérték

Azt mondjuk, hogy P* martingdlmérték a (B,S)y diszkrét ideji
piacon, ha teljesiti az alabbi feltételeket:

e P* valésziniiségi mérték az (Q, F) téren;

e az (S,/B,)N_, folyamat martingal a P* mértékre nézve.

Ha ezen tal P és P* ekvivalens mértékek, akkor a P* mértéket
ekvivalens martingalmértéknek nevezziik. A tovabbiakban E* jeldli a
P* szerinti varhat6 értéket.

| \

Martingalmértékek diszkrét idejii piacon
Egy (B,S)n diszkrét idejii piacon az alabbiak ekvivalensek.
@ P* martingdlmérték a piacon.

© Béarmely 7 &nfinansziroz6 stratégia esetén a (V)N diszkontalt

értékfolyamat martingal a P* mérték alatt az F sziirésre nézve.

.
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Ekvivalens martingalmértékek diszkrét idejii binaris piacon

Tegyiik fel, hogy a (B, S)n diszkrét idejd binaris piacon a, < r, < by,
n=1,..., N, és tekintsiik a kordbban bevezetett (o, Fo,Py) mez6t.
Ekkor teljesiilnek az aladbbiak.

O A piacon létezik egy P* egyértelmi martingalmérték. A P* valé-

szinliségre nézve a p1,...,pn valtozok fiiggetlenek egymastél, és
rm—a
P*(p, = b,) = pf i = —— | n=1,...,N.
(pn n) n b, — a,
Ebbsl kovetkezik, hogy tetszéleges (xi,...,xn) € Qo kimenetel

esetén

P*({(X1,-.- ) II 7 II (t-»3)

1<n<N 1<n<N
Xpn=bn Xn=4an

@ Ha teljesiil a technikai feltevés, tehat minden kimenetelnek pozitiv a
Py valészintisége, akkor P* ekvivalens martingalmérték.
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Jegyezziik meg ismét, hogy egy (B,S)n diszkrét ideji homogén binaris
piacon az Sy részvényar lehetséges értékei az alabbi alakdak:

sk = So(1+ b)K(1 + a)N =k, k=0,...,N.

A részvényar pontosan akkor si, haaz ar k alkalommal lépett felfelé, és
N — k alkalommal lépett lefele. A binomialis fan az ilyen utak szama ().

Ekvivalens martingalmértékek diszkrét idejii homogén binaris piacon

Tegyiik fel, hogy a (B, S)n diszkrét idejii homogén piacon a < r < b.
Ekkor a piacon létezik egy egyértelmii ekvivalens martingalmérték, melyre

P*(SN - 50(1+b)k(1+a)N_k) - (N

k>p*k(1—p*)"’—k, k=0,1,...,N,

ahol p* = (r—a)/(b— a).
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A kdzgazdaszok az ekvivalens martingalmértéket kockazatsemleges
valésziniiségnek nevezik, aminek a kdvetkezd az oka. Az egyszeriiség
kedvért legyen By =1, és tegyiik fel, hogy Sp 0sszeget fektetiink be.

o Ha 1 darab részvényt vesziink, akkor a befektetés diszkontalt
lejaratkori értékének varhaté értéke P* szerint

E*(Sn/Bn) = So/Bo = So.
o Ha a teljes 6sszeget kdtvénybe fektetjiik, akkor a lejaratkori érték
determinisztikus, és diszkontalt értéke
So BN/BN =5.
Tehat a kockazatos részvénybefektetés varhat6 értékben pontosan akkora
hozamot ad, mint a kdtvény. Specialisan, diszkrét ideji binaris piacon

E*(Sy) =So(L+nr)---(1+ rn).
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A két fététel

A martingalok egy tovabbi ekvivalens definiciéja

Legyen N < oo é X =(X,)V , adaptilt folyamat az (Q,F,P,F)
filtralt valésziniiségi mezén. Ha minden 7:Q — {0,..., N} megallasi
id6 esetén E(X;) = E(Xp), akkor az X folyamat martingal.

Megjegyzés: Ha a folyamat martingal, akkor az opcionalis megallasi tétel
szerint E(X;) = E(Xo). Tehat ez egy sziikséges és elegendd feltétel.

Az arbitrazsmentességre vonatkozé fététel
Egy diszkrét ideji (B, S)n piacon az alabbiak ekvivalensek.

O Létezik ekvivalens martingalmérték.

@ A piac kizarja az arbitrazslehet8séget.

Arbitrazsmentesség diszkrét idejii binéris piacon

Egy (B,S)n diszkrét idejii binaris piac pontosan akkor arbitrazsmentes,
ha a,<r,<b, n=1,....N.
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A piac teljessége
A (B,S)n diszkrét ideji piac teljes, ha barmely fy kifizetési fiiggvényhez
létezik minimalis fedezet, tehat olyan 7 &nfinanszirozé stratégia, melyre

X7 = fy(So,...,Sy)  m.b.

A teljességre vonatkozé fététel
Tegyiik fel, hogy a (B,S)n diszkrét idejdi piacon létezik P* ekvivalens
martingalmérték. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

O A piac teljes.
© P* az egyetlen ekvivalens martingalmérték a piacon.

© Tetszbleges (I\/ln,]-",,,P*)n’\’:0 martingal el&all

alakban, ahol ('yk)ﬁlzl el6rejelezhetd folyamat.
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Az el6z8 tétel bizonyitasabdl is latszik, hogy a teljesség fogalma csak egy
osszekotd kapocs az allitas (2) és (3) pontja kozott. Ha adott egy
részvényopcid, akkor a tételt a kdvetkezéképpen lehet alkalmazni:

(2) Létezik egyértelmii ekvivalens martingalmérték
= (1) Az opcidra létezik fedezeti stratégia, bar nem ismerjiik
= (3) A fedezeti stratégia felirhat6, az opcié arazhaté

Teljesség diszkrét idejii binaris piacon

Tegyiik fel, hogy a (B,S)y diszkrét idejii binaris piacon teljesiil a korabbi
technikai feltevésiink, tehat minden kimenetelnek pozitiv a P mérték
szerinti valésziniisége. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

O A piac teljes.
Q a,<rm<b, n=1...,N.

© A piac arbitrazsmentes.
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Opcidk arazasa

Befektetési koltség

Egy (B,S)n diszkrét idejii piacon tekintsiink egy x € R értéket és egy
fy : RNFL 5 R mérhets fiiggvényt. Legyen M(x,fy) azon T
onfinanszirozé stratégiak halmazat, melyekre teljesiil az alabbi két feltétel:

o A stratégia kezdGértéke x: Xj = x
o A stratégia fedezet az fy(So,...,Sn) kifizetési fiiggvényre, tehat
Xﬁ > fN(So, ey SN) m.b.

A kapcsolatos opcié befektetési kéltségének az alabbi értéket nevezziik:

CN?fN = inf {X ceR: |_|(X7 fN) 75 (Z)}

Fedezeti stratégia létezése

Egy (B,S)n piacon tetszleges fy kifizetési fiiggvény esetén létezik
x € R érték, melyre M(x,fy) # (. Ebbdl kévetkezik, hogy Cp g, < 0.
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Diszkrét idejii piacok Opcidk arazasa

Feltételes kovetelések arazasa

Tegyiik fel, hogy a (B,S)n diszkrét idejii piacon létezik P* ekvivalens
martingalmérték, és tekintsiink egy fy(So,...,Sn) kifizetési fiiggvényt.
Ekkor

B
Cng > E* [BOfN(So, . .,5,\,)} .
N

Tovabba, ha a piac teljes, akkor a kifizetési fliggvény replikalhato, és a
befektetési koltség

B
CNva = E* |:BOfN(So, a0 .,SN):| 5
N

Megjegyzések:
o Teljes piacon az opci6 igazsagos (arbitrazsmentes) ara  C ¢,
e Ha 7 egy minimalis fedezeti stratégia, akkor

X§ X

B, By

1
]-",,] _ [fN(so, .., 5N) ‘ ]—",,}
Bn
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Diszkrét idejii piacok Opcidk arazasa

Arazas diszkrét idejii binaris piacon

Tegyiik fel, hogy a (B,S)n diszkrét ideji binaris piacon a, < r, < by,
n=1,..., N, éstegyiik fel, hogy teljesiil a technikai feltevés. Jelélje P*
az egyetlen ekvivalens martingalmértéket, és tekintsiink egy tetszéleges
fn(So, ..., Sn) kifizetési fliggvényt. Ekkor az opcidra létezik minimalis
fedezeti stratégia, és az opcié arbitrazsmentes ara

N
1
CN’fN = HE*fN(SQ, .. .,SN), ahol d= H(l -+ r,,) .
n=1

Specidlisan, ha  fn(So, ..., Sn) = g(Sn), akkor

twa=} 3 e(sTIa+e)TT0+0) e TT0 -5

HC{1,...,N} neH ngH neH  ngH
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Diszkrét idejii piacok Opcidk arazasa

Fedezeti stratégia diszkrét idejii binaris piacon

Az el6z6 tétel feltételei mellett legyen
anfE*[fN(So,...,SN)‘fn], n:].,...,N.

Ekkor teljesiilnek az aladbbiak.
O Léteznek h,:R"” — R mérhets determinisztikus fliggvények, hogy

M, = hp(p1,-..,pn) m.b., n=1,...,N.

O Az alabbi stratégia egy lehetséges fedezet a kifizetési fiiggvényre:

Sn—
/BOZM()’ 70207 6n:Mn—1_’YnB 1, n:].,...,N,
_ Bn [h( by) — 2)
Yn = Sn—l(bn_an) n\P1;---5Pn—1,0n n\P1,---,Pn-1,4n)| -
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Diszkrét idejii piacok Opcidk arazasa

Cox—Ross—Rubinstein (CRR) arazasi formula

A (B,S)n diszkrét idejii homogén binaris piacon legyen a < r < b.
Ekkor az eurépai call opcié arbitrazsmentes ara K kotési ar esetén

CN,K = SOB(k07 N:ﬁ) - K(l =+ r)_NB(k07 Na p*)v

ahol
r—a 1+b log 50(1’5_3)/\/
1% b_aa P 1+I’p’ 0 + |Ogiig 5

tovabba j €7 és 0<p<1l esetén

S (Npka—pN =k 0<j< N,
B(j7N7p): O’ j>N7
1, j<o0.
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Diszkrét idejii piacok Opcidk arazasa

Put-Call paritas

Haa (B,S)y diszkrét idejii piac teljes, akkor a K kotési arhoz tartozé
eurépai eladasi (put) opci6 arbitrazsmentes arara

PN,K = CN,K - 50 T KB()/BN o

Specialisan teljes binaris piacon Py x =Cnk — So + K/ H,’Yzl(l + rn).

| A\

Amerikai tipusi opcidk arazasa
Egy opciét amerikai tipusinak neveziink, ha a lejarati id6 el6tt is lehivhaté.
Tegyiik fel, hogy a (B,S)y piacon létezik P* ekv. martingalmérték.
Az opci6 fedezésehez sziikséges dsszeg: CA™ n=0,..., N.

A kifizetés, ha az opciét lehivjak az n. idépontban: C-, n=0,...,N.
Ekkor a befektetési kdltség C5'™, ahol visszafelé haladé rekurziéval

B
Bn+1

Ch™ = max (C},CE") | CE”—E*[ Cﬁfﬂfn]’ n=0,...N.

N

Sziics Gabor (SZTE) Pénziigyi matematika 2016. &szi félév 47 / 85



Folytonos idejii piacok Folytonos idejii martingalok

Folytonos idej martingalok

Legyen (€,.A,P) valésziniiségi mezs, és legyen T >0 rogzitett.
Egy (F:)[, rendszert sziirésnek vagy filtraciénak neveziink , ha
o F: C A rész-o-algebra minden 0 <t < T esetén;
@ Fs CFt, minden 0<s<t<T esetén.
Azt mondjuk, hogy a sziirés teljesiti a szokasos feltételeket, ha

@ Fy tartalmazza a P-null halmazokat, tehat azon A eseményeket,
melyekre P(A) = 0;

@ a szlirés jobbrél folytonos, tehat F; = Fry := Ng>tFs.

Egy 7:Q — [0, T] véletlen valtozét megallasi idének neveziink, ha
{r <t} € F; teljesil minden t e [0, T] esetén.
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Folytonos idejii piacok Folytonos idejii martingalok

Adaptaltsag, progressziv mérhet8ség

Legyen (X:)[, sztochasztikus folyamat az (2,4, P) valésziniiségi
mez8n, ami értelmezhetd agy is, mint egy X : Q x [0, T] — R fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy a folyamat adaptalt az (F;)[_, sziiréshez, ha az X;
valtozé mérhets az F; o-algebrara nézve minden t € [0, T] esetén.
Azt mondjuk, hogy a folyamat progressziv mérhet6, ha tetszéleges
rogzitett t € [0, T] eseténaz X :Q x[0,t] = R, (w,s)+— Xs(w),
kétvaltozds fliggvény mérheté az F; x B[0,t] o-algebrara nézve.

|

Kapcsolat a mérhetGségi tulajdonsagok kdzott

Q@ Haaz (X;)[, folyamat progressziv mérhets, akkor:
o a folyamat adaptalt, tehdt az X; : Q — R fliggvény F;-mérhetd
minden t € [0, T] esetén;
o a trajektoriak mérhetbek, tehat az X(w) : [0, T] — R fiiggvény
Borel-mérhet6 minden w € Q2 kimenetel mellett.
@ Ha a sztochasztikus folyamat adaptalt és jobbrél folytonos, akkor
progressziv mérhetd is.
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Folytonos idejii piacok Folytonos idejii martingalok

Martingalok

Az (Xe, Fi)l_, folyamat martingal, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
e az (X;)[, folyamat adaptalt az (F;)[, sziiréshez;
@ E|X¢| <oo, 0<t<T;
o E[XJFs]=X., 0<s<t<T.

Az (X:)l_, folyamat szubmartingal illetve szupermartingal, ha a
harmadik pontban az egyenl6ség helyett > illetve < all.

| A

Martingalok konvex transzformaltjai

Legyen (X:)[, martingal, és tekintsiink egy ¢ : R — R konvex
fliggvényt. Ha a ¢(X:) valtozé integralhaté minden t € [0, T| esetén,
akkor a (¢(X¢))[, folyamat szubmartingal.

A,
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Folytonos idejii piacok Folytonos idejii martingalok

Doob maximal egyenl&tlensége

Legyen (X,)02, diszkrét ideji szubmartingal, és M, = maxi<x<n Xk.
Ekkor tetszéleges n=1,2,... és x>0 esetén

XP(M, > x) < / X, dP < EX; .
{Mn>x}

| N\

Egy lemma

Legyen X és Y olyan nemnegativ értékii véletlen valtozd, melyre

xP(X>x)§/ Y dP, x>0.
{X>x}

Ekkor tetszéleges p > 1 esetén
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Folytonos idejii piacok Folytonos idejii martingalok

Diszkretizalas

Tekintsiink egy determinisztikus 0=ty < t; < --- <ty = T beosztast.
Ha az (X, Ft)[, folyamat folytonos ideji martingal, szubmartingal
vagy szupermartingal, akkor a (X, Ft, )M, diszkrét idejd martingal,
szubmartingal vagy szupermartingal.

Doob maximal egyenlétlensége folytonos idében

Legyen (X:)e>o0 Jjobbrdl folytonos szubmartingal, és legyen 0 < S < T
tetsz6leges.

O Barmely x >0 esetén

xP( sup Xt>x>§/ X7 dP < EXF.
SStST {supsgtg-,—xt>x}

@ Ha a folyamat majdnem biztosan nemnegativ, akkor

P p \*
E( sup Xt) < <> EXT, p>1.
S<t<T p—1
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Folytonos idejii piacok Folytonos idejii martingalok

Doob—Meyer-felbontas

|
N

Legyen (X:)[_, jobbrdl folytonos szubmartingal, melyre tetszéleges
a€ [0, T] esetén az alabbi valtozék egyenletesen integralhatéak:

{X; | 7:Q—[0,a] megallasi ids}.

Ekkor a szubmartingal felirhaté X; = M; + A¢, t € [0, T], alakban, ahol
(M), jobbrél folytonos martingal és (A;)[_, jobbrdl folytonos és
monoton névekvé adaptalt folyamat. Tovabba ez az el&allitas egyértelmdi.

Martingal monoton ndvekvd folyamata

Ha (X;)[, martingl, akkor (X2)][_, szubmartingal. Ha ennek a
szubmartingalnak létezik a Doob—Meyer-felbontéasa, akkor a kapcsolatos
(A;)[_, folyamatot a martingal monoton névekvé folyamatanak
nevezziik. Jeldlésben: (X); = A;.

.
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Folytonos idejii piacok A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamat (standard Brown-mozgas)

A (Wi)e>o sztochasztikus folyamat standard Wiener-folyamat vagy
standard Brown-mozgas, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

W1 Wo=0 m.b.
W2 A folyamat fiiggetlen ndvekményii.
W3 Tetszéleges t>s>0 eseten W;— W, ~N(0,t—s).
(Ebbél az is kovetkezik, hogy a folyamat stacionarius névekményii.)

W4 A folyamat mintafolytonos.

|

A standard Wiener-folyamat ekvivalens definiciéi

Az alabbiak ekvivalensek:
Q@ W1 és W2 és W3.
@ W1 és W2, tovabba tetszéleges t >0 esetén W, ~ N(O,t).
© Gauss-folyamat, E(W;) =0, Cov(Ws, W;) = min(s,t), s,t>0.
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Folytonos idejii piacok A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamat néhany eloszlasbeli tulajdonsaga

Legyen (W;)e>o standard Wiener-folyamat, és tekintsiink egy tetszéleges
c >0 értéket. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

O Az alabbi folyamatok szintén standard Wiener-folyamatok:
Wire = We, VW, t2>0.
@ Az alabbi folyamatok martingélok az Fy = o(Ws:s<t), t>0,
generalt szlirésre nézve:
We, W2—1t, W 2t/2 >,
Ebbél kovetkezik, hogy a standard Wiener-folyamat monoton ndvekvs
folyamata: (W): = t.
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Folytonos idejii piacok A standard Wiener-folyamat

Tekintsiink egy M={a=ty <t <---<t,=Db} beosztds egy adott
[a, b] C R intervallumon. A beosztas finomsaga: |I1| = ,max |tk — tk—1]-
SKsn

A Wiener-folyamat trajektériankénti tulajdonsagai

Legyen (Wi)e>o Wiener folyamatra, 0 < a < b pedig tetszSleges.
© A Wiener-folyamat négyzetes megvaltozasa: ha || — 0, akkor
n
S Wy — Wy > S b—a.
k=1
@ A Wiener-folyamat teljes megvaltozasa: ha || — 0, akkor

n

Z|Wtk — Wtk—l} i)OO
k=1

© A diadikus beosztassorozat esetén a fenti konvergenciak majdnem
biztos értelemben is teljesiilnek.

© A standard Wiener-folyamat 1 valdsziniiséggel sehol sem derivalhaté.

v

Sziics Gabor (SZTE) Pénziigyi matematika 2016. &szi félév 56 / 85



Folytonos idejii piacok A standard Wiener-folyamat

A tovabbiakban szeretnenk a Wiener-folyamat szerint integralni. Hogyan
definidljuk az | = fo t)dW; integralt? Az elsg Stlet a trajektériankénti
Lebesgue—Stieltjes- mtegral, tehat minden w € Q kimenetel esetén legyen

fo t)dWi(w) = f[o,T] fduw(w),

ahol () a Wiener-folyamat W(w) trajektéridja altal generalt
Lebesgue—Stieltjes-mérték. Ez a mérték 1y () = fiw+(w) — Aw-(w)
alakban van definiadlva, maramennyiben léteziknek olyan monoton névekvé
(WL, é (W;)L, folyamatok, melyekre W, = W, — W,

t €0, T]. Vajon a standard Wiener-folyamatra létezik ilyen felbontas?

Egy fliggvény pontosan akkor irhaté fel két monoton novekvé fiiggvény
kiildnbségeként, ha a fliggvény korlatos valtozasi. Ez azt jelenti, hogy a
standard Wiener-folyamat fenti reprezentacidja csak a korlatos valtozasu
trajektoriakra miikodik. Lattuk, hogy a trajektériak 1 valdszintiséggel nem
korlatos valtozasuak! Ez azt jelenti, hogy a fenti médon bevezetett [/
integral 1 valészintiséggel nem j6l definialt. Valami mast kell kitalalni...
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Folytonos idejii piacok A sztochasztikus integral

A sztochasztikus integral

Egyszerii folyamatok sztochasztikus integralja

Legyen (W;)[, standard Wiener-folyamat, (F;)/[_, a generalt sziirés.
Az X = (X;)[, sztochasztikus folyamat egyszerd, ha

n—1
Xe = Eolir—0) + Zgi]l{te(t,-,t,-ﬂ]} , telo,T],
i=0
ahol 0=ty <ty <---<t,=T egydeterminisztikus beosztas, és a &;
valtozé rendre Fi-mérhets. Tetszbleges t € (0, T| esetén legyen k
azaz érték, melyre t € (t, tx+1]. Az X egyszerii folyamat
sztochasztikus integralja a kdvetkezd folyamat: legyen Ilp(X) :=0 és

k—1
(X)) =) &(Wa,y — W) +&(We = We,),  te(0,T].
i=0

Jegyezziik meg, hogy ez egy trajektériankénti Riemann—Stieltjes-integral.
Legyen tovabba  [1 X;dW; := I,(X) — Is(X), 0<s<t<T.
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Folytonos idejii piacok A sztochasztikus integral

Az 1(X) = [; XudW, integral:

&1
Ek

€o

et fkyr oot T

[E——

fn—l
&

Az 1(X) = Is(X) = [f X,dW, integral:
Sev1 |

&+

te S toprtoyo ... tk
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Folytonos idejii piacok A sztochasztikus integral

A sztochasztikus integral tulajdonsagai egyszerii folyamat esetén

O Az egyszer(i folyamatok adaptaltak az (F;)[, sziiréshez.

@ Az integral linearis, tehat ha X és Y egyszerii folyamat és
a,beR, akkor [li(aX + bY) = al{(X)+ bl(Y), te]0,T]

© Az I(X) = (l(X))L, integrélfolyamat folytonos martingal.
Q Tetszbleges 0<s<t<T eseten E[['X,dW,|Fs] =0 és

E[(/StXuqu)z‘Fs] - E[/:Xﬁdu‘}"s}

Ebbs| kdvetkezik, hogy E [[X,dW, =0 és

Q Esupycer ( fi XudW,)® < 4E [T X2 du.
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Jeldlje M a folytonos martingéalok halmazat. Az | sztochasztikus

integal egy M értékii fliggvény az egyszerii folyamatok halmazan.
Célunk a definiciét kiterjeszteni a kovetkez6 H halmazra:

24— {x = (Xe)o : X adaptalt és E [, X2dt < oo} c 12(Qx[o, T]).
Jegyezziik meg, hogy L?(Q2 x [0, T]) egy Hilbert-tér, melyben az

X = (X;)[_, elem normanégyzete = EfOT X2dt .

|
\

A sztochasztikus integral kiterjesztése

Q Tetszbleges X € 1 esetén leteznek XM X2 e H egyszeri
folyamatok olyan médon, hogy

g
X = X032, = E / (Xt—X()) dt—0, n—oo.

@ Az egyszerii folyamatokon definialt /| leképezésnek létezik folytonos
kiterjesztése a H halmazra. Az igy kapott /:H — M fiiggvényt
nevezziik It6-féle sztochasztikus integralnak.

O A kiterjesztett operatorra teljesiilnek az el6z6 oldalon felsorolt
tulajdonsagok tetszéleges X,Y € H esetén.
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Folytonos idejii piacok = A sztochasztikus integral

A Riemann-integral esetében annak nincs szerepe, hogy az integralkozelits
Osszegben az integralandé fiiggvény értékét a beosztaskéz mely pontjaban
vessziik, az integralkdzelits 6sszeg mindig konvergalt az integralhoz. A
sztochasztikus integral esetében a helyzet jéval bonyolultabb.

Az osztaspontok szerepe az integralkozelits Gsszegben

Célunk meghatarozni az fot W,dW, integral értékét. Tekintsiink egy
0=ty <t <...<thp=t beosztast és egy € [0,1] értéket. Ekkor
tobbféle integralkozelits osszeg is felirhatd, és

n

Sen (5 Wiy + (1-¢) Wfi) (Wfi+1 -

)

II [
(=] =
=
~—
l»

B

_|_
N\

m

|

| =
N—

~

1
amint a beosztas finomsaga fut nullahoz. Specialisan ¢ =0 mellett
visszakapjuk az Ité-integralt, tehat fot W,dW, = (W2 — t)/2. Vegyiik
észre, hogy ez a folyamat valéban folytonos martingal. Ezzel szemben
e >0 esetén a hatarfolyamat nem martingal.
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Folytonos idejii piacok 1t6-folyamatok

lto-folyamatok

[to-folyamatok

Legyen (W;)[, standard Wiener-folyamat, és legyen (F:)[, a
generalt sziirés. Legyen tovabba

Xt:X0+/thds+/tH5dW5, 0<t<T,

ahol ’ ’

o Xg JFp-mérhetd;

o (Ki)[, & (H:)[, adaptélt sztochasztikus folyamat;

° fOT |Kslds < 0o és fOT H2ds < co majdnem biztosan.
Ekkor az (X:)]_, folyamatot Ité-folyamatnak nevezziik, és a folyamatra
a kovetkezé diffegyenletes jeldlést alkalmazzuk: dX: = Kidt + HdW.
A folyamat definiciéjaban fot Ksds a folyamat korlatos valtozasi része

és fot HsdW; a folyamat martingal része. Azt is szoktuk mondani, hogy
a (W)L, Wiener-folyamat hajtja meg az It6-folyamatot.
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Az lto-folyamatok egyértelmiisége

O Tegyiik fel, hogy fOT |Ks|ds < oo m.b., és legyen M; = fot Ksds.
Ha az (M), folyamat martingal, akkor M; =0 m.b. Ebbsl
kovetkezik, hogy P(K; =0 m.m. t-re) = 1.

@ Egy It6-folyamat pontosan akkor martingal, ha K; =0 m.b.

© Az Its-folyamatok definiciéjaban szerepls (K:)[_, és (H:)/_,
folyamat egyértelmiien meghatarozott.

Az Ito-formula (It6-lemma)

Legyen (X:)l, Ito-folyamat, és a tovabbiakban alkalmazzuk az
[to-folyamatok definicidjaban szerepls jeloléseket. Ha f : R — R kétszer
folytonosan differencialhaté determinisztikus fliggvény, akkor

t 1 t
f(Xe) = f(Xo) + / f’(Xs)dXS—i—E / f"(Xs)H? ds
0 0

t 1 t
— f(Xo)+/ [f’(Xs)Ks+2f"(Xs)H§} ds+/ f'(Xs)Hs dWs ,
0 0

Ebbdl kvetkezik, hogy (f(X:))/_, szintén Ito-folyamat.
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Folytonos idejii piacok 1t6-folyamatok

Exponencialis Brown-mozgas

Tetszbleges pwe€R és o >0 mellett oldjuk meg a kdvetkezs
sztochasztikus differencialegyenletet: dX; = uXidt + o XidW,.

Mutassuk meg, hogy az exponencialis Brown-mozgas a megoldas:

Xi = Xp exp (O'Wt + (,u - 02/2)t) .

|

Egy martingal
Legyen (X:)[, adaptalt folyamat, és legyen

t 1 t
ctz/ xsdvvs—/ X2 ds
0 2 Jo

Ekkor a Z = e folyamatra Z; =1+ [j Z:Xs dW,. Ebbs| kdvetkezik,
hogy (Z:)[, Ito-folyamat és martingl, tovabba E(Z;) = 1.

Az X;=a specialis esetben Z; = exp(W; — t/2). Ezzel a folyamattal
mar talalkoztunk a Wiener-folyamat elemi tulajdonsagainal.
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Folytonos idejii piacok 1t6-folyamatok

Az Ité-formula altalanosabb alakja

Legyen (X¢)l_, Ito-folyamat, és a tovabbiakban alkalmazzuk az It-
folyamatok definiciéjaban szerepls jeldléseket. Ha f :R?> - R, f € C!?,
determinisztikus fiiggvény, akkor

tor

f(t, Xt) =1(0,X0) +
o Ot

—(s,Xs) ds
/8(5X)dX+ 222( X.)H2 ds

of 8f 19°f )
_f(o,xo)+/0 [(%(SX) a5 (5 X Ke 25 (s, Xe)HE | ds

t

of
+ 7y (5 Xe) H VY.

A kapott azonossagot roviden igy is lehet irni:

8f 8f 1 02f

of

t, X¢)H? | dt
t) +8

(t, Xe)Hy dW,

v

df (t, X;) = [

Sziics Gabor (SZTE) Pénziigyi matematika 2016. &szi félév 66 / 85



Folytonos idejii piacok 1t6-folyamatok

Az Ornstein—Uhlenbeck-folyamat

Tekintsiik az Ggynevezett Langevin-egyenletet: dY; = —uYedt + odW;,
és legyen Yo fiiggetlen a (W;)[, Wiener-folyamattél. Ennek az
egyenletenek a megoldasa az Ornstein—Uhlenbeck-folyamat:

t
Yt:e_“t<Yo+a/ e“SdWs>, t>0.
0

A folyamat pontonkénti varhaté értéke és masodik momentuma:

EY, = e MEYy, EY2=e 2MEY2+ 21(1 — g2t
L
Ha az Yy valtozé normalis eloszlast kdvet 0 varhaté értékkel és o2 /(2u)
szorasnégyzettel, akkor az (Yt);rzo stacionarius Gauss-folyamat, és
kovarianciafiiggvénye:
o? :
COV( Yt, YS) == ﬂe*ﬂ( =5) .
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Folytonos idejii piacok 1t6-folyamatok

Tobbdimenziés Ité-folyamatok

Az Xy = (X},...,Xd), t€[0,T], folyamat d-dimenzi6s
It6-folyamat, ha minden komponense el6all a kévetkezé alakban:

t r t
Xt’zXéJr/ Ks’ds+2/ Hid dwi
0 = 0

ahol

° Xo=(Xg,...,X§) Fo-meérhets;

o (K!) és (H!’) adaptalt folyamat minden i, j-re;

o foT |Kildt < oo és fOT(Hi’j)zdt < oo minden i, j-re;

o (Wh),...,(W/) fiiggetlen standard Wiener-folyamatok.
A fenti formula vektoros alakban is felirhaté:

X1 [Xe KL HAL L HMT O Tw

Dl d

xgl X KS HOY e HETL W
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Folytonos idejii piacok 1t6-folyamatok

A tobbdimenziés 1t6-formula

Legyen (X:) d-dimenziés Ité-folyamat, és alkalmazzuk a definiciéban
bevezetett jeloléseket. Legyen tovabba f: R4 R, fe CM2
determinisztikus fiiggvény. Ekkor
1 d 1 d tof 1 d
(e, Xey. ., X8)=1F(0,%y,...,X5) + A af(s,XS,...,XS)ds
d .t
of ;
+§_;/0 a—)qf(s,xsl,...,xg)dxs
1 [t Pf 1 I\ N ik Lok
= f(s, Xg,..., X H>*HL .
+2i§1/o 5 X X D W Hi o
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Parcialis integralas

Legyen (X:, Y:), t €0, T], kétdimenziés |té-folyamat, ahol

t t t t _
Xt:Xo—i—/ sts—i—/ Hs dWs, Yt:Yo—l—/ Lsds+/ Gs dWs.
0 0 0 0

O Ha (W,) = (W,), tehat a két folyamatot azonos Wiener-folyamat
hajtja meg, akkor

t t t
/ Xdes:Xth—XOYO—/ stXs—/ GsHs ds .
0 0 0
Q@ Ha (W;) és (Wt) fliggetlen Wiener-folyamatok akkor

t t
/ Xdes:Xth—XoYO—/ Ys dXs .
0 0

Sziics Gabor (SZTE) Pénziigyi matematika 2016. &szi félév



Martingal reprezentacios tétel

Tegyiik fel, hogy az (F:) sziirés teljesiti a szokasos feltételeket. Ekkor
tetsz6leges (M;) folytonos és négyzetesen integrahaté martingal esetén
letezik olyan (Y;) adaptalt folyamat, melyre

t
I\/It:MOJr/ Ys dWs , telo,T].
0

Lévy tétele a Wiener-folyamat karakterizacigjarél

Legyen (M;)r>0 folytonos martingal. Ha (M2 — t);>o szintén
martingal, akkor (M;);>o standard Wiener-folyamat.

| A

A Poisson-folyamat

Az el6z6 tételben a folytonossagi feltevést nem lehet elhagyni. Legyen
(N¢)e>o Poisson-folyamat A = 1 intenzitassal, és legyen M, = N; — t,
t >0. Ekkor (Mi)i>o & (M2 —t)>o martingal, pedig (M;)r>o
nem standard Wiener-folyamat.
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Folytonos idejii piacok Meértékvaltas

Mértékvaltas

Legyen adva egy (9,4, P) val6sziniiségi mez6, és legyen a Q mérték
abszolut folytonos a P-re nézve (Q < P), ami azt jelenti, hogy létezik
olyan My : Q2 — R mérhet§ fliggvény, (tehat véletlen valtozd,) melyre

Q(A):/MoodP, AcA.
A

Ekkor azt mondjuk, hogy az M, valtozéa @ mértékneka P
mértékre vett Radon—Nikodym-derivaltja: M, = dQ/dP.

A két mérték szerinti varhaté értékek: EpX = fQ XdP, EgX = fQ XdQ.
Tekintsiink egy (Ft)r>0 sziirést, és legyen My = Ep[Muo|Ft], t >0,
ami egy P-martingal. Ekkor igaz a kdvetkez6 allitas:

Kapcsolat a P- és a Q-martingalok kozott

Az (X¢)t>o folyamat pontosan akkor P-martingal, ha az (M X:)r>o0
folyamat Q-martingal.
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Folytonos idejii piacok Meértékvaltas

Girsanov-tétel

Legyen (0:)_, olyan adaptalt folyamat, melyre fOT 62ds < oo m.b., és
tegyiik fel, hogy

t 1 t
/\t:exp<—/95dWS—2/ 9§ds>, te[o,T],
0 0

P-martingal, ahol (W;)l_, standard Wiener-folyamat a P mérték
alatt. Legyen

Qe(A)://\TdP, Ac Fr.
A

Ekkor Wt = W; + fot Osds, te[0,T], standard Wiener-folyamata @
mérték alatt.

Vegyiik észre, hogy a definicié értélmében dQy/dP = Ar.
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Folytonos idej(i piacok

Folytonos idejii piacok
Egy {Q, A, P,F,B,S, T} halmazt folytonos idejii piacnak neveziink, ha
o T €(0,00) rogzitett valos szam;

o F=(F)l, sziresaz (Q,A,P) valészintiségi mezdn;

o B=(B:), determinisztikus folyamat, a kdtvény &ra;

o S=(S:)[, Ito-folyamat (és ezltal adaptalt), a részvény ara.
Stratégianak neveziink egy olyan 7 = (B:,7:), t € [0, T], adaptalt
folyamatot, melyre fOT |Be|dt < o0 és fOT y2dt < oo m.b.

A részvény diszkontalt ara, a stratégia értékfolyamata illetve a stratégia
diszkontalt értékfolyamata:

- B <, _ B
Si=—25;, Xe = BeBe + 7S¢, X=X, te[o,7].
B: Bt

A tovabbiakban legyen B; = Bpe™, ahol r >0 determinisztikus.
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Onfinansziroz6 stratégiak, arbitrazs

Azt mondjuk, hogy a (m:)[_, stratégia 6nfinanszirozé, ha
dXt = B¢dBt + 7+ dS:.

Egy 6nfinanszirozé stratégia arbitrazsstratégia, ha Xp =0 m.b,,

X7 >0 mb., és P(XT > 0) > 0.

A Q valésziniiségi mértéket ekvivalens martingalmértéknek nevezziik,
ha ekvivalensa P mértékkel, és (S;)[, Q@-martingal.

Az 6nfinanszirozo stratégiak és arbitrazsmentesség

Tegyiik fel, hogy a folytonos ideji piacon B; = Bge™. Ekkor teljesiilnek
az alabbiak:

@ Egy stratégia pontosan akkor dnfinanszirozé, ha dX; = 7:dS;.

© Ha a piacon létezik ekvivalens martingalmérték, akkor a piac
arbitrazsmentes, tehat nem létezik arbitrazsstratégia.
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Véletlen kovetelés, fedezeti stratégia

Folytonos idejii piacon egy Fr-mérhet6 fr véletlen valtozét véletlen
kbvetelésnek neveziink. Egy (7:)/_, ©Onfinanszirozé stratégia fedezeti
stratégia a véletlen kovetelésre x kezd6tékével, ha Xo = x és

X1 > fr majdnem biztosan. llyenkor azt mondjuk, hogy a stratégia egy
(fr,x)-fedezet. Az fr kovetelés igazsagos ara:

Cr(fr)=inf{x € R: létezik (fr,x)-fedezet}.

| \

Véletlen kévetelések igazsagos ara

Ha a folytonos idejii piacon létezik @ ekvivalens martingalmérték, akkor

Cr(fr) > Eq(e""fr).
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A Black—Scholes-modell

Legyen p€R, o,r >0. A Black—Scholes-modell egy olyan folytonos
idejii piac, ahol a kdtvény és a részvény ara a kovetkez6 dinamikat koveti:

dBt = rBt dt, B() = 1,
dst:MStdt+UStth, 50:5().

|

A Black-Scholes-modell tulajdonsagai

O A kotvény és a részvény ara explicit formulaval:
Bi=eT, St = Soexp (aWt+(,u—a2/2)t).

O Legyen 0= (u—r)/oc é N, =exp(—OW; — 6%t/2). Ekkor a

Q(A):/ATdP, Ac A,
A

mérték ekvivalens martingalmérték a Black—Scholes-piacon. Ebbdl
kovetkezik, hogy a piac arbitrazsmentes.
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Tekintsiink egy fr véletlen kdvetelést, és legyen N, = Eg[e™"" fr|F:],
te [0 T]. Ekkor a martingal reprezentacids tétel értelmében létezik olyan
(Ye), adaptalt folyamat, hogy

t —
Nt:N0+/ YsdWs.
0

Arazas és fedezeti stratégia

|
N
N
N

A Black=Scholes-modellben egy tetszbleges fr véletlen kovetelés
igazsagos ara Cr(fr) = Eg[e™"Tfr], és a kdvetkez§ stratégia egy
tokéletes fedezet:

Y, Y,e
Br = Ny — *t Tt = : ,
o oS;

tel0,T].

Egy egyben azt is jelenti, hogy a Black—Scholes-piac teljes.
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A Black—Scholes-formula

A Black=Scholes-modellben a K kotési arhoz tartozé eurdpai call opcid
igazsagos ara

Cr(K) = $o(1 - 0(y = oVT)) = e TK(1-0(3)).

_1[|nK_ (02_,>T}

T VTl S 2 '

A fenti formula 1973-b6l szdrmazik, és a szerz6k 1997-ben kaptak érte
kdzgazdasagi Nobel-dijat. Jegyezziik meg, hogy a formulat nem az altalunk
bemutatott médon bizonyitottak be, ugyanis a piacok matematikajanak az
elmélete akkor még nem volt kidolgozva. Black és Scholes kdzgazdasagi

megfontolasok alapjan levezette, hogy a V/(t,S) arfliggvény kielégiti az
alabbi parcialis differencialegyenletet, és a fenti formula ennek a megoldasa:

oV 1 5, ,0%V ov _
E"‘EUSﬁ—{—I’SE—I’V—O

ahol
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Markov-folyamatok

Markov-folyamatok
Egy (X:t)e>0 sztochasztikus folyamatot Markov-folyamatnak neveziink,
ha tetszbleges 7>t >0 id6pontok esetén
P(X- € B| Xs,s <t) =P(X: € B| X¢), BekB.
Ekkor a
prt(B|x) = P(X: € B | X; = x)

valésziniiségeket atmenetvalésziniiségeknek nevezziik. A Markov-
folyamat id6homogén, ha  p.+(B|x) = pr—t0(B|x) =: pr—+(B|x).

|

Chapman—-Kolmogorov-egyenletek

Ha (Xt)t>0 Markov-folyamat, akkor tetszéleges 0 <t <s <7 esetén

pr.t(Blx) = Apr,s(Bly)ps,t(dyIX)-
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Infinitezimalis generator

Tegyiik fel, hogy az (X¢)t>0 Markov-folyamat id6homogén és
sztochasztikusan folytonos a 0 pontban, tehat X; —p Xy, amint t — 0.
Legyen tovabba

Pu(Xe € B)=P(X; € B| Xo=x),  Ecf(Xe)=E[f(Xe) | Xo=x].

A folyamat infinitezimalis generatora a kdvetkezé formulaval definialt
f — Sf operator:
E.f(Xy)—f
(5F)(x) = lim /XD = F()

lim , x eR.

Az operatort azon f:R — R fiiggvényekre definidljuk, melyekre ez a
hatarérték minden x val6s szam esetén létezik. Az S operétor
értelmezési tartomanyat jeldlie D(S). Megmutathaté, hogy a korlatos és
mérheté fiiggvények elemei az értelmezési tartomanynak.
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Kolmogorov-egyenletei

Legyen (X:)e>0 id6homogén Markov-folyamat, mely sztochasztikusan
folytonos a 0 pontban. Egy u mérték esetén S*u jeldlje azt a
mértéket, melyre

/ (5F)(y)iu(dly) = / Fy)(S*m)(dy).
R

R

Az S* operatort az S adjungaltjanak nevezziik. Ekkor megfelels
tovabbi feltételek mellett teljesiilnek az alabbiak:

© Kolmogorov visszafelé halad6 egyenlete.

2 pe(BIx) = ((S)(BI) ().

@ Kolmogorov elérefelé haladé egyenlete.

2 pe(BIx) = ((5"p)(19)) (B).
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A Poisson-folyamat

A X =1 intenzitasi Poisson-folyamat id6homogén Markov-folyamat,
melynek atmenetvalésziniiségei

pe(ylx) = x,y €Ng, y > x.

A folyamat infinitezimalis generatora:
(SF)(x)=f(x+1)—f(x), xeNp.

A Kolmogorov hatra egyenlet:

0
5 Pt(BIX) = pe(Blx +1) — pe(Blx),

Az el6re egyenlet:

fipt(BIX) = pe(B = 1|x) — pe(Blx).
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A standard Wiener-folyamat

A standard Wiener-folyamat id6homogén Markov-folyamat, melynek
atmenet-siiriiségfiiggvénye illetve atmenetvalésziniiségei:

_ 1 (v —x)? _
pr) = e (YO i = [y ay.

A folyamat generatora:  (Sf)(x) = f"(x)/2, f € C? xecR.

A hatra illetve az elére egyenlet:

0 1 92 0 92
apt(BIX) = Eﬁpt(B‘X)a apt()"x)dy = 87)/2Pt()/|x)dy‘

Mindez a siirliségfliggvényekre atirva:

0 1 92 0 02
apt(B’X) = §ﬁpt(B|X), apt(ﬂx)dy = 87}/2&()4’()-
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Diffaziés folyamatok

Diffaziés folyamatnak neveziink egy olyan (X:)t>0 sztochasztikus
folyamatot, mely megfelels p,0: R — R fliggvények mellett megoldasa
a kovetkez8 egyenletnek: dX; = u(X;)dt + o(X¢)dW.

Diffaziés folyamatok infinitezimalis generatora

Diffaziés folyamat esetén

" (x)

2 )

(SF)(x) = p(x)f'(x) + o(x) feC? xeR.

A Kolmogorov hatra egyenlet:

9 pe(BIx) = n(x) - pe(Blx) +0*(x) 5 pu(Blx).

Az el6re egyenlet a siiriiségfiiggvényre:  p¢(B|x) = [ pe(y|x)dy

2
gtpr(BIX) = —aay (M()/)Pt(}’|x)> + ;;}/2 (02(y)pt(y!X)) :
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