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A valészinliségszamitas rovid torténete

+Mar az 6kori gorogok is?”: Nem, 6k még nem foglalkoztak véletlen
jelenségekkel.

16.-17. szazad: Nagyrészt szerencsejatékokkal kapcsolatos feladatok.
(Galilei, 1589; de Méré-probléma, 1654)

18.-19. szazad: Lassu fejl6dés, melyet nagyrészt az alkalmazasok
motivaltak. (Bernoulli, Laplace, Bayes, Gauss)

19. szazad vége — 20. szazad eleje: A val6sziniiségszamitas kezd
6nallé tudomanyteriiletté valni. Megjelennek az els§ altalanosabb
tételek. (Markov, Csebisev, Lévy)

@ Ezzel parhuzamosan fejlédésnek indul a matematikai statisztika.

1933: Andrej Nyikolajevics Kolmogorov. ,A valésziniiségszamitas
alapfogalmai” cimi miivében bevezeti a réla elnevezett axidmakat.
Azéta mindenki ezt az axiémarendszert hasznélja.

Az élet egyre tobb teriiletén alkalmaznak sztochasztikus modelleket:
biztositasmatematika, t6zsdei matematika, id6jaras és természeti
katasztréfak modellezése, orvosi kutatasok, mesterséges intelligencia.



A valészinliség kombinatorikus modellje

A valésziniiségszamitas (masnéven sztochasztika) a matematikanak a
véletlen tomegjelenségekkel foglalkozé teriilete. A fontosabb fogalmak:
o Tomegjelenség: Egy olyan jelenség, mely valtozatlan kériilmények
kozott tetszblegesen sokszor elGidézhets vagy megfigyelhets.
e Véletlen jelenség: Olyan jelenség, melynek lefolyasat az altalunk
figyelembe vehet§ tényez6k nem hatarozzak meg egyértelmien.

Véletlen kisérlet, valésziniiségi kisérlet: Véletlen tdmegjelenség.

o Kimenetelek, elemi események: A véletlen kisérlet lehetséges
eredményei. (Jelik: w.)

o Eseménytér: A lehetséges kimenetelek halmaza. (Jele: Q vagy U)

@ Események: a kisérlet aktualis kimeneteléhez kapcsolédé allitasok.
Egy esemény bekodvetkezik, ha a kisérlet aktualis végrehajtasakor
olyan kimenetelt kapunk, melyre ez az allitas igaz.

e Esemény valésziniisége: Ha sokszor megismételjiik a kisérletet,

akkor az esemény a végrehajtasok mekkora hanyadaban kovetkezik be.

(Ez egy rossz definici6, de egyelére megteszi...)



1. Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobckockat. Mik a kisérlet
lehetséges kimenetelei? Hiny kimenetel van? Mely kimenetelek esetén
kévetkeznek be az alabbi események, és mennyi a valosziniségiik?

a. A = hatost dobunk

b. B = péros szimot dobunk

Laplace-formula

Tegyiik fel, hogy a véletlen kisérletnek véges sok kimenetele van, és minden
kimenetelnek azonos a valésziniisége. Ekkor egy tetszéleges A esemény
valésziniisége a kovetkez6 formulaval szamolhaté ki:

kedvezé kimenetelek szama

P(A) =

osszes kimenetelek szdma

2. Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobcékockat kétszer egymas utan.
Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a dobott szamok 6sszege 77 Miben
valtozik a megoldas, ha egyszerre dobunk fel két kiilénbdz6 szind kockat?
Es mi a megoldas akkor, ha egyszerre dobunk fel két azonos szinii kockat?



3. Feladat. (Chevalier de Méré, Pascal, 1654.) Az alidbbiak koziil
melyiknek nagyobb a valésziniisége:
o 4 alkalommal feldobva egy szabélyos dobékockat legaldbb egyszer
hatost kapunk;
@ 24 alkalommal feldobva két szabalyos dobdkockat legalabb egyszer
dupla hatost kapunk?
Bénusz kérdés: hanyszor dobjunk fel egy szabalyos dobokockat, ha az a cél,
hogy 99% valdsziniiséggel kapjunk legalabb egy hatost?

4. Feladat. (Sziiletésnap paradoxon.) Egy 30 f6s osztilyban mennyi az
esélye annak, hogy van legalabb 2 tanulé, aki az évnek azonos napjan
sziiletett? Feltehetd, hogy az osztalyban nincsenek ikrek!

5. Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az 6toslottén. Mennyi az alabbi
események valdsziniisége?

a. Telitaldlatot ériink el.
b. Pontosan k taldlatot ériink el, ahol k € {0,1,...,5}.

¢. Kihizzak a 12-es és a 80-as szamot, és a 12 a masodik legkisebb
nyerészam.



6. Feladat. Egy gyarban a makaront gy csomagoljak, hogy egy-egy
dobozba két csokis, egy malnas és egy narancsos siitemény keriil. Anna a
harom baratngjével 6t napon keresztiil minden nap vésarol egy doboz
makaront, és a siiteményeket véletlenszeriien kiosztjsk egymas kézott.

Mennyi az alabbi események valdszinisége?

a. Anna hétfén, szerdan és csiitortékdn csokis, a tébbi napon nem csokis
makaront kap.

b. Anna pontosan 3 csokis makaront kap.
c. Osszesen 2 csokis, 2 malnas és 1 narancsos makaront kap.

d. Legalabb egyszer kap narancsos makaront.



Mdveletek eseményekkel, eseményalgebrak

Az események, mint logikai allitasok, reprezentalhatéak az eseménytér
részhalmazaival: Gsszegy(ijtjitk azokat a kimeneteleket, melyekre az adott
esemény bekovetkezik

@ Ennek a reprezentacidnak az az oka, hogy a valdsziniiségszamitas sok

eszkozt dtemel a mértékelméletb8l. Ehhez viszont halmazokra van
sziikség, nem logikai allitasokra.

P

@ A halmazokkal torténé reprezentacidnak didaktikai elénye is van: ez
egy j6 vizualizaciés eszkdz, le lehet ,rajzolni” az eseményeket.

7. Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobékockat. Mely halmazokkal
reprezentalhatoak az alabbi események?

a. A = 5-nél kisebbet dobunk

. B = paratlan szamot dobunk

b

¢. C = egész szamot dobunk
d. D = negativ szamot dobunk
e

. Avagy B; AésB; Aigen, de nem B; nem A



Miiveletek eseményekkel

Legyenek A és B események!

o Események Gsszege:
A+B=Avagy B=AuUB i

o Események szorzata:
A-B=AésB=AnB

o Események kiilonbsége: J—
A— B = (Aigen, de nem B) = A\B ‘_iEB >

o Egy esemény tagadasa:
—A=nem A=A ]

—_
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Eddig szamunkra egy esemény egy logikai allitas volt, melyet egy halmazzal
reprezentaltunk. A valdszindségelméletben az esemény maga a halmaz.

8. Feladat. Hany kiilonb6z6 esemény definidlhaté egy véges elemszami
eseménytéren?

Nevezetes események, kapcsolat az események kozott

o Az Q eseményt biztos eseménynek nevezziik, az J esemény
pedig a lehetetlen esemény.

@ Azt mondjuk, hogy az A és B események kizardak, ha diszjunktak,
tehdt An B = . A kizar6 események ,kizarjak” egymast, nem
kovetkezhetnek be egyszerre.

@ Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,

ha Ac B. Jelentése: ha A bekovetkezik, akkor B is bekovetkezik;
tehdt A= B.

OO @




Tekintsiink egy tetsz6leges véletlen kisérletet. Lattuk, hogy

@ az eseménytér () a lehetséges kimenetelek halmaza;

o az események halmazok, az eseménytér részhalmazai;

@ az eseményeken pedig miiveleteket lehet végrehajtani.
Természetes kdvetelmény: az eseményalgebrai miveletek révén kapott
halmazok legyenek események!

Jelolés:  P(Q) az Q halmaz hatvanyhalmaza.

Eseményalgebra

Legyen A c P(Q) tetszbleges halmazrendszer. Az A halmazrendszer
eseményalgebra az Q halmazon, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

o Qe A;

@ az A halmazrendszer zart az elemi halmazelméleti miveletek
megszamlalhaté sokszor val6 alkalmazasara.

Megjegyzések:
o Ha A eseményalgebra, akkor & = Qe A.

o Ha Q véges halmaz, akkor elég a véges sok miiveletre val6 zartsagot

megkovetelni. "



Tekintsiink egy tetszéleges véletlen kisérletet, és legyen €2 az eseménytér.

Eseményeknek nevezziik egy megfelel6en megvalasztott A < P(Q)
eseményalgebra elemeit.

9. Feladat. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy feldobunk egy szabalyos
dobokockat. Mi a legnagyobb és a legkisebb elemszamii eseményalgebra az
eseménytéren? Adjunk meg egy 4-elemii eseményalgebrat!

Az elemi események nem feltétleniil események! Emiatt szerencsésebb
kimeneteleknek nevezni Gket.

Melyik eseményalgebrat valasszuk? Erdemes a lehets legb6vebbet!

e Latni fogjuk: valdsziniisége csak eseménynek van, ami nem esemény,
annak formalisan nem létezik valésziniisége.

o Véges vagy megszamlalhatéan végtelen szamossagi eseménytéren
A ="P(Q) mindig j6 valasztas.
@ Viszont nem megszamlalhaté eseménytér mellett latni fogunk olyan

példat, amikor nem minden részhalmaz esemény!
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A valésziniiség definicidja és tulajdonsagai

Bekdvetkezési gyakorisag és relativ gyakorisag

Tekintsiink egy kisérletet, és egy ehhez kapcsol6dé A eseményt. Hajtsuk
végre a kisérletet egymas utdn n alkalommal!

o Bekovetkezési gyakorisag: k,(A) = hanyszor kovetkezett be az A
esemény az n ismétlés soran.

o Relativ gyakorisaga: r,(A) = k,(A)/n = a végrehajtasok mekkora
hanyadaban kovetkezett be az A esemény.

Eszrevételek:

o A valésziniiség hétkdznapi jelentése: a kisérletet sokszor végrehajtva
ilyen aranyban kovetkezik be a vizsgalt esemény.

o Ez matematikailag nem igaz! Egy szabalyos pénzérmét n = 1.000.001
alkalommal feldobva a fej aranya (relativ gyakorisiga) nem lehet 1/2.

o Tapasztalati tény: a kisérletet sokszor végrehajtva a relativ gyakorisag
egy valés szam koriil ingadozik, kozelit hozza. Ezt a szdmot nevezziik
valésziniiségnek:  r,(A) ~ P(A).

@ De ez még nem definialja a valdszintiséget. .



Milyen tulajdonsagokat varjunk el a valésziniiségtsl?
o Egy A esemény relativ gyakorisaga mindig 0 és 1 kdzés esik.
Elvaras: Legyen 0 < P(A) <1 minden A eseményre.
@ A biztos esemény relativ gyakorisaga:

rm(Q) = kn(Q)/n=n/n=1

Elvaras: A biztos esemény valésziniisége legyen P(Q) = 1.
@ Ha A és B kizaré események, akkor
k(AU B) _ ka(A) + kn(B)

m(Au B) = . = p = rp(A) + r(B)

Hasonlé médon mutathaté meg, hogy ha Aj, Ay, ... péronként
kizar6 eseményeknek véges vagy végtelen sorozata, akkor

r,,(Al VA U - ) = r,,(Al) + r,,(Ag) + -
Elvaras: Az ilyen eseményekre legyen

P(ALuAyu---)=P(A1) + P(A) +---

14



Valésziniiség, valosziniiségi mezé

Tekintsiink az Q eseményteret, és a A az eseményalgebrat, tehat az
események halmazat. Azt mondjuk, hogy a P: A — [0,1] fiiggvény
valésziniiség vagy valésziniiségi mérték az eseményalgebran, ha teljesiti
az alabbi két tulajdonsagot:

@ A biztos esemény valésziniisége P(Q) = 1.

o o-additivitas: Ha Aj, Ay, ... paronként kizaré eseményeknek egy
végtelen sorozata, akkor az egyesitésiik valészinlisége

P(ALUAy U---) = P(A) + P(A2) + - --

Az A eseményhez rendelt P(A) értéket Ggy nevezziik, hogy az A
valésziniisége. Az (Q, A, P) harmast valésziniiségi mezének hivjuk.

Ha az eseménytér véges, akkor a o-additivitas ekvivalens az additivitassal:
tetszGleges n>1 egészre é&s Ajp,..., A, paronként kizaré eseményekre

P(Ayu---UA,) =P(A1)+ -+ P(Ap)

15



Hogyan érdemes elképzelni a valdsziniiséget?

o Additivitas jelentése: Ha feldarabolunk
egy eseményt véges vagy
megszamlalhatéan végtelen sok részre, 7 L

Osszege egyenl8 a kiindulasi esemény
valészintiségével.

) oo - A ;
akkor a részek val6sziniiségeinek az H“W

P

e Ez a tulajdonsag jellemz8 minden mérésre (teriilet, ton
Ezért nevezziik a valdsziniiséget ,mértéknek”.

=
)}
o

id&, stb.)

@ Szemléletesen: Egységnyi nagysagi silyt széttertiink az eseménytéren,
ésaz A esemény valészinlisége az A halmaz &sszsilya.

A véletlen kisérleteket mindig egy megfelel6en megkonstrualt (Q,.A4, P)
valdsziniiségi mezével irjuk le:

@ az Q alaphalmaz a kimenetelek a halmaza,
@ a A eseményalgebra az események halmaza,

@ a P fiiggvény mondja meg az egyes események valdsziniiségét.
16



A val6szintség tulajdonsagai

A valésziniiség deniciéjabél kdvetkeznek az alabbi tulajdonsagok:

o Lehetetlen esemény valésziniisége: P(J) = 0.

o Additivitas: Tetszéleges n>1 egészre és Aip,...,A, paronként

kizaré eseményekre:
P(Ayu---UA,) =P(A) +---+ P(An).

Véges eseménytéren az additivitds ekvivalens a o-additivitassal.

e Szubadditivitas: Ha A, Ay, ... tetszbleges eseményeknek egy véges

vagy végtelen sorozata, akkor
P(AiuAyu---) < P(Ay) + P(A) +---.
o Komplementer esemény valésziniisége: P(A) = 1 — P(A).
o Kivonasi szabaly: Tetszéleges A és B események mellett
P(A\B) = P(A) — P(An B).
@ Monotonitas: Ha A maga utdn vonja a B eseményt, akkor
P(A) < P(B).

17



A val6szintség tovabbi tulajdonsagai

o Két esemény unidja: tetszdleges A és B eseményekre
P(Au B) = P(A)+ P(B) — P(An B)

@ Harom esemény unidja: tetszbleges A, B és C eseményekre

P(Au B u C) = P(A) + P(B) + P(C) — P(An B)
—P(AAC)—P(BAC)+P(AnBAC)

o Poincaré-formula avagy szitaformula: tetszéleges Ap,..., A,
események mellett i

P(Ay U+ U Ay) = > (—1)FH > P(A, A0 A
k=1

I1<ih<-<ik<n
kiilonb6z6 egészek

= P(A1) + -+ P(An)
— ketteses metszetek valésziniisége
+ harmas metszetek val6sziniisége
— négyes metszetek valésziniisége
. EPAIn--n A




Hogyan lehet bebizonyitani ezeket a formulakat?
e Formalis levezetés a val6sziniiség definicigjabél.
@ Heurisztikus megkozelités: mennyi a halmazok salya?

@ Ha a Laplace-formula alkalmazhaté: visszavezetjitk szamossagokra.

10. Feladat. Egy tarsasigban az emberek 40 szazaléka beszél angolul, 35
szazaléka németiil, 30 szdzaléka francidul, 15 szazaléka angolul és németiil,
20 szidzaléka angolul és francidul, 20 szézaléka németiil és francidul, végiil
az emberek 10 szdzaléka beszél mindharom nyelven. Véletlenszeriien
kivalasztunk egy embert. Mennyi az aldbbi események valdszinisége?

a. A kivdlasztott ember beszél angolul, de nem beszél németiil.
b. A kivdlasztott ember beszél németiil vagy francidul.
c. Pontosan két nyelven beszél.

d. Egyik nyelven sem beszél a hdrom kéziil.

19



Diszkrét valészinliségi mez&k

Diszkrét valésziniiségi mez6
Azt mondjuk, hogy egy (9, A, P) val6sziniiségi mez§ diszkrét
valésziniiségi mezd, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

@ Az eseménytér megszamlalhatd halmaz, tehat a lehetséges kimenetelek
egy véges vagy végtelen sorozatot alkotnak: Q = {wi,wy,...}.

@ Minden részhalmaz esemény: A = P(Q).

Diszkrét valdsziniiségi mezén a kimenetelek Gsszvaldsziniisége:
P({wi}) + P({w2}) + -+ = P({wi,w2,...}) = P(Q) = 1.
Egy tetsz8leges A © Q esemény valészintisége:  P(A) = >, o4 P({w}).

wa A
ROy
° ;3 ws °
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Klasszikus val6sziniiségi mezé

Azt mondjuk, hogy egy (Q, A, P) valésziniiségi mez8 klasszikus
valésziniiségi mezd, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

@ Az eseménytér véges: Q = {wi,...,wn}-
@ Minden részhalmaz esemény: A = P(Q).

@ Minden kimenetelnek azonos a bekdvetkezési valdsziniisége:

P({wl}) == P({OJN})

Laplace-formula

Klasszikus valésziniiségi mezén egy tetszéleges A esemény valdsziniisége:

|A| _ kedvezd kimenetelek szama

P(A) = =
A) |Q]  &sszes kimenetelek szama

Bizonyitas. Mivel minden kimenetelnek azonos a valésziniisége, ezért
minden kimenetelnek 1/|Q| a valésziniisége. Emiatt:

— Y P(fu}) - Z|Q| |'é'|

weA
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11. Feladat. Lajos kulcscsomdjan harom kulcs taldlhatd, ezek kéziil az
egyik a bejarati ajtot nyitja. Egy este a barataival italozik, és hazatérve
nem tudja megkiilénbéztetni a kulcsait. Emiatt véletlenszeriien és

visszatevéssel vilaszt djabb és ijabb kulcsot, mig ki nem nyitja az ajtdt.

a. Hany lehetséges kimenetele van a kisérletnek? Mennyi az egyes
kimenetelek valésziniisége?

b. Melyiknek nagyobb az esélye? Annak hogy paros, vagy annak, hogy
paratlan sok prébalkozésra lesz sziikség?

A mértani sor Osszegképlete: tetszéleges x € (—1,1) valds szam esetén

L4 x+x> 4= lim T+x+--+x")
n—o0
1—x 1—x"1  1-0
—_ 1 PR n = 1 =
_nIme(1+X+ —i—x)l_X nlew T T x

22



Geometriai valészin(iségi mezék

12. Feladat. EjtGerny6s ugrast hajtanak végre egy 500 m? teriiletii réten.
Az ugras akkor sikeres, ha az ugré a réten kijeldlt 10 m oldalhossziisagi
négyzetben ér foldet. Lajos kezd ejtSernyds, és a réten egy véletlenszerd
helyen ér foldet. Mekkora valosziniiséggel lesz sikeres az ugrasa? Mennyi az
esélye, hogy Lajos pontosan a négyzet geometriai kézéppontjara érkezik?

Az el6z6 feladat tanulsagai:

o Az Q eseménytér egy geometriai alakzat, a valds sik egy
részhalmaza. Ez egy nem megszamlalhat6 halmaz, tehat nem diszkrét
valdsziniiségi mez6rél van szé.

@ Lajos véletlenszerii helyen ér foldet, de ez az informacié most nem a
Laplace-formulara utal.

o Jeldlje wu(A) az Ac Q geometriai alakzat mértékét. A mérték
dimenziétdl fliggSen a hosszisag, a teriilet vagy a térfogat.

@ Nem minden A < Q halmaz mérhet8, ezért nem minden halmaznak

definialhaté a valészindsége. Nem minden A < Q esemény, A # P(Q).
23



Geometriai valdszinliségi mezék

Azt mondjuk, hogy egy (2, A, P) val6sziniiségi mez6 geometriai
valészin(iségi mezd, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

o Q c R valamilyen d > 1 egész szamra.
o Az Q halmaz mérheté és 0 < u(Q) < 0.
o Az események az Q mérhetd részhalmazai. (Tehat A # P(Q).)

o Egyenletességi hipotézis: Az események valdsziniisége egyenesen
aranyos az események mértékével, tehat minden A€ A halmazra
P(A) = cu(A) valamilyen ¢ > 0 konstans mellett.

Formula a valésziniiségre

N

N
|

N

Geometriai valészinliségi mezén tetszGleges A eseményre:

p(A)  kedvezd hosszisag/teriilet/térfogat
w(Q)  Bsszes hosszusag/teriilet/térfogat

Bizonyitas. A biztos esemény valdszintisége: 1 = P(Q) = cu(Q).
EbbSI ¢ — 1/u(Q), vagyis P(A) = cu(A) = u(A)/u(Q).



13. Feladat. (Bertrand-paradoxon, 1889.) Tekintsiink egy kort, és irjunk

bele egy szabalyos haromszéget. Véletlenszeriien valasszunk ki egy hart!

Mennyi annak az esélye, hogy a hir hosszabb, mint a beirt hadromszég

oldala? Vilaszoljunk erre a kérdésre az alabbi megkézelitések esetén:

a. Régzitjiik a har egyik végpontjat, és a masik végpontot véletlenszeriien
valasztjuk a kérvonalon.

b. Régzitiink egy sugarat (a kézéppontot a kérvonallal 6sszekétd szakaszt),
és véletlenszerien vélasztunk egy erre mer6leges hirt.

c. Véletlenszeriien valasztunk egy pontot a kérlapon, majd megszerkesztjiik
azt az egyértelmii hart, melynek ez a pont a felezéspontja.
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A feltételes valészintség

Adott egy véletlen kisérlet és az ezt leiré (2, A, P) val6sziniiségi mezé.
o Egy Ae A esemény valdsziniisége: a kisérletet sokszor megismételve
a relativ gyakorisag a val6sziniiség koriil ingadozik, r,(A) ~ P(A).
o Tegyiik fel, hogy van egy hattérinformacionk, tudjuk azt, hogy a B
esemény bekdvetkezik. Ezen hattérinformacié birtokdban mennyi az
A esemény valésziniisége?

Feltételes relativ gyakorisag

Tekintsiink egy kisérletet, és legyen A és B a kisérlethez kapcsolédé
esemény. Ekkor a kisérlet n alkalommal valé végrehajtasa utan az A
eseménynek a B eseményre vett feltételes relativ gyakorisaga:

kn(A A B)
kn(B)

A fenti formula csak akkor értelmezhets, ha k,(B) > 0.

ra(A|B) =




Példa. Tegyiik fel, hogy a kisérlet n =10 végrehajtasa utan a kdvetkezd
eredményt kapjuk:

Kisérlet sorszama ‘ 1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8 9. 10.
A bekovetkezései | A A A A A
B bekodvetkezései B B B B B B

Az A esemény relativ gyakorisdga: rio(A) = kio(A)/10 =5/10 =1/2
Az A feltételes relativ gyakorisaga: rig(A|B) = kio(An B)/kio(B) = 4/6
Vegyliik észre:

kn(AnB) ka(AnB)/n r(AnB) P(AnB)
WAB) =B T k(B)n B ~ P(B)

Tehat a feltételes relativ gyakorisaig a P(An B)/P(B) hanyados koriil
ingadozik. Ez az észrevétel motivalja a kovetkezé deniciét.
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Feltételes valdsziniiség

Legyenek A és B események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkor
az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valdsziniisége

P(An B)

P(AIB) = 553

A feltételes val6szinliség megmutatja, hogy mennyi az A esemény
valésziniisége, ha tudjuk, hogy a B esemény bekovetkezik.

//////////////////////////////////Q
7

Szemléletesen a kovetkezé dolog torténik:

o Kidobjuk azokat a kimeneteleket, melyek
nem kovetkezhettek be (B elemei).

o A B egy sziikitett eseménytér,” ezen
beliil nézziik az A halmaz silyaranyat.

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNN N NN
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Feltételes valésziniiség klasszikus és geometriai valésziniiségi mezén

Legyenek A és B események, P(B)>0. A P(A|B) feltételes
valésziniiség a kdvetkezé médon is meghatarozhaté: kidobjuk a B
halmazba esé kimeneteleket, majd alkalmazzuk az alabbi formulakat.

(i) Klasszikus val6sziniiségi mez6 esetén

P(A|B) = |An B|  megmaradt kedvezd

|B| megmaradt dsszes
(i) Geometriai val6sziniiségi mezd esetén

pE) = HANE) _ megmemdt lede
1(B) megmaradt dsszes

Bizonyitas.
P(An B) _ |An B|/|Q] _ |An B]

P(B) 1B/ Bl
P(AnB) _ AN B)/u() _ u(AnB)

(i) PAB = 5@y = uBu@) ~ u®

(i) P(A|B) =
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14. Feladat. Véletlenszeriien kivalasztunk egy hdromgyerekes csalidot, és
tekintsiik az alabbi eseményeket:

o A = a gyerekek kézétt van fiii és lany is

o B = a gyerekek kézbtt legteljebb egy lany van
Adjuk meg az A ésa B esemény valésziniségét! Mennyia P(A|B)
feltételes valésziniiség értéke, és hogyan értelmezhetd ez az eredmény?

15. Feladat. Egy metrévonalon 10 perces kbvetési idével jarnak a
szerelvények. Véletlenszerii id6pontban lemegyiink az allomasra.

a. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a kévetkez6 szerelvényre legfeljebb
5 percet kell varni?

b. Mennyi az esélye ugyanennek, ha tudjuk, hogy a legutobbi szerelvény
mar legalabb 3 perce elment?

c. Milyen kapcsolatban van az az esemény, hogy legfeljebb 5 percet kell
varni, és az, hogy az el6z6 metré mar legalébb 3 perce elment?
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16. Feladat. Autdval végig akarunk menni egy 30 km hosszi egyenes

Otszakaszon, de balesetet szenvediink egy véletlenszerii helyen. A kézelben

egyetlen egy mobiltelefon atjatszé torony van, ez az it felénél az attél 6

km tavolsigra taldlhaté. A torony egy 10 km sugari kbr alaki teriiletet

képes kiszolgaini.

a. Mennyi annak az esélye, hogy a baleset helye ebbe a kérbe esik, és
ezaltal telefonon segitséget tudunk hivni?

b. Mennyi a valésziniisége ugyanennek az eseménynek, ha a baleset az it
elsé 5 kilométeres szakaszan torténik?

17. Feladat. Tekintsiink egy tetsz6leges kisérletet, legyeneck A és B
események, tovabba tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Mennyia P(A|B)
feltételes valésziniiség értéke akkor, ha

a. A és B kizdré események;

b. B maga utdn vonja az A eseményt?

31



A feltételes valészintség tulajdonsagai

Felmeriilhet a kérdés, hogy a feltételes valdsziniiség valdban valdsziniiség,
azaz valdszin(iségi mérték-e.

A feltételes val6sziniiség valésziniiségi mérték

Legyen (Q, A, P) tetsz6leges valdsziniiségi mez6, B € A pozitiv
valésziniiségli esemény. Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
B) € [0,1].

@ A biztos esemény feltételes valészinisége: P(Q|B) = 1.

o Tetszéleges A eseményre P(A

o o-additivitas: tetszéleges Aj, Ap,--- € A kizaré eseményekre
P(Ay Ay U -+ | B) = P(A1|B) + P(A2|B) + - --

Ez azt jelenti, hogy a B eseményre vett feltételes valészintiség egy
valdszintiségi mérték. Kovetkezmény: a feltételes valdszintiségre teljesiil
minden olyan azonossag, amit bebizonyitottunk a valésziniiségi mértékekre.
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Mivel a feltételes valdszinliség valdsziniiségi mérték, teljesiilnek a kovetkezd
tulajdonsagok:

o A lehetetlen esemény feltételes valésziniisége: P(J|B) = 0.

o Additivitas: ha Ai,...,A, kizaré események, akkor
P(A1 U--UA, | B) = P(A1|B) +---+ P(A,|B).

A komplementer esemény valésziniisége: P(A|B) = 1 — P(A|B).
Monotonitas: Ha A; © Ay, akkor P(A;1|B) < P(Az|B).

Két esemény unidjanak a valdsziniisége:
P(A1 U Ay | B) = P(A1]|B) + P(A2|B) — P(A1 n A2 | B).

o Poincaré-formula...

Fontos: a fenti azonossagokban a B esemény rogzitett! A feltételes
valdszinliségben a feltételt nem lehet ilyen kdnnyen manipulalni. Példaul
altalaban P(A|B) # 1 — P(A|B).
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Bayes-formula (Bayes, 1763)

Legyenek A és B pozitiv valésziniiségi események. Ekkor

P(B|A) = P(ALB(LF;(B)

Bizonyitas. A feltételes val6sziniiség definiciéjabél kdvetkezik, hogy
P(B n A) = P(A|B)P(B).

Ekkor pedig:
or pecig P(BIA) — P(BﬁA) B P(A|B)P(B)
BIA="p@ =~ P

18. Feladat. Egy gyirban anyaghibds és méterhibis gyartmanyok is
késziilnek, és ezek a teljes mennyiség 25 illetve 40 szazalékat teszik ki. A
mérethibds darabok 6téde anyaghibas is egyben. Ha véletlenszeriien
kivdlasztunk egy gyartmanyt az anyaghibas darabok koziil, akkor az

mekkora eséllyel lesz mérethibas is?
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Teljes eseményrendszer

Azt mondjuk, hogy a Bi,..., B, események teljes eseményrendszert
(t.e.r.) alkotnak, ha teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

@ péaronként diszjunktak: tetszéleges i # j esetén B;n Bj = ;

o egyiittesen lefedik az eseményteret: By u---u B, = Q.

A teljes val6sziniiseg tétele

| \

Legyen Bi,...,B, pozitiv valésziniiségli eseményeket tartalmazoé teljes
eseményrendszer. Ekkor egy tetsz6leges A esemény valdsziniisége:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + - -- + P(A|B/)P(B/)

\

Bizonyitas. Az additivitasbdl és a feltételes valdsziniiség definiciéjabdl:

P(A)=P(AnBy)+---+P(An B,)
= P(A|B1)P(B1) +--- + P(A|B,)P(B,).



19. Feladat. Lajosnak lejart a bérlete, mégis felszall az els6 jarmiire, ami
hazaviszi. A megélléban 50% valésziniiséggel érkezik el6szér busz, 40%
valdsziniiséggel troli, a tébbi esetben pedig villamos. A buszon 30% eséllyel
jon ellenér, a trolin 20% eséllyel, a villamoson pedig 80% eséllyel.

a. Mennyi annak az esélye, hogy hazatelé utazva taldlkozik ellenérrel?

b. Ha otthon szomorian meséli el, hogy megbiintették, akkor mennyi a
valésziniisége, hogy villamossal utazott?

20. Feladat. Egy betegséget ezer emberbdl dtlagosan egy kap el. Létezik
egy sziirbteszt a betegségre, de ez csak 97%-0s megbizhatdsagu, azaz
ekkora a valésziniisége, hogy helyes eredményt ad, akar beteg valaki, akar
egészséges. Egy ember megvizsgaltatja magat, és a teszt eserménye
pozitiv. Mennyi a valdsziniisége, hogy tényleg beteg?
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Események fliggetlensége

Két esemény fiiggetlensége

Legyen A és B két tetszbleges esemény. Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha P(An B) = P(A)P(B).

| A\

A fiiggetlenséggel ekvivalens tulajdonsagok

Ha A és B pozitiv valésziniiségii, akkor az alabbiak ekvivalensek:
(i) A & B fiiggetlen egymastdl.

(i) P(A|B) = P(A).

(iii) P(B|A) = P(B).

\

Bizonyitas. Ha A és B fiiggetlen, akkor
P(A|B) = P(An B)/P(B) = P(A)P(B)/P(B) = P(A).
A forditott iranyért, ha P(A|B) = P(A), akkor
P(An B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).



21. Feladat. Feldobunk két szabalyos dobékockat.

a. Mutassuk meg, hogy ha a két dobas fiiggetlen, akkor mind a 36
kimenetelnek azonos a valdszinisége.

b. Adjunk példat olyan kisérletre, mikor a kockadobdsok nem fiiggetlenek.

22. Feladat. (Buffon-féle tiprobléma, 1777.) Adott egy papirlap, melyre
egymastél d > 0 tdvolsigra parhuzamos egyeneseket rajzoltunk.
Véletlenszeriien leejtiink egy ¢ < d hossziisaga tiit a papirlapra. Mennyi
annak az esélye, hogy a leejtett tii metszi valamelyik egyenest?

23. Feladat. Mi a kapcsolat a kizarésag (diszjunktsig) és a fliggetlenség
kézétt. Mikor lehet két esemény egyszerre kizard és fiiggetlen?
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Tobb esemény fiiggetlensége

Legyen A, Ap,... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata.

e Azt mondjuk, hogy az események paronként fiiggetlenek, ha barmely
kett fiiggetlen egymastél, tehat tetszéleges A; és A; kiilonbozs
eseményeket kivalasztva teljesiil, hogy P(A; n A;) = P(A;)P(A;).

e Azt mondjuk, hogy az események (teljesen) fiiggetlenek, ha
barmely n>1 egész esetén tetszéleges A;,...,A; kilonbozd
eseményeket kivalasztva

P(Ai1 AR Ain) = P(A/1) P(A’n) :

24. Feladat. Feldobunk két szabalyos pénzérmét, egy 10 és egy 20
forintost. Legyen A és B az az esemény, hogy a 10 illetve a 20 forintos
érmével fejet dobunk, és jelblje C azt az eseményt, hogy Gsszesen 1 fejet
dobunk. Mutassuk meg, hogy a harom esemény paronként fiiggetlen
egymastdl, de nem teljesen fiiggetlenek.
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A paronkénti fiiggetlenség azt jelenti, hogy akarhogyan is valasztunk ki két
kiilonb6z6 eseményt, ezek fliggetlenek lesznek egymastdl:

P(A;|A;) = P(A;) minden i #j esetén.

A teljes fiiggetlenség azt fejezi ki, hogy semmilyen kapcsolat sincs az
események kozott: tetszbleges Aj,...,A;,A; kiilonb6z6 eseményekre

P(AjﬁA,‘l ﬁ---ﬂA,'n)
P(A,'l MM A,'n)
P(A))P(Ai,) -+ P(A;,)

BZAEC R

P(Ai | Ay -0 Ay) =

Kapcsolat a kétfajta fiiggetlenség kozott

Ha az Aj, As,... események teljesen fliggetlenek, akkor paronként is
fliggetlenek. Az allitds megforditdsa nem igaz, tehat a paronkénti
fiiggetlenségbdl nem kovetkezik a teljes fiiggetlenség.

Bizonyitas. A teljes fiiggetlenségbdl n = 2 mellett azonnal kdvetkezik a
paronkénti fiiggetlenség. A megforditasra 6 ellenpélda az el6z6 feladat.



25. Feladat. Haromgyerekes csaladokban vizsgaljuk a gyerekek nemét.
Tegyiik fel, hogy a gyerekek neme fiiggetlen egymastol!

a. Mutassuk meg, hogy ha a gyerekek 1/2-1/2 eséllyel sziiletnek fiinak és
lanynak, akkor a 8 lehetséges csaladtipusnak azonos a valdsziniisége!

b. A valésagban a gyerekek 51% eséllyel sziiletnek fiinak. Ebben az
esetben is azonos a kimenetelek valészinisége? Adjuk meg a kévetkezé
események valdsziniiségeit:

o a gyerekek k6zott pontosan 2 fid van;
e az elsé gyerek fiii és a masodik lany;
e az elsé vagy a harmadik gyerek fiii.

Miveletek fiiggetlen eseményekkel

(i) Teljesen vagy paronként fiiggetlen eseményekbél kiindulva és kéziiliik
tetsz6legesen sokat elhagyva teljesen illetve paronként fliggetlen
eseményeket kapunk.

(ii) Teljesen vagy paronként fliggetlen eseményekbé! kiindulva és

tetsz6legesen sok eseményt a komplementerével helyettesitve teljesen
illetve paronként fiiggetlen eseményeket kapunk.
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Diszkrét valdszintiségi valtozok

Véletlen jelenségeket vizsgélva eléfordul, hogy nem kdzvetleniil a kisérlet
kimenetelére vagyunk kivancsiak, hanem egy véletlen mennyiségre, melyet
valamilyen médon szarmaztatunk a kimenetelbdl.

26. Feladat. Egy kaszinéban a kdvetkez§ jatékot lehet jatszani: a jatékos
feldob egy szabalyos dobdkockat, és a nyereményét az alabbi tablizat
alapjan hatarozzak meg.

dobott szam | nyeremény

1,2 0 Ft
3,45 1000 Ft
6 3600 Ft

a. Mi a véletlen kisérlet és mik a lehetséges kimenetelek?
b. Milyen hozzarendeléssi szaballyal irhatjuk fel a nyeremény nagysagat?

c. Mik a nyeremény lehetséges értékei?
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Valésziniségi valtozé

Legyen (Q, A, P) tetsz6leges valdsziniiségi mez8, és tekintsiink egy
£:Q—> R fiiggvéenyt. Ekkor a ¢ fiiggvényt valdsziniiségi valtozénak
nevezzilk. A & értékkészlete a lehetséges értékek halmaza. Jele: R.

Megjegyzések:
@ Ez a definicié6 nem teljesen pontos igy, erre majd még visszatériink.

o A val6sziniiségi valtozé gyakorlatilag egy véletlen szam: &(w).
Nem attdl véletlen, mert a hozzarendelési szabaly véletlen, hanem
attol, hogy a kisérlet w kimenetele véletlen.

Diszkrét valdsziniiségi valtozok

o A ¢ valbszinliségi valtozé diszkrét, ha az értékkészlete egy
megszamlalhat6 halmaz. (Példaul: az értékkészlet véges halmaz.)

e Valésziniiségeloszlas, salyfiiggvény: p, = P({ =x), xe€ Re.

o Egy diszkrét valdsziniiségi valtozé modusza az az érték, melyet a

valésziniiségi valtozé a legnagyobb valésziniiséggel vesz fel. A médusz
nem mindig egyértelm.
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Valészintiségeloszlasok karakterizaciéja

Tekintsiink egy véges vagy végtelen R = {xi,x2,...} € R halmazt és
egy ezzel azonos elemszami  p1, p2,... € R szamsorozatot. Ekkor az
alabbiak ekvivalensek.

(i) Létezik olyan ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé, melynek az R halmaz
az értékkészlete, és P(£ = x;) = p; minden / indexre.

(i) p1,p2,...=20 é pr+pp+---=1.

Bizonyitas. Az (i)=(ii) irany nyilvanvalé.
A forditott iranyért tegyiik fel, hogy (ii) teljesiil!

o Tekintsiink egy tetszbleges olyan Q = {wi,ws,...} halmazt,
melynek a szamossaga azonos R szamossagavall

o Legyen A =P(Q), éslegyen P({w;}) = p;i minden j-re!

o Legyen £:Q >R, &:wjr x; minden j-re!
Ekkor (9,4, P) egy diszkrét valészinliségi mez8, & egy valdsziniiségi
véaltozé, Re =R, és

P(§ = xi) = P({wi}) = pi.
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Adott egy ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé, Re = {xi,xo,...}. Tegyiik
fel, hogy tobbszor megismételjiik a véletlen kisérletet, és jeldlie &1,...,&,
a val6szintiségi valtozo értékeit az egyes végrehajtasok soran. Kérdés:
mennyi a megfigyelt értékek szamtani atlaga?
S+t k(f=x1) xaithk(§=x) x2+---
n n
=m=x1) xx+tm=x) x+--
RPE=x1)x1+PEl=x) x+---

Varhaté érték

Legyen & diszkrét valdsziniiségi valtozd, és tegyiik fel, hogy

Dyen, IXIP(E = x) < 0.

Ekkor a ¢ varhaté értéke: E(&) = erRE xP(€ = x).

o A varhaté érték jelentése: a £ atlagos értéke.

o A feltétel azt kdveteli meg, hogy a varhaté értéket definialé sor
abszolut konvergens legyen. Ha ez teljesiil, akkor az E(§) 0Osszeg
véges szam. Véges értékkészlet esetén ez a feltétel mindig teljesiil.



A varhaté értéket definial6 dsszegnek fontos jelentése van a fizikaban.

Képzeljiik el, hogy az x tengely egy végtelen hosszi sdlytalan rad.

@ Minden x € R¢ pontban a ridra egy kiterjedés nélkiili és p,

27

nagysagl tomeg van erd8sitve.

A rudat egy a€ R pontban aldtdmasztjuk.

(]

M, = er8kar - forgaté er§ = (x — a) - pxg,
ahol g a gravitaciés gyorsulas. A teljes forgatényomaték:
M = ZXERi M, = gZXeRg (X - a)pX‘
A rendszer egyensiilya szempontjabdl harom eset lehetséges:

e Ha M >0, akkor arid az 6ramutaté jarasanak iranyaba billen el.

e Ha M <0, akkor a rid az ellentétes iranyba billen el.
e Ha M =0, akkor a rud egyensilyban marad.

Atrendezéssel kapjuk, hogy az egyensily pontosan akkor teljesiil, ha
a= er}& Xpx, tehat ha a rudat a varhaté értéknél tamasztjuk ala.
Ezt a pontot a fizikaban salypontnak nevezik.

Az x pontban taldlhaté p, nagysagl tomeg forgatényomatéka:
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Variancia és szoras

Legyen & diszkrét valésziniiségi valtozod!

o Varhato értéktdl vald atlagos eltérés:

E(le-E©]) = X [x—E@|PE=x)

XER§
e Variancia:

Var(€) = E([¢ - @) = 3 [x— E©°P(§ = x)

@ Szoras: D(&) = 4/Var(§)

o A varhaté értéktél vald atlagos eltérés azt szamszerdsiti, hogy milyen
mértékben szérédnak a £ értékei a varhaté érték koriil. Hatranya:
nincsenek szép matematikai tulajdonsagai.

o Vegyiik észre:

D(£)=\/E([5—E(£)]2>~E( £~ E©) = £(le - E©)).

Tehat: széras ~ varhaté értéktdl valo atlagos eltérés.
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27. Feladat. A kaszinés feladatban jelélje & a nyeremény nagysigat!

a.

b.

A & valésziniiségi valtozé diszkrét?
Adjuk meg £ valdsziniségeloszlasat! A valésziniiségeloszlast
dbrazoljuk tablézatban és grafikonon is!

Mennyi annak az esélye, hogy egy jaték soran a jatékos nyer valamennyi
pénzt?

. Ellenérizziik le, hogy a kapott valésziniiségeloszlasra teljesiilnek a

valésziniségeloszlasokat karakterizalo tulajdonsagok!

Hatarozzuk meg & mdduszat vagy moduszait!

. Adjuk meg a nyeremény varhato értékét! Mi a varhato érték jelentése

ebben a feladatban?

Mennyi a jaték igazsagos dra?

. Szamoljuk ki a varhato értéktdl valé atlagos eltérést és a nyeremény

szorasat!
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Néhany nevezetesebb diszkrét eloszlas

Bernoulli-kisérlet

Egy véletlen kisérletet Bernoulli-kisérletnek neveziink, ha minddssze
kétfajta kimenetele van, egy p e (0,1) valésziniiségii kedvezs és egy
1 — p valésziniiségli kedvezétlen.

v
Bernoulli-eloszlas

A ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozé Bernoulli-eloszlasia vagy binaris
eloszlasit pe (0,1) paraméterrel, ha R ={0,1} és

Ekkor E(§) =p és Var(§) = p(l—p).

Bernoulli-eloszlast a legegyszeriibben a kdvetkez6 médon kaphatunk:
elvégziink egy Bernoulli-kisérletet, és legyen

¢ = 1, ha a kedvezs kimenetel kdvetkezett be,
0, ha a kedvezétlen kimenetel kévetkezett be.



28. Feladat. Haromgyerekes csaladokban vizsgaljuk a gyerekek nemét.
Tegyiik fel, hogy a gyerekek neme fiiggetlen egymastdl és a gyerekek 51%
eséllyel sziiletnek fignak. Jelélje & azt, hogy egy véletlenszeriien kivélasztott
haromgyerekes csaladban hany fid van. Adjuk meg & valdsziniiségeloszlasat,
varhatd értékét és szorasat!

Binomialis-eloszlas

A ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozé binomialis eloszlasi n > 1 egész és
p € (0,1) paraméterekkel, ha

P(gzk):<2)pk(1_p)n_ka kZOvla"wn'

Ekkor E(§) = np és Var(&) = np(1 — p).

A binomialis eloszlasi valtozé tipikus elGallitasa: n alkalommal egymastél
fiiggetleniil megismételiink egy Bernoulli-kisérletet, és £ a kapott kedvezé
kimeneteke szama.

50



29. Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az Stéslottén, és legyen € az elért

taldlatok szama.

a. Irjuk fel a & valésziniségeloszlasat és varhato értékét!

b. Milyen médon valtozna a megoldas, ha a lottészamokat visszatevéssel
hiznak ki? (A szelvényen ebben az esetben is 5 kiilonbéz6 szamot
kellene megjeldini, és azt nevezziik talédlatnak, ha egy nyerészamot a
szelvényen megjel6lt szamok kéziil hiznak ki.)

Hipergeometrikus eloszlas

A ¢ diszkrét valésziniiségi valtozé hipergeometrikus eloszlasia n, M, N
pozitiv egész paraméterekkel, ha

P(E = k) = 2550

Ekkor E(§) = nM/N.

Megjegyzések:
@ Hipergeometrikus eloszlas: a visszatevés nélkiili mintavételezést irja le.

o Visszatevéses mintavételezés esetén binomidlis eloszlast hasznalunk.



30. Feladat. Lajos kulcscsomdjan harom kulcs taldlhatd, ezek kéziil az
egyik a bejarati ajtot nyitja. Egy este a barataival italozik, és hazatérve
nem tudja megkiilénbéztetni a kulcsait. Emiatt véletlenszeriien és
visszatevéssel vilaszt djabb és ijabb kulcsot, mig ki nem nyitja az ajtot.
Jelélje € a sziikséges probalkozasok szamat!

a. Adjuk meg & valdsziniiségeloszlasat és varhato értékét!

b. Miben véltozik a megoldés, ha Lajos visszatevés nélkiil prébalkozik?

Geometriai eloszlas

A ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozé geometriai eloszlasi p e (0,1)
paraméterrel, ha

PE=k =1-p)*'p, k=12...

Ekkor E(£) =1/p.

Legyen adva egy p paraméteres Bernoulli-kisérlet. Addig ismételjiik ezt a
kisérletet egymastdl fiiggetleniil, mig végiil kedvezg kimenetelt nem kapunk.

Ekkor a prébalkozasok szama geometriai eloszlast kdvet p paraméterrel.
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Folytonos valészin(iségi valtozok

Folytonos valésziniiségi valtozok, siirliségfliggvény

Egy ¢ valésziniiségi valtozé (abszolit) folytonos eloszlasd, ha létezik
olyan f:R — R fiiggvény, hogy tetszbleges a < b valés szamok esetén

P(a<§<b)=J fe(x) dx.

a

rr

Ekkor az f: fiiggvényt a ¢ siiriiségfiiggvényének nevezziik.

v

A fenti definicidhoz sziikséges, hogy az f; fiiggvény integrélhaté legyen az
[a, b] intervallumon. Az integralhatésagot a jov6ben nem hangsilyozzuk:
ha felirunk egy integralt, akkor abba mindig beleértjiik, hogy létezik.

fe
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A folytonos val6sziniiségi valtozék néhany tulajdonsaga

Legyen ¢ folytonos valészintiségi valtozé f: siirtiségfiiggvénnyel! Ekkor
teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

(i) Tetszéleges a valds szam esetén P(£ = a) = 0.
(ii) A sirdségfiiggvényt definialé formula akkor is érvényes, ha az egyik
vagy minkét < jelet < jelre cseréljiik.
(iii) A slirliségfiiggvényt definialé formula a = —oo és/vagy b= 4+
helyettesitéssel is érvényes.

Bizonyitas. (i) P((=a)=Pla<é<a)={1f(x)dx=0

(ii) Csak egy esetet néziink, a tobbi hasonlo médon megy:
Pla<é<b)=Pla<&{<b)—PE= ng Jdx — 0

(ii) Csak egy esetet néziink, a tobbi itt is hasonlé médon megy:
Pla<é)=Pla<é<+w)=>iPla+tk<é<a+k+1)
= OSSLIEH x)dx = 7 fe(x)dx
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Egy folytonos valésziniiségi valtozé értékkészletét nem lehet meghatarozni
csak pusztan a siiriiségfiiggvény segitségével:
e Egy ¢ folytonos valdsziniiségi valtozé minden x valds szamot 0
valdsziniiséggel vesz fel értékiil.

e Emiatt nem elddnthetd, hogy a {{ = x} esemény bekdvetkezhet, csak
0 az esélye; vagy nem kovetkezhet be, mert a lehetetlen esemény.

Nem értékkészlet, de a gyakorlatban értékkészletként miikddik
Legyen R ={xeR:f(x)>0}. Ekkor P({eR)=1.

Bizonyitas. Az R halmazon kiviill f¢(x) <0, ezért

P(E¢R)=P(€R) = L%(X)dx <0.

Most P((¢ R) >0, ezért P((¢ R) =0, tehat P(eR)=1.
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A siirliségfiiggvények altalanos tulajdonsagai

Egy f:R —> R fiiggvény pontosan akkor egy ¢ folytonos valészintiségi
valtozo siirliségfliggvénye, ha teljesiti az alabbi feltételeket:

° tetszoleges a< b valés szamok esetén S f(x)dx =0
o {* dx = 1.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény siirliségfiiggvény! Ekkor:
o [Pf(x)dx = P(a<E<b) =0,
° St;‘gf(x)dXZ P(—o0 <¢<+w) =1

A forditott irany nehéz, mértékelméleti ismereteket igényelne.

A siirliségfuggvények elégséges feltétele

Tegyiik fel, hogy egy f:R — R fiiggvényre teljesiilnek az alabbiak:
° tetszc’SIeges x valés szamra f(x) >0,
° S x)dx = 1.

Ekkor Iete2|k olyan & folytonos valésziniiségi valtoz6, aminek f a
stirtiségfiiggvénye.




Hogyan definialjuk egy £ folytonos valésziniiségi valtozé varhatd értékét?
A diszkrét eset formulaja nem alkalmazhaté, hiszen P({ = x) =0 minden
x értékre. Otlet: kdzelitsiink egy diszkrét valésziniiségi valtozévall

@ Osszuk be a valés szamegyenest § > 0 hosszisagl intervallumokra:

[k6, (k +1)5), k €.
o Tetszéleges w kimenetel esetén legyen n(w) = kJ, ahol k azaz
egész szam, melyre &(w) € [kI, (k + 1)9).
o Ez egy j6 kozelités, hiszen |{(w) —n(w)| < minden w esetén.
o Ekkor n diszkrét valésziniiségi valtozd, és a valésziniiségeloszlasa:

(k+1)8
P(n = ké) = P(ké < € < (k +1)3) :J f (x)dx.
ko
o Ebbégl kovetkezik, hogy
(k+1)8
E(n) = Y. kéP(n = ki) = > J ki (x)dx
keZ kez, VKo

(k4+1)s +0
A Z J xfe(x)dx = J xfe(x)dx.
keZ, ko —0o0
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Folytonos valésziniiségi valtozé varhaté értéke

Legyen ¢ folytonos valésziniiségi valtozé f¢ siirtiségfiiggvénnyel.
Tegyiik fel, hogy

Q0
f |x|fe(x)dx < o0.
[e.0]

Ekkor a ¢ varhat6 értéke a kovetkezd formulaval van definialva:

E©) = [ xttoon

—0

Megjegyzések:

@ Ha az integralhatésagi feltevés teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a
valdszinliségi valtozénak létezik a varhatd értéke. Ebben az esetben
a varhato érték ténylegesen egy véges valds szam.

o Tegyiik fel, hogy egy [a,b] véges intervallumra teljesiil, hogy minden
x ¢ [a,b] szam esetén f¢(x) = 0. Ekkor az integrilhatésagi feltétel
automatikusan teljesiil, és a varhat6 érték létezik.

@ Szemléletesen: varhaté érték = atlagos érték.

@ Vegyiik észre a hasonl6sagot a diszkrét esettel! .



A diszkrét valésziniiségi valtozok varianciajat és szérasat a kovetkezs
médon definialtuk, feltéve(!), hogy a varhaté érték létezik:

Var(¢) = E([§ - E(f)]2>a D(€) = +/ Var()

Ezek univerzalis formulak, a folytonos esetre is alkalmazhatdak.

A variancia meghatarozasa

Legyen ¢ folytonos valésziniiségi valtozé f; sliriiségfiiggvénnyel, és
tegyiik fel, hogy létezik a varhaté értéke. Ekkor

+00

Var(§) = J [x — E()]*f(x)dx.

—a0

@ Heurisztikus bizonyitas: a varhaté értékhez hasonlé gondolatmenettel
egy diszkrét valdsziniiségi valtozéval kdzelitiink.

@ Preciz bizonyitas: analizisbeli eszkdzokkel megmutathaté, hogy egy
h:R — R fiiggvényekre megfelels feltételek mellett

E(h(©)) = §T% h(x)f(x)dx.
Alkalmazzuk ezt h(x) = [x — E(£)]? vélasztassal!
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31. Feladat. Egy folytonos & valésziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye az
alabbi fc fiiggvény:

x/2, 0<x<K2,
fy = 7% 0
0, kiilénben.

a. Abrazoljuk a fiiggvényt, majd adjuk meg a kévetkezd valdsziniiségeket:
PO<&<1), PQl<E<2)

b. Mennyi a valésziniisége annak, hogy a valtozo értéke pontosan 17
Mennyi az esélye, hogy a valtozé 1-nél kisebb, illetve annak, hogy 1-nél
nagyobb értéket vesz fel?

c. A siriségfiiggvény alapjan meghatarozhaté a & valdsziniiségi valtozo
értékkészlete? Ha nem, akkor adjunk meg azt a legsziikebb R c R
intervallumot, melyre P({ € R) = 1.

d. Ellendrizziik le, hogy az f. fiiggvény valdban siriiségfiiggvény!
e. Hatdrozzuk meg a £ viarhatd értékét!

f. Mennyia & variancidja és szérasa’
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Az eloszlasfliggvény

Amikor egy valésziniiségi valtozét vizsgalunk, akkor altalaban az alabbi
kérdésekre keressiik a valaszt:

o Mekkora valésziniiséggel esik a valtozé egy adott intervallumba?

@ Mekkora a valtozé atlagos értéke, tehat mi a varhaté érték?

@ Milyen mértékii a valtozé értékeinek széradasa, tehat mennyi a széras?
Ezekre a kérdésekre az alabbi eszkdzdkkel tudunk valaszolni:

o diszkrét valésziniliségi valtozé esetén: valdsziniiségeloszlas;

o folytonos val6sziniiségi valtozé esetén: siirliségfiiggvény.

Vajon van olyan univerzalis eszkdz, mely mindkét esetben alkalmazhats?
Olyan eszkdzre lenne sziikségiink, mely

@ minden fontos informéaciét tartalmaz a kapcsolatos val6sziniiségi
véltozéval kapcsolatban;

e de nem csak a diszkrét vagy a folytonos esetben alkalmazhatd.

Meglepé médon ilyen univerzalis eszkdz létezik.
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Eloszlasfiggvény

Legyen & egy tetsz6leges valdsziniiségi valtozé. A £ eloszlasfiiggvénye
azaz F;:R —[0,1] fiiggvény, melyet az alabbi formulaval definialunk:

Fe(t) = P <t), teR.

Megjegyzések:

o Tetszleges t valds szam esetén az F¢(t) érték azt mutatja meg,
hogy a & valtozé mekkora valésziniiséggel esik a a szamegyenesen a
t-t6l balra, tehat a (—oo, t) intervallumba.

o Az eloszlasfiiggvény tetszéleges valdsziniiségi valtozé esetén létezik,
nem csak a diszkrét vagy a folytonos esetben.

o Egyes tankdnyvek az eloszlasfiiggvényt az Fe(t) = P(( < t), teR,
egyenl6séggel definialjak. Ez kisebb valtozasokat okoz bizonyos
formulakban, de ez alapvet6en nem befolyasolja az alkalmazasokat.
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32. Feladat. Egy kaszinéban a kdvetkez§ jatékot lehet jatszani: a jatékos
feldob egy szabalyos dobdkockat, és a nyereményét az alabbi tablizat
alapjan hatirozzak meg.

dobott szam | nyeremény

1,2 0 Ft
3,45 1000 Ft
6 3600 Ft

Irjuk fel a nyeremény eloszlasfiiggvényét! Milyen kapcsolat fedezheté fel a
valésziniiségeloszlds és az eloszlasfiiggvény kézott?

Diszkrét valdsziniiségi valtozok eloszlasfiiggvénye

Egy diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye egy olyan lépcsés
(szakaszonként konstans) fiiggvény, mely pontosan a valtozé lehetséges
értékeiben ugrik, és egy t € R helyen az ugras nagysaga P(£ = t).
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33. Feladat. Egy folytonos ¢ valdsziniiségi valtozo siriiségfiiggvénye az
alabbi fc fiiggvény:

x/2, 0<x<2,
fe(x) = / e
0, kiilénben.

Irjuk fel a & eloszlasfiiggvényét! Milyen kapcsolat fedezhets fel a
siriségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény kézétt?

Folytonos valésziniiségi valtozék eloszlasfiiggvénye

Egy & valésziniiségi valtozé pontosan akkor abszolut folytonos, ha létezik
olyan f:R — R fiiggvény, hogy tetszbleges t € R esetén

Ekkor az f; fiiggvény a siirtiségfiiggvény, és fc = F/.
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Megjegyzések:
o Tekintsiink egy F:R — R fliggvényt! Akkor mondjuk, hogy az F
fliggvény abszolat folytonos, ha létezik olyan f: R — R, melyre

F(t) = Jt f(x)dx, teR.

Innen kaptak az (abszolat) folytonos valészinliségi valtozok a neviiket.
@ Sok tankdnyvben nem Ggy definialjak a folytonos valtozékat, mint mi
tettiik, hanem az el6z6 oldal piros dobozaval. Ebben a felépitésben a
mi definicionk csak egy tétel. Ennek az ) megkdzelitésnek van elénye
és hatranya is.
Elény: A mi definiciénk redundans, ez az @) definicié nem az.
Hatrany: Az (] definicié nehezen interpretalhatd, tovabb tart eljutni a
stirtiségfiiggvény szemléletes jelentéséig.

34. Feladat. Az el6z6 két feladat alapjan fogalmazzunk meg sejtéseket,
hogy az eloszlasfiiggvények milyen 4ltalanos tulajdonsagokkal rendelkeznek.

Szempontok: monotonitas, folytonossag, hatarérték a végtelenben. o



Az eloszlasfiiggvények altalanos tulajdonsagai

Egy F:R —[0,1] fiiggvény pontosan akkor egy ¢ valdsziniiségi
valtozé eloszlasfiiggvénye, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

@ F monoton novekvs;
@ F mindenhol balrél folytonos;

Val6sziniiségek szamitasa az eloszlasfiiggvény segitségével

Legyen & egy tetszbleges valésziniiségi valtozé, legyen F¢ az eloszlas-
fliggvénye, és legyenek a és b valés szamok. Ekkor:

(i) P(& < b) = Fe(b).
(i) P(€>a) =1— F(a).
(iii) Pa<§<b)=Fe(b) - Fe(a).

Bizonyitas. (i) Ez csak az eloszlasfiiggvény definiciéja.
(i) P€ 2 a) =1— P <a)=1— F(a).
(i) Pla< < b) = P(§ < b) — P(§ < a) = Fe(b) — Fe(a).
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35. Feladat. Az egyenletességi hipotézisnek megteleléen valasztunk egy
& véletlen értéket az [a, b] intervallumon. Adjuk meg a ¢
valésziniiségi valtozé értékkészletét, eloszlasfiiggvényét, siriiségfiiggvényét,
varhato értékét és szorasat.

Egyenletes eloszlas

Akkor mondjuk, hogy egy & folytonos val6sziniiségi valtozé egyenletes
eloszlast az [a, b] intervallumon, ha a siiriiségfiiggvénye

%(X)z{l/(b_a)a as<x<b,

0, kiilonben.
Ekkor b -
a —a
E() = . D() = :
©=2 CRE-
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36. Feladat. Az egyenletességi hipotézisnek megfelelen vilasztunk egy

véletlen pontot az r =2 sugari zart kbrlapon. Jeldlje & a vélasztott

pontnak a kdr kézéppontjatsl valé tavolsagat!

a. Adjuk meg a £ valdsziniiségi valtozo értékkészletét és eloszlasfiiggvényét!

b. Miben valtozik a megoldas, ha a kérlapbdl kivessziik a kézéppontot, és a
véletlen pontot a ,lyukas kérlapon” vélasztjuk? Es ha a kérvonalat
vessziik ki, tehat a nyitott kérlaprdl vélasztunk pontot?

c. Hatdrozzuk meg a £ valdsziniiségi valtozé medianjat!

Kvantilis, median

Legyen & valésziniségi valtozé, « € (0,1) konstans. Tegyiik fel, hogy a
Qo valés szamra P(€ < q,) = . Ekkor azt mondjuk, hogy g, a ¢
valészinliségi valtozé a-kvantilise. A g/, értéket medidnnak nevezziik.

@ Az a-kvantilisegy « ésegy 1 — a valdszinliségl részre osztja fel a
valtozo értékkészletét.

@ Az a-kvantilis nem mindig létezik, és ha létezik, akkor nem feltétleniil
egyértelmd. A kvantilis definialhaté olyan médon is, hogy mindig

létezzen és mindig egyértelmii legyen, de az a definicié bonyolultabb.
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37. Feladat. Van egy biztositisom, ami erre a naptari évre vonatkozik. A
statisztikai adatok szerint 90% eséllyel az év folyaman nem fog kar érni.
Viszont 10% eséllyel bekdvetkezhet a kdresemény, és ekkor a karérték
egyenletes eloszlast kévet 0 Ft és 1 millio Ft kbzbtt. Jeldlje & azt,
hogy millié forintban kifejezve milyen nagysagi kar ér ebben az évben!

a. Hatarozzuk meg a & valbsziniiségi valtozé értékkészletét!

b. Irjuk fel a ¢ eloszlasfiiggvényét! Ez most diszkrét vagy folytonos
valésziniiségi valtozé?

c. Egy heurisztikus gondolatmenettel adjuk meg a & varhaté értékét!
Mi a varhaté érték szemléletes jelentése ebben a feladatban? Mennyi a
biztositas ,igazsagos ara"?

Megjegyzések:

o Az el6z6 feladatban egy kevert eloszlast kaptunk, egy diszkrét és egy
folytonos eloszlast kevertiink Gssze.

@ Minden eloszlas megkaphaté ilyen médon? Nem, vannak tovabbi
eloszlasok is.

@ Az eloszlasoknak harom tiszta tipusa van: diszkrét, folytonos és
szingularis. Minden eloszlas megkaphaté ezen harom keverékeként.
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Az eloszlasfiiggvény definicidja:  Fe(t) = P(§ < t), teR.
Valésziniisége csak eseménynek van! Hogyan kell értelmezni a £ < t”
egyenlStlenséget, mint az eseménytér részhalmaza? A kdvetkezé médon:

{E<tl={weQ:uw)<t}c

Ez a halmaz mindig esemény, tehat eleme az eseményalgebranak? NEM!!!

A valészin(iségi valtozok preciz definiciéja

Legyen (Q,.A, P) a véletlen kisérletet leird valésziniiségi mez6. Egy
£:Q—> R fiiggvény mérhetd, ha tetszéleges t € R esetén

<t} ={weQ:&w) <t}e A

Ekkor a ¢ fliggvényt val6sziniiségi valtozénak nevezziik.

@ Diszkrét valdszintiségi mezén minden & :Q — R fliggvény mérhetd.
o Megmutathatd, hogy ha a mérhet8ségi tulajdonsag teljesiil, akkor
tetszéleges | — R intervallum esetén
{cel}={weQ:&w)el}e A
Tehata P((el)=P({weQ:&(w)el}) valésziniség jol definialt.
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A normalis eloszlas

Normalis eloszlas (Gauss, 1809)

Egy n folytonos valdszintiségi valtozé normalis eloszlast avagy Gauss-
eloszlast kovet peR és o >0 paraméterekkel, ha a siirliségfiiggvénye

£(x) 1 ,(x—g)z R
= 20 e .
A 277026 7 X

A normalis eloszlas siiriiségfiiggvényét Gauss-gorbének vagy masnéven
haranggorbének nevezziik.

—u=0,0=1
—pu=0,0=2
—u=0,0=05
—u=2,0=05




A normalis eloszlas alkalmazasai:
o Fizikai mérések elmélete: mért érték = igazi érték + mérési hiba.
A mérési hibat gyakran modellezik normalis eloszlassal.
o lIpari tolts- és vagéberendezések: ezek méréssel jarnak.
° Elettudoményok: szamos mennyiség (testmagassag, vérnyomas, 1Q)
normalis vagy a normalisbdl szarmaztatott eloszlast kdvet.

Standard normalis eloszlas

A p=0 é o =1 paraméteres normalis eloszlast standard normalis
eloszlasnak nevezziik. Jelolésben: 79 1. Stirliség- és eloszlasfiiggvénye:

o) = ——e 2 o) =Pma <= [ ebode




A normalis eloszlas tulajdonsagai

N
N
N
N
N
\ |
N

Legyen 7 normalis eloszlast p és o paraméterekkel!
(i) Az f, fiiggvény valéban siiriiségfiiggvény.

(i) E(n) =p & D(n) =
(i) Az (n— p)/o valésziniiségi valtozé standard normalis eloszlasa.
)

(iv Tetszoleges t valés érték esetén d(—t) =1 — d(t).

38. Feladat. Az IQ teszteket Ggy allitjiak 6ssze, hogy az eredmény a
feln6tt populacion beliil normélis eloszlast kévessen 100 pont varhatd
értékkel és 15 pont szérassal. (Létezik 20 pont sz6rasi teszt is.)

a. A felnétt népesség mekkora hanyadanak esik az IQ pontszama 70 ala?
Mekkora hanyad esik 90 és 120 pont kézé?

b. A Mensa egy nemzetkdzi egyesiilet, melynek célja, hogy dsszefogja a
magas intelligencidji embereket. Minden orszaghdl a népesség felsé 2
szazaléka léphet be. Hany pontos IQ a belépési feltétel?
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Ha 7 normalis eloszlasti ;1 és o paraméterrel, akkor tetszéleges a
és b val6s szamok esetén

(x ;1

b
b :J J dx .
) a V27ra
Ez az integral nem szamithatdak ki analizisbeli eszkdzokkel:
e az f, siirliségfiiggvénynek nem létezik véges zart alakban felirhaté
primitiv fliggvénye;
@ ezért nem alkalmazhatjuk a Newton-Leibnitz-formulat.

Hogyan szamoljuk ki a fenti valésziniiséget? Standardizalunk, tehat
attériink a standard normalis eloszlasra:

P(asngb)zp(a_“sn_”g b_“) :cb(b_“)—cb(a_”

g o o (o2 g

A o fliggvényre nem létezik kdnnyen szamolhaté matematikai formula.
Ehelyett a fliggvény értékeit tablazatbdl nézziik ki.

)
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A de Moivre—Laplace-tétel

39. Feladat. Feldobunk 100 alkalommal egy szabalyos pénzérmét, és
legyen & a kapott fejek szama! Adjuk meg & valésziniiségeloszlasat,
varhato értékét és szorasat! Mennyi az esélye, hogy legalabb 40, de
legfeljebb 60 fejet dobunk?
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A Galton-deszka (Francis Galton, 1889) egy szemléltetSeszkdz, a leirasa
elérhets a Wikipedian magyarul és angolul. (Lasd az el6z6 oldal abrajat!)

@ Ha a deszkdn n éksor van, akkor alul n+ 1 tartaly talalhatd.
Szamozzuk ezeket 0-tél n-ig.

o Leguritunk egy golyét a deszkan, és jeldlje £ azt, hogy a golyé melyik
tartélyba esik! Ekkor Re = {0,1,...,n}.

@ A golyo akkor esik a k-adik tartalyba, ha pontosan k éknél tér ki
jobbra. Tehat a £ binomialis eloszlast kvet n és p = 1/2 paraméterrel.

@ Ha sok (N) golyét guritunk le, mondjuk egy 1 méter magas
golydoszlopot, akkor a k-adik tartalyban a golyéoszlop magassaga:

(€ = k) ~ P(E = k) = (Z)pku )k = (Z) (;)

o Tehat ilyen médon vizualisan is meg lehet jeleniteni a binomialis
valésziniiségeloszlast.

o A Galton-deszkara idénként felfestik a Gauss-gorbét is: video.

o Egy interaktiv oldal, ahol valtoztatni lehet a paramétereket: animacid.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Galton-deszka
https://en.wikipedia.org/wiki/Bean_machine
https://www.youtube.com/watch?v=4HpvBZnHOVI
http://nagysandor.eu/AsimovTeka/Galton_hu/index.html

Vissza a feladathoz: ¢ a fejek szama n =100 pénzfeldobas utan.
o Az alabbi abran az oszlopok szélessége 1, ésa k érték feletti

oszlop magassaga P(& = k). Ekkor a kék tartomany &sszteriilete:

60 60
k—ao L P(E=k) = k=4oP(§:k):P(40<§§60)
o Legyen n normalis eloszlast valésziniiségi valtozé =50 és
o =5 paraméterrel. A piros szinii gorbe az 7 sirliségfiiggvénye.
@ A 40 és a 60 értékek kozott a siirliségfiiggvény alatti teriilet j6
kozelitéssel megegyezik a kék szinii tartomany teriiletével, vagyis

60
P(40 < € < 60) ~ fy(x) dx = P(40 < n < 60)
40
0,08 |
0,06 |
0,04 |
0,02 |

35 65
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de Moivre—Laplace-tétel (1738)

Legyen & binomialis eloszlasa valtozé n és p paraméterrel! Ekkor
tetsz6leges a < b valds szamok esetén

P<a< fszp) <b> L o(b)—b(a),  now.

Kovetkezmények:
o A tétel értelmében

P(a§ 5_7”[) < b) ~ P(a<mo1 < b).
np(1 — p)
@ Legyen 7 normilis eloszlast = np és o =+/np(1—p)
paraméterekkel. Ekkor
Pla<é<b)x~Pla<n<b),

A fenti kozelitések annal pontosabbak, minél nagyobb az n paraméter
értéke. Mar n > 20 esetén is szoktak hasznalni 6ket, de a tapasztalatok

szerint n > 50 esetén valnak igazan pontossa. 7



A nagy szamok torvényei

Adott egy véletlen kisérlet, egy A esemény és egy £ valdsziniiségi valtozé.
Megismételjiik a kisérletet egymastél fiiggetleniil n alkalommal. Legyenek

e r,(A) az A esemény relativ gyakorisaga;

@ &1,...,&, a & valdszinliségi valtozé megfigyelt értékei!

Tapasztalati tények:
o A relativ gyakorisag a val6sziniiség koriil ingadozik:  r,(A) =~ P(A).
o A megfigyelt értékek szamtani atlaga a varhaté érték kériil ingadozik:

b+t
n

Tudunk ennél tébbet mondani? Tudunk esetleg konvergenciat bizonyitani?
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Markov-egyenl6tlenség (1900 koriil)

Legyen & olyan nemnegativ értéki valésziniiségi valtozd, melynek létezik
a varhato értéke! Ekkor tetsz6leges a > 0 esetén

E©)

P& > a) < =

Bizonyitas. Vezessiik be a kdvetkez8 indikatorvaltozot:

1, ha¢>=a,
Heza) = 0, haé<a

Ekkor P({ > a) = E(I{5>a}) < E(§/a) = E(¢)/a, ugyanis
© Az Te-a Bernoulli-eloszlast kdvet p = P(§ > a) paraméterrel,
tehat E(I{£>a}) = P(f = a).
o P(Zyzny <&/a) =1, amibsl E(Zie=ay) < E(E/a).

@ A varhaté értékre vonatkozé azonossag: E(&/a) = E(§)/a.
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Csebisev-egyenl6tlenség (1860 koriil)

Legyen & olyan valésziniiségi valtozo, melynek létezik a szérasa! Ekkor
tetsz6leges a > 0 esetén

Pl - E©)] > a) < 2.

22

Bizonyitas. A Markov-egyenl6tlenség alkalmazasaval:

E(le— EQ©P) _ Var(©)

a2 a2

2
Pl - E@©)] = a) = P([c—E©F > &) <
Megjegyzések:
@ Markov Csebisev tanitvanya volt. A Markov-egyenl&tlenség egyszerii
bizonyitast ad a Csebisev-egyenl6tlenségre.

o A Csebisev-egyenl6tlenség nagyon pontatlan is tud lenni.

40. Feladat. Feldobunk 100 alkalommal egy szabdlyos pénzérmét! Adjunk
becslést annak a valésziniiségére, hogy legalabb 40, de legfeljebb 60 fejet
kapunk! Mennyire pontos ez a becslés?
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Val6szintiségi valtozok flggetlensége

Legyen &1,&,... valdsziniiségi valtozoknak egy véges vagy végtelen
sorozata. Akkor mondjuk, hogy ezek a valdsziniiségi valtozék (teljesen)
fliggetlenek, ha tetszéleges n > 2 egész, i,...,I, kiilonb6zé indexek
és xi,...,xp, valés szamok esetén

P(f,‘l <X1,...,£,'n <Xn) = P(é,’l <X1)---P(£,'n <Xn)

Megjegyzések:
o A fiiggetlenség definiciéja lényegében azt kdveteli meg, hogy a
{€y <x1},...,{&i, < xn} események fliggetlenek legyenek.
@ Hasonlé médon definialhaté a valtozék paronkénti fiiggetlensége is.

o Legyenek &1,&,... diszkrét valésziniiségi valtozok! Ezek pontosan
akkor fliggetlenek, ha minden n>2 egész, #i,...,i, kiilonbozé
indexek és xi,...,x, valésszamok esetén

P(f,'l =X1,...,€,',7 ZX,,) = P(§i1 =X1)---P(€,'n ZX,,)
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Azonos eloszlasa valésziniiségi valtozé

Akkor mondjuk, hogy kett6 vagy tobb valdsziniiségi valtozé azonos
eloszlasi, ha azonos az eloszlasfiiggvényiik.

Osszegvaltozé varhaté értéke és szérasa
Legyenek &;,...,&, tetsz8leges val6szintiségi valtozok!
a. Ha mindegyik valészin(iségi véaltozénak létezik a varhatd értéke, akkor
E(¢1+ - +&) =E&) +-+ E(&).
Ha ezen feliil a valtozék még azonos eloszlastak is, akkor
E(&+---+ &) = nE(&).
b. Ha a valtozék fiiggetlenek, és mindegyiknek létezik a szérasa, akkor
D2(& + -+ + &) = D?(&) + -+ + D?(&).
Ha ezen feliil a valtozék még azonos eloszlasuak is, akkor
D?(& +--- + &) = nD*(&).

N,

41. Feladat. Feldobunk egy szabilyos dobékockit 100 alkalommal.
Adjuk meg a dobott szamok bsszegének varhato értékét és szorasat!



A nagy szamok Csebisev-féle (gyenge) torvénye (1860 koriil)

Legyenek &;,&,... fiiggetlen és azonos eloszlasi valésziniiségi valtozék
véges szdrassal! Ekkor tetszéleges ¢ > 0 esetén

(

Bizonyitas. Most

bt b
n

— E(&1)

25)—>O, n — 0.

E(€+-+&)=nE&), D*&+ - +&)=nD*&).

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint:

"

SR E ) >5) = P(l(e+ -+ + &) — nE()] > ne)

_ D&+ + &) _ nD*(&)
h (ne)?  n2e?

— 0.

42. Feladat. Ujra és ijra feldobunk egy szabalyos dobskockat. A fenti
tétel alapjan mit allithatunk a kapott értékekrol?
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A nagy szamok Bernoulli-féle (gyenge) torvénye (1713)

Tekintsiink egy tetsz6leges véletlen kisérletet és egy A eseményt.
A véletlen kisérletet egymastél fiiggetlenil n alkalommal megismételve
legyen r,(A) a relativ gyakorisdg! Ekkor tetszéleges ¢ > 0 esetén

P(|r(A) — P(A)| =€) — 0, n — oo.

Bizonyitas. Vezessiik be a kdvetkez8 indikatorvaltozdkat:

{1, ha a k-adik végrehajtaskor A bekovetkezik,
k =

0, ha nem kovetkezik be.

Ekkor 73,7,,... fiiggetlen és azonos eloszlast valésziniiségi valtozok, és
mindegyik Bernoulli-eloszlast p = P(A) paraméterrel. Tehat a nagy
szamok Csebisev-féle térvénye szerint

T+ 4T,

P(Irm(A) - P(A)] =€) = P( .

E(Ty)

>5>—>0.

43. Feladat. Ujra és ijra feldobunk egy szabalyos dobskockat. A fenti

tétel alapjan mit allithatunk a kapott hatosok szamarél? o



Val6szindségi valtozék konvergenciaja
Legyen &1,&,... valdsziniiségi valtozéknak tetsz6leges sorozatal

@ A sorozat sztochasztikusan avagy gyengén konvergal egy a valds
szamhoz, ha tetsz6leges ¢ > 0 esetén

P(|én — a| =€) — 0, n — oo.

@ A sorozat 1 valésziniiséggel avagy erGsen konvergal az a-hoz, ha

P( lim &, = a) - P({weQ: lim &x(w) = a}) ~1.

n—o0 n—ao0

Megjegyzés: az erds konvergenciabél kdvetkezik a gyenge konvergencia, de
ez forditva mar nem teljesiil.

44. Feladat. Mutassunk példat egy olyan &1,&,... sorozatra, ami
sztochasztikusan konvergil, de 1 valésziniiséggel nem konvergal!

86



A nagy szamok Kolmogorov-féle (er6s) torvénye (1933)

Legyenek &;,&,... fiiggetlen és azonos eloszlasi valésziniiségi valtozék
véges varhato értékkel! Ekkor

P( fim LT e E(gl)) =1.

n—oo n
v

A nagy szamok er6s torvénye a relativ gyakorisagokra

Tekintsiink egy tetszéleges véletlen kisérletet és egy A eseményt.
A véletlen kisérletet egymastél fiiggetleniil n alkalommal megismételve
legyen r,(A) a relativ gyakorisag! Ekkor

P(nleoo r(A) = P(A)) ~1.

45. Feladat. Ujra és djra feldobunk egy szabalyos dobokockat. A fenti
tételek segitségével mit dllithatunk a kapott értékek atlagaird! illetve a
kapott hatosok szamardl? Teljesiilnek ezek a konvergencidk minden w

kimenetel esetén?
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A hétkoznapi életben idénként lehet hallanai azt a széfordulatot, hogy ,,a
nagy szamok torvénye szerint..." llyenkor pontosan mire gondol a kdlts?

Tekintsiink egy véletlen kisérletet és egy A eseményt, legyen P(A) > 0.
Ismételjiilk meg a kisérletet egymastol fiiggetleniil ajra és ajra. Ekkor
1 valészintiséggel

Ebbdl kovetkezik, hogy:
® A ku(A) sorozat nem lehet konstans 0, tehat

P(az A esemény valamikor bek'dvetkezik) =1.
© A ky(A) sorozat nem lehet korlatos sem, tehat
P(az A esemény végtelen sokszor bekévetkezik) =1

o Es ezekhez csak annyi kell, hogy A pozitiv valdszintiségii legyen.
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Statisztikai alapfogalmak

A valésag szamszer(i informaciéinak megfigyelésére, Gsszegzésére,
elemzésére és modellezésére iranyul6 gyakorlati tevékenység és tudomany.

Adott egy véletlen kisérlet és egy £ valdsziniiségi valtozd.

o Valoszinliségszamitas: Ha ismerjiik a £ valdsziniiségi valtozé
valdsziniiségeloszlasat vagy siirliségfliggvényét, akkor tudunk szamolni
valészintiségeket, varhaté értéket, szérast.

o Matematikai statisztika: Nem ismerjiik a £ valésziniiségeloszlasat vagy
striségfiiggvényét, ezért nem tudjuk kiszamolni ezeket az értékeket.
Ehelyett megfigyeléseket végziink a £ valtozoéra, és a kapott minta
alapjan vonunk le kdvetkeztetéseket.

A matematikai statisztikanak tobb teriilete van, mi kett6vel foglalkozni:
o Becsléselmélet: Adjunk becslést a varhaté értékre, szérasra, stb.

@ Hipotézisvizsgalat: Adott egy allitds a £ valtozéval kapcsolatban.
(Pl: E(&) =2.) Déntsiik el, hogy ez az allitas igaz vagy hamis.
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Statisztikai alapfogalmak

Hattérvaltozé: Az a & valészinliségi valtozé, melyet vizsgalunk.
Mintavételezés: A ¢ valdsziniiségi valtozé értékeinek megfigyelése
a kisérlet tobbszori végrehajtasa soran.

Statisztikai minta: Fiiggetlen &;,...,&, valdsziniiségi valtozok,
melyek azonos eloszlastak a & hattérvaltozéval. (Mintaelemek.)
Mintarealizacié: A &1,...,&, valtozék megfigyelés soran kapott
konkrét értékei.

Mintaméret: A megfigyelések szama (n).

Hogyan is torténik ez a gyakorlatban:

Kivancsiak vagyunk egy ¢ val6sziniiségi valtozé tulajdonséagaira.
Ezen a ponton a mintaelemek valdsziniiségi valtozék: még nem
tudjuk, hogy mik lesznek a megfigyelt értékek.

Elvégezziik a véletlen kisérletet n alkalommal, ezzel megkapjuk a
realizaciét, tehat a mintaelemek konkrét értékeit.

Elvégezziik a statisztikai elemzést a realizacién. (Mi a tovabbiakban

nagyrészt ezzel a lépéssel foglalkozunk.) o



Biostatisztikai megkozelités. Legyen adva élSlényeknek egy populacidja,
és tekintsiink egy mennyiséget az egyedeken (életkor, testtomeg, utédok
szama, stb.) Véletlenszeriien kivalasztunk egy egyedet, és ¢ jeldli a
vizsgalt mennyiséget a kivalasztott egyed esetében.

Valésziniiségszamitas: Ha ismerjik a ¢ valtoz6 valésziniiségeloszlasat
vagy siirliségfiiggvényét, akkor ki tudjuk szamolni a kovetkezd értékeket:

e E(£) = a vizsgalt mennyiség atlagos értéke a populacion beliil,

e D(&) = a vizsgalt mennyiség szérasa a populacion beliil,

o P(a < &< b)=arany a teljes populacién beliil.
Matematikai statisztika:

o Nem ismerjiik a vizsgalt mennyiség eloszlasat a teljes populacién beliil,

ezért nem tudjuk kiszdmolni a fenti értékeket.

o Helyette véletlenszerGen kivalasztunk n egyedet, és ezen egyedek
alapjan vonuk le kdvetkeztetéseket.

@ A statisztikai minta a vizsgalt mennyiség értéke a kivalasztott egyedek
esetében: &1,...,&,.
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Oszlopdiagram és kordiagram

Legyen a & hattérvaltozé diszkrét!
@ Oszlopdiagram: Oszlopokkal abrazoljuk, hogy az egyes értékek
hanyszor (vagy milyen aranyban) szerepelnek a mintarealizaciéban.

o Kordiagram: Korcikkekkel reprezentaljuk a mintat, a kézépponti
szogek aranyosak az értékek megjelenési aranyaval.

Példa: a vércsoportok ardnya egy nagy elemszami mintaban.

\ \ \ -

4%
40 |- §
32%
30 n
20 - 16% B
I 8% |
10 ] B (16%)
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Hisztogram

Legyen a & hattérvaltozé folytonos eloszlasa! Bontsuk fel a szamegyenest
azonos hosszisagl intervallumokra. Minden intervallumra allitsunk egy
olyan magas oszlopot, ahany mintaelem esik az adott intervallumba.

40 |
30 |
20 |
10 |
. DV %
0 20 40 60 80

A fenti grafikonon kékkel van abrazolva egy n = 100 elemszamia minta
hisztogramja. Nagy elemszam (tipikusan n > 100) esetén a hisztogram egy

j6 grafikus becslés a siirliségfiiggvényre, ugyanis a hisztogram teteje kdveti

a strliségfliggvény alakjat. (Lasd a piros figgvényt.)
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Empirikus eloszlasfiiggvény

Legyen a £ hattérvaltozé tetszbleges eloszlast! Az empirikus eloszlas-
fliggvény a kovetkezs fiiggvéeny: F,: R — [0,1],

Fn(x) = az x értéknél kisebb elemek ardnya a mintaban

v

A matematikai statisztika alaptétele

Jeldlie Fe a & elméleti eloszlasfiiggvényét. Ekkor 1 valésziniiséggel

max |Fa(x) — Fe(x)| — 0, n — 0.

A

e Az F, fliggvény egy véletlen fiiggvény, hiszen a mintaelemek
valésziniiségi valtozék. Nagy mintaméret esetén F = F,.

e Az F, fliggvény egy lépcsés fliggvény. A mintaelemeknél ugrik, és
minden mintaelemnél 1/n az ugras nagysaga.

@ A matematikai statisztikinak van értelme: a mintaban van elég
informacié ahhoz, hogy mindenre becslést tudjunk adni.

o A kovetkez8 oldalon: az empirikus eloszlasfiiggvény (kék) és az
elméleti eloszlasfiiggvény (piros) kiildnb6z8 mintaméretek (n) esetén.






Leird statisztikak, statisztikai becslések

Varhato érték és valdsziniiség becslése

Adott egy & hattérvaltozo és egy &1,...,&, minta. A varhaté értékre a
mintaatlag avagy empirikus varhato érték a legegyszeriibb becslés:

. Gt tb

£ = E©) o0~ E().

Egy A esemény ismeretlen valészintiségére a legyegyszeriibb becslés a
relativ gyakorisag a mintaban: r,(A) = P(A).

A becslések altalanos tulajdonsagai

Legyen a egy ismeretlen paraméter (varhaté érték, szoras, valdsziniség,
stb.), 4, pedig a becslése az n elemszami minta alapjan.

@ A becslés erGsen konzisztens, ha P(4, —» a) =1, amint n— o0.
o A becslés torzitatlan, ha E(4,) = a.
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A mintaatlag és a relativ gyakorisag tulajdonsagai

(i) A mintaétlag erésen konzisztens és torzitatlan becslése a varhaté
értéknek.

(ii) A relativ gyakorisag er6sen konzisztens és torzitatlan becslése a
valdszintiségnek.

Bizonyitas. (i) Az er6s konzisztencia kdvetkezik a nagy szamok
Kolmogorov-féle torvényébdl. Konzisztencia:

E<£1+...+£n) _ E(f1+"'+£n) _ nE(gl)

n n n

(ii) Mindent visszavezetiink az (i) allitasra.
o Legyen 7 az A esemény indikatorvaltozéja! Ekkor E(Z) = P(A).
o Legyen T7j,...,Z, a statisztikai minta erre az indikatorvaltozéra!

Ekkor
L+ + 1,

n
o Tehat a relativ gyakorisag egy mintaatlag, amivel az E(Z) = P(A)
varhaté értéket becsiiljiik.

rn(A)
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Hogyan becsiiljik meg a £ varianciajat? A varhaté értékre mar tudunk
becslést adni, alkalmazzuk azt!

(61— E©)P +- + [0 — E©)

n

var() = E([¢ — E©) ~

2 =2
N (& -¢) +','7'+(§n—€) — Var(6).

Ezek alapjan a széras becslése: D, (&) = +/ Var,(§) ~ D(§). Ezeket a

becsléseket empirikus variancianak és empirikus szérasnak nevezziik.

Az empirikus variancia és az empirikus széras tulajdonsagai:
o Ezek ergsen konzisztens becslések, tehat 1 valdsziniiséggel
Var,(§) — Var(§), D,(&) — D(§), n — oo.
@ Az empirikus variancia nem torzitatlan becslés, ugyanis
E(Varn(¢)) = =21 Var(¢).
Kévetkezmények:
e Nagy mintaméret esetén ezek pontos becslések.

o Kis mintaméret esetén lefelé torzitanak.
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Az el6z8 oldalon tapasztalt torzitast egy kis korrigalassal ki lehet javitani:
o Korrigalt empirikus variancia:
=2 =2
n (G -8+ -+ (& -9

Vara(€) = — Vara(€) = ]

o Korrigalt empirikus széras: D} (&) = 4/ Var}(§).
Ekkor megmutathaté, hogy:

@ ezek az (j becslések tovabbra is erésen konzisztensek lesznek;
@ a korrigalt empirikus variancia torzitatlan becslés, tehat kis elemszam
esetén pontosabb.

Empirikus median

A statisztikai minta (empirikus) medianja a kovetkez6 mutatészam:

. a kbzéps6 mintaelem, ha n paratlan,
qi2 = rn LRz )
/ a két kozépsé atlaga, ha n paros.

Megfelels feltételek mellett az empirikus median erésen konzisztens és
torzitatlan becsése a £ valészinliségi valtozé elméleti medidnjanak.
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46. Feladat. A kar hallgatéinak testmagassagat vizsgaljuk, jelolie & egy
véletlenszeriien kivalasztott hallgaté magassagat. Megfigyeléseket végziink
a véltozéra, a kbvetkezd realiziciot kapjuk: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

Adjunk becslést a testmagassag varhato értékére, szérasira és medidnjara!

— 180 + 175 + 188 + 168 + 173 + 183
£ = Eo(6) = : — 1778 ~ E(©),

180 — 177.8)2 + - - - + (183 — 177.8)2
Varg (&) = ! s e T 381~ Var(¢),

Ds() = v/43.81 = 6.62 ~ D(¢).

A kis mintaméret miatt (n = 6) a szérast jobb a korrigalt szérassal becsiilni:

6
Var(¢) = £ 4381 =5257,  DF(¢) = V5257 = 7.25 ~ D(¢).
A varhato érték és a széras becslését publikaciékban igy szoktak kézdlni:
177.8 £7.25 cm.

A mintaelemek ndvekvs sorrendben: 168, 173, 175, 180, 183, 188.
Az empirikus median a két kozépsé mintaelem szdmtani atlaga:

C71/2 = (175 + 180)/2 = 177.5.
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Gorbeillesztés, regresszié

Legyen adva két val6sziniiségi valtozé: £ és 7.

e Tobb alkalommal megfigyeljik a (£,7n) valtozépar értékeit, a
mintarealizacié:  (x1,y1), ..., (Xn, Yn)-

o Cél a valésziniiségi valtozok kozotti kapcsolat modellezése 7 ~ (&)
alakban, ahol f:R — R egy megfeleléen valasztott fliggvény.

o Linearis regresszi6: n ~ a + b, tehat f(x) =ax+ b. Keressiik
azt az a és b értéket, melyre ez a becslés a legpontosabb.

o Ez egy gorbeillesztés: azt az egyenest keressiik, amelyik a legjobban
illeszkedik a ponthalmazra.
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Legkisebb négyzetek médszere

A becslési hibak négyzetdsszegét minimalizaljuk: keressiik azon a és b

szamokat, melyekre .

S(a,b) = Z (vi —axi — b)2 —> min.

i=1

Hogyan kaphatjuk meg a minimumhelyet?
1. megoldas: Legyen X és y a két mintaatlag! Ekkor elemi algebraval:

S(a,b)zzn:[(y,-—ax,-)— *—ax] +Z[ — ax) —b]2

i=1
A masodik tag b =y — ax valasztassal 0 értéket ad. Tehat

n 2
S(a,b) = 2 [(y,- —ax) — (y — a?)]
i=1
Ez az a paraméternek masodfoka fiiggvénye. A minimmhely megkaphaté
a Viéte-formulak alkalmazasaval:

21 (i =X)(yi = ¥)

a = .

21 —%)?
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2. megoldas: A minimumhelyen a derivaltak nullaval egyenléek, tehat

:7:_22 Xla
:—:—22 —ax,—b

Ez egy linearis egyenletrendszer, az el6z6 oldalon kdzdlt megoldas kapjuk.

47. Feladat. A kar hallgatéinak testtémegét szeretnénk a testmagassag
alapjan becsiilni. Hat megfigyelésiink van a valtozékra:

testmagasség(cm)‘180 175 188 168 173 183
testtémeg (kg) | 102 64 93 52 82 77

Adjuk meg a regresszios egyenes egyenletét! Mennyi a regresszios becslés
hibaja a megfigyelt hallgaték esetében?
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Az el6z6 feladatban egy linearis fiiggvény segitségével modelleztiik a két
valtozé kapcsolatat, tehat egy egyenest illesztettiink a ponthalmazra.
Egyes alkalmazasokban mas fliggvénycsaladot érdemes valasztani. Példaul:

e Masodfoki regresszié:  f(x) = ax® + bx + c.

@ Reciprokos regresszi6: f(x) = a/(x + b) + c.

e Exponenciilis regressi6:  f(x) = aexp(bx) + c.

A paraméterek becslését ezekben az esetekben is a legkisebb négyzetek
mdédszerével szoktdk elvégezni:

Z (vi — f(x,-))2 —> min.
i=1

Viszont ezekben az esetekben mar nincs zart formula a paraméterekre, a
minimumhelyet numerikus kozelitéssel kell meghatarozni.

104



Konfidencia intervallumok

A statisztikdban egy minta alapjan kétféle formaban becsiilhetjik meg az
ismeretlen mennyiségeket (varhaté érték, szérast, stb.):
o Pontbecslés: Az ismeretlen mennyiséget egyetlen szammal becsiiljik
meg, és reménykediink benne, hogy nem tévediink nagyot.
o Intervallumbecslés: Egy intervallumot adunk meg, mely nagy
megbizhatésaggal tartalmazza a kérdéses mennyiséget.

Konfidencia intervallum a varhaté értékre

Legyen &i1,...,&, statisztikai minta egy £ val6sziniiségi valtozora, és
legyen « € (0,1). A minta alapjan felirt [a, b] intervallum egy 1—«
megbizhatésagi konfidencia intervallum a varhaté értékre, ha

P(E(g) € [a, b]> —1-a

@ A megbizhatésag altalaban 90%, 95% vagy 99% szokott lenni, a
biostatisztikaban tipikusan a 95%-ot hasznaljak.
@ A konfidencia intervallum hasonlé médon definialhaté tetszéleges mas

mutatészamra is (széras, variancia, median, stb.) 105



A mintaatlag eloszlasa normalis eloszlas esetén

Haa ¢ hattérvaltozé normalis eloszlasa, akkor a &€ = (& + -+ +&,)/n
mintaatlag is normalis eloszlasi valésziniiségi valtozo.

Legyen & normalis eloszlasi valésziniiségi valtozé ismeretlen o varhaté
értékkel és ismert o szérassal. Egy &1,...,&, statisztikai minta alapjan
adjunk konfidencia intervallumot a varhaté értékre!

Jelolje pg és oz a mintaatlag varhato értékét és szérasat. Ekkor

_ E(& +---+5n) _E(&)+ -+ E(&) _ nE(©)

)

X3

n n n
Ug_Dz fl+"'+€n _D2(£1)+"'+D2(£n)_nD2(§)_12
& n B n2 2

Tehdt pz=p és ogF=o0/+/n. A sirlségfiiggvények:
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El8sz6r megadunk egy olyan intervallumot, mely 1 — a valésziniiséggel
tartalmazza a ¢ valtozét. Az intervallumot most is [uz — cog, pug + cog]
alakban keressiik. Standardizalassal:

1—05=P(/L§——CG£—<§<,U§—+CU€‘)ZP(—C<£;_M <C)
3

=P(—c<m1<c)=d(c) = d(—c) = d(c) — [1 - d(c)] = 2¥(c) — 1

Tehat ®(c) =1— /2, amibsl c = d (1 —a/2). Ezt az értéket ki
tudjuk keresni a tablazatbdl tetszéleges o € (0,1) esetén.

g

A fenti nagy formulat a kdvetkez6 médon tudjuk tovabbalakitani:
l-a= P(ug—cagéggug—i—cag) = P(—E—Cag-ﬁ—ug <—E+ca§-)
— — — o - o

De hat ez éppen egy konfidencia intervallum az E(§) = o ismeretlen
varhaté értékre:

1—a=P(E(€)€ [f—C\Uﬁ75+C\Um])
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Konfidencia intervallum a normalis eloszlas varhaté értékére

Legyen & normalis eloszlasi hattérvaltozo ismert o szérassal. Ekkor a
varhato értékére a kdvetkezs formaban adhaté 1 — o megbizhatésagi
konfidencia intervallum:

e )

48. Feladat. Tegyiik fel, hogy a kar hallgatéinak testmagassaga normélis
eloszldsi o =7 cm szorassal. Adjunk 95% megbizhatdsagi konfidencia
intervallumot a testmagassag véarhaté értékére (az atlagos testmagassagra).

A minta: 180, 175, 188, 168, 173, 183.
A mintaméret és a mintaatlag: n=6, £ =177.8.
Most a = 0.05, ezért ¢ = d~ (1 —a/2) = ®~1(0.975) = 1.96.

Az intervallum:

[177.8 - 1.9676 , 177.8 + 1.961

7 \@] = [172.2, 183.4].
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Kérdés: Hogyan értelmezhets a kapott eredmény?
A mintavételezés soran a véletlen sok kiildnbdz6 mintarealizaciét sorsolhat
ki nekiink. Ezek két csoportba sorolhatdak:

o ,J6&" mintarealizacidk: az ezekbél szamolt konfidencia intervallum
tartalmazza az ismeretlen varhaté értéket. Ezek teszik ki az dsszes
lehetséges mintarealizacié 1 — « = 0.95 hanyadat.

@ ,Rossz” mintarealizaciok: ezek félrevezetSek, ugyanis a belélik
szamolt konfidencia intervallum nem tartalmazza a varhaté értéket.
Ezek alkotjak az Gsszes realizacié « = 0.05 hanyadat.

Kérdés: Ebben a feladatban j6 vagy rossz mintarealizaciét kaptunk?

Ezt nem tudjuk elddnteni. Csak reménykedhetiink benne, hogy a jék kdziil
kaptunk egyet, ugyanis ezek vannak tobbségben.

Kérdés: Miért nem szamolunk 99,99%-o0s megbizhatésaggal?

A magasabb megbizhatdsag szélesebb intervallumot jelent. A tdl széles
intervallum viszont neheziti az eredmény alkalmazhatésagat. A 95%-os
valasztas jellez8en j6 egyensilyt jelent a két cél (magas megbizhatésag és

sziik konfidencia intervallum) koézétt.
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Hipotézisvizsgalat, az u-proba

Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat a matematikai statisztika egyik teriilete. Adott egy
& hattérvaltozo és egy &1,...,&, statisztikai minta.

Null-hipotézis (Hg): Egy allitdis a £ valtozéra, ez lehet igaz vagy hamis.
A hipotézisvizsgalat feladata: a statisztikai minta alajan dontsiik el, hogy a
nullhipotézis igaz vagy hamis!

A hipotézisvizsgalati médszereket prébaknak vagy teszteknek nevezziik.
A nullhipotézis és a hattérvaltozéra vonatkozé informacié hatarozza meg,
hogy melyik prébat lehet alkalmazni.

Peéldak nullhipotézisre:
o HO : E(g) = 2,
@ Hy: P(¢=5)=0.2,

@ Hy : £ normalis eloszlas.
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A hipotézisvizsgalat menete

o Eldontjiik, hogy az adott szituaciéban melyik statisztikai préba
alkalmazhaté. Minden prébahoz tartozik egy prébastatisztika és egy
kritikus érték.

o A prébastatisztika a mintaelemek alapjan szamolhaté ki, jeldlje w.
o A kritikus értékre még visszatériink, ezt jeldlje c.

e Ha |u| < ¢, akkor elfogadjuk a nullhipotézist.
Ha |u| > ¢, akkor elvetjiik a nullhipotézist.

Az egész olyan, mint egy birésagi targyalas:
@ A nullhipotézis a vadlott szava (,artatlan vagyok”).
@ A statisztikai minta a bizonyitékok halmaza.

@ A prébastatisztika (u) azt fejezi ki, hogy a vadlott szava mennyire
van ellentmondasban a bizonyitékokkal.

o A c kritikus érték egy kiiszobérték. Ha |u| < ¢, akkor a bir6 hisz
a vadlottnak, és felmenti. Ha |u| > ¢, akkor nem hisz neki, és elitéli.
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49. Feladat. Tegyiik fel, hogy a kar hallgatsinak testmagassaga normaélis
eloszlasi o =7 cm szérassal. Teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy az
atlagos magassag 175 cm!

A minta: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

A mintaméret és a mintaatlag: n=16, £ =177.8.

Nullhipotézis: Hp : E(§) = 175.

Ha a vizsgalt valésziniiségi valtozé normalis eloszlast kdvet ismert szérassal,
akkor alkalmazhaté az Ggynevezett u-préba:

o Hipotetikus varhaté érték: o = 175.

@ Prébastatisztika:

&—po  177.8—175
o//n 7/4/6

o A kritikus érték: ¢ =1.96. (Erre majd még visszatériink.)

u = 0.98,

o Dontés: |u| < ¢, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.
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A hipotézisvizsgalat soran felléps hibak

Milyen hibdkat véthetiink a hipotézisvizsgalat soran:

o Elséfaji hiba: Elvetjiik az igaz nullhipotézist, tehat bértonbe kiildiink
egy artatlant. Valdsziniisége:

a = P(elvetjiik Ho-t | Ho igaz).

e Masodfaja hiba: Elfogadjuk a hamis nullhipotézist, tehat felmentiink
egy biindst. Valésziniisége:

B = P(elfogadjuk Ho-t | Ho hamis).
Még egy fogalom:

er6 = P(elvetjik Hop-t | Hy hamis) =1 — §.

A lehet8ségeket az alabbi tablazatban foglalhatjuk dssze:

elfogadjuk elvetjik

Ho igaz helyes dontés  els6faja hiba

Hy hamis | masodfaja hiba helyes dontés
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Mire hathatunk és mire nem a hipotézisvizsgalat soran?
o Akkor vetjiik el a nullhipotézist, ha |u| > c.
@ A nullhipotézis, a tesztelési médszer és a statisztikai minta adott: az
u prébastatisztika értékét nem tudjuk befolyasolni.

@ A ¢ kritikus értéket (=mennyire szigorti a biré) mi valasztjuk.
Meg lehet valasztani gy a kritikus értéket, hogy mindkét hiba alacsony
maradjon? Erre sajnos nincs lehet&ség:
magas kritikus érték = alacsony elséfaju hiba, de magas masodfaju hiba
alacsony kritikus érték = alacsony masodfaji hiba, de magas elséfaji hiba
Adott n mintaméret esetén a két hiba nagysdga egymassal ellentétesen
valtozik, ha médositjuk a kritikus értéket:
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Szignifikancia szint

A hipotézisvizsgalat soran az « elséfajiu hibat elére meg szoktuk adni, és
ezt a megadott értéket szignifikancia szintnek nevezziik.

A szignifikancia szint mindig egy alacsony érték. A legjellemz8bb az 5%, de
idénként 1% vagy 10% is szokott lenni.

Foglaljuk Gssze, hogy mi is torténik:
o A feladat megadja az « szignifikancia szintet (=elséfaja hiba).
@ Meghatéarozzuk a hozza tartozé kritikus értéket (c,) és teszteliink.
e A 3 masodfaji hiba lehet kicsi vagy nagy is, erre nincs rahatasunk.
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u-préba

Tegyiik fel, hogy
@ a ¢ hattérvaltozé normalis eloszlasl ismert o szérassal;
@ &1,...,&, statisztikai minta a hattérvaltozora;
@ up € R egy tetszbleges hipotetikus érték.
Ekkor a Hp : = pgp nullhipotézis tesztelhets a kdvetkezé médon:

o Prébastatisztika: _
uzf—m
a/y/n’

Co =071 (1 = a)
2

e Dontés: akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha |u| < c,.

o Kritikus érték:
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Kérdés. Miért ez a prébastatisztika, mikor fogadjuk el Hp-t?

5 fo _
TS oyn S

<:>£_Ca<:u0<€+caa<:>,u0€|:£ Ca—F—= v£+caa:|
7 7 ARV

lu<co &= —cxn<u<c =

Tehat a préba pontosan akkor fogadja el a g hipotetikus értéket, ha 1
az 1 — «a megbizhatésaga konfidencia intervallumba esik. Az intervallum
értelmezhets olyan médon, mint a ,hihet8” varhaté értékek halmaza.

Kérdés. Az u-préba tényleg betartja az elGirt elséfaji hibat?

P(elfogadjuk Ho-t | Ho igaz) = P(,uo € [5 ca\(}, E4 co— ] ‘u uo)

_ o o
:PME|:€ Ca—F 7£+Ca :|)=1—Ct.
( vn Vn
Ebbdl kdvetkezik, hogy

P (elvetjiik Ho-t | Ho igaz) = 1 — P(elfogadjuk Ho-t | Hp igaz) = a.
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Statisztika Microsoft Excelben

Statisztikai fliggvények a magyar illetve az angol nyelvii Excelben:

Mutatészam Magyar Excel Angol Excel
Mintaatlag ATLAG AVERAGE
Empirikus széras SZOR.S STDEV.P
Korr. emp. széras SZORAS STDEV
Median MEDIAN MEDIAN
Ca0/A/N MEGBIZHATOSAG | CONFIDENCE

Az Excel nem tudja az u-prébat végrehajtani, de a tesztelés elvégezhets a
konfidencia intervallum segitségével.

Linearis regresszio:
O Kijeldljiik a két adatsort
@ A meniiben ,Besziras”, ,Diagramok”, Pontdiagram”
© Jobb klikk az egyik pontra, majd , Trendvonal felvétele”

Q@ A ,Trendvonal formazasanal”: ,Egyenlet latszik a diagramon”
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