Pénziigyi folyamatok folytonos idoben

Kevei Péter

2014. marcius 4.



Tartalomjegyzék

1. Martingalok
1.1. Diszkrét idében . . . . . . . ..o
1.1.1. Definicidk, alapvetd tulajdonsagok . . . . . . . . . . ..
1.1.2. Megdllasiidé . . . .. ... ... ... ... ... ...
1.1.3. Tételek . . . . . . ..
1.2. Folytonosidében . . . . . .. ... .. ... ... .. .....
1.2.1. Definicidk és egyszert tulajdonsagok . . . . . . . . ..
1.2.2. Egyenl6tlenségek . . . . . .. ... ... 0L

2. Sztochasztikus integral
2.1. Wiener-folyamat . . . . .. ... ... ... ... ... ..
2.2. A sztochasztikus integral definicidja . . . . . . . . . . ... ..
2.2.1. Egyszerl folyamatok integralasa . . . . . . . . ... ..
2.2.2. A definici6 kiterjesztése . . . . . . ...
2.3. Tto-formula . . . . ... ... ...
2.3.1. Ito-folyamatok . . . . ... ... ... L.
2.3.2. Az Ito-formula . . . . ...
2.3.3. Tobbdimenziés Ito-folyamatok . . . . . . .. . .. . ..
2.3.4. Alkalmazdsok . . ... ... ... .. ... .. .....
2.4. Négyzetes valtozas és a Doob—Meyer-felbontas . . . . . . . ..
2.5, Mértékvaltas . . . . . . ...
2.5.1. A Wiener-folyamat karakterizaciéja . . . . . . . . . ..
2.5.2. Girsanov-tétel . . . . .. ..o

3. Folytonos idejili piacok
3.1. Piacok altaldban . . . . . . .. ..o
3.2. Black—Scholes modell . . . . . . . ... ... ... ...
3.2.1. Ekvivalens martingadlmérték és az igazsagos ar . . . . .
3.2.2. A Black—Scholes-formula . . . . . . ... ... .. ...
3.2.3. A CRR-formulatdl a Black—Scholes-formulaig . . . . . .

4. Diffiziés folyamatok
4.1. Markov folyamatok altaldnos elmélete . . . . . . . . . . .. ..
4.1.1. Definicidk . . . . .. ...
4.1.2. Kolmogorov egyenletek . . . . . . ... ... ... ..
4.1.3. Diffaziés folyamatok . . . . .. ...
4.2. Sztochasztikus differencidlegyenletek . . . . . . . . .. .. ..

13
13
17
17
19
23
23
25
31
32
35
37
37
38



Eloszo

A jegyzet a Szegedi Tudomanyegyetem Alkalmazott matematika MSc szakos
hallgatéi szaméra tartott Pénziigyi és kockazati folyamatok c. targy pénziigyi
matematika részé¢hez késziilt.

A targy keretében a diszkrét idejli értékpapirpiacok elméletét Gall Jozsef
és Pap Gyula Bevezetés a pénzigyi matematikdaba c. jegyzetének Opcidelmélet
fejezete alapjan targyaljuk. Jelen jegyzet a folytonos idejii piaci modellek
elméletét tartalmazza. A sztochasztikus integral elméletének kiépitésekor
Karatzas és Shreve [4] jegyzetét kovetjiik. Azonban egy heti 2 6rés targynal
nem jut id6 a sztochasztikus integralds altalanos elméletének kiépitésére.
Emiatt a bizonyitasokat altalaban csak specidlis esetben végezziik, és nem
tetszoleges folytonos martingal, hanem csak a Wiener-folyamat, ill. Ito-fo-
lyamatok szerinti integralast vezetjiik be. Ugyanakkor hangsulyozzuk, hogy
a legtobb tétel bizonyitasa szerepel a jegyzetben. A pénziigyi matematika
résznél sok helyen Elliott és Kopp Pénzpiacok matematikdja [3] c. konyvét
kovetjiik, a diffizids folyamatokat pedig Breiman [1] jegyzete alapjén térgyal-
juk. A diszkrét idejii martingdlok felépitését Csorgé Sandor [2] jegyzetébdl
vettiik at.

A jegyzet frasa a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 Nemzeti Kivaldsag
Program cimi kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt az Eurépai Unio
tamogatdasaval, az Eurdpai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.



1. Martingalok

1.1. Diszkrét idoben

Ebben a fejezetben osszefoglaljuk a diszkrét idejii martingalokra vonatkozé
legfontosabb éllitasokat. Csérgé Sandor jegyzetét [2] kovetjiik.

1.1.1. Definicidk, alapveto tulajdonsagok

Legyen (€2, A, P) egy val6szintiségi mez6, és ezen (F,), egy filtricid (azaz
o-algebrak monoton bovilé rendszere, /o C F1 C ... C F, C Fpa1 C ... C
A), és (X,,)n véletlen valtozdk sorozata. Az (X,,), sorozat adaptdlt az (F,)
filtraciéhoz, ha minden n esetén X,, mérhet6 F,, szerint. Az (X, F,) sorozat
martingdl, ha

(i) (X,) adaptélt az (F,) filtraciéhoz;
(ii) E|X,| < oo minden n esetén;
(iii) E[Xps1Fp] = X, m.b.

Az {X,, F,} sorozat szubmartingdl (szupermartingdl), ha (i), (ii) teljesiil,
és E[ X, 1| Fn) > X, (E[X,11]|F,] > X)) m.b. minden n esetén.

Vegyiik észre, hogy (X, F,) pontosan akkor martingal, ha szubmartingal
és szupermartingal. Tovabba, szubmartingal minusz egyszerese szupermart-
ingal, ezért minden szubmartingalokra bizonyitott allitas megfeleldje igaz
szupermartingdlokra, és martingalokra is.

1. Allitas. Legyen I véges vagy végtelen intervallum a szdmegyenesen,
P{X, € I} = 1 minden n esetén, p : I — R konvex figgvény, ¢o(X,)
integralhato.

(i) Ha (X,,F,) martingdl, akkor (o(X,), Fn) szubmartingdl.

(1) Ha (X, Fn) szubmartingdl és ¢ monoton nemcsokkend fiiggvény, akkor
(p(Xn), Fn) szubmartingdl.

Bizonyitds. (i): A martingal definicidja és a feltételes varhaté értékre vonat-
kozé Jensen-egyenlotlenség szerint

0(Xn) = ¢ (BE[Xp1|Fa]) < Elp(Xn)|Fal,

ami éppen az allitds. A (ii) bizonyitdsa hasonléan megy. O



Feladat. Lassuk be (ii) allitdst!

Véletlen valtozdk egy (Z,,) sorozata eldrejelezhetd az (F,) filtraciéra nézve,
ha minden n esetén Z,,_; mérheté F,, szerint.

Doob-felbontds.  Legyen (X, F,) szubmartingdl, Fo = {0,Q}. FEkkor
létezik (M,,, Z,) sorozat, melyre (M, F,) martingdl, Z1 =0, Z; < Zy < ...
m.b., és Z, elorejelezhetd. Tovdbbd, ez az elddllitds egyértelmi.

Az éllitas azt mondja, hogy a szubmartingdlban benne levo driftet le
tudjuk valasztani.

Bizonyitds. Legyen Z; = 0 m.b., és n > 2 esetén Z, = Y ,_,BE[X; —
Xk—1|Fk—1]. A szubmartingal definicidja szerint Z, m.b. monoton nemcsok-
keno, hiszen

Zn — Zp1 = B[X, — Xp_1|F_1] >0 m.b.

Az elérejelezhet6ség is vilagos. (Ezzel levilasztottuk a driftet.) Legyen M,, =
X, — Z,,. Konnyen ellendrizhetd, hogy ez valéban martingdl. Ezzel a 1étezést
belattuk.

Az egyértelmiiség bizonyitasa a kovetkezéképp megy. Legyen {M* Z*}
egy, a feltételeknek eleget tevo sorozat. Ekkor a feltétel szerint 77 =0 = 7,
m.b. Teljes indukciéval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy n — 1 esetén igaz az
allitas, azaz 2 | = Z,—1 m.b., és M _, = M, m.b. Ekkor

Zr=E

n

[Z7|Fn-1] elorejelezhetdség

(X, — M| F—1] definicié

[Xy|Fro1] — M), martingalsdg
(X, | Fr1] — M,—1  indukcids feltétel
[X,, — M,|F,—1] martingdlsig

| Zn|Fn-1] definicié

n elorejelezhetoség.

A (Z,) folyamat az (X, F,,) martingal névekvd folyamata.

1.1.2. Megallasi id6

A 7 : Q — Nnemnegativ egész értékii (kiterjesztett) véletlen valtozo megdlldsi
idd az (F,) filtraciéra nézve, ha minden n esetén {r <n} € F,.



Vegyiik észre, hogy a definicidban megengedjiik, hogy 7 pozitiv valdszi-
niiséggel vegye fel a co értéket.

1. Lemma. Az aldbbiak ekvivalensek:
(i) T megdlldsi idd;
(i1) {T > n} € F, minden n esetén;

(i) {T =n} € F, minden n esetén.

Bizonyitds. A bizonyitas a o-algebra elemi tulajdonsdgain muilik. O]

Feladat. Bizonyitsuk be a lemmaét!

Legyen 7 megéllasi id6 az {F,} filtracidra. A 7 eldtti események o-
algebrdja / pre-T o-algebra az

Fr={AeA: An{r <n} € F, ¥n}

formuléaval definidlt o-algebra.
Feladat. Mutassuk meg, hogy F, valoban o-algebral

Az F, o-algebra azt informdciét tartalmazza, amit éppen a 7 megallasi
idoig gytjtiink ossze.

Legyen {X,} véletlen valtozdk egy sorozata, T megallasi id6. Ekkor X,
az a véletlen véltozd, melyre X, (w) = X, (w), w € Q.

2. Allitas.
(1) Ha T megdlldsi id6, akkor T mérhetd F, szerint.
(it) Ha T =k, akkor F, = Fy (azaz a jelolés konzisztens).

(i1i) Ha o, megdlldsi iddk, akkor min{o, 7} = o AT és max{o, 7} =oV T
15 megdlldsi dok.

(iv) Ha o <1 m.b., akkor F, C F;.

(v) Ha {X,} adaptdlt és T megdlldsi idd, akkor X, mérhetd F, szerint.

Bizonyitds. A o-algebra tulajdonsagain mulik. m

Feladat. Bizonyitsuk be az allitast!



1.1.3. Tételek

Opcionalis megallasi tétel (Doob).  Legyen (X,,F,) szubmartingdl,
o, T megdlldsi idék, o < T m.b. Tegyiik fel, hogy E|X,| < oo, E|X,| < 00 és
liminf,,_, f{7>n} | X, |dP = 0. Ekkor E[X,|F,] > X, m.b.

A tétel feltételei mellett, ha {X,, F,} martingdl, akkor E[X,|F,] =
m.b.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 7 korldtos, 7 < m. A szubmartingal és a
feltételes varhaté érték definicidja szerint azt kell megmutatnunk, hogy min-
den A € F, eseményre

/ (X, — X,)dP > 0.
A

frjuk at az integrandust

Xe=Xo= > (Xp—Xpo1) =) 10 <k <7)(Xp — Xpa)
k=o+1 k=2
alakba. Vegyiik észre, hogy AN{o <k <7} =(AN{o <k—-1})Nn{r <
kE — 1} Itt a metszet elsé tagja F, definicidja szerint Fj_i-mérhetd, a
masodik tagja pedig a megallasi id6 definicidja szerint, igy a metszet maga is
elem az Fj_; o-algebranak. Ezt, feltételes varhaté érték és a szubmartingdl
definici¢jat hasznalva

/(X — X,)dP = /Zla<k<7)(Xk—Xk1)dP
A

k=2

= Z/ (Xy, — Xp_1)dP
k=2 Y An{o<k<t}

m

- Z/ (E[Xk|Fr-1] = Xp—1)dP >0,
k An{o<k<T}

ami éppen a bizonyitando.

Az altalanos esetben a 7,0 megallasi id6krol at kell térni a 7 An, o An
korlatos megallasi idokre, és belatni, hogy a kimaradd tagok 0-hoz tartanak
egy részsorozat mentén. Ezt nem bizonyitjuk, a részletekért lasd [2]. m

1. Kovetkezmény. Ha E|X,| < oo és liminf, f{7>n} | X, |dP = 0,
akkor ha



(1) {Xn, Fn} szubmartingal, akkor E[X,|Fi] > X; m.b., és persze EX, >
EXI;

(11) {X,, Fn} martingdl, akkor E[X,|Fi] = X1 m.b., és persze EX, = EX].

Fontos megjegyezni, hogy a tételben szereplo feltételek nem csupéan tech-
nikai feltételek. Legyen S, egy egyszerl szimmetrikus bolyongas az egyene-
sen. O martingdl a az altala generdlt természetes filtraciéra nézve. Tudjuk,
hogy az egydimenzids bolyongas rekurrens, ezért majdnem biztosan eléri
az 1-et. Legyen az elérés idépontja 7. Ekkor 7 megdlldsi id6, és persze
S, =1+# 85, =0. Csak a liminf, . f{7>n} | X,,|dP = 0 feltétellel lehet baj,
és valoban, ez nem teljesiil.

Doob maximadl egyenl6tlensége. Legyen (Xi, Fi) szubmartingdl és le-
gyen M, = max<y<, Xi. Ekkor tetszbleges k > 0 esetén

tP{M, >z} < / X,dP <EX,,

{Mpn2x}
ahol a™ = max{a,0} az a € R szdm pozitiv részét jeldli.
Bizonyitds. A méasodik egyenl6tlenség nyilvanvald, hiszen a bal oldalon X,
valtozot integraljuk egy halmazon, a jobb oldalon pedig ugyanezt a valtozét
integralom ott, ahol az pozitiv.
Legyen 0, = min{k : X, >z, k=1,2,... ,n}Vn. Ekkor o, megallasi id6

(HF), és persze o, < n. Vegyiik észre, hogy {M,, > x} € F,, . Az opciondlis
megallasi tételt hasznaljuk a o = 0, 7 = n szereposztassal. Igy

eP{M, >z} < / X, dP < / X, dP,
{Mn>=} {Mn>z}

ahol az elsO egyenlétlenség a o, definiciéja miatt, a masodik pedig az op-
cionalis megallasi tétel miatt teljesiil. Ezzel a tételt belattuk. O]

2. Kovetkezmény. Ha (X, Fi) szubmartingdl és x > 0, akkor

1
P{sup X,, >z} < —sup EX.
n €T n

Bizonyitds. Hasznaljuk az el6z6 tételt a monoton konvergenciatétellel kom-
binalva. n



Feladat. Bizonyitsuk be az allitast!

A maximél egyenlétlenség kovetkezményeként belatjuk, hogy ha a szub-
martingdlra teljesiil bizonyos integrélfeltétel, akkor a szuprémumra is. Ehhez
sziikségiink lesz az aldbbi lemmara. Vegytik észre, hogy az lemméban szereplo
egyenlotlenség pontosan olyan tipusd, mint amit a maximal egyenlétlenség
allit.

2. Lemma. Legyenek X,Y nemnegativ véletlen vdltozok, melyekre

1
P{XZx}S—/ YdP, z>0.
(x>0}

xz

Ekkor tetszoleges p > 1 esetén

» \’
EX? < <—) EY?.
p—1

Bizonyitds. Felhasznaljuk, hogy nemnegativ X valtozo esetén
EX? = / prP 1 — F(z)]d.
0

Ez a Fubini-tétel egyszerii alkalmazéasaval igazolhato, hiszen

EX?P = / XPdP = / / ]{I<X(w)}(x)pmp_1dde(w)

Q QJo
= / prP 1 — F(z)]dx.

0

Az allitas bizonyitasa is hasonld, csak még a Holder-egyenl6tlenséget is fel-



hasznaljuk:

EXP:/ paP~dx
0

< / a1t /X>x}Y(w)dP(w)dx
/ /pxp [(X(w) > 2)Y (w)dP(w)dx
_ /Q Y (w) < /O . de) dP(w)

/YXP1 P ——dP
Q

p p—
< (Eyp)l/P (EX(p—l)q) 1/a
=51
__ P (EY?)/? (EXP)'/4,
p—1
ahol p és ¢ konjugdlt kitevék, azaz 1/p + 1/q = 1. Az egyenlétlenséget
atrendezve kapjuk az allitast. O

3. Kovetkezmény.
(1) Legyen (X, Fr)i_, nemnegativ szubmartingdl. Ekkor minden p > 1
esetén
» \?
EMP < (—) EX?.
p—1
(ii) Legyen { Xy, Fi} nemnegativ szubmartingdl. Ekkor minden p > 1 esetén

P
Esup X? < (Ll) sup EX?.
n p - n

Mindkét &llitast a p = 2 specidlis esetben alkalmazzuk. A (ii) pont szerint
ha valamely p > 1 esetén sup, EX? < oo akkor Esup, X? < oco. Fontos
latni, hogy ez nem igaz a p = 1 esetben, azaz sup,, EX,, < oo feltételbol nem
kovetkezik, hogy Esup, X, < oo. (Vegyiik észre, hogy p/(p — 1) — oo amint
p— 1)

Martingil konvergenciatétel (Doob). Legyen (X, F,)5, szub- vagy
szupermartingdl, melyre K = sup,, E|X,| < co. Ekkor van olyan X véletlen
vdltozo, hogy X, — X m.b., és E|X| < K.

A tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitas megtalalhato [2] jegyzetben.
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1.2. Folytonos idoben

A folytonos idejii martingédlok elméletét Karatzas és Shreve [4] jegyzete alap-
jan dolgozzuk fel ugy, hogy ahol lehet a mértékelméleti bonyodalmakat el-
hallgatjuk, vagy éppen csak megemlitjiik.

1.2.1. Definicidk és egyszeriu tulajdonsagok

Legyen (2, A, P) valészintiségi mez6, és (F)i>o egy filtracid, vagyis o-algeb-
rak monoton novo sorozata. Ezen a ponton az idéhorizont lehet véges vagy
végtelen, azaz t € [0,T] vagy t € [0, 00).

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy az (F;); filtracié teljesiti a szokd-
sos feltételeket, azaz

(i) Fo tartalmazza a P-null halmazokat;
(i) (F%)¢ jobbrdl folytonos, azaz Ny Fs =: Fry = Fi.

A kovetkezd definiciok a diszkrét idoben latottak folytonos idejii megfe-
lel6i.

Az (X;); folyamat (F;)-adaptalt, ha X; mérhet6 F; szerint minden ¢ > 0
esetén. Az (X, F;); folyamat martingdl, ha

(i) az (X;); folyamat (F;); adaptalt;
(i

) E|X;| < oo minden ¢ > 0 esetén;
(iii) E[X:|Fs] = X m.b. minden ¢ > s esetén.
(

Az (X, Fy)e szubmartingdl (szupermartingdl), ha (i) és (ii) teljesiil, valamint
(iii) teljesiil az = helyett >-t (<-t) {rva.

A 7:Q — [0,00) véletlen valtozd megdlldsi idd az {F;}; filtraciéra nézve,
ha minden ¢ > 0 esetén {7 < t} € F;. A 7 el6tti események pre-t o-
algebrdjaban azok az A € A események vannak, melyekre AN {r <t} € F
teljestil, minden ¢ > 0 esetén.

Feladat. A pre-t o-algebra tényleg o-algebra.

Ha (X;); sztochasztikus folyamat és 7 egy megélldsi idé, akkor X, (w) =
Xrw)(w). (Ez a definicié nem csak megéllasi id6ére miikodik.)

A kovetkezd allitds nyilvanvald, a definicié azonnali kvetkezménye. Vi-
szont nagyon fontos, a késébbiekben tébbszor hasznéljuk.

3. Allitas. Legyen (X,, F), (szub-, szuper-) martingdl. Ekkor tetszbleges
0 <ty <t <..<ty < oo beosztds esetén (Xy,,F:,)N_y diszkrét idejii
(szub-, szuper-) martingdl.



A kovetkezo allitds az elobb bevezetett fogalmakra vonatkozé egyszert
tulajdonsdgokat gytijti 0ssze, mint diszkrét idoben.

4. Allitas.
(i) Ha T megdlldsi id6, akkor T mérhetd F, szerint.
(i) Ha T =t, akkor F, = F;.
(111) Ha 1,0 megdlldsi iddk, akkor TV o és T Ao is azok.
(iv) Ha o <1 m.b., akkor F, C F;,.

(v) Ha az {X}: folyamat {F;}i-adaptdalt és jobbrol folytonos, akkor X,
Fr-mérheto.

Feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitasokat!

Megjegyzés. Folytonos idoben minden bonyolultabb, mint diszkrét idoben, a
mérhetoséggel is vigyazni kell.

Az (Xy); folyamat (F;)i-adaptdlt, ha Xy mérheté Fi-re nézve, t > 0. Az (Xy),
(d-dimenziés) folyamat progressziv mérhetd (F;);-re, hamindent > 0és A € B(RY)
esetén

{(s,w): s <t, Xs(w)e€ A} € B([0,t]) @ F,

ahol B a Borel-halmazokat jeloli a megfelel¢ alaphalmazon, ® pedig a szorzat-
o-algebra. A kés6bbiekben a folyamat adaptaltsidga nem lesz elég, a progressziv
mérhetOség kell. Ez persze mindeniitt el van kenve.

Allitas. Ha (Xt)¢ adaptalt és jobbrol folytonos, akkor (X;)s progressziv mérhetd.

Valéjédban az el6zé allitas (v) pontja helyett a kovetkezd, er6sebb allitds is igaz
(és ez az amit hasznalunk).
(v’) Ha (Xt): (Fi)e-adaptdlt és jobbrol folytonos, T megdlldsi idd, akkor az
(X7at)e megdllitott folyamat progressziv mérhetd.

1.2.2. Egyenl6tlenségek

A kovetkezo tétel a diszkrét idejii Doob-féle maximal egyenl6tlenség folytonos
megfeleldje.

1. Tétel. Legyen (X3, Fi)i>o jobbrdl folytonos szubmartingadl.

10



(1) Tetszdleges 0 < S <T < 0o, x > 0 esetén

rP{ sup X; >z} <EX].

S<t<T

(i) Ha X; >0 m.b. ésp> 1, akkor
P » \?
E( sup Xt> < <—) EX?T.
S<t<T p—1

Bizonyitds. (i): Legyen F,, = {S,T}U{r,...,rn}, ahol {ry,m,...} =QnN
(S,T) az (S,T) racionalis szamainak egy felsoroldsa. Legyen y < x rogzitett.
Mivel {X;, Fi }ier, diszkrét idejl szubmartingdl, ezért Doob maximadl egyen-
16tlensége szerint

yP{sup X; >y} < EX/.

teFy

A jobbrdl folytonossag miatt

{sup X; >y} =0 {sup X; >y},
S<t<T teF,

és az unié monoton unié. Hataratmenettel kapjuk, hogy

yP{ sup X; >y} <EX].

S<i<T

Végiil y 1 z adja az allitast.
A (ii) rész hasonléan bizonyithatd, vagy hasznédlhatjuk a diszkrét esetnél
felhasznalt lemmat. O

Feladat. Bizonyitsuk be (ii) allitdst!

Megjegyzés. Legyen (Xi, Fi)ic[o,00) jobbrdl folytonos szubmartingdl. A szub-
martingalnak wutolso eleme az X wvéletlen vdltozo, ha X, mérheté az Foo =
o (Ui>0F:) o-algebrara, E|Xo| < oo és minden ¢ > 0 esetén E[X|F] > X
m.b.

Az, hogy egy szubmartingalnak van utolsé eleme, az egy egyenletes integral-
hatéségi feltétel. Mi mindig valamilyen véges [0, 7], T < oo, intervallumon dol-
gozunk. Itt értelmezett (X;) szubmartingdlnak definicié szerint van utolsé eleme,
nevezetesen X, ezért ez a feltétel a késébbiekben nem okoz gondot.
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Opcionalis megallasi tétel.  Legyen (X, Fi)i>o0 jobbrol folytonos szub-
martingdl, melynek van X, utolso eleme. Legyenek o, 7 megdlldsi idok, hogy
o <71 m.b. Ekkor

E[ X, |F,| > X, m.b.

Bizonyitds. Vazlat. Tegyiik fel, hogy 7 korlatos, 7 < K. Legyen o,(w) =
k/2" ha o(w) € [(k—1)/2", k/2™), és definidljuk 7,-et hasonléan. Ekkor o,
és 1, megéllasi idok minden n-re. Alkalmazzuk a diszkrét idejii opcionédlis
megéllasi tételt az { Xy jon, Fijon } szubmartingdlra és a oy, 7,, megallasi idékre.
Eszerint tetszoleges A € F,, eseményre

E[X. |F,] > X,, mb,

vagyis [, X, dP > [, X, dP. Mivel 0, > o minden n esetén, igy F,, D F,.
Ezért minden A € F, eseményre [, X, dP > [, X, dP. A jobbrdl folyto-
nossag miatt X, — X, és X, — X, m.b. Az egyenletes integralhatdsagot
hasznalva innen (némi munkéaval) kapjuk, hogy

/ X,dP > / X, dP,
A A

és ezt kellett igazolni. O

Feladat. Mutassuk meg, hogy a tétel bizonyitasaban definidlt o,,, 7, véletlen
valtozék tényleg megallasi idok!

A szubmartingal konvergenciatételt a diszkrét idében sem bizonyitottuk,
és most sem.

Szubmartingal konvergenciatétel. Legyen (Xy, Fi)i>o jobbrdl folytonos
szubmartingdl, melyre sup, EX;r < 0. Bkkorlim_.o X; = Xo m.b. hatdr-
érték létezik, és E|X | < co.

A kovetkezokben a Doob-felbontas folytonos analdgjat ismertetjiik, bi-
zonyitas nélkiil.

Megjegyzés. A folytonos idejii felbontds nem teljesiil tetszdleges szubmart-
ingalra, bizonyos egyenletes integralhatésagi feltételt kell feltenni.

Véletlen véltozok egy D halmaza egyenletesen integrdlhato, ha minden € > 0
szamhoz megadhaté egy K > 0 érték, hogy minden X € D esetén

/ IX[dP < e.
| X|>K
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Jelolje S, azon T megallasi idok halmazét, melyek 1 valészintiséggel kisebbek, mint
a . Ha minden a > 0 esetén az {X;},cs, véletlen valtozdk halmaza egyenletesen
integrélhatd, akkor (X;) € DL.

Doob—Meyer felbontas. Legyen (X, F); jobbrol folytonos szubmartingdl,
melyre (X;) € DL. FEkkor léteznek {M;} és {A:} folyamatok, hogy (M)
martingdl, (A¢) m.b. monoton nemcsiékkend adaptdlt folyamat, Xy = M+ Ay,
t > 0. Tovdbbd, az eloallitas egyértelm.

A tételt nem bizonyitjuk. A bizonyitas alapotlete ugyanaz, mint az ed-
digieknél: vessziik egy egyre finomodd beosztasat az idonek, alkalmazzuk
a Doob-felbontéast diszkrét idében, és belatjuk, hogy a hataratmenet jol
miikodik. Lasd [4] 1. fejezetét.

Ha Y; martingdl, akkor Y;? szubmartingdl, és {gy tartozik hozza egy mo-
noton n6vo A; folyamat. Ezt az A; folyamatot az Y; martingdl monoton novd
folyamatdnak nevezziik. Jele (Y);.

2. Sztochasztikus integral

A sztochasztikus integralelméletet alapvetéen a [4] jegyzet alapjan dolgoz-
zuk fel. Azonban itt minden nagyon &altaldanosan és precizen van kidolgozva.
A mérhetoségi problémakat teljesen kihagyjuk, a lokalis martingalokat nem
definialjuk, és csak a Wiener-folyamat szerinti sztochasztikus integralt ve-
zetjik be, nem pedig altalanos folytonos martingal szerintit. Ennek megfe-
leléen a tételek bizonyitdsa altaldban nem a [4] jegyzetben szerepld, hanem
az altalunk targyalt specidlis esethez igazitott bizonyitas. Sok &llitas és bi-
zonyitas Elliott és Kopp [3] jegyzetébdl vald.

2.1. Wiener-folyamat

Ebben a részben osszefoglaljuk a Wiener-folyamat legfontosabb tulajdonsa-
gait.

A (Wy)e>o sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat / Standard Brown
Mozgds (SBM), ha

(wl) W =0 m.b.;

(w2) fiiggetlen novekményii (azaz tetszéleges 0 > tg < t; < ... < t, esetén
Wiy, Wey = Wy oo o, Wy, — W, | fiiggetlenek);

(w3) Wy — Wy ~ N(0,t — s);
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(w4) mintafolytonos (azaz P ({w : W;(w) folytonos fiiggvénye t-nek}) = 1).

A késébbiekben {F;} a Wiener-folyamathoz tartozé természetes filtracio,
azaz F; = o(Wy : s < t).

A kovetkez6 allitasban a Wiener-folyamat néhany egyszeri tulajdonsédgat
soroljuk fel.

5. Allitas.
(1) Cov(Wy, W) = sV it;
(W Yl(t) = Wipe — We, Yz(t) - \/EWt/c; Y:s(t) - tWI/t is SBM.

0,2
(i) Wy, W2 —t, e“Ve=5t folyamatok martingdlok az {F;} filtrdcidra.

Bizonyitds. (i) egyszerii szamolds. (ii)-ben Y; és Y5 folyamatokra egyszeriien
ellenérizhetd, hogy (wl)—(w4) teljesiil. Az Y3 folyamatnal masképp érveliink:
ez nyilvan Gauss-folyamat, és a varhaté érték és kovariancia fiiggvénye meg-
egyezik a Wiener-folyamat megfelel6 fiiggvényeivel. Mivel a varhato érték
és kovariancia fliggvény egyértelmiien meghatarozza a Gauss-folyamatot, igy
Y3 is SBM.

(iii) Megmutatjuk, hogy X; = exp{cW; — "—;t} martingal, a mésik kettd
bizonyitasa hasonld, csak ennél egyszeriibb. Legyen 0 < s < t. Ekkor

2 2
E |exp{oW; - %t}m] _E [exp{aws} explo(W, W) - T HIF,

2
_ eUWS—%t EeU(Wt—VVs) ’

hiszen W mérheté Fi-re, ezért kihozhatd a feltételes varhatd értékbol, és
W,—W, pedig fliggetlen F,-tdl, igy a feltételes varhato értéke éppen a varhato
értéke. Egy Z standard normélis momentumgeneralé fiiggvénye EetZ = et*/2,
és (w3) alapjan W,—W, = v/t — sZ eloszlasban, igy a fenti kiemelt egyenldség

2 2 2
oWs—5t e%(t—s) — eO’WS—%S’

és éppen ezt kellett igazolni. O

Feladat. Lassuk be részletesen a fenti allitds minden pontjat!

Mivel {W;} martingdl, ezért {W?} szubmartingdl. A Doob-Meyer-fel-
bontés szerint igy W2 = M, + A; alakban elédll, ahol M; martingdl, A; pedig
monoton nemcsokkend. A fenti allitds (iii) pontja szerint W72 — ¢ martingal,
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ezek szerint, (a Doob—Meyer-felbontas egyértelmfisége alapjdn) M; = W2 —t
és A, = t. Ebben az esetben a monoton névo rész determinisztikus.

A kovetkez6 tételben a Wiener-folyamat négyzetes valtozasat hatarozzuk
meg.

2. Tétel. Legyenll, ={a=ty<t1 <...<t,=0b}, n=1,2..., az [a,b]
intervallum beosztdsainak egy sorozata, hogy ||11,|| — 0. Ekkor

S (W Wil b -

=1

Bizonyitds. Nyilvan feltehetjiik, hogy [a,b] = [0,1]. Azt kell megmutatnunk,
hogy
" 2
E <Z(Wti — W, )% — 1) — 0.
i=1
Vegytik észre, hogy 1 = > (t; — t;—1). Ezt beirva, a négyzetre emelést
elvégezve, és a varhato érték linearitasat felhasznalva

k <i(Wt1 o Wti71)2 - 1) =

n (1)
Z E ([(Wtz - Wti71)2 - (tl - ti—l)} [(Wtj - Wtj—l)Q - (tj - tj—l)]) :

ij=1

Ha i # j, akkor Wy, —W,,_, és W;, — W,,_, fiiggetlenek (w2) alapjan. Tehdt
ekkor a szorzat varhato értéke a varhato értékek szorzata, viszont

E [(Wtz - Wtifl)Z - (ti - tifl)} =0.

Ezért (1) jobb oldalan szerepld vegyesszorzatok értéke 0, és igy felhasznalva,
hogy W; — Wy ~ N(0,t — s) kapjuk

E <Z<Wtz - Wti—1)2 - 1) = ZE [(Wtz - Wti—1)2 - (tl - ti—l)}Z
=E(Z*-1)*) (ti —ti_1)%

n
i=1

2
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ahol Z standard normalis. Mivel

Dt —ti1)® <L D (i = tia) = [[L]| =0,
=1 =1

az allitast belattuk. ]

Némi extra feltétel teljesiilése mellett az L? konvergencia helyett majdnem
biztos konvergenciat is allithatunk.

Tudjuk, hogy L2-beli konvergencidbdl altaldban nem kovetkezik a majd-
nem biztos konvergencia. Az viszont igaz, hogy L? értelemben konvergens
sorozatnak van majdnem biztosan konvergens részsorozata. Ha II, egymésba
skatulydzott beosztésok sorozata, akkor >, (W;, — W;, ,)? monoton n-ben,
igy a részsorozaton vett m.b. konvergenciabol kovetkezik, hogy a teljes soro-
zaton is m.b. konvergencia teljestil.

Egy mésik elegendd feltétel a m.b. konvergencidra a Y~ | ||IL,|| sor kon-
vergencidja. Ez az els6 Borel-Cantelli-lemma bizonyitasabdl kovetkezik.

4. Kovetkezmény. Legyen I1,, az [a, b intervallum olyan beosztdssorozata,
melyre Y7 |[|IIL,|] < oo, vagy 1L, egymdsba skatulydzott. Ekkory . | |[W;, —
Wi,_,| = oo m.b.

Bizonyitds. Vilagos, hogy

Z(Wtz - Wti—1)2 < sup ‘Wtz - Wti—l‘ Z |Wt1 - Wti—1|'

— 1<i<n 1
Ez el6bbiek szerint a bal oldal 1 valészintiséggel konvergal (b— a)-hoz, a jobb
oldalon az els6 tényezd pedig 1 valdszintiséggel konvergal 0-hoz, hiszen a
Wiener-folyamat 1 valdszintiséggel folytonos, folytonos fiiggvény pedig kom-
pakt intervallumon egyenletesen folytonos. Ezek szerint az egyenlétlenség
csak ugy allhat fenn, ha a jobb oldalon levé masodik tényez6 végtelenben
tart. Eppen ezt kellett belatni. O

Azaz a Wiener-folyamat egy valészintiséggel nem korlatos valtozasu akar-
milyen kicsi intervallumon. Ennél sokkal erésebb allitas is igaz:

3. Tétel. A Wiener-folyamat m.b. sehol sem differencidlhato.

A tételt Paley, Wiener és Zygmund igazoltak 1933-ban, késébb Erdos és
Kakutani adtak ra egyszer(ibb bizonyitast. A bizonyitds megtaldlhat6 a [2]
jegyzetben.

A trajektéridk irregularitdsa miatt az [ X;dW; tipusu integralt nem tud-
juk trajektorianként értelmezni, mint a Lebesgue-Stieltjes-integrélok eseté-
ben.
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2.2. A sztochasztikus integral definicidja

Ebben a fejezetben bevezetjiikk a Wiener-folyamat szerinti integraldst. Mint
a Riemann-, és a Lebesgue-féle integralelméletben, itt is el6szor az egyszeri
folyamatok integraljat definidljuk, majd hataratmenettel altalanos esetben.

2.2.1. Egyszeri folyamatok integralasa

A kévetkezkben a [0,T], T' < oo, zart intervallumon dolgozunk. Legyen W,
SBM az {F;} filtraciéra.
Az {X,} egyszeri folyamat, ha

Xi(w) = &o(w) oy (1) +Z§z Tt 044) (1),

ahol 0 =ty < t; < ... < t, = T a [0,T] intervallum egy partici6ja, és &
Ji,-mérheto véletlen valtozo.

Tehat az X; egy olyan folyamat, amely minden egyes w € () esetén egy
0=ty <t <...<t, =T beosztashoz tartozd 1épcsos fiiggvény, de a
lépcestéfokok véletlenek. Vegytik észre, hogy a definicioban szerepl6 &; valtozd
az intervallum bal végpontjahoz tartozé o-algebrara nézve mérheto. Ez fon-
tos, emiatt lesz adaptalt a folyamat. (S6t, késébb a 1. Példdban megmutat-
juk, hogy nem mindegy, hogy hol nézziik a folyamat értékét.)

Feladat. Mutassuk meg, hogy egy egyszer folyamat adaptélt!

Egy egyszerli folyamat integraljat természetes definidlhatjuk. Legyen k
olyan index, hogy t € (t,tx41], ekkor

t k—1
_ / XodW, = S €(Wars, — W) + &(Ws — W),
0 i=0
4. Tétel. Legyenek X,Y egyszeri folyamatok.

(i) I,(X) folytonos martingdl, In(X) =0 m.b.
(11) Tetszdlegest > s esetén

t 2 t
</ Xuqu> |Fs| = E [/ deul}"s] :

az s =0 esetén EL(X)? = Efot X2du.
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(111) Az integrdl linedris, azaz

IaX +pY)=al(X)+B8I(Y), o peR

iw) Esu L X, dW, 2§4E T x2qu.
Po<t<T \ Jo 0 “tu

Bizonyitds. A (iii) allitas azonnal kovetkezik a definiciébdl (na jé, venni kell
a két folyamathoz tartozé beosztasok egy kozos finomitasat). A (iv)-es pont
kovetkezik a Doob maximél egyenl6tlenségh6l, (ii)-bél és abbdl, hogy I;(X)
martingal. Tehdt maradt (i) és (ii).

(i) A folytonosséag vilagos, és az is, hogy Io(X) = 0 m.b. Belatjuk, hogy
I; martingdl. Legyen s < t, és s € (t, txr1],t € (tm, tmy1]. Ekkor

t k—1
/ X, dW, = Z€i<Wti+l - th) + ék(WS - Wtk)
0 i=0

m—1

+ &G(Whpy = W)+ D &Way, — W) + En(We — Wi,,).

i=k+1

A jobb oldal els6 soraban szerepl6 valtozdk mind F, mérhetoek, és az Osszeg
éppen fos X, dW,. A maésodik sorban szereplé tagokra pedig, ¢ > k+ 1, a
toronyszabdly szerint

E[&(W,,,, — Wi)|F] = E[E[&(W,,,, — W) | F ]| F)
=E [fiE[WtHl - Wti ftz] fs}
= E[§ - 0[F] = 0.

Az els6 és az utolsé taggal ugyanigy kell elbanni. Ezzel belattuk a mart-
ingalsagot.
(ii) Legyen s,t mint az el6bb. Léattuk, hogy

m—1

/ XudWy = &(Wi, = Wo)+ Y &G(Wiy, = W) + En(Wi = WA,

1=k+1

Ezt négyzetre emelve, és feltételes varhato értéket véve

E[gi(Wti+1 - Wti)fj(Wtj+1 - M/tg)|f5]
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alaki tagok Osszegét kapjuk (¢, s esetén értelemszeriien médositva). Meg-
mutatjuk, hogy ¢ # j esetén ez = 0. Valéban, ha i < j, akkor ismét a
toronyszabaly alapjan

E[é-i(Wti+1 - Wti)gj (Wt
=E [E[&(Wt

J+1 Wtj)|‘FS]
- Wti)§j<Wt - th)"’t;]”fs} = 0.

i+l 1

Tehat a vegyesszorzatok varhato értéke mind 0, és igy

( / t Xudwu) 2 m]

m—1
62(Wtk+1 - WS)2 =+ Z é-l?(Wti+1 - Wt¢)2 + ggl(Wt - th)Q‘FS] .

i=k+1

E

=E

Egy tag varhaté értéke megint a toronyszabaly szerint

E[ng(Wt - Wtz‘)ZlFS] =E [E[f’?(Wt1+l - Wtz)Q‘Ez]Fs]
= E[&(ti1 — t:)|F]

tit1
=E { Xﬁdu|};} :
t;

41

ahol az utolsé egyenléségnél X definiciGjét is hasznéltuk. Osszeget véve
éppen a bizonyitandd egyenloséget kapjuk. O]

2.2.2. A definicio kiterjesztése

Egyszeri folyamatra definialtuk az integralt. Ezutan megmutatjuk, hogy
altalanosabb folyamatok kozelithetoek egyszerii folyamatokkal, és a szto-
chasztikus integralt folytonossdgi megfontolasokkal definialhatjuk. Ha vissza-
gondolunk, a Riemann-, és a Lebesgue-integral definicidja is hasonléan ment.
A kiterjesztés kulcsa a (ii) tulajdonsdg, ami azt mutatja, hogy a sztochaszti-
kus integral, mint leképezés az adaptalt folyamatok halmazabdl a folytonos
martingdlok halmazéaba, izometria.
Legyen

T
H = {(X;) : F; — adaptélt, és E/ X2du < oo}.
0

Ezen H-beli folyamatok osztalyara terjesztjiik ki a definiciét. Az alabbi
lemma szerint ezek a folyamatok kozelithetoek egyszerii folyamatokkal.

19



3. Lemma. Tetszbleges (X;) H-beli folyamathoz létezik {(X]')}n egyszerd
folyamatok sorozata, hogy

n—oo

T
lim E/ (X, — X™M?ds = 0.
0

Bizonyitds. Az allitast csak abban a specidlis esetben bizonyitjuk, ha X foly-
tonos és korlatos. Ekkor legyen

3

th(w) [{0} —|— X T ﬂ (k+1) }(t).

2n om = on
Vilagos, hogy ezek egyszerli folyamatok, hiszen X adaptdltsaga miatt X7 on

mérhetd Fyr/on szerint. Mivel folytonos fiiggvény kompakt halmazon egyen-
letesen is folytonos, igy m.b.

T
/ X" — X, dt — 0.
0

Mivel X korlatos, ezért Lebesgue majorans konvergenciatétele szerint adodik
az allitas. O

Legyen X € H, és {X"}, a lemma szerinti sorozat. 4. Tétel (iv) szerint

¢
E sup (/ (X, —XTT)qu)
te[0,7 0

A bal oldal — 0, igy létezik olyan {n;} részsorozat, hogy

2

T
< 4E/ (X — X™)>2du.
0

t 2
E sup ( / (X[t —ng)dwu) <27, (2)
0

te[0,7]
Innen az els6 Borel-Cantelli-lemma alkalmazasaval kapjuk, hogy
I(X™) — I(X), egyenletesen [0,7]-n m.b.

Mivel I(X™) folytonos, az egyenletes konvergenciabdl kapjuk, hogy (X)) is
folytonos. Azt kell még megmutatnunk, hogy 7(X) nem fiigg a részsorozattol.
A (2) egyenl6tlenségben m — oo hatératmenettel adédik, hogy

B sup (LX)~ L) < 4B [ (X, - X7

te[0,7
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ahonnan 14tjuk, hogy I(X) valéban nem fligg a részsorozattol.
Most megmutatjuk, hogy I(X) martingdl. Legyen s < t. Azt kell beldtni,
hogy E[I(X)|Fs] = I,(X) m.b. Tetszbleges n esetén
[BL(X)|F] = LX) < [[E[L(X) = L(X™)[F] |2
B — LX)F] e+ LX) — LX) |12,

ahol || X||zz = VEX?2. A jobb oldalon allé 6sszeg mésodik tagja = 0, hiszen
I(X™) martingdl, az els6 és a harmadik tag pedig tetsz6legesen kicsivé tehetd,
ha n elég nagy. Tehdt I(X) valéban martingdl.

Ezzel belattuk, hogy X € H esetén

t
L(X) = / X, dW,
0

sztochasztikus integral definidlhato, és teljesiti a 4. Tételben allitott tulaj-
donségokat.
Megjegyezziik, hogy az integral definicidja a H halmazrol a bovebb

T
H ={(X,) : F, — adaptalt és / X2du < oo m.b.}
0

halmagzra is kiterjesztheto, és a 4. Tétel érvényben marad.

1. Példa. Az fot W,dW, kozelité 6sszege. Rogzitett € € [0, 1] esetén
tekintsiik az

|
—

S.(IT) = X (eW;

%

i+l + (1 - g)Wti) (Wti+1 - Wtz)

Il
=)

integral kozelito osszeget. Ha folytonos fiiggvényt integralunk, akkor tudjuk,
hogy a Riemann-féle integral kozelité osszeg a Riemann-integralhoz konvergal
akarhogy is vélasztjuk az osztépontot. A sztochasztikus integralelméletben
nem mindegy az osztépont valasztasa. Megmutatjuk, hogy

lim S.(II) % w2+ (s - %) L (3)

Kordbban méar ldttuk, hogy a W72 — t folyamat martingdl, azaz a fenti
limesz pontosan az € = (0 esetben lesz martingal, ami éppen a bevezetett
klasszikus Ito-féle integralhoz tartozo kozelitoé osszeg. A sztochasztikus in-
tegralelméletben az e = 1/2 a Fisk-Stratonovich-féle integrdlt, a ¢ = 1 pedig
a backward Ité integrdlt adja. Tehat (3) alapjan azt kapjuk, hogy

t 2 _
/ W, dW, = Wi t.
0 2
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Most réatériink (3) bizonyitasara. Mivel

W, . + W, |
(1 —€)Wti = M‘{‘ <€— —) (Wti+1 _Wti)y

W,
=W 2 2

1+1
ezért a

n—1 n—1

, 2 2

Z Wt1+1 Wtz , €8 Z(Wti+1 - M/tz)

i=0 i=0
osszegek hatarértékét kell meghataroznunk. Az elsé ezek koziil a Wiener-
folyamat négyzetes valtozdsa (2. Tétel) szerint L:-ben konvergal t-hez, mig

a mésodik Osszeg egy teleszkopikus Osszeg, értéke W2. Ezzel belattuk (1)
formulat.

2. Példa. Legyen X egyszeri folyamat, W SBM. Legyen

t 1 t
:/ Xuqu—§/ X2du, (= .

Megmutatjuk, hogy Y; = e% marting4l.
Mivel X egyszerl folyamat, ezért

n—1
X = 501{0}(75) + Zgi‘[(tz‘7ti+1](t)
=0

ahol & F,-mérhet8. Igy, ha s € (tg, tpsa], t € (fm, tmsr], akkor

2 m—1 2
=6 Wi = W) = Fltiea =9+ 3 60V = W) = it~ 1)
52 i=k+1
+ &n(We = W4,,) —7(t—t ).

(4)
A (¢, mérhet6 Fy-szerint, igy
B[] 7)) = < Bfe| 7],
tehat a martingdlsdghoz azt kell igazolni, hogy

E[e]F] =
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Ezt a toronyszabdly ismételt alkalmazasaval 1atjuk be. A (4) Gsszegben az
utolsé tag kivételével mindenki F; -mérhetd, és

2
E |:eXp {gm(Wt — th) - 7m<t - tm)} ‘./T'-tm:|
&y
= #TE [exp{&n(Ws — Wi, )} Fr,] -
A jobb oldalon a masodik tényezo kitevéjében &, mérheté F; —szerint, a
W, — W,, pedig fiiggetlen ettl a o-algebratdl, ezért (a preciz éllitashoz
1d. kovetkezd feladatot) a varhaté érték tgy szémolhat6, mintha &, érték
konstans lenne. A standard normalis karakterisztikus fiiggvényének alakjabol
tudjuk, hogy
2
Ec = e%,
és mivel W, — W, ~ N(0,t —t,,), igy
tm
E [exp{&n (W, — Wi, )} F,, ] = e 3070,
()sszegezve azt kaptuk, hogy

2
B exp{&n(Wi — Wi,) = St — 1)} 7, | = 1

Ezutén a toronyszabaly ismételt alkalmazasaval, elobb az F; |, majd F;_ _,,
.., o-algebrara véve a feltételes varhato értéket egyesével lefejthetok a té-
nyezok, és minden tényezo értéke 1. Ezzel az allitast belattuk.

Majd az Ito-formula segitségével altalanosabb X folyamatok esetén is
megmutatjuk, hogy Y egy martingdl, és kielégit bizonyos sztochasztikus dif-
ferencialegyenletet.

Feladat. Az eloz6 feladatban az maradt fiiggében, hogy ha X,Y olyan
véletlen valtozdk, hogy X mérhet6 a G o-algebrara, Y pedig fliggetlen tole,
akkor

EIA(X.Y)ig] = [ h(X.)dF ().
ahol F' az Y eloszlasfiiggvénye.

2.3. Ito-formula
2.3.1. Ito-folyamatok

Legyen (2, F, P) val6szintiségi mez6, (F;) filtracié, Wy SBM erre a filtraciéra.
Az (X;) folyamat [t6-folyamat, ha

t t
X, = Xo + / K,ds + / H,dW,, (5)
0 0
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ahol
e X, Fo-mérheto;
e K, H F;-adaptalt folyamatok;
o [ |K,|du < oo, [ H2ds < oo m.b.

Az fot Kds rész a folyamat korlatos valtozasu része, az fot H,dW, pe-
dig a folyamat martingal része. A kovetkezd lemma mutatja az elnevezés
jogossagat.

4. Lemma. Ha M, = f(f Kds folytonos martingdl, ahol fOT |K¢|ds < oo
m.b., akkor M; = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy fOT |Ks|ds < C m.b., valamilyen C-re. Csak
ebben az esetben bizonyitunk. Ekkor a [0,7] intervallum egy tetszéleges
I, ={0=ty <t <...<t, =T} beosztdssorozatara

n—1

T
EZ<Mti+1 - Mti)2 < EO<Sl<1p ‘Mti+1 - Mti / ’KS‘dS
<i<n—1 0

1=0

<CE sup [M,;, K —M,|—0,

0<i<n—1

amint ||II,,|| — 0 hiszen folytonos fiiggvény kompakt halmazon egyenletesen
is folytonos, ezért supg<;<,_1 |Mi,,, — M| — 0 m.b., és a korldtossdg miatt
a Lebesgue majordns konvergencia tétel adja az allitdst.

Masrészt

E(M, — M,)* = EM}? + EM? — 2E (E[M,M,|F.])

= EM? - EM?,
s < t, ezért
n—1
EY (M,,, — M,)* =E(M? — M) = EM}.
i=0

Az elézbek szerint tehat EM? = 0 minden ¢-re, amib6l kovetkezik az allitas.
O

5. Kovetkezmény. Az Ito-folyamatok (5) elballitisa egyértelmd.
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Bizonyitds. Hat persze, ha

t t t t
/ sts+/ HdW; :/ Lsds—l—/ G dWs,
0 0 0 0

/Ot(KS ~L)ds = /Ot(GS — H,)dW,.

A jobb oldalon a sztochasztikus integral tulajdonsagai alapjan egy folytonos
martingdl all, ezért a bal oldal is az. Na de az el6z6 lemma szerint ez csak a
konstans 0 martingal lehet, amibol adédik az egyértelmiiség. O

akkor

A tovabbiakban hasznalni fogjuk a
dXt - tht + thWt
jelolést. Hangsulyozzuk, hogy ez csak egy jelolés, ami megkonnyiti a forma-

lizmust, nem pedig definici6 vagy allitds. Mi csak a Wiener-folyamat szerinti
integralt vezettiik be.

2.3.2. Az Ito-formula

Ezek utéan belatjuk az Ito-formulat.

Ito-formula (1944). Legyen X, = Xo+ [y K.ds+ [ H,dW, It6-folyamat,
és f € C? kétszer folytonosan differencidlhatd figguény. Ekkor

f(Xy) :f(Xo)+/0 f’(XS)dXer%/O f"(X,)H2ds.

A tétel szerint f(X;) is egy Ito-folyamat, melynek (5) el6allitdsa

f(Xe) = f(Xo) + /Ot (f’(Xs)Ks + %f”(Xs)Hs?) ds + /Ot F(X,)H AW,

Bizonyitds. Csak abban az esetben bizonyitunk, amikor f kompakt tartoju,
sup, , | Ks(w)| < K, sup,, |Hs(w)| < K valamely K-ra. Vegyiink egy Il =
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{0=1ty<t; <...<ty, =T} particiét. A Taylor-formula szerint

NE

f(Xt) - f(XO) [f(th) - f(thfl)}

k=1

= Z f/(thq)(th - th 1 Z 77k th th71)2
k=1 k:
m tk

- Zf/(XtH)/ Kds + Zf/(th—l)/ H,dWj
k=1 te—1 k=1 te—1

5 2 ) (X = X )

k=1
=1 + I, + I,

N | —

ahol ng(w) az X, (w) és Xy, (w) kozt van.
Az I taggal konnytu dolgunk van, hisz az integral trajektérianként de-
finialt és f’ és X; folytonos, igy

I = Zth“/ de—>/f ) K,ds, m.b., (6)

l—

amint ||II|| — 0.
Az I, mar egy sztochasztikus integral. Irjuk az integralt

m th t m
12 = Z f/<th71> /tk HSdWS = /0 Z f/<th71)I(tkﬂ,tk](S)HSdWS
k=1 -1 k=1

alakba. Innen latjuk, hogy

t 2
E/O (f/(Xs)Hs - Z f/(th1>I(tk_1,tk}(3)Hs> ds — O,

k=1

amint ||II|| — 0, hiszen rogzitett w esetén az integrandus pontonként 0-hoz
tart az X és f’ folytonossdga miatt, a korlatossagi feltételeink szerint pedig
Lebesgue majorans konvergencia tétele hasznalhaté. Ekkor a 4. Tétel (ii)
pontja szerint

12:/ D (X )y (5)HodW, —>/ F(XOHAW,,  (7)

0 k=1

amint ||II]] — 0.
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Azt kell még belatni, hogy

1 t
Iy — 5/ (X)) Hz2ds.
0

Ezt tobb 1épésben tessziik. El6szor is, I3-ban szereplo

(Xy, — Xi,)? (/ de+/ HdW)
:</ de) o [* g [*
(/ Hdw).

Megmutatjuk, hogy az els6 két tag hozzajaruldsa az osszeghez 0. Valdéban
egyrészt a Kg(w) korldtossdga miatt

m tr 2 m
> () (/ sts> <o - K2 (b — tie1)® = 0, mb., (8)
k=1 tk—1

k=1

(a tovabbiakban a konvergenciat ||II|| — 0 esetén értjiik) masrészt
m tr tr
> ) / K,ds - / H,dW,
k1 lg—1 lg—1

9
f oo K sup [My, = My =S (b~ ti) ©)
1<k<m pt
=1/l - Kt sup |My — M, | — 0,
1<k<m

m.b.,

hiszen M; = fot H,dW; egy folytonos martingal, igy trajektérianként egyen-
letesen is folytonos. Az I3-bdl maradt a

m th 2
S P ( / Hsdws)
k=1 te—1

osszeg. Eloszor belatjuk, hogy n-t kicserélhetjik X;, ,-re. Véve a kiilonbséget

NE

" (k) — " (X, ) (M, — My, )?

e
Il

1

< sup |f//(77k> - // th 1 Z Mtk Mtk 1

1<k<m



Az elsé tényez6 tart 0-hoz m.b., hiszen X; folytonos. Ez, és a Cauchy-
Schwartz-egyenlGtlenség alapjan

m

ED () = f(Xe )} (My, = My, )

k=1

(10)

< \/E sup (f”(nk) - f//(th—1>)2 E (Z(Mtk - Mtk—1)2) .

1<k<m P

Az els6 tényez6 tart 0-hoz a korlatossag és a m.b. konvergencia miatt, a
mésodik tényezé pedig < v6K? az aldbbi lemma szerint.

5. Lemma. Legyen (M) folytonos, korldatos martingdl a [0,t] intervallu-
mon, sup,, [My(w)] < K, ésIl={0=1ty <t <...<ty, =1t} egy beosztds.

Ekkor )
E (Z(Mti - Mti_l)Q) < 6K".

=1

Bizonyitds. Ez egy nagy szamolas. A négyzetet kifejtve

d

NE

2
(Mti - Mtifl )2>

1

<.
Il

VL

E(Mtz - Mti71)4 + Z E(Mtz - Mti71)2(Mtj - Mtjfl)Q'
1 i#]

(2

Az
E[(M, — M,)*|F,] = E[M? — M2|F,], s<t,
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azonossag tobbszori alkalmazasaval

1 j=i+1
m—1 m
=2) Y E(M, — M,_,)*(M] 2
i=1 j=i+1
m—1
=2 E(Mtz Mt 1) (M2 M2)
=1
m—1
<2K° Y E(M, — M,_,)"
=1
m—1
=2K*) B(M] - M; ) <2K*
=1

A miésik tag pedig

> E(M, —M,_,)* <4K’EY E(M,—M,_,)* = AK’E(M] - Mg) < AK*.

i=1 i=1
Ezzel a lemmét belattuk. O

Osszegezve, az I3-bdl a

Zf” th 1 Mtk ]\41%—1)2

k=1

osszeg maradt. Megmutatjuk, hogy
> (X )My, = M, ) —>/ F(X,)H?2ds. (11)
k=1

Mivel X és f” folytonos, igy

m tr t
> (X, / H%ds — / f(X,)H?ds m.b.
tk—l 0

k=1
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ezért elég megmutatni, hogy

m tk 5
Z fl/(thq) ((Mtk - Mtk—l)Q - / HSQdS) L—> 0.
tre—1

k=1

A 4. Tétel (ii) pontja szerint

B 2
ty
E [(My, — My, )| R, ] =E (/ H? ds) |\ Fi .
te—1

- b
=E / HZds|F,_ |,

|V k-1

m tr 2
E Zf”(th—1) (Mtk - Mtk—1)2 - / Hszds

k=1 tr—1

kifejtésében a vegyesszorzatok varhato értéke 0. fgy ez

és emiatt a

stHiO[EZ My, — My, )+ 2K sup <Mtk—Mt“>2+K4tunu].

Pt 1<k<m
Itt a harmadik tag — 0, a masodik tagban

sup |M;, — M, | =0 m.b.,

1<k<m

hiszen M; majdnem biztosan folytonos, ezért a korlatossag miatt a négyzet
varhato értéke is — 0. Az elso tagra pedig a Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség
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és a lemma szerint

k=1 k=1 1sksm
m 2
< E Z(Mtk - Mtk—l)z \/E sup ’Mtk - Mtk—1’4
P 1<k<m
< \/éKz\/E Sup |Mtk o Mtk71‘4 — 0,
1<k<m

ahol az utolsé konvergencianal ismét a folytonossagot hasznaltuk.

Osszegezve a (6-11) konvergencidk kozott van L', L? és majdnem biztos.
Mivel minden korldtos, ezért mindhdrom konvergencidbél kovetkezik az L!
konvergencia. Tehat azt kaptuk, hogy

m

f(Xt) - f(XO) = Z[f(th> - f(th_1)]

k=1
1 t 1 t
AN / F(X)dX, + 5 / F"(X,)H2ds.
0 0

Az L' konvergencidbdl kovetkezik, hogy van olyan részsorozat, amin m.b. kon-
vergencia teljesiil. Mivel a bal oldal és a jobb oldal is folytonos, ebbdl az
kovetkezik, hogy a két folyamat nem megkiilonboztetheto. Ezzel az allitast
belattuk. O

Hasonléan igazolhaté az Ito-formula aldbbi, kicsit altalanosabb alakja,
melyben az f fiiggvény nemcsak a tér-, hanem az idéparamétertdl is fiigghet.

Altaldnosabb Ito-formula. Legyen X, Ito-folyamat és f € CY2. Ekkor

Lo o
f(t,Xt):f(O,Xo)—i-/O &f(&Xs)ds%—/O %f(s,Xs)dXs
1[92

5 @f(S,XS)HgdS
0

_|_

2.3.3. Tobbdimenziés It6-folyamatok

A kovetkezokben bevezetjiik a tobbdimenzids Ito-folyamatokat.
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AW = (WYL W2, ..., W") egy r-dimenzids Brown-mozgds, ha a kompo-
nensei fiiggetlenek, és minden komponens egy SBM. Az (X}) egy d-dimenzios
Ito-folyamat, ha az i-edik komponense

t T t
X;‘:Xg+/ K;;ds+2/ HYdW?, (12)
0 =170

ahol [ |K!|ds < oo, [ (H)2ds < oo m.b., és K, H* Fr-adaptalt folya-

s

matok, 1 =1,2,...,d, 5 =1,2,... 7.

To6bbdimenzids Ito-formula. Legyen (X;) egy tobbdimenzids Ito-folyamat,
(12) formula szerint, és f : R1*® R, f e CY2. Ekkor

t
f, XX :f(o,Xg,...,Xg)+/ %f(s,Xsl,...,Xg)ds
0

d t
o .
§ X' XHdx?
+i:1/0 8a:if(8’ 5 s s) s

d t 2 r
1 0 . .
+ - g Xt X E HYRFHI* s,
2@;‘1/0 ﬁxiaxjf(s’ v S)kl S

2.3.4. Alkalmazasok

Az Ito-formuldra néziink néhany alkalmazast.

3. Példa. Parcidlis integralas I. Legyen (X,Y) kétdimenzids Ito-folya-
mat

t t
Xt:X0+/sts+/H8dWs
" :
Yt:)/()"i_/Lst"i_/Gdesa
0 0
ahol K, L, H, G olyanok amilyennek lennitik kell. Ekkor
¢ t t
/ X dYs = XY, — XYy — / Y,d X, — / H,Gds.
0 0 0
Vegyiik észre, hogy a hagyoményos parcidlis integraldsi formuldban (ami-

kor tehat X, Y determinisztikus, korldtos valtozdsi fiiggvények) nem szerepel
az utolsé tag.
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A bizonyitashoz alkalmazzuk az Ito-formulat az (X,Y) folyamatra, és az
f(z,y) = zy fiiggvényre. Ekkor a (12) formula szerinti szereposztés:

r=1,d=2, K; = K, Ks? = L, HsLl = Hj, Hszl = G.

2 2 , 2 2
Pf _Bf g5 2L = 2L
x

of __ ¢
0%y Oxdy ~—  Oydx 17 18y

Eri

Mivel % =1, x,

t t 1t
XY, = XoYo + / Y, dX; +/ X,dY, + 52/ H,Gds,
0 0 0

ami rendezés utan éppen az allitas.

4. Példa. Parcidlis integralas II. Egy kicsit médositjuk az el6z6 példat.
Legyen W egy W-tdl fiiggetlen SBM, és (X, Y") kétdimenzids Ito-folyamat

t t
Xt:X0+/KSd3+/HSdWS
0 0

t t N
}/;:Y()+/Lsds+/Gde5a
0 0
ahol K, L, H, G olyanok amilyennek lennitik kell. Ekkor
t t
/ XsdYs = XiYy — XoYo — / Yd X
0 0

Ennek bizonyitasa ugyanigy megy, mint az el6bb. Vegyiik észre, hogy itt
d=r =2, és a két folyamatot kiillonboz6 Wiener-folyamat hajtja meg, ezért
nem jelenik meg az extra tag.

5. Példa. Kordabban mar meghataroztuk az f W.,dW, sztochasztikus
integrél értékét (1. Példa). Most meghatarozzuk az Ito-formula segitségével.

A Wiener-folyamat Ito-folyamatként valé reprezentacidja K, =0, H, = 1.
Legyen f(z) = 2. Az Ito-formula szerint

t 1 t
W2 = W2 +/ QW dW, + 5/ 2ds.
0 0

Ezt atrendezve kapjuk a mar ismert

t 2
/ W.dW, = Wi -t
0 2

formulat. Innen azt is rogton latjuk, hogy W72 — t martingal, hiszen min-
den sztochasztikus integral martingdl (na nem mintha a direkt bizonyitas
bonyolult lett volna).
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6. Példa. A 2. Példa folytatasa. Legyen
t 1 t
ahol X, adaptélt folyamat. Ekkor Z; = e kielégiti a
t
Zy =1 +/ Zs X dWj
0
sztochasztikus differencidlegyenletet. (Ezt a formuldt haszndlni fogjuk a

Girsanov-tétel bizonyitasanal.)
A fenti sztochasztikus differencialegyenletet differencidlegyenletes jeloléssel

dZt — ZtXtth; ZO - 1,

alakba frhato.
A (¢ folyamatot Ito-folyamatként felirva

t 1 t
Ctz/ —= 5du+/ X, dW,.
0 2 0

Legyen f(x) = e”, ekkor az Ito-formula szerint
t 1 t
Z,=¢e% =1 +/ e d¢, + —/ e X2ds
0 2 Jo
t 1 1 t
=1 —|—/ b (——Xsds —|—XSdWS) + —/ eCSXSst
0 2 2 Jo
t
=1+ / % X, dW,
Ot
=1 +/ Z X AWy,
0

amint allitottuk. Azt is rogton latjuk, hogy Z; martingal.

Feladat. Legyen (; mint fent. Mutassuk meg, hogy a Y; = e~¢ folyamat
kielégiti a
dY; = Vi X7dt — X, Y, dW,, Y, =1,

sztochasztikus differencidlegyenletet!
7. Példa. Exponencialis Brown-mozgas. Legyen u € R, 0 > 0. Oldjuk
meg a

dXt = MXtdt + O'Xtth
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sztochasztikus differencidlegyenletet!
Az X, Ito-folyamatként val6 felirasa

t t
X =X +/ uXSds+/ o X, dW,.
0 0
Az f(x) = log x fliggvénnyel felirva az Ito-formulét
log X, = log X, + / X (uXods + o X dW,) / ——02X2ds

o2
= log Xo + oW, + (,u — ?) t.

Innen kapjuk, hogy
X, = X, Ve (mT )t

Y

innen az elnevezés. A differencidlegyenletes alakbdl azt is latjuk, hogy ez
pontosan akkor martingal, ha a korlatos véltozasu rész = 0, azaz u = 0.

(A feladat egy konstruktivabb megoldasa az, hogy felirjuk az Ito-formulét
egy altalanos f fliggvénnyel, majd megvalasztjuk ugy az f-et, hogy minél
egyszerlibb egyenletet kapjunk. Az f(z) = logx valasztas esetén a martingal
részben az integrandus a konstans fiiggvény lesz.)

2.4. Négyzetes valtozas és a Doob—Meyer-felbontas

Ebben a fejezetben vazlatosan megvizsgaljuk a négyzetes valtozas és a Doob—
Meyer-felbontéas kapcsolatat. A kapott eredmények segitségével az [to-formu-
14t kimondjuk altalanos szemimartingdlokra. Persze ezeket az eredményeket
nem bizonyitjuk.

A sztochasztikus integrél tulajdonsagainal lattuk, hogy

t 2 t
(/ Xuqu) |7, _EU Xidx\fs},

ami éppen azt jelenti, hogy az

(/Ot Xuqu>2 - /Ot X2du (13)

folyamat martingal. Mivel fot X, dW, martingdl, igy igy a négyzete szubmart-
ingdl, amire alkalmazhatjuk a Doob—Meyer-felbontdst, mely szerint tetszoleges
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szubmartingalbdl levalaszthatunk egy monoton nové részt, hogy martingalt
kapjunk. A (13) formula szerint a

t 2 t t 2 ¢
( / Xuqu> = / X2du + < / Xuqu> - / X2du
0 0 0 0

felbontas pont egy monoton névo folyamat és egy martingal osszegére bontja
a szubmartingalt. Ezek szerint az [,(X) = f(f X, dW, martingdl monoton

novo folyamata
. t
</ Xuqu> = (I(X)) :/ X2du.
0 t 0

Miésrészt az [t6-formula bizonyitdsandl lattuk (a (11) formula éppen azt
allitja), hogy

n ti 2 t
Z(/ Xuqu) L—>/ X2du, amint ||TI|| — 0.
i=1 \ti-1 0

Ez éppen az I;( X ) martingal négyzetes valtozasa. (A fogalmat csak a Wiener-
folyamatra definialtuk, de értelemszeriien tetszoleges folyamatra kiterjeszt-
hetd.)

Ezzel belattuk a kovetkezot:

5. Tétel. Tetszbleges X; Ito-folyamat monoton novd folyamata és négyzetes
valtozdsa megeqyezik, azaz

(X)) = lim (L;(X)— I, ,(X))",

[I11]|—0
ahol a jobb oldalon a hatdrérték L'-értelemben definidlt.

A sztochasztikus integrél altalanosabb folyamatok esetén is definidlhato,
nem csak [to-folyamatokra. Egy X; folyamat szemimartingdl, ha eléallithato

Xy =M, + Ay,

alakban, ahol M; martingal, A; pedig egy korlatos valtozasu folyamat. A
4. Lemma megfelel6jébol kovetkezik, hogy a szemimartingalok definiciébeli
elééllitasa is egyértelmii. Az is vilagos, hogy minden Ito-folyamat szemimart-
ingal.

A fenti tétel segitségével az Ito-formula aldbbi valtozata igazolhato.
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Ito-formula szemimartingalokra. Legyen X; = M;+ A, folytonos szem-
imartingdl, ahol A; korldtos vdltozdsiu folyamat, M, pedig martingdl, és legyen

f € C?. Ekkor

A = 060) + [ 16X+ 5 [ e,

2.5. Meértékvaltas

A diszkrét idejii piacok elméletében lattuk mennyire fontos az ekvivalens
martingdlmérték, ugyanis ez alapjan tudtunk arazni. Jelen fejezet célja, hogy
megértsiik hogy valtozik egyes folyamatok dinamikdja ha megvaltoztatjuk a
mértéket, vagy masképpen, hogyan vezessiink be olyan mértéket, ami szerint
a folyamatunk martingal lesz.

2.5.1. A Wiener-folyamat karakterizaciéja

Lévy tétele a Wiener-folyamat karakterizaciojardol. Legyen M, foly-
tonos martingdl. Ha M? — t martingdl, akkor M, Wiener-folyamat.

Bizonyitds. Meghatarozzuk az M, feltételes karakterisztikus fliggvényét Fi-
re, t > s. Ehhez irjuk fol az Ito-formulét az f(z) = e fliggvényre, ahol
u € R tetszbleges, rogzitett. Mivel f'(z) = iue™®, f’(z) = —u?e™® és a
feltétel szerint (M), = t, igy

t 1 t
eth _ eluMs — / iue‘“M“dMU + 5/ (—ug)e‘“M’“dv.
S S

Legyen A € F, tetszéleges. A fenti formuldban atszorozva e“Ms-el, és in-
tegralva az A eseményen kapjuk, hogy

2 t
B0 = P4} - [ B0 an

Rogzitett A és s esetén vezessiik be a
QA,s(t) _ g(t) - E [eiu(Mths)[A]
jelolést. fgy

o) =P{4) - 5 [ g(w)a,
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amit derivalva )

J(t) = -9, g(s) = P{A}.

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa
w2
g(t) =P{A} - e~z (t=s)
Mivel ez minden A € F; eseményre teljesiil, azt kaptuk, hogy

.7-"5} = e’%(t’s)

minden u € R esetén. Vagyis az M; — M, novekmény fiiggetlen az F, o-
algebratdl, és éppen egy (t — s) szérasnégyzetii normalis eloszlas. Mivel
folytonos is, igy M; SBM. ]

E [eiiu(Mths)

Megjegyezzik, hogy a folytonossagi feltétel nélkiil nem igaz az allitas.
Hiszen ha N; 1 intenzitdsi Poisson-folyamat, akkor N; —t és (N; — )2 —t is
martingal.

2.5.2. Girsanov-tétel

Az 1) mérték bevezetése diszkrét modell esetén nem jelentett nehézséget.
Folytonos modelleknél a dolog nem ilyen egyszerti.

Legyen (2, A, P) egy valdszinliségi mez6, (F;) egy filtracio, és Q egy
masik val6szintiségi mérték (€2, .4)-n, ami abszolit folytonos P-re, jelben
Q << P. Legyen M., a Q Radon—Nikodym-derivéltja,

dQ
My, = P

ami azt jelenti, hogy
Q(A) = / M,.dP.
A

Mivel a tovabbiakban altalaban tobb mértékkel dolgozunk, ezért a varhato
érték alsé indexében jeloljiik, hogy melyik szerint vessziik a varhato értéket;
azaz EpX = [, XdP és EqQX = [, XdQ. Tovabbd a P mérték szerinti mart-
ingalokat roviden P-martingdlnak, a Q mérték szerintieket Q-martingalnak
nevezzik.

Definialjuk az

M; = Ep[M .| F]
P-martingdlt. A kovetkezd lemma megadja a P- és Q-martingalok kozti
kapcsolatot a Radon—-Nikodym-derivalt segitségével.

6. Lemma. Az (X;) folyamat pontosan akkor Q-martingdl, ha az (M;X;)
folyamat P-martingdl.
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Bizonyitds. Mivel
Ep [ Mo Xi|Fi] = X My,

igy minden A € F; eseményre

/XtMOOdP:/XtMth.
A A

Ezért, ha A € F, D F;, akkor

A A A
/ X,dQ = / X M, dP = / X, M,dP.
A A A

Az (X;) folyamat pontosan akkor Q-martingdl, ha a bal oldalak egyenléek
minden A € F, halmazra, és s < t esetén, ami persze pontosan akkor teljestil,
ha a jobb oldalak egyenlek, ami azt jelenti, hogy (M;X;) P-martingdl. [

Girsanov-tétel. Legyen (0;) adaptdlt folyamat, melyre fOT 0%ds < oo m.b.,

és tegyik fol, hogy
t 1 t
Ay = exp {—/ 0, dW, — —/ dis} (14)
0 2 Jo

P-martingdl, ahol (W;) SBM a P mérték szerint. Definidljuk a Qp = Q
meértéket a
dQy

P | — M

F

formulaval. Ekkor a Wt =W, + fot 0,ds SBM a Q-mérték szerint.

Megjegyzés. A 6. Példdban lattuk, hogy a A; folyamat martingal. Akkor meg
miért tessziik fol a Girsanov-tételben, hogy martingal? A helyzet az, hogy a mart-
ingalsaghoz kell integralhatdsag, ami nem feltétleniil igaz, ha a 6; folyamat nagy
lehet. Ha bizonyos momentumfeltétel teljesiil, akkor méar A; tényleg martingal.
Lényegében a ’tegyiik f6l, hogy’ helyett gondolhatunk ’legyen’-t is.

Bizonyitds. Elészor azt kell megmutatni, hogy Q tényleg valészintiségi mérték.
A 6. Példaban lattuk, hogy

t
A=1-— / A0, d WV,
0

39



ami martingdl, igy
EpAr =EpAg =1,

és mivel Ar > 0 ezért Q tényleg valoszintiségi mérték.

Most megmutatjuk, hogy a W folyamat teljesiti a Lévy-féle karakte-
rizaciés tétel feltételeit a Q mérték szerint.

A folytonossag nyilvanvalo, hiszen W folytonos, és Q << P.

A 6. Lemma szerint (W;) Q-martingdl akkor és csak akkor, ha (W,A;)
P-martingdl. Irjuk fel az Ito-formulét az f(z,y) = xy figgvényre a

t t
Wt:/ 03d5+/ 1dW,
0 0
t
A=1- / A0,dW,
0
kétdimenzids Ito-folyamattal. Eszerint
t t t
AtWt:/ WsdAs—i—/ ASdWS—I—/ —A0ds
0 0 0

t t t
= — / WA B, dW, + / Ay (B,ds + dW,) — / AyBds
0 0 0

t
:/ Ay(1 — 6, W) AW,
0

ami P-martingdl. Tehdt (1;) valéban Q-martingal.

Ahhoz, hogy a (W2 —t) folyamat Q-martingél, megint azt mutatjuk meg,
hogy (W2 — t)A; P-martingal. El8szor felirjuk (W2 — t) Ito-folyamatos rep-
rezentdciéjat. Az Ito-formuldt az 2 fiiggvényre felirva

5 t B 1 t
W2 =2 / W dW, + = / 2dt,
0 2 Jo
amit rendezve, és beirva W, elballitasat
t
W2 —t= 2/ W, (0,ds + dW,) .
0
A kétvaltozos Ito-formulat felirva, mint az elébb

t t t
A(W2 —t) = / A2W, (0,ds + dW,) + / (W2 - 5)dA, — / A0, 2W,ds
0 0 0

t
_ /0 2007, — (W2 - 5)r.0,] W,

adodik, ami P-martingal. Tehat (W72 — t) Q-martingal, és ezzel az allitdst
belattuk. 0
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Végiil, bizonyités (és preciz dllitas) nélkiil megemlitjiik, hogy minden foly-
tonos martingal el6allithatd, mint egy megfelelé adaptalt folyamat Wiener-
folyamat szerinti sztochasztikus integralja. Vagyis minden szemimartingdl
[to-folyamat.

Martingal reprezenticiés tétel.  Legyen (W) SBM az (2, A, P) vald-
szintiségi mezdn, és legyen (Fy) a hozzd tartozo filtracio, azaz a (W) dltal
generdlt filtracid, amihez hozzdvesszik a P-null halmazokat. Ha (M;) foly-
tonos, négyzetintegrdlhaté martingdl, My = 0 m.b., akkor létezik olyan (Y;)
adaptdlt folyamat, melyre

t
Mt:/ Y, dWs.
0

3. Folytonos idejii piacok

A sztochasztikus integralelmélettel felvértezve ratériink a folytonos idejl pi-
aci modellek targyaldséra.

3.1. Piacok altalaban

Az alapfogalmak a diszkrét idében mar megismert fogalmak természetes foly-
tonos idejii megfelel6i.

A tovébbiakban a [0, 7] véges id6horizonton dolgozunk, T < co. Adott
egy (2, A, P) valdsziniiségi mez6, azon egy (F;) filtracié. A piacon két termék
adott, egy kockazatmentes és egy kockazatos. A kotvény a kockazatmentes,
az arfolyamata (B;) egy determinisztikus folyamat, a részvény a kockazatos,
arfolyamata (S;) egy véletlen sztochasztikus folyamat, ami adaptalt az (F;)
filtraciéhoz.

A stratégia / portfolic egy (my = (Bi,v)) folyamat, ami adaptalt (hat
persze, hiszen nem latunk a jévébe), és

T T
/ |B|dt < o0, / y2dt < oo, m.b.
0 0

A (B;) folyamat jelenti a t-ben birtokunkban levé kotvény, () pedig a
részvény mennyiségét. Természetesen mindkét folyamat lehet negativ is.
A (m) portfélié értéke t-ben

X[ = BBy + 1S4, (15)
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ez a portfélio értékfolyamata.

Az onfinanszirozé stratégiat szeretnénk definidlni a diszkrét id6 analo-
gonjaként. Az, hogy nem fektetek be plusz pénzt a portféliomba, és nem is
veszek ki beldle, azt jelenti, hogy amikor az n-edik napon este atrendezem
a portfoliomat, akkor az Osszérték meg kell egyezzen az n-edik napon a
portféliom értékével, azaz

ﬁn—l—an + ’Yn—l—lsn = ﬂan + ’YnSn

Felirva, hogy X, 11 = Bni1Bni1 + Vns1Sn+1, azt kapom, hogy a portféliom
értékének megvaltozasa

Xn+1 - Xn - 6n+1<Bn+l - Bn) + ’Yn—i—l(Sn-i-l - S’n)

Ez azt jelenti, hogy az értékfolyamat megvaltozasa a kotvényar és a részvényar
megvaltozasabol tevodik ossze, kiilso forrast nem vesziink igénybe. Ennek az
egyenletnek a folytonos megfelelgje a

dX{ = idB; + 7 dS;

sztochasztikus differencidlegyenlet. Ez lesz az onfinanszirozésag definicidja.
Azt mondjuk, hogy a (m; = (B;,v)) stratégia dnfinanszirozd, ha teljesiil
a

sztochasztikus differencidlegyenlet.
Feladat. Mutassuk meg, hogy a (16) egyenlet ekvivalens a
Btdﬁt + Stdﬁ)/t = 0,

feltétellel. Hasznaljuk a (15) formuldt és a parcidlis differencialds szabélyat!

Az (S, = S,By/B,) folyamat a diszkontdlt részvénydrfolyamat, az (X, =
X7 By/B;) folyamat pedig a diszkontdlt értékfolyamat.
Mostantodl feltessziik, hogy a folytonos kamatrata r > 0, azaz

B, =¢€" t>0.

Ekkor B .
Sy =e S, és X, =e " XT.

6. Allitas. A (m¢ = (Bi, 1)) stratégia pontosan akkor dnfinanszirozd, ha

t

7::)(6“4—/ v,dSs, t€0,T].
0
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 7 onfinanszirozo. Az Ito-formula alapjan

T

dX, =d(e""X]) = —re " X[ dt + e "dX,
= —Te_”(ﬂte” + ’ytSt)dt + e_rt (ﬁtdert + %dst)
= —Tefrt”ytStdt -+ eirt")/tdst

= nd (efrtSt) )

amint allitottuk.
Megforditva, tegyiik fel, hogy

dy’: = '-)/tdgt-
Mivel X[ = S + ~,.S;, igy a bal oldal
dX; = —re " X[ dt + e "X = —e " B,dB, — re "y, S, dt 4+ e THAXT

A jobb oldal B
’thSt = —'I"e_rt’ytstdt + j/te_rtdst.

A két oldal egyenloségébdl adodik, hogy
dX[ = 5,dB; + dS:,
ami éppen az onfinanszirozosag definicidja. O]

Bevezetjik az arbitrazs fogalmat. A 7 onfinanszirozo stratégia arbitrdzs-
stratégia, ha XJ = 0 m.b., Xp > 0 m.b., és P{X7 > 0} > 0. A piac
arbitrdzsmentes, ha nincs arbitrazsstratégia.

Ez a fogalom fejezi ki azt, hogy 0 kezdétokével indulva, biztosan nyertink,
azaz ingyen ebédhez jutunk. Természetes feltenni, hogy a valésagban ar-
bitrazs nem létezik a piacon, hiszen ha létezne, akkor mindenki ezt a stratégiat
jatszana meg, ezzel médositva az arakat, és igy nagyon gyorsan megsziinne
az arbitrazslehet&ség. Diszkrét idejii piacon lattuk, hogy (bizonyos feltételek
mellett) az arbitrazsmentesség ekvivalens azzal, hogy 1étezik piacon olyan, az
eredeti P mértékkel ekvivalens mérték, melyre nézve a diszkontalt részvény-
arfolyamat martingal. Ez bizonyos feltételek mellett a folytonos esetben is
igaz, rdadéasul az egyik iranyu implikaciéo most is nagyon egyszerii.

Tegytik fel, hogy van a piacon egy olyan Q valdszintiségi mérték, melyre
P ~ Q (azaz a két mérték ekvivalens, azaz P << Q és Q << P), és az
(S;) folyamat martingal. Az ilyen mértéket ekvivalens martingdlmértéknek
(EMM) nevezziik. Legyen 7 egy tetszoleges Onfinanszirozé stratégia. A 6.
Allitas szerint ekkor az értékfolyamat

t

X, :Xg—{—/ ¥,dS,.
0
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Mivel (S;) Q-martingél, és X, e szerinti sztochasztikus integrél, ezért az
(X7) folyamat is Q-martingsl. (Vegyiik észre, hogy ugyanezt az &llitast
beldttuk a diszkrét piacok esetén is.) Eszerint

EqX; = EQX[.

Mivel P ~ Q, ezért ha XJ = 0, X7 > 0 P-m.b., akkor Q-m.b. is. Na
de EQY; = EqX{ = 0, amibdl kovetkezik, hogy X7 = 0 Q-m.b., de igy
P-m.b. is.

Ezzel belattuk az alabbit.

6. Tétel. Ha az (AP, (S,), (B, = €"),(F)) folytonos idejii piacon
létezik Q EMM, akkor a piac arbitrdzsmentes.

Természetesen folytonos idejli piacon is tekinthetiink opcidkat, ill. tetszo-
leges koveteléseket. Az egyik célunk az ilyen kovetelések igazsagos aranak
definidlasa, meghatarozasa, ill. fedezeti portfolio osszeallitasa. Igazsagos arat
és fedezeti stratégiat csak specidlis esetben adunk meg a kovetkezo fejezetben,
azonban a definiciét kimondjuk és néhany tulajdonsigot bebizonyitunk az
altalanos esetben.

Az fr egy véletlen kovetelés, ha Fr-mérheto. A 7w egy fedezeti stratégia
fr-re x kezd6tokével, roviden (fr, z)-fedezet, ha

X7 > frmb., és Xy=ux.

Az fr kovetelés igazsdgos dra alegkisebb olyan z érték, melyre 1étezik ( fr, z)-
fedezet, azaz

Cr(fr) = inf{x > 0: létezik (fr,z)-fedezet }.

Tegytik fel, hogy a piacon létezik EMM, legyen Q egy ilyen. FEkkor
tetszéleges 7 (fr, z)-fedezetre

v =EQXJ = EqX, = Eqe "X} > Eqe " fr.

Ezzel belattuk, hogy
C(T, fr) = Eq(e™™" fr). (17)

3.2. Black—Scholes modell

Ebben a részben egy specidlis folytonos modellben kiszamitjuk a kovetelések
igazsagos arat, és megadunk egy tokéletes replikald portfoliot. Specialis
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esetként levezetjiik a hires Black—Scholes-formulat, ami az eurépai call opcid
igazsagos arat adja meg.

Legyen r > 0, € R és o > 0. Legyen (92, A, P) valészintiségi mezo, (W)
SBM a [0,7] intervallumon, 7" < oo, és F; a (W;)-hez tartozé filtracié. A
Black—Scholes-modellben a kotvényarfolyamatot és a részvényarfolyamatot a

dBt = T'Bt dt, B() = 17

(18)
dSt :,LLSt dt"—O'St th, SO = S(),

differencialegyenletek hatarozzédk meg.
A kotvényarra B, = e adédik, amit mar a kordbbiakban is feltettiink.
A részvényarra pedig a 7. Példa szerint

S, =5, (=T )t

3.2.1. Ekvivalens martingalmérték és az igazsagos ar

Olyan mértéket szeretnénk megadni, mely szerint (S;), a diszkontélt rész-
vényar martingdl. Ezt a Girsanov-tétel segitségével adjuk meg. A (18)
egyenlet alapjan rovid szamolas utan kapjuk, hogy

dS, =S, ((u — r)dt + odW,) = S,od W}, (19)

ahol
w—r

Wh =W, + t. (20)

Ha taldlunk egy olyan P, mértéket mely szerint a ﬁ/;“ folyamat SBM,
akkor a (19) differencidlegyenlet szerint az (5;) folyamat P,-martingdl. A
Girsanov-tétel éppen ilyesmit &llit. Legyen 0, = 6 = &=

—, €8
t 1 t 02t
= Ar =exp {—/ AW, — —/ 02d5} = W%
Fr 0 2 Jo

A Girsanov-tétel szerint (W}') éppen P,-SBM, és igy (S;) P,-martingdl.
Mivel Ar > 0 m.b., igy P ~ P, tehat P, EMM. S6t, meg is hatdrozhatjuk
az (S;) dinamikajat P, szerint. Az (19) egyenletet megoldva

dP,
dP

T _ aW“—ﬁt
St = S() et 2, (21)

Megmutatjuk, hogy a Black—Scholes-modellben az igazsdgos ar a (17)
formulaban szerepl6 alsé becslés. Legyen fr egy tetszOleges kovetelés, és
tekintsiik az

Nt = EPM [e_TTfT|JT-t] 3 0 S t S Tv
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P,-martingdlt. A martingdl reprezentacids tétel szerint létezik olyan Y;
adaptalt folyamat, hogy

t —~—
N, = Ny + / Y, dW*, (22)
0

ahol persze Ny = Ep e fr. Definidljuk a m, = (f3;,7;) stratégiat a

Y, Yie™
By = Ny — —t, Tt = :
o oS

formulaval.
7. Lemma. A (m; = (B, 7)) stratégia onfinanszirozd, és X, = N.
Bizonyitds. A definicié alapjan

Y: Y,
Xtﬂ- = /BtBt + ’ytSt = (Nt —_ Ft> e”‘t _|_ ;teTt — eTtNt’

azaz Y: = N,
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy 7 onfinanszirozo, a 6. Allitas szerint azt
kell belétni, hogy dX; = 7,dS;. Mivel X, = Ny, igy (22) alapjan

dX; = dN, = Y, dW}".
Ugyanakkor (21) szerint
’)/tdgt = ’)/tgtO'thu = KthN,

ahol az utolsé egyenloségnél hasznaltuk m definicidjat. Ezzel az allitast
belattuk. m

Mivel
X7 =¢e Ny = e7"TEPH [e_rTle‘FT] = fr,

igy a lemma szerint 7 egy tokéletes fr-fedezet X[ = Ny = Ep#e_"T fr kezdeti
tokével. Ezzel belattuk az alabbit.

7. Tétel. A Black—Scholes-modellben eqy fr kovetelés igazsdgos dra
Cr(fr) = EP#efrTfT-
Tovdbbd a m = (B, V1),

Y, Y,e"
ﬁt:Nt__tv f}/t:t—a
o oSy

egy tokéletes fedezeti stratégia, ahol N, = Ep, [e™" fr|F,], és N, = Ny +
Jo YodW2,
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3.2.2. A Black—Scholes-formula

A Black—Scholes-formula az eurépai call opcié ardara vonatkozik. Egy K
kotési ari eurdpai call opcié kifizetési fliggvénye fr = (Sp— K),. A 7. Tétel
szerint az igazsagos ar

CT<K) = EPM (e_rT(ST - K)+) .
A (21) formula alapjan
ST — SoerTea,W;—a—;T,

ahol W}L ~ N(0,7) a P, mérték szerint. Tehdat, ha Z standard normalis,
akkor

= — / (Soe”ﬁx_TT — e_TTK> e 2 dx
¥

ahol

_ ! [lo £+<0—2—T>T]
TV 08 T\ 2 |

Cr(K) = S (1= @y = oV/T)) = e T K(1 - ®(7))

A

arazasi formula a hires Black—Scholes-formula, melyet 1973-ban publikalt
Fischer Black és Myron Scholes. A mogottes elméletet késobb Merton alta-
lanositotta. Munkdjukért 1997-ben Scholes és Merton kozgazdasagi Nobel-
dijat kapott, Black azért maradt ki, mert 1995-ben meghalt.

3.2.3. A CRR-formulatdl a Black—Scholes-formulaig

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a Black—Scholes drazési formuldt meg-
kaphatjuk tgy, mint a homogén binomidlis piacon a Cox-Ross-Rubinstein
arazasi formula hatarértékét. Ez a rész a [3] jegyzet 2.6 fejezetén alapul.

47



A folytonos modellt a [0, 7] intervallumon tekintjiik. A folytonosan szé-
mitott kamatldb r > 0, és o > 0 rogzitett paraméter, a volatilitas. A diszkrét
modellben legyen

7
O=mn<n<...<tn=T, Ti:NT.

Ezek a lehetséges kereskedési idopontok az N-1épéses binomidlis modellben.
Vezessiik be a T/N = h jelolést. Majd az N — oo hataratmenetet vizsgéljuk.
Jelolje BY SN a kotvény, ill. a részvény arat a 7, id6pontban az N-edik
piacon. Az N-lépéses diszkrét idejii homogén binomidlis piac paraméterei
legyenek 7y, ay, és by.

Most megvalasztjuk az ry,an, by paramétereket. Legyen By = 1. Foly-
tonos idében a kotvényér ¢-ben B, = e". Diszkrét id6ben a t-hez tartozéd
osztépont 7/, ahol |x] az x egészrészét jeldli, ezt a késdbbiekben elhagy-
juk. Tehat

et=B,~BY =(1 —I—TN)L%J.

TN
T

Ha ry = rT/N = rh, akkor a jobb oldal N — oo esetén konvergal a bal

oldalhoz. Legyen
T

TN =Ty = rh. (23)
(A kés6bbiekben emlités nélkiil t6bbszor felhasznaljuk, hogy h = T/N.)
Hasonlé okoskodassal megmutathato, hogy ahhoz, hogy VarSin hatarértéke

N — o0 esetén létezzen, nagyjabol az kell, hogy

1+ by I+an
] —ovh 1 — —ovh 24
0g 7 . ovV'h, log . ovVh (24)

teljestiljon. Az N-edik modellben igy valasztjuk a paramétereket. Belatjuk,
hogy ilyen valasztas mellett a K kotési aru eurdpai call opcié binomialis
modell alapjéan szamolt igazsdgos ara N — oo esetén a Black—Scholes-arhoz
konvergal.
A binomialis modellben meghataroztuk az egyértelmii ekvivalens mart-
ingalmértéket. Ez az volt, mely szerint a részvényar
« _I'N—an
PN = by — an
val6szintiséggel (14-by )-szeresére né, 1—ph; valdszintiséggel (1+ay)-szeresére,
és az N-1épés soran ezek egymastol fiiggetleniil torténnek. Vagyis a részvényar
eloszldsa a P}, EMM szerint

N Y, N-Y] 1+bN w N
Sey =So(L+by)"™ (1 +an)" 7N =5 (1+an)”,
1—|—CLN
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ahol Yy ~ Binom(N,p%). A CRR drazési formula szerint a K kotési ard
europai call igazsagos ara

™N

(S, — Ky
BY

Cy(K) = E% (25)

Most meghatdrozzuk ennek a hatarértékét. A centrélis hatareloszlas-tétel
szerint

Yy — Np}
N PN PyN(0,1), N — oo, (26)
Npy(1—py)

ha 0 < liminfy_,o py < limsupy_o Py < 1, de majd megmutatjuk, hogy
ez teljesiil, s6t limy_,o piy = 1/2. A fenti formula bal oldalat kialakitva az
Sﬁ,—ben7

1+by Y 145

1—|—CZN
e { pN /NN + N

NPN 1 _PN

N +Nlog +an }

. 1+ by
+ N <pN log T an + log(1 + aN)) }
Latjuk, hogy (26) alapjan a

. N N 1+by . . 1+0
R A e R A e s

N 1 log(1 + aN))

hatérértékeket kell meghatdroznunk. A (24) formula és a Taylor-sorfejtés
szerint

2
1+by =e™VH(1+ry) = <1 +ovVh+ %h—l— O(h3/2)> (1+rh)
2
—14+0Vh+ (%+r) h+ O(h*?),

igy

2
by = ovVh+ (% —i—r) h 4+ O(h%?),

és ugyanigy

2
v =—oVh+ (% +r) h+ O(h3).
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Innen kapjuk, hogy
., rv—ay ovVh-— Zh+O(h*/?)
PN =y —an 20V'h + O(h3/2
1 ovh+0()
2+ 0(h) 44 O(h)
1 o
=—-——Vh h).
5 MF+O<)

Rogton latjuk, hogy pyy — 1/2, tehét (26) valoban teljesiil. A kapott aszimp-
totikdkat visszairva a kérdéses limeszekbe (h = T'/N), kapjuk hogy

1+0
lim \/Npy (1 —py)log ] TN lim 4/py(1 —p}‘V)QU\/T = oVT,

N—oo +an N—oo

N + log(1 + aN))

1+a
E_ZMT M__ J £ N-3/2
5 IV N ]20 o +r + O(N )>

Mindezt visszairva (25)-be
lim CN(K) — e—rTE* (Soeo\/TZ-l-T(T—UQ) _ K)

N—o0
o2
=B (Soe VT ET — oK)
+

+

ami éppen a Black—Scholes-formuldban kapott ar. Ezzel belattuk, amit akar-
tunk.

Megjegyzés. Itt persze a hataratmenet jogossagardl hallgattunk. Valéjaban van
egy eloszlasbeli konvergencidnk, mert (26)-bol kovetkezik a részvényar eloszlasbeli
konvergenciaja. Innen a momentumkonvergencia tétel alapjan akkor kovetkezik a
varhaté értékek konvergencidja, ha megmutatjuk az egyenletes integralhatdsagot.
Mint mar sokszor, ezt nem bizonyitjuk.

Azt is fontos megemliteni, hogy nemcsak a részvényar lejaratkori eloszlasa kon-
vergal a Black—Scholes-modellben szereplo lejaratkori eloszlashoz, hanem az egész
folyamat is (tehét mint a [0, 7] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény) el-
oszldsban konvergal az exponencialis Brown-mozgashoz. Ennek igazolasa azonban
mar kifinomultabb technikat igényel.
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4. Difftiziés folyamatok

Ebben a fejezetben a diffiziés folyamatok elméletének alapjait mutatjuk be.
Az elméletnek tobb lényegesen kiilonbo6z6 targyalasmodja van.

Eloszor az analitikus targyaldst kovetjiik, melyben a folyamatot az infi-
nitezimalis generatoran keresztiil irjuk le, majd a Kolmogorov elére és hatra
egyenlet segitségével egy parcidlis differencidlegyenletet (PDE) frunk fel a
folyamat atmenetvaldszintiségeire. Bizonyos feltételek mellett a kapott PDE-
nek van megoldasa, igy a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel szerint a difftizids
folyamat létezik. A trajektéridk folytonossagat a Kolmogorov-Centsov tétellel
lehet igazolni. Ez a klasszikus hozzadllas, mely Kolmogorov és Feller munkain
alapul.

A fejezet masodik részében a valdszinliséges hozzallast targyaljuk. Ekkor
a folyamatot egy sztochasztikus differencidlegyenlet (SDE) megoldasaként
definialjuk. Megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek mellett van az SDE-nek
megoldasa, és a megoldasok tulajdonsagait elemezziik. A difftizids folyama-
tok ezen targyalasmoédjat Lévy és It6 dolgoztak ki.

4.1. Markov folyamatok altalanos elmélete

A Markov folyamatok elméletét Breiman [1] jegyzete alapjan tekintjiik at.

4.1.1. Definicidk

Az (X,) folyamat (valés) Markov-folyamat, ha minden B € B(R) Borel-
halmazra, t, 7 szamokra

P{X,,, € B|X,,s <t} = P{X,,, € B|X,}.

Ez persze pontosan azt jelenti, mint amit korabban is jelentett a Markov-
tulajdonsag, nevezetesen, hogy a folyamat csak a jelenén keresztiil fiigg a
multjatol. Masképp az egyetlen fontos dolog az egész miilt ismeretében a
jelen.

Megmutathatd, hogy (X;) Markov-folyamat esetén a

Pty ty (B’JI) = P{th € B|Xt1 = x}a ty >t, B € B,
valoszintiségek valaszthaték gy, hogy
e ha z rogzitett, akkor py, 4, (+|z) valdszintiségi mérték;

e ha B € B rogzitett, akkor py, 4, (B|-) mérhetd fiiggvény.
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Ezeket a valészintiségeket nevezziik az (X;) folyamat dtmenetvaldsziniségei-
nek.

Legyen 7 < s < t, B € B. Ekkor a toronyszabaly és a Markov-tulajdonsag
alkalmazéasaval

P{Xt c B|X7—} - E [P{Xt € B|XT7XS}|XT]
= E[P{X, € B|X.}|X,]

_ /P{Xt € B|X, = y}P {X, € dy| X}

:/pt,s(Bly)ps,T(dy|XT)'
R

A P{X, € dy|X,} formula azt jelenti, hogy az X, véletlen valtoz6 X,-ra
vonatkozo feltételes eloszlasfiiggvénye szerint integralunk. Ez pedig éppen
azt jelenti, hogy

pt,T(B|x) = /pt,s(B|y)ps,T<dy|x)'

Ezzel belattuk a Chapman-Kolmogorov-egyenleteket:

Chapman—Kolmogorov-egyenletek. FEgy Markov-folyamat datmenetva-
losziniiséger teljesitik a

mAE@z/mﬂM%A@W7T<wUBG&

egyenleteket.

Ez heurisztikusan a kévetkez6t jelenti. A p,,(B|x) az a valészintség,
hogy ha 7-ban x-ben vagyunk, akkor ¢-ben a B halmazba jutunk. Vegytink
egy tetszoleges koztes s idopontot. Mivel 7-ban X, = x, igy s-ben az X
eloszlasat X, = z-re feltételesen kell venni, ami p,,(-|z). Vagyis annak a
valoszintisége, hogy s-ben pontosan Xy = y az ps.(dy|x). (Ez persze csak
formalis, hiszen folytonos eloszlas esetén annak a valészintisége, hogy pont y
az érték, az 0.) Most, ha s-ben éppen y az érték, akkor annak a valdsziniisége,
hogy t-ben B-be jutunk, éppen p; s(Bly). Es pont ezt mondja a Chapman-
Kolmogorov-egyenlet.

A tovabbiakban staciondrius folyamatokkal foglalkozunk. Az (X;) folya-
mat staciondrius, ha az atmenetvaldszinliségek nem fiiggnek az id6tol, csak
a megvaltozastol, azaz p, .(B|x) = pi—.(B|z). Ekkor p,(B|z) = pro(B|x), és
a Chapman—Kolmogorov-egyenletek a

m&ﬂ@=/m@@%@ﬁ)
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formulara egyszertisodnek.
A tovabbiakban feltessziik, hogy (X;) sztochasztikusan folytonos a 0-ban,
azaz
X, 5 Xy, t—0,

vagy masképpen
pe(|z) 25 6,(), t—0,

ahol a konvergencia a mértékek gyenge konvergencidjat jelenti, d, pedig a
Dirac-6 z-ben, azaz az a mérték, ami egységnyi tomeget tesz az x pontba,
mashova pedig nem tesz tomeget.

Ha az (X;) folyamatot egy valészintiséggel az x pontbdl inditjuk, akkor a
folyamat eloszlasat P, jeloli, ill. E, az e szerint vett varhaté érték. Azaz

P,{X, € B} = P{X, € B|X, = 2}, E,f(X,) =E[f(X,)|Xo = 1].

Az (X;) Markov-folyamat infinitezimdlis generdtora az

fs 572 SF() = Jim TBL (X))~ ()] (27)
formuléaval definialt operdtor, amennyiben a hatarérték létezik. Tehat az S
operator egy mérhet6 korlatos valés fliggvényhez rendel egy masik fliggvényt,
amennyiben a definidlé hatarérték létezik. Az S operator értelmezési tar-
tomanya D(S).
A kovetkezokben meghatarozzuk az infinitezimalis operatort a Poisson-
folyamat és a Wiener-folyamat esetén.

8. Példa. Poisson-folyamat. Sztochasztikus folyamatok kurzusroél tud-
juk, hogy a Poisson-folyamat Markov-folyamat. Legyen (IV;) egy 1 inten-
zitasi Poisson-folyamat és f egy korlatos mérhet6 fliggvény. Ha a Poisson-
folyamat a t = 0 idépontban x értéket vesz fel, akkor ¢ > O-ban z,z + 1,z +
2,... értékeket vehet fel, és mivel egy t hosszu intervallumon az ugrdsok
szdma Poisson(t) eloszlasu, igy

o k
k=

Ezt Taylor-sorba fejtve

E,f(N;) = f(x)e™ + f(z + D)te”™" + O(t?).
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Innen kapjuk

§4(x) = lim 1B [F(N:) — /()
. et —1 .
~tiy (70 + £+ )

= flz+1) = f(2).

Latjuk, hogy ez minden korlatos mérheté fliggvény esetén létezik, igy a
Poisson-folyamat infinitezimalis generatoranak értelmezési tartomanya a kor-
latos mérheto fliggvények halmaza.

9. Példa. Wiener-folyamat Legyen most (W;) egy Wiener-folyamat,
és f € C? kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ekkor a Taylor-
sorfejtés szerint

!/ h2 1
fle+h) = f(z) + hf' (@) + 5 ["(@) + o(h?),
és igy felhasznalva, hogy EqW; = 0, EW?2 = t, kapjuk

Ea:f(VVt) = EOf(‘T + Wt)
2

=Ey | f(z)+ W f'(z) + %f”(x) +o(W7)

2
= (&) + 5 "(@) + olt)
Ezért . ,
S7(x) = tim B, [F(W5) — ()] = T

Latjuk, hogy C? C D(S), és persze D(S) nem a korlatos mérhetd fiiggvények
halmaza.

4.1.2. Kolmogorov egyenletek

A hatra egyenlet. Legyen ¢t > 0 rogzitett, B € B(R), és 7 > 0 kicsi. Ekkor
a toronyszabdly és a markovitas szerint

P{Xi\, € B|Xo = 2} = E[P{Xy, € B|X;}|Xo = z].
A () = pi(B|z) jeloléssel ez
Prir(r) = oy (X7),

o4



melyet kicsit atalakitva

1

T

1
[err(2) = pu(@)] = Bz [p(Xr) — pu(2)].
Tartassuk 7-t 0-hoz, igy

9 o) = (00) (2).

Visszairva a ¢ definiciéjat a Kolmogorov-féle hdtra egyenletet kapjuk:

9 p(Bla) = (Sm(B1) (x). (28)

Az el6re egyenlet. Legyen t > 0 rogzitett, f € D(S). Ismét a torony-
szabaly és a markovitds szerint

E:):f(XtJr‘r) = Ex [EI [f(Xt+T)‘XtH )

amit /f(y)pHT( dyle) = / / F(2)p-(dzy)pi(dyl)

alakba is frhatunk. Mindkét oldalbdl kivonva a
E.F(X) = [ fu)mi(dylo)

mennyiséget, majd 7-val osztva

/ f(y)pt+r(dy|$) — pi(dy|z)

T

_ / 1 [E,f(X.) — f(1)] pe(dylz).

Ebben az egyenletben 7-t 0-hoz tartatva

[t giaslo) = [spmak) (29)
adodik.

Most egy kis kitéro. Definidljuk az S operator adjungéltjat. Egy p mérték
esetén jelolje S*u azt a mértéket, amire teljestiil, hogy

/ (SF)uldy) = / F()(S*)(dy).

Ha ez elég sok f fiiggvényre és p mértékre teljestil, akkor ez egyértelmt.
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Az adjungéltat beirva (29)-be

[ trgiasi) = [ 1) 01 (@)

ahonnan kapjuk a Kolmogorov-féle elore egyenletet:

Sn(Ble) = (S 12) (B). (30)

Megjegyzés. Ez a levezetés tobb ponton is ersen hidnyos volt. A leginkabb
kérdéses pont a 7 — 0 hatardtmenet a (29) egyenlet el6tt. A mértékek egy foly-
tonos t paramétertdl fiiggd csaladjat derivaltuk le ¢ szerint. Abszolut folytonos
esetben ez hihetd, hiszen ekkor

pi(dylx) = pi(y|x)dy,

és igy a kérdéses derivalt

lim prr(yl) — pi(y|x)

T—0 T

0
= apt(ylx)-

Altaldnos esetben mind az el6re, mind a hatra egyenlet teljesiiléséhez min-
denféle feltételeket kell tenni a folyamatra. Ezeket persze mell6zziik. Azt viszont
fontos megjegyezni, hogy, amint a , bizonyitasbdl” is kitiint, az el6re egyenlet sok-
kal erdsebb feltételek mellett igaz, nem olyan altalanos mint a hétra egyenlet.

10. Példa. Poisson-folyamat. Legyen (1V;) egy 1 intenzitdsi Poisson-
folyamat. Korabban lattuk, hogy

(@) = flz+1) - f(z).
Ezek szerint a hatra egyenlet

%pt(BLr) =pi(Blz+1) = pi(Blz).

Az elére egyenlethez meg kell hataroznunk az S operator adjungaltjat.
Az adjungaltat definidl6é formula szerint

Jurte+ 1) = s@latds) = [ ) (do)
Latjuk, hogy a jobb oldalon megjelenik az f integralja p szerint —1-szeres

szorzdval, valamint megjelenik az f eltoltjanak az integralja. Fz alapjan
nagyjabol kitaldlhaté mi lesz az adjungélt. Legyen A € B(R) esetén

S pu(A) = p(A = 1) — p(A),
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ahol persze A —1={a—1 :a € A}. Egy integréiltranszforméciéval latjuk,
hogy ez valéban kielégiti az adjungalt definidlé egyenletét. Tehat az elore

egyenlet
0
5Pt(Bl2) = pi(B = 1]2) — pe(Blz).

A kezdeti feltétel mindkét egyenlet esetén

1, haze B,

po(Blr) = 0,(B) = {O kulonben.

11. Példa. Wiener-folyamat. Legyen (W;) SBM. Lattuk, hogy (Sf)(x) =
f"(z)/2, ahonnan a héatra egyenlet

0 1 02
apt(BVC) 20n th(B|x)'

A stirtiségre p;(dylz) = pi(ylz)dy a

8 1 32

adodik.

Az elore egyenlet felirdasahoz megint az S adjungéltjat kell megadni. Le-
gyen a pu mérték abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre, u(dz) = g(x)dz,
és legyen f kompakt tartéju fliggvény. Ekkor kétszer parcidlisan integrélva

[ Fr@gtos = [

adddik. Innen latjuk, hogy (S*u)(dz) = ¢”(y)dy. Tehat az elére egyenlet

0 0?

apt(y\w)dy = a—yth(y!x)dy

alakl, az atmenetstriiségekre pedig

0 0?
Ept(ym = a_ygpt(y|x>

addodik. Ez éppen a hévezetés egyenlete.
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4.1.3. Difftaziés folyamatok

A kovetkezokben olyan folyamatokat vizsgalunk, amelyek lokalisan ugy vi-
selkednek, mint a Wiener-folyamat.
Tekintsiik a kovetkezo sztochasztikus differencialegyenlet:

Ay, = p(Y;)dt + o (¥,)dW,.

Ekkor A > 0 esetén

t+h t+h
AY; = Yoy — Y, = / u(Y)ds + / o(Y,)dIV,,
t t

és ezért
E[AY]Y; = y] = u(y)h + o(h),
E [(AY,2Y; = y] = 0% (w)h + o(h).

Ez motivalja a kovetkezd definiciét. A diffuzids folyamat olyan (Y;) foly-
tonos trajektériaju Markov-folyamat, melyre

(i) P{IAY| > e|Y; = y} = o(h);
(ii) E(AY3]Y: =y) = u(y)h + o(h);
(i) E((AY)?|Y: =y) = o*(y)h + o(h),
ahol AY; = Yi ) — i,

S
0, kiilonben,

és a o(-) reldcidk h — 0 esetén értendok.

A definicié alapjan meghatarozzuk a folyamat infinitezimalis generatorat.
Legyen f € C?. Ekkor

B.f(Y) = x| ) + (3 = ) (0) + (4 - 0212 4 o( (i - )
= 1)+ ) @) + 102w D o),

Ebbdl konnyen adodik az infinitezimalis generator, nevezetesen

(Sf)(z) = lim %E [f (V) — f(2)] = p() f'(2) + o> () f”;x)‘

28



Jelolje py(y|z) a folyamat stiriiségét, azaz p,(dy|x) = pi(y|z)dy
A Kolmogorov-féle hatra egyenletet felirva:

0 B 0 o*(z) 0°
apt(ylx)—u(x)a—xpt(kaH 5 @pt(mx)-

A Kolmogorov-féle elére egyenlethez eloszor a infinitezimalis operator ad-
jungaltjat kell meghatarozni. Ez gy megy, mint a Wiener-folyamat esetén.
Legyen a pu mérték abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre, p(dy) = g(y)dy.
Ha f kompakt tartoji, akkor a parcidlis integralds formulajaban a megvél-
tozasa mindig eltiinik, igy

/(Sf)(y)g(y)dyz/ [u(y)f’(y) ( }
- [ 1w {—diywwg(y» P

Tehat

(S ) = | =51 (Wlole)) + 5 5 (@il |

ahonnan kapjuk az elore egyenletet:

2010 =~ (k) + 5 25 (G ole)

12. Példa. Ornstein—Uhlenbeck-folyamat. Tekintsiik az un. Langevin-
egyenletet
dY; = —pYidt + o dW;, Y fiiggetlen az o(Ws : s > 0) o-algebratdl,
ahol 1 > 0, 0 > 0. A homogén egyenlet megolddsa e #, és igy diffe-
rencidlegyenletek elméletébdl ismert médszer szerint e#'Y; differencidljit te-
kintjik. Ez
d (e‘”Y}) = e dY, + petY, dt = e o dW,,

amit integralva kapjuk a Langevin-egyenlet megoldasat

¢
Y, =eH <Yo—|—/ e“sUdWs).
0
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Mivel determinisztikus fliggvény Wiener-folyamat szerinti sztochasztikus in-
tegralja normalis eloszlasu, igy

Y, — e MY}
normaélis eloszlasu, varhato értéke és szorasnégyzete

EY; = e " EYp,
0.2

1 —e 2,
2M( e )

t
EY} = e M EY] + e / o? e ds = e EYJ +
0

Innen latjuk, hogy hat — oo, akkor Y; eloszldsban konvergal egy N(0, 0%/ (2u))
eloszlashoz. Ez adja az otletet, hogy valasszuk az Yj kezdeti értéket ilyen el-
oszlastunak. Ezzel a kezdeti eloszlassal

2
Yt~N<0,U—>,
2n

tehat (Y;) egy Gauss-folyamat. Meghatdrozzuk a kovarianciafiiggvényét,
ahonnan 14tjuk, hogy (V;) egy stacionérius Gauss-folyamat.
Vegyiik észre, hogy az

t
Y, =e¢ M (YO + / o el qu)
0

el6éllitas alapjan
t
Y, — e *t9)y, = e_“t/ gettdW,, t > s, (31)

ami fiiggetlen a o(W,, : u < s) g-algebratdél. Ezért

COV(}/t, }/S) =EY,)Y,=E (Y;f _ e—ﬂ(t—S)Y; + e—#(t—s)}/s) Y,

2
— o= gy 2 — T —ult—s)
S 2/1 )

azaz az (Y;) folyamat valéban staciondrius.
A (31) formulabdl kovetkezik, hogy az (Y;) folyamat Markov-folyamat, és
meghatdrozzuk az dtmenetstirtiségeket is. Valéban, ha A € B(R), akkor
P{Y, e AlY,:u<s,Y, =z}
=P{Y, — e M=y, e A — e_”(t_s)x|Yu cu<s Y, =ux}
=P{Y, —e 7Y, € A — e =)y},
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Az Y, — e #Mt=9)Y, véltozé 0 varhaté értékii normélis eloszlasi, melynek
szordsnégyzete (31) alapjan
2

E (Y; — o #9Y,)? = o () /t S22y — ;_u (1 e 2ut-9)).
S

Ebbdl kovetkezik, hogy a

2

o
dz) ~ N [ ey —— (1 — e 20(t=3)
pt( |I) <e Z, 2,LL ( € ) ’

vagyis az atmenetstirtiségek

tole) = | e { A |

Az (Y;) folytonos trajektoriaju staciondrius Markov-folyamatot Ornstein—
Uhlenbeck-folyamatnak (OU) nevezziik. Megmutathatd, hogy az OU-folyamat
az egyetlen ilyen tulajdonsagu folyamat.

Speciélis kezdeti feltétel mellett (Yo ~ N(0,0%/(2u))) tehédt expliciten
ki tudtuk szdmolni az dtmenetstirtiségeket. Altaldnos esetben ez persze nem
megy, de az atmenetsiriségekre mindig felirhatjuk a Kolmogorov-egyenleteket.
A Kolmogorov-hatra egyenlet

2 92
9 pitol) =~ ulole) + G pl),

alakd. Ezt az egyenletet Fokker—Planck-egyenletnek nevezik. Az elére egyen-

let pedig
2 92

0 0 o
apt(ylf) =3 (—pype(ylx)) + 7a—y2pt(y|w)-

4.2. Sztochasztikus differencialegyenletek

Az aldbbiakban definidljuk az SDE er6s megoldasat, és elegendé feltételt
adunk az erés megoldas létezésére és egyértelmiiségére.
Adottak

o egy (2, A, P) valésziniiségi mezé;
o ezen egy (Fi)ieqo,n filtracio;

o egy W, = (W}, ..., W) r-dimenziés standard Wiener-folyamat az (F;)
filtraciohoz;

61



o f:RIx[0,T] = R? o:RYx [0,T] — R mérhetd fiiggvények; és
o £:Q — R? Fy-mérhetd véletlen valtozo.
Az (X;) (d-dimenziés) folyamat erds megolddsa a

dXt = f(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th,

32

SDE-nek, ha [ f(X,,s)ds és [, o(X,,s)dW, jél definidlt minden ¢ € [0,7]
esetén, és (32) integralt valtozata teljesiil, azaz

t t

X, =¢ —|—/ f(Xs,8)ds +/ 0(Xs,s)dWs, minden t € [0, 7] esetén m.b.
0 0

Ezt koordinatanként kiirva

t t T
X;':gi+/ fi(XS,s)der/ D oi(Xes)dWI, i=1,2,....d.
0 St

Fontos latni, hogy amikor erds megoldasrél beszéliink, akkor nemcsak a
(32) adott, hanem a benne szerepl6 r-dimenziés Wiener-folyamat, a hozza
tartozé filtracio, és a kezdeti feltétel (nem csak a kezdeti eloszlas) is.

A d-dimenziés vektorok esetén |z| = y/a% + ... + 22, a szokdsos euklideszi

norma, a 0 € R™" d x r-es métrixok esetén pedig |of = />, 0,

A kozonséges differencidlegyenletek elméletében a Picard-Lindelof-tétel
allitja a megoldas létezését és egyértelmiiségét abban az esetben, amikor az
egyiitthatok Lipschitz-folytonosak. Itt is ez a helyzet.

8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (32) SDE-ben szerepld figguényekre

[f (@, 1) = fy, )| + |o(z,t) — o(y,1)| < K|z —y],
[f (2, O + Jo(z, )" < Ko(1 + |2f*),
E[¢]? < oo.

Ekkor az (32) egyenletnek létezik egy egyértelmi erés megolddsa, melyre

E sup |X;> < C(1+E|EP).

0<t<T
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Bizonyitds. Csak a d = r = 1 esetet igazoljuk, az altalanos eset ugyanigy
megy, csak a jelolés elbonyolddik.

A bizonyitashoz sziikségiink van a kozonséges differencidlegyenletek el-
méletébdl ismert Gronwall-lemmara.

8. Lemma. Legyenek «, B integrdlhato figguények, melyekre

a(t) < B(t) + H/ a(s)ds, t € a,bl.
Ekkor .
a(t) < B(t) + H/ M=) 5(s) ds.

Unicitas. Legyen X;,Y; két megoldéds. Ekkor

X =Yi= [ (X8 = ) st [ (o(Xs) =V 9) aiw,

Mivel (a+b)? < 2a*+20?, igy a 4. Tétel (ii), a Cauchy—Schwartz-egyenlStlenség
és a feltétel szerint

E(X; -Y)* <2E (/Ot(f(Xs, s) — (¥, S))2d8>2
+ ZE/Ot(a(XS, s) — o (Ys, 5))%ds
<2(T+1)K? /tE(XS —Y,)?ds.
0
A ¢(t) = E(X; — Y;)? jelolést bevezetve kaptuk, hogy

o(t) <2(T + 1)K2/0 ©(s)ds.

A Gronwall-lemma szerint ¢(t) = 0, azaz X; = Y; m.b. Mivel X; — Y,
folytonos, igy adodik az is, hogy a két folyamat nem megkiilonboztetheto,

azaz
P{X, =Y, Vte[0,T]} = 1.

Ezzel az egyértelmiiséget igazoltuk.
Létezés. Vazlat. A létezés bizonyitas a Picard—Lindelof-tétel bizonyitasabol
ismerds iteracidval torténik. Legyen Xt(o) = ¢, és ha Xt(n) adott, akkor
t t
X0 =g [ s)ds+ [ o, saw,
0 0
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Mivel

+ /t <U(Xs(n), s) — (X, 3)) dWs,
0
igy, mint az egyértelmiiség igazolasanal kapjuk, hogy
EX™Y - xM2 <L / tE(XS“L) — XDy2 g,
0
ahol L = 2(T + 1)K?. Ezt iterdlva, majd a két integrélt felcserélve

t

/ / (n 1) 2))2 duds

< I? / (t — s)E(X"Y — X[("=2)2 s,
0

Ezt folytatva, és a &-re tett feltevést felhasznélva

t -1
n n t—s)" LT~
E(X™ — x{")? < L”/ ﬁE(X; —¢)%ds < D"
o (n—=1)!
Az integralban a martingal részt és a korlatos véltozasi részt szétvélasztva
a Doob maximal egyenlétlenséggel az is megmutathatd, hogy

E sup (X _ xm < o/ D" (LT)

0<t<T n!

n!

Innen a Csebisev-egyenl6tlenség szerint

. LT)"
E P{ sup [ XY — X7 > n_2} < E C’n4u < 0
vt n!

0<t<T
n=1

Tehat az els6 Borel-Cantelli-lemma alapjan a

o0

> - X

n=0

végtelen sor egyenletesen konvergens majdnem biztosan, és az Osszeg persze
megoldasa a SDE-nek. Ezzel az allitast belattuk. O
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