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El6szd

Ez a jegyzet elsGsorban a Szegedi Tudomanyegyetem kozgazdész szakos hallgatéinak tartott
Valosziniiségszamitds kurzus gyakorlatdhoz késziilt.

A hallgatok a feladatok megoldasdnak Youtube gytjteményét ide kattintva tudjék elérni.

A példatar a gyakorlati 6rdk anyagat kovetve 12 fejezetet tartalmaz, ahol a feladatok temati-
kusan, fokozatosan nehezedé modon vannak felépitve.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW

1. ora
Kombinatorikus valésziniiség

Ha egy kisérletnek véges sok kimenetele van, és mindegyik kimenetel ugyanakkora eséllyel kovet-
kezik be, akkor egy tetszdleges A esemény valoszintiségét a kévetkezdképpen szamoljuk ki:

kedvezd esetek szama

P(A) =

0sszes eset szama

El6fordulhat, hogy a ROSSZ eseteket egyszertibb megszamolni, ekkor

PN (n)SSZ(‘S eset szama—r1rossz (‘S(‘T(‘k szama,
P(A) = _

Osszes eset szama

Mintafeladat. Tegnap ellatogattunk egy csokigyarba, ahonnan kaptunk ajandékba csokikat, egy
epreset, egy narancsosat, egy kavésat, egy rumosat, és egy oreosat. Anyukank tette el ¢ket, majd
mikor hazaértiink, akkor mindenki véletlenszerten véalaszthatott egyet, elséként a legidGsebb test-
vérlink, Janka. Hatarozzuk meg a kovetkezs események valdszintiségeit.

(a) Janka oreosat valaszt.
(b
(c

(d) Janka karamelldsat valaszt.

Janka gyiimolesoset valaszt.

)
) Janka olyat vélaszt, amiben nincs kaveé.
)

Megoldas: Ebben a feladatban a kisérlet az, hogy 6t darab csokoladé koziil véletlenszertien
kivalaszt Janka egyet.

e Latjuk, hogy a kisérletnek véges sok, 5 lehetséges kimenetele van, hiszen 6sszesen 6t csokoladé
van.
e Mivel véletlenszertien véalaszt Janka, ezért mindegyik kimenetelnek azonos a valoszintisége.

Igy egy klasszikus valdszintiségi mezénk van, ahol egy tetszdleges esemény valoszintiségét ugy

szamoljuk ki, hogy:
kedvezd esetek szama

P(Esemény) = — ~
Osszes eset szama
(a) Mivel egy oreos csoki van, ezért a kedvezs esetek szama 1, mig az Gsszes eset 5, igy
P(Janka oreosat valaszt) = 5

(b) Az epres, és a narancsos is gyiimolcsos, ezért kétféleképpen lehet gytimolesoset valasztani,

P(Janka gytimolesoset valaszt) = 5
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(c) Négy olyan eset van, amikor a csokiban nincs kavé (epres, narancsos, rumos, oreos), ekkor

4
P (Nincs kavé a csokiban) = v

Gondolkozhatunk tgy is, hogy a rossz esetek szama, amikor is a csokiban van kavé az egy,
hiszen csak a kavés tartalmaz kavét, ezért

a kedvezs esetek szdma = Osszes esetek szama — rossz esetek szama,

tehat 1
P (Nincs kavé a csokiban) = ==

igy szintén ugyanazt kapjuk.

(d) Lathatjuk, hogy nincs olyan csoki, ami karamellas lenne, ezért ezt nulla féleképpen tudjuk
kivalasztani

P(Janka karamellast valaszt) = E= 0.

Egy masik meggondolasunk lehet az, hogy ez lehetetlen esemény, aminek a valoszintisége
0, igy szintén ugyanazt kapjuk.

1. Feladat. A Mikulas zsakjaban méar csak egy csomag gumicukor, egy csomag ropi, egy mézes-
kalacs, egy tabla csoki, és egy virgics van. A Mikulas a zsakjabol véletlenszertien ad valamit a kis
Kincs6kének. Hatarozzuk meg a kovetkezs események valoszintiségeit.

Ropit kap.

(a)
(b) Edességet kap.
(c) Jatékautot kap.
(d) Ajandékot kap.

Végeredmények:

1 3

(a) o (b) o (c)0; (d)1

Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. Armandét is meglatogatta a hasvéti nyuszi. A nyulnal méar csak kettd sarga kicsi
csokitojas, ketts csoki nyuszifigura, és egy kindertojas van. Véletlenszeriien ad egy édességet
Armandonak. Hatarozzuk meg a kovetkezd események valdszintiségeit.

(a) Kindertojast kap.
(b) Nyuszifigurat kap.

(c) Csokitojast kap.

4. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=LT5KcqoJ0gg&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=6
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(d) Barbie figurat kap.

Végeredmények:

W3 B2 @5 @o

Megoldas: @ YouTube

3. Feladat. A Bolyais Karacsonyi partin egy ajandékot sorsolnak ki, amihez 200 sorsjegyet adtak
el. Norbert 17 sorsjegyet vasarolt. Mennyi az esélye annak, hogy Norbert nem nyerte meg az
ajandékot?
Végeredmény:

183

200

Megoldas: @ YouTube

4. Feladat. Egy tuszoverseny dontjébe 8 versenyzd jutott, koztiik volt P. Nikolett is. Tegyiik fel,
hogy minden befutési sorrend azonos esélyti. Mekkora a valdszintisége, hogy

(a) Nikolett érmet nyer?
(b) Nikolett gy6z?

(c¢) Nikolett nem végez az utolsé helyen?

Végeredmények:
3 1 7
(a) ]’ (b) ]’ (c) ]

Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. Dionizia tjévi fogadalmat tett. Elhatarozta, hogy az Gj évben nagyon szigorian,
minden negyedik napon (akar hétkéznap, akar hétvége) elmegy az uszodaba, és reggel hattol tuszik
egy orat. Dionizia nagy rajongdja, Aniziusz csak annyit tud, hogy Dionizia lejar tszni, igy az egyik
januéri reggelen & is lenéz. Mekkora annak a valoszintisége, hogy talalkoznak?
Végeredmény:
7
31
Megoldas: 3 YouTube

6. Feladat. Anna, Bori és Cili véletlenszertien leiilnek egy padra.

(a) Hany lehetséges kimenetel van?

(b) Mennyi a valészintisége, hogy Anna és Bori a pad két szélére il?

5. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=7riKFewilto&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=7
https://www.youtube.com/watch?v=SKipHXTRZPY&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=8
https://www.youtube.com/watch?v=1PLf4o3MN7E&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=9
https://www.youtube.com/watch?v=IKUMa0BzLjo&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=10
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(c) Mennyi a valosziniisége, hogy Anna és Cili egymas mellé iilnek?

Végeredmények:

@3=6 ()3 (©;

Megoldas: @3 YouTube

7. Feladat. Anna, Bori, Cili, Déri és Emma véletlenszertien leiilnek egy padra.
(a) Hany lehetséges kimenetel van?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna és Bori a pad két szélén il?

)
)

(c) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna és Dori kozott pontosan ketten vannak?
)

(d) Mennyi a valoszintsége, hogy Anna, Cili és Emma egymas mellett il?

Végeredmények:
3! 2!

(a) 5! =120; (b) SR (c)

Megoldas: @ YouTube

2.91.3] 3.31.2
s W

8. Feladat. Véletlenszertien valasztunk egy valodi Otjegyd szamot (azaz az els§ szamjegy nem
lehet nulla).

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a szamjegyek kiilonb6z6 paratlan szamok?
(b) Mennyi a valosziniisége, hogy a szamjegyek kozott vannak azonosak?
Végeredmények:

51 9-10°—-9.9.8.7-6
_2 b
(@) 5o () 9. 107

Megoldas: @3 YouTube

9. Feladat. A haromszori pénzfeldobas kisérletében hatérozzuk meg a kovetkezs események valo-
szintiségét:

(a) A = Harom fejet dobunk. (b) B = Dobunk fejet és irast is.

(c) C = Pontosan két fejet dobunk. (d) D = Legfeljebb két fejet dobunk.

6. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=17WNQ-ioVHc
https://www.youtube.com/watch?v=4OZI2Wzn0o0
https://www.youtube.com/watch?v=qX3sYb7QWLY
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(e) E = Legalabb két fejet dobunk.

Végeredmények:

Wk om0k 0L e

Megoldas: 3 YouTube

10. Feladat. Egy vendégls egyik asztalanéal 9 vendég iil, és mindenki rendel egy italt, Gsszesen 3
sort, 4 voros és 2 fehér bort. A pincér véletlenszerten osztja ki az italokat. Mennyi a valoszintisége,
hogy mindenki olyan italt kap, amilyet kért? Mennyi az esélye annak, hogy a pincér a séroket jol
osztja ki, de legalabb egy bort rossz vendégnek ad?

Végeredmények: Legyen A az az esemény, hogy ,Mindenki olyan italt kap, amilyet kért”,

valamint B az, hogy ,,A pincér a soroket jol osztja ki, de legaldbb egy bort rossz vendégnek ad”.

3!-41.2!
Pl = =5
31-4-2-41431-2-4-41+3!-4-3-4!
P(B) - + . +

Megoldas: @ YouTube

11. Feladat. To6bbszor egymaés utan feldobunk egy szabalyos dobokockat.

(a) Mennyi az esélye, hogy az elsé hatos pontosan a negyedik dobésra jon? Mi annak a valoszi-
niisége, hogy az elsd hatost pontosan az n-edik dobasra kapjuk?

(b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy az els6 négy dobés soran kapunk legalabb egy hatost?
Mekkora eséllyel kapunk legalabb egy hatost az els6 n dobas soran?

(c) Hanyszor dobjuk fel a kockat, ha az a célunk, hogy legalabb 90% valoszintiséggel legyen hatos
a dobasok kozott?

Végeredmények:
5%.1 511 61 — 5% 6" — 5"
(a) 64 Y 6” Y ( ) 64 Y 6”’ 7

Megoldas: @ YouTube

7. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=8ye8qnN0a14
https://www.youtube.com/watch?v=pO1dssBY58c&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=cAlmi9EX6Gc&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=5

2. o6ra
Mintavételezési feladatok

Mintafeladat. Az autonkon szeretné apukank a nyari gumit télire cserélni. A garazsban Osszesen
16 db. autoégumi van. A 16 kozil 8 db. téli, a maradék nyari gumi. Apukank minket kiild be,
hogy hozzuk ki a gumikat, azonban mi nem tudjuk megkiilonboztetni 6ket, igy véletlenszertien
valasztunk koziiliik négyet.

(a)
(b)

Mekkora annak a valoszintisége, hogy a négy koziil pontosan kettd lesz téli?

Nem szeretnénk apukanknak csal6dast okozni, igy amig 6 dolgozik elprobéljuk, hogy folyama-
tosan viszek ki gumikat, azonban, amit kivittem, azt mindig vissza is viszem, anélkiil, hogy
megjegyezném, hogy melyik volt az. Osszesen négy autoégumit valasztok igy ki. Mekkora
annak a valészintisége, hogy pontosan 3 lesz téli gumi?

Megoldas: A feladat szovege alapjan a garazsban Osszesen 16 db. gumi van. A gumik koziil 8
db. téli, a maradék, tehat szintén 8 db. nyari gumi. Ezek koziil valasztunk véletlenszertien négyet.
Azonban latjuk, hogy az (a), és a (b) feladatrész kozott kiillonbség van. Az (a)-nal azokat a gumikat,
amiket kivittiink, nem vissziik vissza. Mig a (b)-nél folyamatosan visszaviszem a gumikat.

(a)

Ebben a feladatrészben a 16 db. gumi koziil kivalasztunk négyet. Ekkor a kivalasztas sor-
rendje nyilvan nem szamit, igy az Gsszes eset: (T). Latjuk, hogy a nyolc téli gumi koziil kell
ketts, valamint a nyéari kozil is kettd kell, hiszen 0sszesen négy gumit valasztunk ki. Ezeket
(4) . (3) féleképpen tehetjitk meg. Igy a keresett esemény valoszintsége:

2
4y (4
(2) ) (2)
16
(4)
Mivel folyamatosan visszavissziik a gumikat, igy mindig 16 db. gumi koziil tudunk vélasztani.
Igy ez egy ismétléses mintavételezés. Ekkor az dsszes eset: 16-16-16-16 = 16*. Egy lehetséges
jo kimenetel példéul, hogy az els6 harom gumi, ami valasztok az téli, az utolsé pedig nyari,
ez 8-8-8-8 = 8* féleképpen kivetkezik be. Négyféle modon lehet az, hogy nyari visziink ki,

mert lehet, hogy az elsé gumi lesz az, vagy a mésodik, vagy a harmadik, vagy a negyedik.
Emiatt:

P(Pontosan kett6 gumi lesz téli) =

4 -8
164

P (Pontosan harom lesz téli) =

8. oldal
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1. Feladat. A rendelkezésiinkre all6 10.000 csavar koziil 500 selejtes, ezek koziil véletlenszeriien
huzunk 10-et. Szamitsuk ki az

A = Pontosan 3 selejtet hizunk

esemény valoszintiségét amennyiben a modell visszatevés nélkiili és nem szamit a sorrend, illetve,
ha a modell visszatevéses és szamit a sorrend.

Végeredmények:

Visszatevés nélkiil, nem szamit a sorrend:

500) . (1500)

P(A) = (SGTO)?

10
Visszatevéssel, szamit a sorrend:

10

P(A) = (3) -0,05 - 0,957

Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. A rendelkezésiinkre allo 20 csavar kozil 16 jo és 4 selejtes, ezek koziil visszatevés
nélkiil, véletlenszertien hiizunk 2—t. Hatarozzuk meg az elemi események szamat, majd szamitsuk
ki a kovetkezd események valoszintiségét:

Ay = Két selejteset hizunk. Ag = Nem huzunk selejtet.

A; = Pontosan egy selejteset hiizunk.

Végeredmények:
Ha szamit a sorrend:
4-3 2-4-16 16 - 15
P(A)) = ——; = -
(42) 2019’

Ha nem szamit a sorrend:

4.3 2-4-16 16 - 15

P<A2) = —20 ] 19§

Megoldas: @ YouTube

9. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=5uVB3rdzk7A
https://www.youtube.com/watch?v=NBVEo1EDJZM
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3. Feladat. A rendelkezésiinkre all6 20 csavar koziil 16 jo és 4 selejtes, ezek koziil véletlenszertien
hizunk 5-6t. Hatarozzuk meg, hogy hany elemi esemény alkotja az alaphalmazt és szamitsuk ki
a kovetkezd események valoszintiségét abban az esetben, ha a modell visszatevés nélkiili és nem
szamit a sorrend, illetve, ha a modell visszatevéses és szamit a sorrend:

A =5 selejtet valasztottunk.
B = 2 selejtet és 3 jot valasztottunk.

Végeredmények:

Visszatevés nélkiil, nem szamit a sorrend:

15-14-6
PA)=0;, PB)=————
(4) ’ (B) 19-18-17
Visszatevéssel, szamit a sorrend:
4° 10 - 43
P(A)=—; P(B)=
( ) 205’ ( ) 55

Megoldas: @ YouTube

4. Feladat. Egy briisszeli hazibulin rendérok razziaztak. Talaltak 15 kiilonos, fehér tartalmu kis
zacskot, melyek tomegét is megmeérték. Azt talaltak, hogy a 15 kozott, 10-nek kevesebb a tomege,
a maradéknak pedig tobb a tomege, mint 10 gramm. A zacskokat az ereszcsatornan kiildik le,
mely soran 4 zacsko kiszakad. Mekkora a kovetkez6 események valdszintisége?

(a) Pontosan egy kiszakadt zacsko konnyebb, mint 10 gramm.
(b) Legalabb egy kiszakadt zacskoé nehezebb, mint 10 gramm.

Végeredmények:
NGO R o R
TR )

Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. Palinka f6zéséhez vettiink 10 kg cukrot egykilos kiszerelésben. Mikor lemértiik azokat,
azt tapasztaltuk, hogy 2 koziiliik konnyebb, 8 pedig nehezebb volt, mint 1 kg. Visszatevés nélkiil
taldlomra kivalasztva 3 cukrot, mennyi a valészintisége a kovetkezd eseményeknek?

(a) Mind kénnyebb, mint 1 kg.
(b) Legalabb egy kénnyebb, mint 1 kg.

(c) Legfeljebb kett& nehezebb, mint 1 kg.

10. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=PbQ2DzMeDhg
https://www.youtube.com/watch?v=wqJGei2CrME&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=16
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Végeredmények:
| G-O+0-6. . G)-E 6
(a) 0;  (b) (130) ;o () (130)

Megoldas: @ YouTube

6. Feladat. Egy disznovagés soran a bollérnek kitoltenek 5 pohér gint és 10 pohar vizet, azonban
a poharak Osszekeverednek. A bollér tizpercenként egy orén keresztiil legurit egyet, idvozolve igy
minden 1j vendéget. Miutan egy italt megiszik mindig ugyanolyannal potoljak azt, és a poharak
ekkor djra Gsszekeverednek. Mennyi a valdszintisége a kovetkezs eseményeknek?

A = Elsére vizet iszik.
B = Elsére, és mésodjara vizet, a tobbi esetben pedig gint iszik.

C' = Pontosan kétszer iszik vizet.

Végeredmények:

-t e (9 (3)' v ()-(9) ()
Megoldas: 3 YouTube

7. Feladat. Gizi nagymamaéja meggylevest csinal, amibe pontosan 4 darab szegfliszeget tesz. A
levest 6t egyforma adagra osztjak, melyet a csalad joiztien elfogyaszt. Hatarozzuk meg a kdvetkezs
események valoszintiségeit.

(a) Gizi levesében nincs szegftiszeg.
(b) Gizi apukajanak a levesében pontosan kettd szegfiiszeg van.

(c) Gizi levesében, és az anyukaja levesében sincs szegfiiszeg.

Végeredmények:

4\ 2 1\ /4’ 3\
). (b Y (2. 2
() w66 ©6)
Megoldas: 3 YouTube
8. Feladat. Egy 6vodas csoportba 9 gyerek jar, koztiik egy testvérpar. Héanyféleképpen lehet a

gyerekeket egy négy-, egy harom- és egy kétfés csoportba besorolni? Ha véletlenszerii a besorolas,
akkor milyen valoszintiséggel fog a két testvér ugyanabba a csoportba keriilni?

Végeredmények:
(2) . (g) . @) — 1260: (;) i (g) i (;) + (Z) i (i) i (g) + (Z) i (g)

1260

11. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=MGFfAIrJZMY&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=63
https://www.youtube.com/watch?v=3wo8_xGyB6Y&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=64
https://www.youtube.com/watch?v=c-GJTfR0W7I&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=65
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Megoldas: 3 YouTube

9. Feladat. A 32 lapos magyar kartyabol visszatevés nélkiil huzunk 6 lapot. Mennyi a valdszint-
sége, hogy

(a) pontosan 2 aszt huztunk?
(b
(c

(d) legalabb 1 pirost vagy legalabb 1 aszt huztunk?

pontosan 3 pirosat, 2 zoldet és 1 makkot hiztunk?

)
) legalabb 1 aszt huztunk?
)

Végeredmények:
B0, o 000, -G G-
B - R (S R )

Megoldas: 3 YouTube

10. Feladat. A 32 lapos magyar kartyabol visszatevéssel hiizunk 6 lapot. Mennyi a valészintisége,
hogy

(a) pontosan 2 aszt huztunk?
(b
(c

(d) legalabb 1 pirost vagy legalabb 1 aszt hiztunk?

pontosan 3 pirost, 2 zoldet és 1 makkot huztunk?

)
) legalabb 1 aszt hiztunk?
)

Végeredmények:
G226 () 8 o8 80 o
3207 320 326 320

Megoldas: 3 YouTube

11. Feladat. Egy vizsgan egy hallgaté a 100 lehetséges kérdésbdl n-re tudja a valaszt. A hallgato
két kérdést kap véletlenszertien. Mekkora eséllyel fogja teljesiteni a vizsgat, ha

(a) megbukik, ha valamelyik kérdésre nem tud vélaszolni?

(b) a kérdések koziil elég az egyikre valaszolni?
Az egyes vizsgaztatasi modok esetén a vizsgazo hany kérdésre tanulja meg a valaszt, ha az a célja,
hogy legalabb 80% valoszintiséggel teljesitse a vizsgat?
Végeredmények:
(5)
(a) (100)

2

,90;  (b) &) (_mg;(m?_n), 55
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https://www.youtube.com/watch?v=_n5FkJ-9LaU&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=8
https://www.youtube.com/watch?v=_xg-8vjcHdU
https://www.youtube.com/watch?v=zpHmQjAAakM
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Megoldas: @3 YouTube @D YouTube
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https://www.youtube.com/watch?v=23D0uXE-wzo&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=9
https://www.youtube.com/watch?v=AOyTLF6QlEU&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=10

3. oOra
A valésziniiség altalanos tulajdonsagai

Mintafeladat. Peti a kovetkezd héten kalkulusbol, és valoszintiségszamitasbol is vizsgazik. Tud-
juk, hogy annak az esélye, hogy kalkulusbol megy &t 0,7, a valoszintiségszamitasnél ez az érték 0,5.
Mig annak az esélye, hogy mindkettd targyat sikeriil abszolvalnia 0,25.

(a) Irjuk fel formalisan azt az esemény, hogy kalkulusbél vagy valoszintiségszamitasbol megy &t;
valamint azt, hogy egyik targybol sem megy at.

(b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy kalkulusbol, vagy valdszintiségszamitasbol megy at.
(c) Mennyi annak a valdszintisége, hogy pontosan az egyik targybol megy at?
(d) Mennyi annak a valdszintisége, hogy egyik targybol sem megy at?

Megoldas: Legyenek A az az esemény, hogy kalkulusbol megy at, illetve B, hogy valdszintiség-
szamitasbol megy at. A feladat szévege alapjan P(A) = 0,7, P(B) = 0,5, illetve P(AN B) = 0,25.

(a) Kalkulusbol atmegy VAGY Valoszintiségszamitasbol dtmegy = A VAGY B = AU B;
Nem kalkulus ES nem Valoszintiségszamitas = Nem A Es nem B = AN B

(b) P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B) = 0,95
(c) P(AUB) —P(ANB)=0,95—0,25=0,7
(d) P(ANB)=1-P(AUB) = 0,05

1. Feladat. Liborius mind a harom fiAnak Samsung Note 7-es telefont vett. Jelolje Ay, As, illetve
As azt az eseményt, hogy a legidGsebb, a kozépsd, illetve a legfiatalabb fidnak felrobban a telefonja.
Mit jelentenek az alabbi események?

(a) Al ﬂA_g (b) A1UA2UA3 (C) AlmAzmAg (d) A1UA2UA3
Végeredmények:

(a) A legidésebb fitnak felrobban a telefonja, de a kozépsének nem.
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(b) Legalabb az egyiknek felrobban a telefonja; vagy méasképp valamelyik fianak felrobban a
telefonja.

(c) A legidSsebb és a kozépss és a legfiatalabb fitnak felrobban a telefonja, azaz mindharmuk
telefonja felrobban.

(d) Egyikdjiiknek sem robban fel a telefonja.

Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. Kivalasztunk egy végz6s hallgatot, és megnézziik, hogy hany kurzusfelvétellel tudta
teljesiteni a targyait. Jelolje A,, azt, hogy a Kalkulust az n-edik kurzusfelvételkor teljesitette, tehét
példaul As az az esemény, hogy a targyat a harmadik alkalommal sikeriilt abszolvilnia. Hasonlo
modon jelolje B, azt, hogy a Linearis algebrahoz pontosan n felvétel volt sziikséges, C,, pedig az
az esemény, hogy a Valoszintiségszamitas az n-edik alkalommal sikeriilt. Formalizaljuk a kdvetkezs
eseményeket;:

a) a Kalkulust az els@, a Linearis algebrat a méasodik felvételkor sikeriilt teljesiteni.

(
(b

a Kalkulus sikeriilt elsére, de a Valdszintiségszamitas nem.

)
)

(c) a harom koziil legalabb egy kurzust sikeriilt az elsé alkalommal teljesiteni.

(d) a harom koziil legalabb egy kurzust nem sikeriilt az els§ alkalommal teljesiteni.
)

(e) a Kalkulushoz és a Valoszintiségszamitashoz osszesen négy felvétel kellett.

Végeredmények:
(a) AiNBy;  (b) A\Cy;  (¢) AJUBUCY;  (d) A{UBLUCT; () (A1NC3)U(AsNCy)U(AsNCY)

Megoldas: @ YouTube

3. Feladat. A péntek reggeli valoszintiségszamitas gyakorlat 25 hallgatojarol a kovetkezsket tud-
tuk meg: 14-en WoW-oznak, 10-en LoL-oznak és a hallgatok 12%-a mindkét jatékkal jatszik.
Halmazelméleti mtiveletekkel adjunk véalaszt a kovetkezd kérdésekre.

(a) Hanyan vannak azok, akik WoW-oznak, de nem LoL—oznak?
(b) Hanyan jatszanak pontosan egy jatékkal?

(
(d

)
)
c) Hany {6 jatszik legalabb egy jatékkal?
) A hallgatok hany szazaléka nem jatszik egyik jatékkal sem?
)

(e) Hany szazalékuk jatszik legfeljebb az egyikkel?

Végeredmények:
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https://www.youtube.com/watch?v=w9L9NG7RHmM&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=66
https://www.youtube.com/watch?v=L-72tsdkfPk&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=14
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(a) 11; (b)) 18; (c) 21; (d) 16%; (e) 22
Megoldas: 3 YouTube

4. Feladat. A szegedi lakosokrol megtudtuk, hogy 70%-uk jart méar Pick Szeged meccsen (kézi-
labda), mig 32%-uk a Grosics Akadémia meccsén (focilabda). Kézin is, és focin is a lakosok 13%-a
volt mar. A telepiilés utcajan sétalgatva leszolitunk egy helyi lakost.

(a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy a szegedi csapat kézilabdameccsén mar volt, de a focin
meég nem.

(b) Mennyi eséllyel volt mar valamelyik meccsen?
(¢) Mekkora valoszintiséggel volt pontosan az egyik meccsen?

(d) Mekkora eséllyel nem volt még egyik meccsen sem?

Végeredmények:
(a) 0,57;  (b) 0,89; (c) 0,76; (d) 0,11

Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. A Krypton bolygon a szuperhdsoket két tulajdonsag alapjan tudjuk kategorizélni.
Vagy természetfeletti elmével rendelkeznek, ami segitségével targyakat tudnak mozgatni, vagy em-
berfeletti erével, igy legy6zhetetlenek. Egyik nap a bolygd varoshazajan jarva ésszeszamoltuk, hogy
az ott él6k hanyad része rendelkezik az adott tulajdonsagokkal (van olyan, akinek semmilyen szu-
per képessége sincs). Szamitasaink alapjan az ott lakok 25%-a rendelkezik természetfeletti elmével,
50%-uk emberfeletti erével, mig 10%-uk mindketts tulajdonsagot magukénak tudhatjak. Vélet-
lenszerten kivalasztunk egy, a Krypton bolygon él6 teremtményt. Mekkora annak a valoszintsége,

hogy:
(a) természetfeletti elméje van, de nincs emberfeletti ereje?
(b

(c

(d) nines neki szuper ergje?

van valamilyen ereje?

)
) pontosan egy szuper eréje van?
)

Végeredmények:
(a) 0,15; (b) 0,65; (c) 0,55; (d) 0,35

Megoldas: 3 YouTube

6. Feladat. Egy tiszantuli falu f6terén harom templom van, egy katolikus, egy evangélikus és egy
reformatus. A falubeliek 55%-a jart mar a katolikus, 60%-uk az evangélikus, mig 45%-uk a reforméa-
tus templomban. A lakok negyede jart mar a katolikus és a reforméatus templomban, mig egyarant
30%-uk jart az evangélikus és reforméatus, illetve a katolikus és az evangélikus templomokban is.
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https://www.youtube.com/watch?v=iY0JpKYLjZE&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=67
https://www.youtube.com/watch?v=WUxBhgJw_P0&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=68
https://www.youtube.com/watch?v=9dy4QI_UAYE&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=69
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Mindharom templomban a lakok 6tode tette méar le tiszteletét. A falu boltjaban véletlenszertien
kérdeziink meg egy helyi lakost. Mekkora annak a valoszintisége, hogy:

(a) jart mart a katolikus vagy a reformatus templomban;
(b) pontosan két templomban jart mér a harom koziil;
(c) egyik templomban sem jart még a harom koziil?
Végeredmények:
(a) 0,75;  (b) 0,25; (c) 0,05
Megoldas: 3 YouTube

7. Feladat. Az egyetem a nyarra harom varosba szervezett kirandulast, Madridba, Londonba
és Krakkoba. A tanév kezdetekor koézvéleménykutatast tartottunk arrél, hogy a didkok mely
kirandulason vettek részt. A valaszadok 60%-a Madridba, 45%-a Londonba, mig 20%-a Krakkoba
utazott el. A didkok 23%-a Madridba és Londonba, 18%-a Madridba és Krakkoba, mig 10%-a
Londonba és Krakkoba utazott el. Az egyetemistak 22%-a nem vett részt egyik kirandulason sem.
Ha véletlenszertien kivalasztunk egy didkot, akkor mekkora annak a valdszintisége, hogy:

(a) csak Londonban volt?
(b) Krakkoban volt, de Madridban nem?
(¢) mindharom kirandulason volt?

Végeredmények:
(a) 0,31; (b) 0,02; (c) 0,04

Megoldas: 3 YouTube

8. Feladat. Egy hedge fund harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre 19%, 25% illetve 28%
valoszintiséggel mennek tonkre az elkovetkezs 6t évben. 1/20 annak az esélye, hogy az els§ és
a masodik cég is cs6dbe megy; 1/10 a valoszintisége, hogy az els§ és a harmadik is elveszti a
vagyonat; és 1/10 az esélye annak is, hogy a méasodik és a harmadik is becs6dol. Annak az esélye,
hogy mindharom vallalat cs6dbe megy, 2%. Mennyi a valoszintisége, hogy az elkovetkezs 6t évben
(a) az els6 vagy a masodik vallalat cs6dbe megy?
(b) az elsé becs6dol, de a harmadik nem?

(c) pontosan két vallalt megy csGdbe, és kozottiik lesz a harmadik?
(d) legalabb két vallalat becs6dol?

(e) egyik vallalat sem cs6dol be?

Végeredmények:
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https://www.youtube.com/watch?v=vRmLITgZgoA&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=70
https://www.youtube.com/watch?v=QEK-lP9ZKz4&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=71
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(a) 0,39; (b) 0,09; (c)0,16; (d) 0,21; (e) 0,51
Megoldas: @3 YouTube @ YouTube @ YouTube

9. Feladat. Legyenek A és B olyan események, melyek valoszintsége 0,7 illetve 0,8. Ezen infor-
méci6 birtokdban meg tudjuk hatarozni egyértelmien a P(A U B) és a P(A N B) valoszintséget?
Ha nem, akkor adjunk als6 és felsG korlatot ezekre a valoszintiségekre. A megoldast illusztraljuk
Venn-diagrammal.

Végeredmények: A ketts koziil egyik esemény valoszintisége sem hatarozhatd meg egyértelmi-
en, az események valoszintisége az alabbi korlatok kozott barmilyen értéket felvehet:

05<P(ANB)<0,7; 08<P(AUB)<]1

Megoldas: 3 YouTube
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https://www.youtube.com/watch?v=vQqFgnrExBk&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=11
https://www.youtube.com/watch?v=ixwHH--nJMI&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=12
https://www.youtube.com/watch?v=7jBUs1HntNc&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=13
https://www.youtube.com/watch?v=bWCoPDB7LmY&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=15

4. ora
Geometriai valésziniiségi mezdk, feltételes valésziniiség

Mintafeladat. Zsuzsi minden reggel 9 és fél 9 kozott véletlenszertien érkezik meg a buszmegélloba.
Neki két busz is megfelel, az egyik 15, a méasik 20 percenként indul 5 6ratél kezdve. Mennyi a
valdszintisége, hogy nem kell 5 percnél tobbet varnia?

Megoldas: Készitsiink abréat:

B, B, B, B, 8B,
&

b T
830 g3s g40 g§45 gs0 855 900

Feleljen meg egy szakasz a fél 9 és 9 kozotti idGtartamnak, és ezen jeloljiikk be a buszok érke-
zési id6pontjat. Ezen a szakaszon bejelolve azokat a részeket, amikor érkezve nem kell 5 percnél
tobbet varni, lathato, hogy ezek 6sszesen 15 percet tesznek ki az 0sszes 30 perchdl, igy a keresett
valoszintség:

15 1
P(Nem kell 5 percnél tobbet varni) = 0= 3

1. Feladat. Egy 30 km hosszii egyenes tutszakasz véletlenszerd helyén lerobban az autonk. A
kozelben csak egy mobiltelefon atjatszo torony van, ez az ut felénél az uttél 6 km tavolsagra
talalhato. A torony egy 10 km sugart kor alaku teriiletet képes kiszolgélni.

(a) Mennyi annak az esélye, hogy telefonon segitséget tudunk hivni?

9 ?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy telefonon segitséget tudunk hivni, ha az ut els6 5 kilométeres
szakaszan robbantunk le?
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(c) Mennyi a valosziniisége, hogy tudunk segitséget hivni, feltéve, hogy az elsé 10 kilométeren
robbantunk le?

(d) Annak mennyi az esélye, hogy nem tudunk segitséget hivni, ha tudjuk, hogy az elss 10
kilométeren robbantunk le?

Végeredmények:
(a) 0,533;  (b) 0; (c) 03; (d) 0,7
Megoldas: @3 YouTube

2. Feladat. Egy 120 km hosszi egyenes autopéalyan a 40-edik és a 100-adik kilométernél van
mentGallomés, nevezziik ezeket X-nek és Y —nak. Ha baleset torténik, akkor azt az allomést
riasztjak, amelyik kozelebb esik a baleset helyszinéhez.

(a) Egy véletlenszerii baleset esetén mennyi az esélye annak, hogy az X allomast riasztjak?
Tegyiik fel, hogy négy baleset torténik egymés utan

(b) Mennyi az esélye, hogy pontosan két alkalommal riasztjak az X allomést?

(¢) Mennyi annak a valoszintisége, hogy idérendben az els6 két esethez az X, a masodik kett6hoz
pedig az Y allomast riasztjak?

(d) Mi a valoszintisége annak, hogy a négybdl legalabb egy esethez az X allomést riasztjak?

(e) Hany baleset esetén teljesiil az, hogy legalabb 99% eséllyel valamelyik esethez az X allomést
fogjak majd riasztani?

Végeredmények:

(a) 1—72; (b) (3) (1—72>2 (15—2)2; (o) (%)2 <15—2)2; (d)1— (1—52>4; (¢) legalabb 6

Megoldas: 3 YouTube

3. Feladat. A diihos Pistike belerigta a labdajat egy 6 x 6 méteres négyzet alapt medencébe (a
labdat pontszertinek tekintjiik). Hatérozzuk meg a kovetkezs események valoszintiségeit.

(a) A labda a legkozelebbi oldaltol legfeljebb 1 méter téavolsagra van.
(b) A labda a legkizelebbi oldaltol legalabb 4 méter tavolsagra van.
(c) A labda a legkozelebbi oldaltol pontosan 1 méter téavolsagra van.

Végeredmények:
(a) 0,556;  (b) 0;  (c) 0

Megoldas: @3 YouTube
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https://www.youtube.com/watch?v=gL1L3uWcCqs&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=72
https://www.youtube.com/watch?v=4SOzRvWqkwI
https://www.youtube.com/watch?v=cd3eN4EkDrk&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=75

4. 6ra
Szab6 Tamas, Szalai Maté, Sziics Gabor Geometriai valészintiségi mezdk, feltételes valdsziniiség

4. Feladat. Az ozorai karacsonyi fesztivalon a kovetkezo jatékot lehet jatszani. Egy 5 x 2 méteres
falra kell labdéat dobélni. A falon harom helyen lyukak vannak, melyek méretei: 20 x 20 cm, 40 x 40
cm, valamint 50 x 50 cm. Akkor nyeriink, ha valamelyik lyukba sikeriilt beletalalnunk, valamint a
fényereményt akkor vihetjiik haza, ha a legkisebb lyukba taldltunk bele. Gyuszika egyszer dob, és
feltessziik, hogy a dobéasai véletlenszert helyen talaljak el a falat. Mekkora annak a valoszintisége,
hogy nyereménnyel tér haza? Mekkora annak a valoszintisége, hogy a f6nyereményt nyerte meg,
ha biiszkén meséli, hogy nyert valamit?

Végeredmény:

P (Nyereménnyel térhetiink haza) = 0,045
P(Fényeremény | Nyereménnyel tért haza) = 0,089

Megoldas: @3 YouTube

5. Feladat. Egy kor alaku, 3 méter sugaru kerti t6 felszinén, a szélétsl 2 méterre egy molnérka
all lesben. A vizfelszinre esé apré rovarok koziil azokat veszi észre, amik téle legfeljebb 1 méterre
vannak. Ha egy rovar véletlenszertien esik a vizbe, akkor mennyi az esélye, hogy ezt a molnarka
észreveszi? A rovar vizbe érkezésének helye a t6 felszinén megfelel az egyenletességi hipotézisnek.

Végeredmény:

0,111
Megoldas: 3 YouTube

6. Feladat. EjtGernyds ugrast hajtanak végre egy 500 négyzetméter teriiletd mezén. Az ugras ak-
kor sikeres, ha az ugr6 a mezén kijelolt 10 méter oldalhossztusagu négyzetben ér foldet. Kiilondijat
kap az, aki a négyzet kozepén megrajzolt 2 méter sugart koron beliil érkezik. Feltehets, hogy az
érkezés helye a mezén megfelel az egyenletességi hipotézisnek.

(a) Mekkora valoszintiséggel lesz sikeres az ugras?
(b) Mennyi az esélye annak, hogy az ugré kiilondijat kap feltéve, hogy az ugras sikeres?

(c) Milyen kapcsolat van az alabbi események kozott (kizarjak egymast, vagy valamelyik maga
utéan vonja a mésikat)?

A = Sikeres az ugrdas B = Kiilondijat kap az ugro

Végeredmények:
1 s

. b) —:

@5 () o

Megoldas: 3 YouTube

(c) az, hogy kiilondijat kapunk maga utan vonja, hogy az ugras sikeres
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https://www.youtube.com/watch?v=o3emYFMME6A
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7. Feladat. Adott egy 10 cm sugara kor alaku céltabla. Erre felrajzolunk egy vizszintes és egy
fiiggsleges egyenest tigy, hogy mindketts atmenjen a kor kdzéppontjan. Ilyen moédon a tablat négy
tartomanyra osztjuk fel. Véletlenszertien raloviink a céltédblara.

(a) Mennyi az
A = A céltablat a kozépponttol legalabb 5 centiméterre talaljuk el.
esemény valoszintisége?

(b) Mennyi a
B = A talalat a bal als6 tartomanyba esik.

esemény valoszintisége?
(¢) Mennyi az A esemény valoszintisége, ha tudjuk, hogy a B esemény bekovetkezett?

(d) Milyen kapcsolatban all egymassal a két esemény (azaz fiiggetlenek, vagy kizarjak egymast,
vagy valamelyik maga utéan vonja a maésikat)?

Végeredmények:
(@) 2 ()% ()2 (d) fiiggetlenck
a) @ iiggetlene

Megoldas: 3 YouTube

8. Feladat. Alexnek van egy 20 négyzetméteres minikertje, melyben kialakitott egy 1 x 2 méteres
téglalap alaku viragagyast. Egy vakond véletlenszertien és egymastol fiiggetleniil feltir néhany
helyen a kertben. Harom tiuras esetén mekkora annak a valoszintisége, hogy legalabb egy turés a
viragok kozé esik?

Végeredmény:

0,271
Megoldas: 3 YouTube

9. Feladat. A [0, 1] intervallumon véletlenszeriien valasztunk egy pontot. Ez a pont két szakaszra
bontja az intervallumot. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a szakaszok hosszanak szorzata
nagyobb, mint %?

Végeredmény:
2
3
Megoldas: 3 YouTube

10. Feladat. Legyen A és B két esemény, és legyen P(B) > 0. Mennyi a P(A|B) feltételes
valoszintiség értéke, ha
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(a)
(b)
(c)

A és B kizar6 események?
B maga utéan vonja az A eseményt?

A és B fiiggetlen események?

Végeredmény:
(a) 0; (b) 1, (c) P(A)

Megoldas: 3 YouTube

11. Feladat. A kivetkezdkben tekintsiik a Monty Hall-paradoxont.

(a)

Egy tévés vetélked6ben harom egyforma ajté mogott egy fényeremény és két kis értékd
ajandék van véletlenszerten elhelyezve. A jatékos megjeldl egyet az ajtok koziil, de azt most
még nem nyitjak ki neki. Ehelyett a mtisorvezetd nyit ki egyet véletlenszertien a megmaradt
ajtok koziil. Tegyiik fel, hogy a kinyitott ajté mogdtt nem a fényeremény talalhatd. A
jatékosnak ezen a ponton lehetGsége van modositani a valasztésan, és az eredetileg megjelolt
ajto helyett a harmadik, kimaradt ajtot kinyitni. Figyelembe véve, hogy a miisorvezets kis
értékd ajandékot talalt, a fényeremény mekkora eséllyel van a jatékos altal megjelolt ajto
illetve a kimaradt ajté mogott? Ezek alapjan a jatékosnak érdemes modositania az eredeti
valasztasan?

Modositsuk a feladat (a) részét annyiban, hogy a miisorvezets tudja, melyik ajté mogott mi
talalhato, és mindig egy olyan ajtot nyit ki, mely mogott kis értéki nyeremény van. Ha két
ilyen ajto is rendelkezésre all, akkor véletlenszertien valaszt. Ebben az esetben milyen vélaszt
adhatunk az (a) pont kérdéseire?

Végeredmény:

(a

) A fényeremény 1/2-1/2 eséllyel talalhato az eredetileg megjelolt illetve a kimaradt ajto

mogott. Mindegy, hogy a jatékos kitart a valasztasa mellett vagy modosit. (b) A fényeremény
1/3 eséllyel talalhato az eredetileg megjeldlt ajto, és 2/3 eséllyel a kimaradt ajté mogott. Erdemes
modositani.

Megoldas: 3 YouTube
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Mintafeladat. Egy varazslo kalapjaban van 5 nyul, és 3 horcsog. Egymas utan htz kétszer, és a
kivett allatot mar nem teszi vissza a kalapba. Legyen A; az az esemény, hogy elsére nyulat huz,
A, pedig az, hogy méasodjara horesogot. Hatarozzuk meg a P(A; N As) valoszintiséget.

Megoldas: Lathatjuk, hogy az A;, és az Ay események nem fiiggetlenek, hiszen az els§ huzas
utan valtozni fog a kalapban 1évé allatok Osszama. Ekkor a feladatban szereplé események valo-
szintiségei a kovetkezsk: P(A;) = 5/8, P(As|A;) = 3/7, hiszen az els¢ huzéaskor eggyel csokkent
az allatok szama. Ekkora a keresett valoszintiséget a lancszabdly segitségével a kovetkezSképpen
hatarozhatjuk meg: P(A; N Ay) = P(A;) - P(As]A4;) = 15/56.

1. Feladat. A villamosvezets a villamos 6 ajtaja kozil barmelyiket egymastol fliggetleniil 0,3
valoszintiséggel nyitja ki. Mi annak a valészintisége, hogy

(a) az Osszes ajtot kinyitja?
(b
(c

(d) legalabb egy ajtot kinyit?

egyik ajtot sem nyitja ki?

)
) pontosan 3 ajtot nyit ki?
)

Végeredmények:

6
@035 0)07% (@ (3)- 0807 @1-07

Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. Tegyiik fel, hogy az 1j internet-el6fizetSk véletlenszertien valasztott 20%-a specialis
kedvezményt kap. 10 ismerésiink most fizet el6. Mi annak a valészintisége, hogy

(a) az Osszes ismerdsom kedvezményt kap?

(b) egyik ismerdsom sem kap kedvezményt?
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(c¢) pontosan 2 ismerdsom kap kedvezményt?

(d) legalabb egy ismer6som kedvezményt kap?

Végeredmények:

10
@02% (1) 08% @ ()02 085 (@ 1-08"

Megoldas: 3 YouTube

3. Feladat. Antoine és Desiré egymastol fliggetleniil jarnak az Aranyhid vendéglébe. Gyakran
talalkoznak, hiszen Antoine ott tolti a napok 40%-at, Desiré 70%-at. (A vendéglében toltott
napokat reggeltdl estig ott toltik.) Egy szép napon mi is lenéztiink a vendéglsbe.

(a) Mennyi a valészintisége, hogy ott talaljuk Antoinet vagy Desirét?

(b) Mar a bejaratnal meglatjuk Desirét. Mennyi a valoszintisége, hogy Antoine is a vendéglében
van?

(c) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egyikdjiik sincs ott?
Végeredmények:
(a) 0,82; (b) 0,4; (c) 0,18

Megoldas: © YouTube

4. Feladat. A fogadoirodak szerint amerikai kosarlabda-bajnoksagban (NBA) a Chicago Bulls, a
San Antonio Spurs illetve a Los Angeles Lakers rendre 0,5, 0,8 és 0,3 valoszintiséggel nyeri meg
a kovetkezd meccsét. (A csapatok nem egymassal jatszanak.) Feltehets, hogy a harom mérkdzés
eredménye fliggetlen egymastol. Hatarozzuk meg az aldbbi események valoszintiségét:

(a) mindharom csapat megnyeri a kovetkezé mérkGzését.
(b) a Bulls nyer, viszont a Lakers veszit.
(c) a harom csapat koziil pontosan egy nyer.

(d) a harom csapat koziil legfeljebb egy nyer.

Feltéve, hogy a harom csapat koziil pontosan egy nyer, mennyi annak az esélye, hogy a Bulls, a
Spurs illetve a Lakers éri el a gy6zelmet?

Végeredmények:
(a) 0,12;  (b) 0,35; (c) 0,38; (d) 0,45; utolso kérdés: ~ 0,184;~ 0,737;~ 0,079

Megoldas: @@ YouTube @ YouTube

5. Feladat. A Balaton csokit gyarto cég ismét piacra dobta nyereményes termékét. A jaték
lényege, hogy 4 csokibdl atlagosan 1 darab nyer. Véletlenszertien megvasarlok 15 darabot.

25. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=0xAzRlRC-FY&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=80
https://www.youtube.com/watch?v=C62qOi09Dd0&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=82
https://www.youtube.com/watch?v=ayUQOBPbvbw&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=24
https://www.youtube.com/watch?v=mkZnBw2ADGg&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=25

5. éra
Szab6 Tamas, Szalai Maté, Sziics Gabor Feltételes valésziniiség, események fliggetlensége

(a) Mekkora annak a valdszintisége, hogy egyik sem nyer?
(b) Mekkora eséllyel nyer pontosan egy?

(c) Tegyiik fel, hogy megvasarlok n darab csokoladét (n € IN'). Mekkora legyen n értéke ha az
a célom, hogy annak az esélye, hogy ezek koziil legalabb egy nyer 92% legyen?

Végeredmények:

o () 0 ()00 e

Megoldas: @ YouTube

6. Feladat. Cristiano Ronaldo a vilag egyik legjobb focistdja, azonban ma bal labbal kelt fel.
Szabadrugasokat gyakorol, viszont eléggé gyengén megy neki. Az egyes rigasoknal egyméstol
fiiggetleniil 8% eséllyel 16 golt.

(a) Mennyi annak az esélye, hogy az els§ és a harmadik riugasa nem lesz gol, de a masodik és a
negyedik probalkozasra betalél a kapuba?

(b) Mi annak a valoszintisége, hogy az els6 harom probalkozasa soran pontosan kettd gol sziiletik?

(c) Hanyszor kellene probélkoznia ilyen teljesitmény mellett, hogy 90% legyen annak az esélye,
hogy legalabb egyszer golt rig?

Végeredmények:

(a) 0,0054; (b) G) £0,08%-0,92:  (c) n > 28

Megoldas: @ YouTube

7. Feladat. Roger Federer a vilag egyik legjobb teniszezGje, azonban ma ballabbal kelt fel. Szer-
vakat gyakorol, viszont eléggé gyengén megy neki. Az egyes adogatésoknal egymastol fiiggetleniil
10% eséllyel iit aszt, tehat fogadhatatlan szervéat.

(a) Tegyiik fel, hogy Federer n-szer szerval. Mekkora annak a valészintisége, hogy pontosan ketts
aszt ut?

(b) Hanyszor kellene Federernek adogatnia ilyen teljesitmény mellett, hogy 95% legyen annak az
esélye, hogy legalabb egy észt {it?

Végeredmények:
(a) (Z) 0,12-0,9"2%  (b) n>29

Megoldas: @ YouTube
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8. Feladat. Egy 120 km hosszt autépalyan a 40. és a 100. kilométernél van ment&allomas,
nevezziik ezeket X-nek és Y-nak. Ha baleset torténik, akkor azt az allomast riasztjak, amelyik
kozelebb esik a baleset helyszinéhez.

(a) Egy véletlenszerii baleset esetén mennyi az esélye annak, hogy az X allomést riasztjak?

(b) Tegyiik fel, hogy négy baleset torténik egymastol fliggetleniil. Mennyi annak a valoszintisége,
hogy idérendben az elsé két esethez az X, a masodik kett6hoz pedig az Y allomast riasztjak?
Mennyi az esélye, hogy pontosan két alkalommal riasztjak az X alloméast? Mi a valoszintisége
annak, hogy a négybdl legalabb egy esethez az X allomast riasztjak?

(c) Hany baleset esetén teljesiil az, hogy legalabb 99% eséllyel valamelyik esethez az X alloméast
fogjak majd riasztani?

Végeredmények:

ok (@) (3 @) (B () o

Megoldas: 3 YouTube
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0. Ora
A lancszabaly és a teljes valdsziniiség tétele

Lancszabaly /szorzasi szabaly: Legyen Aj,...,. A, olyan események, melyekre P(A4; N ... N
A,_1) > 0. Ekkor

P(“l N...N /1,]> = P<All) . P<A1_>‘All> L P(;’l”’z"ll N...N ;1,, l>~

Az A és B események fliggetlenek egymastol, ha P(AN B) = P(A) - P(B).
A Bq,..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, hogyha:
e paronként diszjunktak (B; N B; = () minden ¢ # j esetén);
o cgyiitt lefedik az eseményteret (U, B; = Q2);
e mindegyik eseménynek pozitiv a valoszintsége (P(B;) > 0 minden i-re).
Teljes valoszintiség tétele: Legyen (2 egy eseménytér, és a Bq,..., B, események alkossanak
teljes eseményrendszert. Ekkor tetszéleges A eseményre:

P(A) =P(B,) P(A|By) + ...+ P(B,) - P(A|B,) = > P(By) - P(A|By).
k=1

Bayes-formula: Legyen A és B pozitiv valoszintiségi esemény. EkKor:

P(A|B) - P(B)

PBIA) =——F7

Mintafeladat. Egy kiraly gy szeretné izgalmasabbéa tenni az elitéltjeinek kivégzését, hogy harom
ladikaba elhelyez 25 arany és 25 eziist érmét. Ha a kivégzésre szant célszemély aranyat hiz, akkor a
varakozéssal ellentétben mégsem végzik ki, de ha eziistot, akkor igen. A kiraly a nagyobb izgalom
kedvéért mindig méashogy osztja szét az érméket a ladakban. Egyik alkalommal igy:

e elsd lada: 16 arany, és 4 ezlist;
e masodik lada: 8 arany, és 12 eziist;
e harmadik lada: 1 arany, és 9 eziist.

Mekkora eséllyel menekiil meg az elitélt? Ha megmenekiilt, akkor mekkora eséllyel hiuzott a ma-
sodik 1ladabol?

Megoldas: Legyenek B, By, B3y azok az események, hogy az elsd, a méasodik, vagy a harmadik
ladabol huz. Ezeknek a valoszintisége nyilvan 1/3, hiszen a harom koziil tetszélegesen valaszthat
egyet. Valamint jelolje A azt az eseményt, hogy aranyat hiz. Lathatjuk, hogy az egyes ladakbol
rendre a kovetkezs valoszintségekkel tud aranyat hazni: 16/20;8/20;1/20. Ezeket a fenti esemé-
nyek segitségével a kovetkez6képpen tudjuk leirni: P(A|B;) = 16/20, P(A|By) = 8/20, valamint
P(A|B;3) = 1/10. Az elitél akkor menekiil meg, hogyha aranyat hiz, ennek a valoszintisége pedig
a teljes valoszintség tétele alapjan:

11

P(Aranyat hiz) = P(B1)-P(A[B1)+P(By)-P(A| Bo)+P(Bj) P(A|B) = 3 5%

n 1 26
20

1
3207310 " 60
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P(B;y)-P(A|B 4
P(Masodik ladabol hiuzott|Megmenekiilt) = P(By|A) = ( Q)P(A() |B2) =1

1. Feladat. Az egyetemen végzett felmérés szerint a hallgatok 60%-a né és 40%-a férfi. Azt
is megallapitottak, hogy a nék 30%-a dohanyzik, a férfiaknal ez az arany 60%. Véletlenszertien
valasztva egy hallgatot, mekkora a valoszintisége, hogy

(a) dohényzik?
(b) dohanyzik, ha tudjuk, hogy a valasztott hallgatd holgy?
(c) holgy hallgatot valasztottunk, ha tudjuk, hogy az illet6 dohanyzik?

Végeredmények:
18
42;  (b) 0,3; —
() 042 () 0.3 (c) 45

Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. Vidd a lanyod munkanap van, igy az orvos Lacika elviszi a kis Adaora lanyat a
haziorvosi rendeléjébe. Edesapja aznap minden péaciensénél munkaalkalmassagi vizsgalatot csinalt.
Kozben Adaora megfigyelte, hogy az eljottek 55%-a né volt. Azt is megfigyelte, hogy a nék 40%-a
azt mondta magarol, hogy rendszeresen iszik alkoholt, mig a férfiaknal ugyanez a szam 20% volt.
A munkanap végén a kis tigyetlen Adaora véletleniil leloki édesapja aznap felvett pacienseinek
papirjait. Az asztalon csak egyetlen egy ember papirja marad. Mekkora annak a valoszintisége,
hogy az adott illetd, akinek a papirja az asztalon maradt

(a) rendszeresen iszik alkoholt?

(b) rendszeresen iszik alkoholt, ha tudjuk, hogy férfi?

(c) férfi, ha tudjuk, hogy az illet§ rendszeresen iszik alkoholt?
Végeredmények:

(a) 0,31;  (b) 0,2; (c) =

Megoldas: @ YouTube

3. Feladat. Négy gép termelésével kapcsolatban tudjuk, hogy a napi ossztermék rendre 30%—at,
25%—at, 25%—at illetve 20%—at adjak, valamint ezek a gépek rendre 4%, 5%, 3% illetve 2% selejttel
dolgoznak. A napi 6ssztermékbdl egyet valasztottunk ki, és az selejt. Mennyi a valoszintisége, hogy
a masodik gép gyartotta?
Végeredmény:
125
360
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Megoldas: 3 YouTube

4. Feladat. Az Agymendk cimi sorozatban Sheldon éppen most tér haza a naszutjarol. Harom
igenjo baratja, Leonard, Howard, és Rajesh igazsagosan kisorsolta, hogy melyik&jiik fogja otthon
varni. Kéztudott Sheldonrol, hogy poffeszkedo stilusaval konnyen felidegesiti az embereket, ugyan-
igy van ez a barataival is. Leonardot 80% eséllyel bosszantja fel, Howardnal ez a szam 55%, mig
Rajesh a legjamborabb, néla csak 10%. Mekkora annak a valoszintisége, hogy Sheldon valakit fel
fog bosszantani? Feltéve, hogy valakit felbosszantott, mekkora annak a valoszintisége, hogy Rajesh
volt az?

Végeredmények:

P(Valakit felbosszant) ~ 0,48
P(Rajesht bosszantotta fel|Valakit felbosszantott) ~ 0,07

Megoldas: @3 YouTube

5. Feladat. Egy tizem heti termelésével kapcsolatban tudjuk, hogy a hétfén gyartott termékek
8%—a selejt. Tovabba tudjuk, hogy kedden 20%kal nagyobb a termelés, mint hétfén, de a keddi
termékek csupan 5%-a selejt. A heti 6ssztermékbdl egyet kivalasztva mennyi a valoszintisége, hogy

(a) az selejt?

(b) hétfén késziilt, feltéve, hogy selejt?

Végeredmények:
14 8
. (b)) =

() 5550 (P) 4

Megoldas: @3 YouTube

6. Feladat. Tudjuk, hogy egy tlizem termelésének 3%—a selejt, viszont 0,01 valoszintiséggel a ter-
mékvizsgalat egy selejtet jonak itél, mig egy jo terméket 0,05 valoszintséggel selejtnek nyilvanita-
nak. Mennyi a valoszintisége, hogy a termékvizsgalaton

(a) egy selejtnek nyilvanitott termék selejt?

(b) egy jonak nyilvanitott termék jo?

Végeredmény:
297 9.215
N (pye
(@) 7537 Pgas

Megoldas: @3 YouTube
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7. Feladat. Stephen Curry, a Golden Gate Warriors koséarlabdazoja a 2016/17-es szezonban a
kétpontos, a harompontos illetve a biinteté dobésokat rendre 54, 41 és 90 szazalékos hatékonysag-
gal értékesitette. A probalkozasainak 44, 36 és 20 szazaléka volt kétpontos, harompontos illetve
biinteté dobas.

(a) Curry 6sszes probéalkozasanak hany szézaléka volt sikeres harompontos dobas? Az OGsszes
probélkozasanak mekkora hanyadat értékesitette?

b) A sikertelen probalkozasok milyen aranyban voltak kétpontos, harompontos illetve biintetd
dobasok?

Végeredmény:
(a) 14,76%; 56,52%;  (b)46,55%; 48,85%; 4,5%

Megoldas: 3 YouTube

8. Feladat. Egy ilizem egy napi termelésének néhany adatat az alabbi tablazat foglalja Gssze.

Reggel | Délutan | Este
4.000 2.000 | 1.500

elsGosztéalya
termékek szadma
masodosztaly |- o001 640 | 630
termékek szadma

selejtek szama 100 60 70

A napi 6ssztermékbdl egyet véalasztva mennyi a valosziniisége, hogy
(a) az selejt?
(b) délutan késziilt?

)
(c) selejt, feltéve, hogy este gyartottak?
)

(d) délutan gyartottak, feltéve, hogy selejt?

Végeredmények:
230 2700 70 60
(8) s (b) i (o)
10.000 10.000

2.200° 230
Megoldas: @3 YouTube

9. Feladat. Adott 20 termék, melyek koziil 16 elsGosztalyt és 4 masodosztalyi. Visszatevés nélkiil
2 terméket valasztva mennyi a valoszintisége annak, hogy

(a) a masodszorra kihuzott termék masodosztéalyt, ha tudjuk, hogy az elGszorre kihiazott termék
elsGosztalyu?

(b) a méasodszorra kihuzott termék masodosztalyt, ha tudjuk, hogy az elgszorre kihtizott termék
mésodosztalya?
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Végeredmények:

(o) 5 () >

Megoldas: 3 YouTube

10. Feladat. Egy vizsgan egy tesztkérdéshez négy lehetséges valasz van megadva, melyek koziil
egy helyes. A vizsgazo 2/3 valoszintiséggel tudja a helyes valaszt, és ebben az esetben meg is jeloli
azt. Ha nem tudja a helyes valaszt, akkor a vizsgazo tippel, tehat véletlenszertien jelol egyet a négy
valasz kozil. A javitas soran azt latjuk, hogy a vizsgézo helyes vélaszt adott a kérdésre. Mennyi
a valoszintsége, hogy csak tippelt?

Végeredmény:

B
9
Megoldas: 3 YouTube

11. Feladat. Egy vizsgan a hallgatok 10%-a bukott meg. A sikeres vizsgat tevs hallgatok ne-
gyedrésze kapott jelest. Mekkora az esélye, hogy egy véletlenszertien kivalasztott hallgatd jelest
kapott?
Végeredmény:

0,225

Megoldas: 3 YouTube

12. Feladat. A szervezetiinkben 1év6 T-sejtek (T-limfocitak) a szerzett immunrendszeriink kulcs-
fontossagu alkotoelemei. Azonban miel6tt egy T-sejt els alak érett T-sejtté valik pozitiv és negativ
szelekcion kell dtesnie a thymusban (csecsemdmirigy). A pozitiv szelekciot a T-sejt el6 alakok 45%-
a, mig az ezt kovets negativ szelekciot a megmaradtak mindossze 10%-a éli tul.

(a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszerten kivalasztott T-limfocita el§ alak a
csecsem@mirigybe bekeriilve érett T-sejt formajaban fog kikeriilni?

(b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy mindkettd szelekciot tuléli feltéve, hogy az els6t tulélte?

Végeredmények:
(a) 0,045; (b) 0,1

Megoldas: @3 YouTube

13. Feladat. A szervezetiinkben 1évg T-sejtek (T-limfocitak) a szerzett immunrendszeriink kulcs-
fontossagu alkotoelemei. Azonban miel6tt egy T-sejt el alak érett T-sejtté valik pozitiv és negativ
szelekcion kell atesnie a thymusban (csecsemdmirigy). A pozitiv szelekciot a T-sejt el§ alakok
45%-a, mig az ezt kovets negativ szelekciot a megmaradtak mindossze 10%-a éli tul. Kaptunk egy
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silyos fertézést, igy a frissen kikeriils, érett T-sejtjeinkre azonnal sziiksége van a szervezetiinknek.
A fertézés utan ezen T-sejtek 30%-a marad csak életben.

(a) Mekkora annak a valoszintsége, hogy egy T-sejt el6alak mindketts szelekciot tuléli, és a
fertézést is?

(b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy tuléli a masodik szelekciot, és a fertGzést is, ha tudjuk,
hogy a pozitiv szelekciot tulélte?

Végeredmények:
(a) 0,0135; (b) 0,03

Megoldas: 3 YouTube

14. Feladat. Adott egy urna, benne pedig 4 piros és 2 zold goly6d. Kihtzunk harom golyot vissza-
tevés nélkil.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy sorban egy pirosat, egy zoldet, és még egy pirosat
kapunk? Mennyi az esélye, hogy a kihtuzott golyok kozott pontosan egy zold lesz?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy a masodik goly6 z6ld? Feltéve, hogy a masodik goly6 zold, mi
annak a valoszintisége, hogy az els§ goly6 piros volt? Filigg az els6 golyo szine attol, hogy
milyen szind a masodik?

Miben valtozik a megoldas menete akkor, ha a golyokat visszatevéssel hiizzuk ki.

Végeredmények:
4 2 3 3 2 4
isszatevés nelkil: (a) =« = - — : b) =; = f
Visszatevés nélkii ZEEJL)QG 45 44, 3 ; )46’ 5 igen, fligg
Visszatevéssel: (a) — - = - — ; b) =; =; fii
isszatevéssel: (a) 5560 (b) 6 g hem fugg

Megoldas: @@ YouTube @ YouTube

15. Feladat. Egy 6vodas csoportba 9 gyerek jar, koztiik egy testvérpar, egy fia és egy lany. Egy
foglalkozason véletlenszertien kivalasztunk 4 gyereket. Mennyi a valoszintisége annak, hogy

(a) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk?
(b) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk, feltéve, hogy a fiut kivalasztjuk?
(c) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk, feltéve, hogy legalabb az egyikiiket kivalasztjuk?

Végeredmények:

0 0 0
RN O M (- ¢

4 3 4 4

Megoldas: @3 YouTube
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16. Feladat. Egy baratunk egy adott estén 2/3 valoszintséggel tartozkodik kocsmaban. Ha kocs-
méban van, akkor egyenl§ eséllyel taldlhatéo meg az 6t kornyékbeli kocsma mindegyikében. Haté-

rozzuk meg a kovetkezd események valdszintiségeit.
(a) Nincs kocsmaban.

(b) Az 6t6dik kocsmaban van, ha tudjuk, hogy kocsmaban van.
(c) Az 6todik kocsmaban van, ha tudjuk, hogy nincs kocsmaban.
(d) Az 6todik kocsméaban van.

)

(e) Az 6todik kocsméaban van, ha az els6 négyet mar megnéztiik, de ott nem talaltuk.

Végeredmény:
1 1 2 2
<a> §7 (b> 57 (C) 07 (d> E? (e> ?

Megoldas: 3 YouTube

Eddig tart az 1. zh anyaga.
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7. Ora
Diszkrét véletlen valtozék

Legyen (2, A, P) egy tetszbleges kisérletet leird valoszintségi mezs. A £ : Q — R fliggvényeket
véletlen valtozonak nevezziik. Az értékkészlet az értékeknek a halmaza, melyet Re-vel jeloliink.
Egy véletlen valtozot diszkrét-nek neveziink, hogyha értékkészlete egy megszamlalhaté halmaz.
Egy diszkrét véletlen valtozo (valoszintiség)eloszlasa a lehetséges értékek valoszintiségei:

Po, = P(E=11), ) € Re.

Egy diszkrét véletlen valtoz6 médusza az az érték, melyet a legnagyobb valészintiséggel vesz fel.
Ha tobb ilyen érték is létezik, akkor azok mind moéduszok.
Diszkrét véletlen valtozo varhato értéke:

HAS R’S

A varhato érték egy atlagos érték, jo kozelitéssel megadja a kisérlet tobbszori elvégzésekor az
értékek atlagat.

Ha & olyan véletlen valtozo, melynek véges a varhato értéke, akkor a szorasa a kovetkezSképpen
szamolhato:

¢y — 2 )2

D(¢) = VE(&?) — (E())>

A szoras az atlagtol (varhato értéktdl) vett atlagos eltérés.

Ha ¢ egy tetsz6leges diszkrét véletlen valtozo, és h : R — R tetszdleges fiiggvény. Ekkor a h()
transzformélt véletlen valtozo varhato értéke a kovetkezSképpen szamolhato:

E(h(¢) =Y h(z)-P(¢ =x).

zERg
Egy tetsz6leges véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye:

Fe:R — [0;1], Fe(t)=P(<t), teR.

Mintafeladat. Anna az egyes napokon egymastol fiiggetleniil 0,3 valoszintiséggel kési le a jaratat.
Egy nap csak egyszer utazik. Tekintsiik a hétf6i és a keddi napot. A £ véletlen valtozo jelolje, hogy
a két nap koziil hanyszor késte le a jaratat. Hatédrozzuk meg & értékkészletét, eloszlasat, moduszat,
varhato értékét, és szorasat. Adjuk meg, és abrazoljuk is £ eloszlasfiiggvényét.

Megoldas: Mivel a hétfsi és a keddi napokat nézziik, és egy nap csak egyszer utazik, igy az
fordulhat el§, hogy egyszer sem kési le a jaratat, pontosan egyszer kési le a jaratat, illetve, hogy
mindkét nap lekési a jaratat. Tehat Re = {0;1;2}, amibdl latjuk, hogy £ diszkrét véletlen valtozo.
Az eloszlasa a kovetkezd:

0)=0,7-0,7 = 0,49
1)=0,3-0,7+0,7-0,3 = 0,42
2) =0,3-0,3 = 0,09.

P(Egyik nap sem kési le a jaratat) = P(¢

P(Pontosan az egyik nap kési le a jaratat) = P(¢
P(Mindkét nap lekési a jaratat) = P (&
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Latjuk, hogy a harom valdszintiségérték osszege egy, ami fontos ahhoz, hogy valéban valoszintiség-
eloszlast kapjunk.

A modusz az az érték, amit a legnagyobb valoszintiséggel vesz fel a valtozo, tehat ebben az esetben
a valtozé modusza a 0.

A kovetkezd, amit meghatarozunk a varhato érték

E(¢)=0-049+1-042+2-0,09 = 0,6.
A szoras meghatarozasdhoz azt az allitast hasznaljuk, hogy
D(¢) = VE(€) — (E(¢))>

Latjuk, hogy E(£?) (masodik momentum) ismeretlen, ezt a kovetkezéképpen tudjuk meghatarozni:

E(¢%) = 070,49 + 1% 0,42 + 2% 0,09 = 0,78.
Mindezekbdl pedig adodik, hogy

D(¢) = /0,78 — 0,62 ~ 0,65.

Fe(t)

' —— 0, t<o,
0,91 p------ o 049, 0<t<1,
0,49 ¢—e Felt) = 091, 1<t<2,

S # % t 1, t>2
1 2

1. Feladat. A ¢ diszkrét véletlen valtozorol tudjuk, hogy a lehetséges értékei a 0,4, 9, ezeket az
értékeket rendre 0,1,0,5, valamint 0,4 valészintiségekkel veszi fel. Hatérozzuk meg a £ véletlen
valtozo értékészletét, eloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét, szorasat, valamint moduszat.

Végeredmények:

Re = {0,4,9}; P(§ =0) = 0,1; P(§ = 4) =05 P(§ =9) = 0,4 E(§) = 5,6; D(§) =~ 3;
E(V¢) = 2,2; modusz = 4

Fe(t)
A O, téoj
1 - o 0.1 0<t<A4
Fe(t)y={ " 7
0,6 F---omooo o ° ell) 0,6, 4<t<9,
0,1‘ ° # . I, t>9
4 9

Megoldas: @3 YouTube

2. Feladat. A szervizre behozott autok adatairol a kovetkezét tudjuk: 30%-uknél nincs hiba,
40%—uknal egy, 15%—uknal ketts, 10%-uknal harom, 5%-uknal négy hibat taldltak a szakemberek.
Jelolje a & véletlen valtozo a felléps hibdk szamat. Szamoljuk ki az alabbi valészintiségeket.

36. oldal


https://www.youtube.com/watch?v=1SIpCdxq3mM&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=91

7. 6ra
Szab6 Tamas, Szalai Maté, Sziics Gabor Diszkrét véletlen valtozok

(a) P(§£<2)
(b) P(£<2)
¢) P(0,5 < € <23)

(
(d) P(l§—12]<1)
Végeredmények:

(a) 0,7;  (b) 0,85; (c) 0,55; (d) 0,55

Megoldas: 3 YouTube

3. Feladat. Egy iskolaban tanul6 500 gyerek koziil 130-nak nincs testvére, 200-nak van egy, 150-nek
van kettd, és 20-nak pedig hdrom testvére van. Legyen ¢ egy véletlenszertien kivalasztott gyerek
testvéreinek a szama. Adjuk meg ¢ valoszintiségeloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét,
szorasat és moduszat.

Végeredmények:
130 200 150 20
P =0)= - PE=1) =P =2 == P =3) = —; B = 1,12
(€= 0) = 5533 P(E = 1) = =i P(€ = 2) = 0 P€ = 3) = o B(O) = 112
D(¢) ~ 0.,84; modusz = 1
Fe(t) )
1 0, t <0,
1 o—n
0,96 77777777777777 oG—O0 Oa267 O <t S 1a
0,66 F------ o—o Fe(t) = ¢0,66, 4<t<2,
02— | | L 096 2<t<3,
1 2 3 (1, t>3

Megoldas: 3 YouTube

4. Feladat. A Biibdjos boszorkdkban a 3 testvér utolsé erejét is felhasznalja a Forras elpuszti-
tasara. A bajitalok egymastol fliggetleniil 0,3 valdszintiséggel semmisitik meg az ellenséget, de a
névéreknek 6sszesen csak 3 béjitaluk van. Addig dobaljak, mig meg nem semmisitik a Forrast,
vagy mig el nem fogy a bajitaluk. Jelolje £ azt, hogy hanyszor kellett probalkozniuk. Hatérozzuk
meg a & véletlen valtozo értékkészletét, eloszlasat, valamint eloszlasfiiggvényét.

Végeredmények:
Re={1,2,3}; P((=1) =03, P({=2)=0,21; P({, =3) = 0,49
Fe(t)
0, t <1,
o A T 03, 1<t<?2
<
0,01 F------------- o—e Fe(t) = Y -
03 F-——-- o— o 0,51, 2<t<3,
o # % ~1 1, t>3
1 2 3
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Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. Harom nagyon j6 fiubarat elmegy egy éjszakai wellnesfiirdézésre. Azzal nem sza-
moltak, hogy a wellneskozpont tulajdonosa a névekvd energiaarak miatt, és a flird6z6k barmiféle
informalasa nélkiil lekapcsolja kilenc 6ra utdn a fiirdé fényeit, igy csak a menekiilési iranyt jelzé
zold fények vilagitanak. Kifele menet mindharman felvesznek egy-egy fiirdénadragot a sajatjaik
koziil, azonban a sotét miatt nem latjak, hogy a sajatjuk-e. A £ véletlen valtozo jeldlje, hogy hany
baraton van a sajat nadragja. Hatarozzuk meg & értékkészletét, eloszlasat, valamint eloszlasfiigg-
vényét.

Végeredmények:
1 1 1

Re ={0,1,3}; P(§:0):§; P =1) =5 P(§=3>:6
Fe(t)
— 0, t <0,
5 L. e ° 1/3, 0<t<1
6 ’ =5
X Fet) =
1 . /6, 1<t<3,

o : % t 1, t>3

1 3

Megoldas: @3 YouTube

6. Feladat. Szerelmi banatunkban kavicsokat dobalunk a Tiszaba. Eszrevessziik, hogy nem is
olyan messze t6liink van egy kis 6rvény, és abba probaljuk meg beledobni a kavicsokat. A dobéasa-
ink egymastol fiiggetleniil 0,2 valoszintiséggel sikeresek, ezzel az 6rvényben landolnak. A £ véletlen
valtozo jeldlje, hogy hanyszor kell dobnunk ahhoz, hogy az 6rvénybe beletaladljunk (korilottiink
tetszoélegesen sok kavics van). Hatarozzuk meg £ valoszintiségeloszlasat, valamint abrazoljuk elosz-
lasfiiggvényét.

Végeredmények:

P(=k)=08"1.02k=1;2
Megoldas: 3 YouTube

7. Feladat. Egy betegséget 1% valoszintiséggel kapunk el. Egy teszt 1000 dollarba keriil, igy 10
fiiggetlen mintat 6sszeontve hatékonyabb 1 tesztet végezni. Ha a teszt negativ, mind a tiz {6
egészséges. Jelolje a & véletlen valtozd a sziikséges tesztek szamat tiz 6 esetén. Hatarozzuk meg

(a) & értékkészletét és eloszlasat;

(b) & eloszlasfiiggvényét, majd abréazoljuk is;

(c) & varhato értékeét;
)

(d) D(E)-t;
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(e) az egy fére szamitott atlagos tesztkoltséget

Végeredmények:
(a) Re ={1,11}; (¢)2; (d)3; 200 dollar

Megoldas: ©3YouTube @3 YouTube

8. Feladat. Magyarorszagon minden autotulajdonosnak kotnie kell kotelezs gépjarmi felelGsség-
biztositast. Ezen biztositas esetében tgynevezett bonus-malus rendszert alkalmaznak. FEz azt
jelenti, hogy a biztositok az autdsokat kiilénbozé fokozatokba soroljak attol fiiggden, hogy azok
a multban hanyszor okoztak balesetet. A fokozatokat egész szamokkal jelolik, tipikusan —4-t6l
+10-ig, és a biztositéasi dij fokozatonként eltérs. Ujdonsiilt autotulajdonosként biztositast kotok,
és ezzel a 0 fokozatba sorolnak. A szerz&dés értelmében ha egy adott évben nem okozok balesetet,
akkor a kovetkezs évben eggyel magasabb fokozatba keriilok; ha egynél tobb balesetet okozok, ak-
kor eggyel alacsonyabb fokozatba sorolnak; mig ha pontosan egy balesetet okozok, akkor maradok
a fokozatban. Tegyiik fel, hogy egy adott évben 0,5 eséllyel nem okozok balesetet, 0,4 valoszi-
niiséggel okozok pontosan egy balesetet, és 0,1 eséllyel okozok egynél tobb balesetet. Feltehetd,
hogy a kiilonbo6z6 évek eseményei fliggetlenek egymastol. Az alabbi tablazat azt tartalmazza, hogy
az egyes fokozatokban mennyi az éves biztositasi dij. Jelolje & azt, hogy két év milva mennyi

Fokozat | 2] -1] 0 [ +1]+2
Eves dij (ezer Ft) || 200 | 130 | 100 | 90 | 85

biztositasi dijat kell fizetnem. Adjuk meg a £ véletlen valtozo értékkészletét, eloszlasat, varhato
értékét és szorasat.
Végeredmények:

(a) Re = {85,90,100,130,200}; P(¢ = 200) ,1;P(¢ = 130) = 0,08;P(¢ = 100) =
0,26; P(& = 90) = 0,4; P(¢ = 85) = 0,25; E(¢) = 95,65; D(¢) = 15,79

Megoldas: ©YouTube @D YouTube

9. Feladat. Adott egy virusos megbetegedés, melyet az emberek 1% eséllyel kapnak el. A beteg-
ségre kifejlesztettek egy tesztet, mely a vérben taldlhato antitestek alapjan mutatja ki a betegség
jelenlétét, de az eljaras dréga, egy-egy tesztelés ezer dollarba keriil. Egy koérhazban a kdévetkezd
modon végzik el a paciensek vizsgalatat. Nem egyesével tesztelik le Sket, hanem Osszevarnak tiz
pacienst, és Gsszedntik a mintéikat. Ha az eredmény negativ, akkor egyik mintaban sincs antitest,
tehat mindenki egészséges. Ha a teszt eredménye pozitiv, akkor ismét elvégzik a tesztet, de eztttal
méar mind a tiz emberen kiilon-kiilon, hogy kideriiljon, kik betegek koziiliik. Hatarozzuk meg, hogy
ezzel a modszerrel atlagosan mennyibe keriil egy paciens letesztelése.

Végeredmények:
Jelolje £ azt, hogy egy 10 f6s betegesoportot hany vizsgalattal lehet letesztelni. P(§ = 1) ~
0,9, P =11)~0,1; E(&) = 2

Megoldas: ©3YouTube @3 YouTube

10. Feladat. Biztositast szeretnénk kotni egy 9 millio forint értékii lakohazra. Tegytik fel, hogy
az elkovetkezendd egy évben 99,9% valoszintiséggel nem lesz karunk, és 0,1% eséllyel teljesen leég
a haz. Ha van biztositasunk, akkor a biztosité a keletkezett kart teljes mértékben megtériti. Mi az
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a minimélis biztositasi dij, amit a biztosité ki fog majd szabni rank? Ha a vagyoni helyzetiinket
az u(r) = /x hasznossagi fiiggvényen keresztiil értékeljiik, akkor racionalisan gondolkodo fogyasz-
toként mi az a maximaélis Osszeg, amit még hajlandoak vagyunk kifizetni ezért a biztositasért?

Végeredmények:

Jelolje £ a keletkezett kar nagysagat. P(& = 0) ~ 0,999; P(£ = 9.000.000) ~ 0,001; E(§) =
9000. Legyen c a szamunkra elfogadhato maximaélis biztositasi dij. Ekkor «(9.000.000) = 0,999(9.000.000+
¢) 4+ 0,001u(c). Az egyenletet megoldva: ¢ = 17.238

Megoldas: 3 YouTube @3 YouTube
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https://www.youtube.com/watch?v=_fENID_07vg&list=PLm_pNdtN9BarG-oGVyofEQB2DZNRaXSrW&index=33
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8. ora
Folytonos véletlen valtozék
Egy & véletlen valtozo folytonos eloszlasu, ha létezik egy olyan fe : R — IR fiiggvény, hogy
tetsz6leges a < b esetén

Pla<&<b) = fe(z)da.

Ja

Az f. fiiggvényt stritségfiiggvénynek nevezziik, melynek két tulajdonsaga van:

o [ (1) > 0, minden x € R;

o [T fe(r)dz =1

Egy folytonos eloszlasu £ véletlen valtozo értékkészlete, varhatd értékét, valamint szordsat a ko-
S0 . S
vetkezd

Re={x e R: fe(z) >0}
E(¢) = / z - fe(x)da;
D(§) = VE(&) — (E(¢))?,

ahol E(&?) = [7_a? - fe(x)dx.

Mintafeladat. Egy ¢ folytonos véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye:

3J/z, hao<z<1,
felx) = V7 1
0, egyébként.

Adjuk meg a valtozo értékkészletét. Mennyi a P(€ > 0,5) valoszintiség értéke? Hatarozzuk meg a
valtozo varhato értékét, és szorasat.

Megoldas: Az értékkészlet azon x valos szamok halmaza, amikre az teljesiil, hogy fe(z) > 0.
A stirtségfiiggvény megadasabol latjuk, hogy a [0, 1] intervallum kivételével mindenhol nulla a
fuggvényérték, és a nullaban is nulla a fiiggvényérték, igy az értékkészlet: Ry = (0, 1].

1 1 3/271
3 3
P(E>05)=P05<e<1)= [ fe(z)de = / SelPde = 3 {2—2] —1- /0,5 ~0,65.
0,5 0,5 / 0,5

Varhato érték:

E(§):/_oox~f§(x)dx:/o x - 0dz + 1I~g\/5dx+/loox-0dx

[e's] —o0 0

1 5/271 9
:0+;/ xl-x1/2dx+0:§[x—] :§{—\/x5}
0 0

1

2577 ],
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Masodik momentum:

3 x7/21_3 32 _2
2072, 2|7 -2 7 7

Variancia (szorasnégyzet):  Var(§) = D2(§ — (E(£))*> = 3/7 - 0,6* = 0,069.

Szoras:  D(E) = /Var(§) = /D2(§) = v/ ,069 ~ 0726.

1. Feladat. Véletlenszertien kivalasztunk egy egyedet egy allatpopulaciobol. A korabbi kutatésok
alapjan ismert, hogy ekkor a kivalasztott egyed testtomege egy olyan véletlen valtozo, melynek
strtségfiiggvénye:

f(x) 2V, hal<az <4,
xT) =
0, kiilénben.

Hatarozzuk meg a valtozo értékkészletét. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a kivalasztott egyed
tomege legfeljebb 27 Mennyi annak az esélye, hogy az egyed tomege legalabb 37 Mekkora eséllyel
kapunk 2 egységnél kisebb tomegii egyedet? Adjuk meg a valtoz6 varhato értékét, valamint szo-
rasat. Abrazoljuk ¢ eloszlasfiiggvényét. Hatarozzuk meg a valtozo medianjat, illetve also és felss
kvartilisét.

Végeredmények:
93
Rf = [174]7 P(f S 2) ~ 0726a P(g Z 3) ~ 0747 E(g) = %7 D(g) ~ 07857 q25% = 17967
Ts50% = 2,735 qrs% = 3,39

: 0, t<1,
— . Fe(t)=<1/7- (32 —1), 1<t<4,

o1 2 3 4 1, t >4

Megoldas: @ YouTube 3 YouTube

2. Feladat. Egy ¢ véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye és varhato értéke a kovetkezo:

24
fe(a) = 4 Tt ha z € [1,2] E(¢) = g
0, haz e R\ [1,2],

(a) Adjuk meg a & valtozo szoréasat, valamint eloszlasfliiggvényét.

(b) Legyenek &, &, &3 fliggetlen véletlen valtozok, mindegyiknek a fent megadott fe fiiggvény a
strtségfiiggvénye. Hatarozzuk meg a & + & + &3 Osszeg értékkészletét, varhato értékeét, és
szorasat.

Végeredmények:
(a) D(£) ~ 0,25
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ﬁ 0, t <1,
8 8
0l ' g’ T Tt
1 2
1, t>2

(b) Reytepves = [3,6]; E(§ + & + &) = 2—77; D(& + & + &) ~ 0,43

Megoldas: @3 YouTube 3 YouTube

3. Feladat. Egy folytonos eloszlasu £ véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye a kovetkezs:

a/r?, hal<z <5,
fel@) = {O, kiilénben.

Hatérozzuk meg az a valdés paraméter értékét ugy, hogy fe valoban sirtségfiiggvény legyen. Ab-
razoljuk is a strtségfiiggvényt. Irjuk fel, és abrazoljuk is ¢ eloszlasfiiggvényét. Hatarozzuk meg a
P(0 < ¢ < 2) valoszintiséget.

Végeredmények:
) 5Inb
a =i Re = [1,5]; B(§) = =5 D(€) ~ 0,98
| g
t t t T +—> T
0 1 2 3 4 5
11 0, t<1,
5 O
/ y Fe(t)=q -5, 1<t<5,
I 4 4t
1, t>5

Megoldas: @3 YouTube

4. Feladat. Egy folytonos eloszlasu & véletlen valtozo stirtiségfliggvénye a kovetkezd:

fe(2) a+axr, hal<zx<4
:,E =
¢ 0, kiilonben.

(a) Hatarozzuk meg az a valos paraméter értékét.
(b) Adjuk meg & 10%-os kvantilisét.

(c) Mennyi a P(§ = 2,5) valoszintiség értéke?
Végeredmények:

(a) =

o7 (b) =~ 1,47; (c) 0
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Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. Egy folytonos £ véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye az alabbi:

1
—, hal<zx<

fe(x) =q = v
0, kiilénben.

Hatarozzuk meg a (8 valos paraméter értékét, valamint £ eloszlasfiiggvényét, és € medianjat. Ha-
tarozzuk meg a P(§ < E(§)) valoszintséget.
Végeredmény:
B = e; gsoy = *® = 1,65; P(§ < E(£)) =~ 0,54.

! 0, t <1,
' # . Fe(t) =< Int, 1<t<e,

ol 1 2 1, t>e
Megoldas: 3 YouTube

6. Feladat. Adott a kovetkezo fiiggvény:

1

fe(x) =4 2v/x +5’
0, kiilonben.

haa <z <4

(a) Az a paraméter mely értéke esetén lesz az f; fliggvény egy folytonos eloszlasi & véletlen
valtozo strtségfiiggvénye? Adjuk meg & eloszlésfiiggvényét.

(b) Hatarozzuk meg a b értéket gy, hogy P(¢ > b) = 0,1.

Végeredmények:
(a) a = —1; b= 3,41;

~1 Ol 1 9 3 4 1 .y

0) %

Megoldas: 3 YouTube
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9. 6ra
A nevezetesebb diszkrét és folytonos eloszlasok

Egy kisérletet Bernoulli-kisérletnek neveziink, ha csak kétfajta kimenetele van, egy kedvezg, és
egy kedvezdtlen.
Egy £ véletlen valtozo binomialis eloszlasa n € {0;1;...;n} és p € (0; 1) paraméterekkel, ha

n o o
P¢=k)= ( > (1L =p)"F E=0;1;...;n.
A binomidlis eloszlas varhato értéke és szorasa:

E(&) =np, D(&) = +/np(1—p).

Egy £ véletlen valtozo geometriai eloszlast kovet p € (0;1) paraméterrel, ha

Pl=k)=1-p)''t-p k=12;...
A geometriai eloszlas varhato értéke, és szorésa:
1 1—»p
E(&) =—-, D) = ‘
©) =7 D) =/—
Egy & véletlen valtozo hipergeometrikus eloszlast kdvet N, M és n pozitiv egész paraméterekkel,
ha M N—M
P=k) = m(\(;k) k=0;1;...;n.
A hipergeometrikus eloszlas varhaté értéke
M
E()=n-—.
©=n %

Egy & véletlen véaltozd Poisson-eloszlast kdvet A > (0 paraméterrel, ha

k
_ A

P(fzk‘)—ﬁ(/ kE=0;1;2;...

A Poisson-eloszlas varhato értéke és szorasa:

Mintafeladat. Egy zsdkban van 10 kindertojas, és 5 zaptojas. Ezek a tojasok tapintésra teljesen
ugyanolyanok.

(a) Visszatevéssel hizok 4 darabot. A & véletlen valtozo jelolje, hogy a négy koziil hany darab
kindertojas. Adjuk meg & értékkészletét, eloszlasat, varhatod értékét, valamint szorésat.

45. oldal



9. dra
Szab6 Tamas, Szalai Maté, Sztics Gabor A nevezetesebb diszkrét és folytonos eloszlasok

(b) Folyamatosan visszateszem azt a tojast, amit kihtztam, és addig huzok, amig kindertojast
nem lesz nalam. Az 7 véletlen valtozé jelolje, hogy hanyszor kellett htuznom. Hatarozzuk
meg 1 értékkészletét, eloszlasat, varhato értékét, és szorasat.

(c) Visszatevés nélkiil kivesziink négy darabot. A ( véletlen valtozo jelolje, hogy hany kinderto-
jast vettiink ki. Adjuk meg ( értékkészletét, eloszlasat, valamint varhato értékeét.

Megoldas:

(a) & értékkeszlete {0;1;2;3;4}, hiszen Osszesen négyszer huzok. Ebben a feladatrészben a
Bernoulli-kisérlet, hogy egyszer huzok, és a kedvezd kimenetel az, hogyha kindertojast hiazok,
aminek a valoszintsége egy huzas soran p = 10/15. Latjuk, hogy t6bbszor megismételjik a
Bernoulli-kisérletet, mivel 6sszesen négyszer huztunk, igy n = 4. A £ véletlen valtozo pedig
e négy megismételt kisérlet soran ,nézi” azt, hogy a kedvezd kimenetel hanyszor kovetkezik
be, vagyis ¢ binomialis eloszlast kovet a fent irt paraméterekkel. Igy az eloszlasa:

k 4k
P(ﬁzk)z(i)(%) (%) , k=0;1;2;3;4.

Varhato értéke, valamint szorésa:

B(O)=np =5 ~ 267, D)= Vap(l —p) ~ 004

(b) Mivel nem tudjuk, hogy ehhez hanyszor kell huznunk, igy R, = {1;2;3;...}. A Bernoulli-
kisérlet tovabbra is az, hogy egyszer hiuizunk, ami sikeres, hogyha kindertojast vettiink ki
p = 10/15 valoszintiséggel. Addig ismételjiik meg a Bernoulli kisérletet, amig a kedvezs
kimenetel be nem kovetkezik, ekkor 1 geometriai eloszlast kdvet, igy

P(p=4k)=(1-10/15)*"1.10/15, k=1;2;3;...
Az eloszlas varhato értéke, illetve szorsa:

1 15 1—p
En)=-=—=15, D() =4/——~087.
(c) Mivel az egyes huzasoknal a visszatevés nélkiili mintavételezés miatt a koriilmények megval-
toznak, igy ¢ hipergeometrikus eloszlasa N = 15, M = 10, illetve n = 4 paraméterekkel,
R: ={0;1;2;3;4}. Ekkor az eloszlas:

(lk?) ) (42;)

P((=k) = (15) , k=0;1;2;3;4.
4
A varhato érték pedig:
M 10 8

1. Feladat. (a) Tizszer feldobunk egy szabalyos dobokockat. Jeldlje £ azt, hogy hanyszor ka-
punk péaratlan szédmot. Hatarozzuk meg & eloszlasat, varhato értékét és szorasat. Mennyi
annak a valoszintsége, hogy a 10 dobéasbdl pontosan annyi paratlan értéket kapunk, mint
péarosat?
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(b) Otszor feldobunk két dobokockat. Jeldlje n azt, hogy hanyszor dobtunk két paratlan szamot.
Hatarozzuk meg n eloszlasat és varhato értékét.
Végeredmény:

(a) & binomialis eloszlast n = 10, és p = 0,5 paraméterekkel: R = {0,1,...,10}; P({ = k) =
(") 0,55 - 0,517 k =0,1,...,10; E(¢) = 5; D(§) ~ 1,58; P(¢{ = 5) ~ 0,246

(b) Az 1 binomialis eloszlasi n = 5, és p = 0,25 paraméterekkel: R, = {0,1,...,5}; P(§ =
k)= (})-025%-0,75°% k=0,1,...,5 E({) = 1,25

Megoldas: @ YouTube

2. Feladat. Egy csataban az egyik harcol6 fél ejtGernySkkel probéal utanpotlast eljuttatni egy kor-
bevett alakulathoz. Az erds szél miatt az ejtGernySk egymastol fiiggetleniil és véletlenszerid helyen
érnek foldet a 15 km? teriiletd csatatéren. Az alakulat egy 1 km? teriiletti magaslaton védeke-
zik, és az utanpotlast csak akkor kapjak meg, ha az ernys ezen a magaslaton ér foldet. Eppen
ezért a vezérkar addig dob le Gjabb és tijabb ejtGernySket, mig valamelyiket meg nem szerzi az
alakulat. Mennyi annak az esélye, hogy pontosan 6t ejtGernyst kell majd ledobni? Mi a valoszint-
sége annak, hogy 6tnél tobb ledobasra lesz majd sziikség? Varhatdéan hany ejternyst kell ledobni?

Végeredmény:
Legyen £ a ledobott ejtSernydk szama, ami geometriai eloszlast kovet p = 1/15 paraméterrel:
14* 1 14°
={1,2,3,..}; P¢=5)=— -—; P =—;E¢) =1

Megoldas: 3 YouTube

3. Feladat. A tanarok kilatastalan helyzete miatt a didkok akciot szerveznek. Elhataroztak, hogy
addig demonstralnak, minden héten egyszer, amig el nem érik a céljukat, és a kormany nem ad
azonnali, tisztességes fizetésemelést a pedagdgusoknak. A demonstralok minden egyes alkalommal,
egymastol fiiggetleniil 0,05 valoszintiséggel érik el céljukat. Jelolje € azt, hogy hanyszor kell de-
monstralniuk ahhoz, hogy megkapjak koveteléseiket. Hatérozzuk meg & értékkészletét, eloszlasat,
varhato értékét, és szorasat.
Végeredmények:
Re={1,2,...}; P(E=k) =0,951.0,05k =1,2,...; E(§) = 20; D(¢) ~ 19,49

Megoldas: @ YouTube

4. Feladat. Izidora osztalykirandulasra megy. Anyukéaja gylimolesoket is pakol neki az utra. Van
10 darab mandarin és 8 darab banan, melyek koziil véletlenszertien valaszt hatot. Jelolje £ a
mandarinok szdmat. Hatarozzuk meg & értékkészletét, eloszlasat, varhato értékét.

Végeredmények:
10y (8
(k) <67k),]€:1,2,.-- . 10

(5)

R:=1{0,1,2,3,4,5,6}; P({ =k) =
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Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. Az 6toslotton az elsé kilencven pozitiv egész szambol hiiznak ki véletlenszertien 6tot.
Egy szelvénnyel jatszunk. Jelolje £ azt, hogy az 6t szadm koziil hany darabot taldlunk el, n pedig azt,
hogy hany hétig kell jatszanunk az els6 telitaldlatig. Hatarozzuk meg & értékkészletét, eloszlasat,
valamint varhato értékét. Mennyi annak a valdszintisége, hogy nyertink (legalabb kettesiink lesz)?
Adjuk meg 7 varhato értékét.

Végeredmények:
() - (525
(5)

Re = {0,1,2,3,4,5}; P(¢ = k) = k=1,2,...,5 B() ~ 028 P(¢ > 2) ~ 2%;

E(n) = 43.949.269 hét

Megoldas: @ YouTube

6. Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk a Skandinav lotton, ahol 35 szambol 7-et kell megjelolni. A
szabalyok szerint a szamok két sorsolason is részt vesznek, egy gépin és egy kézin, ez az uigynevezett
ikersorsolas. Mindkét szamsorsolas alkalmaval 7 szamot htznak ki, és akkor nyeriink pénzt, ha
valamelyik sorsolédson elériink legalabb 4 talalatot.

(a) Mennyi annak az esélye, hogy a gépi sorsolédson pontosan 4 taldlatot értink el? Mekkora
valoszintséggel ériink el legalabb 4 taldlatot? Mennyi a gépi sorsolason a taldlatok szaméanak
a varhato értéke?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy a két sorsolés koziil az egyiken nincs taldlatunk, a masikon pe-
dig pontosan 1 talalatot ériink el? Mekkora annak a valoszintisége, hogy valamelyik sorolédson
lesz legalabb 4 talalatunk, tehat nyeriink pénzt?

Végeredmény:
(a) P((=4) = 0,017; P(£ 2 4) = 0,018; E({) = 1,4
(b) 0,138; 0,034

Megoldas: 3 YouTube

7. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy repiilén 200 iilés van, de-bizva abban, hogy néhany utas betegség,
forgalmi dugd, stb. miatt lemarad a jaratol-az extra profit reményében 203 jegyet adnak el.
Feltéve, hogy minden utas fiiggetleniil 0,05 valoszintiséggel, marad le a jaratol, szamoljuk ki annak
a valoszintiségét, hogy a beszallaskor ,,gubanc” tdmad, mert 200-nal tobb utas jelenik meg.

Végeredmény:
2,06-1073

Megoldas: 3 YouTube

8. Feladat. Orvosi kutatasok szerint az egységnyi nagysagu radioaktiv besugarzas véletlen szamu
mutaciot okoz egy kromoszoman. A mutaciok szama Poisson-eloszlast kovet, és a besugarzasok
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13,5 szazalékdban nem torténik egy mutaciéo sem. Az egységnyi nagysagi besugarzas atlagosan
hany mutaciot okoz? Mennyi annak az esélye, hogy a besugarzas hatasara a varhato értéknél tobb
mutacio torténik?
Végeredmény:

Ax 2, E() =2; P(¢ >2)~ 0,68

Megoldas: 3 YouTube

9. Feladat. Roger Federer a vilag legsikeresebb teniszezGje. Amikor szerval, a labda sebessége
egy olyan véletlen valtozo, mely egyenletes eloszlast kovet 48 és 60 m/s kozott. (Tehat 173 és 216
km/h kozott.)

(a) Federer szervainal mennyi a labda sebességének varhato értéke illetve szorasa? A szervak
mekkora hanyada gyorsabb, mint 50 m/s?

(b) A teniszpalyak 24 méter hosszuak. Jelolje n azt, hogy Federer adogatasainal a labda mennyi
id6 alatt teszi meg ezt az utat! Adjuk meg az n valoszintiségi valtozo értékkészletét! Mennyi
annak az esélye, hogy az 7 kisebb, mint 0,48 mésodperc? Ezek alapjan az n valtozo egyenletes
eloszlast kovet?

(c) Hatarozzuk meg az n valtozo varhato értékét és szorasat.
(d) Irjuk fel az n valtozo eloszlasfiiggvényét illetve stirtiségfiiggvényét.
Végeredmények:

(&) = 54; D(¢) = V12; P(£ > 50) = g

a) E
b) P(n < 0,48) = 0,8; n nem egyenletes eloszlast
E

(
(
(
(

c) E(n) = 0,466; D(n) = 0,029
d)
0, t<04, 2/t2, 04<t<0,5
Ey(t)=q45-2/t, 04<t<05, [ylt)= R o
0, kiilonben.
1, t>0,5.

Megoldas: & YouTube 3 YouTube
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A normalis eloszlas és alkalmazasai

Az n véletlen véltozé normalis (Gauss) eloszlast kévet © € R, és o > 0 paraméterekkel, ha a
strtségfiiggvénye:

Y
|
|
, 9 | fn

| (x — p) !

p . |

fo(z) = e 20 |
n : 5 |
2o ‘

|

|

|

|

!

|

x
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A p =0 és o = 1 paraméteres normalis eloszlast standard normalis eloszlasnak nevezziik.

Jelolése: ng 1. Strtiség- és eloszlasfiiggvény:
1
2m

-t
o(x) = e 2 B(t) =Py < t) = / o(z)dx.

Legyen 1 norméalis eloszlasu p varhato értékkel, és o szorassal. Ekkor a

n—u
g

véletlen valtozo n standardizaltjanak nevezziik. Az 1j valtozo standard normalis eloszlast kovet.
Legyen & binomialis eloszlast n és p paraméterekkel. Az n pedig legyen normalis eloszlast pu = np,
és 0 = /np(1 — p) paraméterekkel. Ekkor tetszéleges a < b esetén

Pla<{<b)=Pla<n<b)

A kozelités annal pontosabb, minél nagyobb az n paraméter értéke. Tipikusan az n > 50 mar
elegendd.

Mintafeladat. A skot bakdk mellkasanak kormérete jo kozelitéssel normaélis eloszlasu 88 cm var-
hato értékkel, és v/10 cm szorassal. Az n véletlen valtozo jeldlje egy véletlenszertien kivalasztott
skot baka mellkasanak kérméretét. A skot babak mekkora hanyada fér bele 84-es zubbonyba?
Megoldas: Az eloszlasrol tudjuk, hogy normalis, melynek mindkét paramétere, a varhaté értéke:
p = 88, és a szordsa: o = /10 is adott. A feladat szovege alapjan azt kell meghatéarozni, hogy
véletlenszertien kivéilasztunk egy skot bakat, neki mekkora eséllyel lesz a mellkasdnak kormérete
kisebb, mint 84 cm. Ezt formélisan a kovetkezSképpen tudjuk leirni:

— 84 — 88
=R ) = O(—1,26).
o V10
Az standard normalis eloszlasfiiggvény tablazataban negativ z-ek nincsenek. Azonban tudjuk,
hogy

P(n<84):P<

O(—z)=1—-P(x), x>0.
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Tehat
d(—-1,26) =1 — d(1,26) = 1 — 0,8962 = 0,1038.

Azaz a skot bakak kb. 10%-a fér bele egy 84-es zubbonyba.

1. Feladat. Frankenstein professzor vampir denevéreket tenyészt a laboratoriumaban. A denevé-
rek szemfogainak mérete normalis eloszlast kdvet 28 mm atlaggal és 4 mm szoréssal. A denevérek
mekkora hanyadara teljesiil, hogy a szemfogainak mérete 26 és 33 mm kozé esik?

Végeredmény:

~ 0,58
Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. Frankenstein professzor vampir denevéreket tenyészt a laboratériuméaban. A denevé-
rek szemfogainak mérete normaélis eloszlast kovet 28 mm atlaggal és ismeretlen szorassal. Mekkora
a szoras, ha tudjuk, hogy a denevérek 30%-nak van legalabb 30 mm hosszu szemfoga?

Végeredmény:

szoras ~ 3,85

Megoldas: @ YouTube

3. Feladat. Egy automata cukorkakat csomagol. A zacskoban 1év6 cukorka tomege normalis
eloszlastinak tekinthetd, melynek varhato értéke 500 gramm, szérasa pedig 10 gramm.

(a) A csomagok hany szazalékara teljesiil az, hogy 510 grammnél tobb a tomegik?

(b) Adjunk meg egy olyan, a varhato értékre szimmetrikus intervallumot, amire az teljesiil, hogy
a csomagok tomegének a 85%-a ebbe az intervallumba esik.

Végeredmények:
(a) 0,16; (b) [485,7;514,3]

Megoldas: 3 YouTube

4. Feladat. A legutobbi felmérések alapjan a magyar egyetemistak testtomege normalis eloszlast
kovet 80 kg varhato értékkel és 15 kg szorassal. Ennek fényében a kdzbeszerzésen 95 kg teherbirasu
székeket vettek a felijitott egyetemre.

(a) Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien valasztott egyetemista konnyebb 80 kg—nal?

(b) Mekkora valoszintiséggel fog az 0j szék egy véletlenszertien valasztott egyetemista alatt le-
szakadni?

(c) Mekkora teherbirasu széket kellett volna beszerezni, ha azt szeretnénk, hogy az a hallgatok
95%—a alatt ne szakadjon le?
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(d) A 10/2015. (VIL.30.) HM rendelet alapjan 50 kg a megengedett minimalis testtomeg a
harcolé alakulatoknél. A hallgatok hany szazaléka alkalmatlan ezen kévetelmény miatt?

Végeredmények:
(a) 0,5; (b) 0,16; (c) 104,6 kg; 2%

Megoldas: @ YouTube

5. Feladat. A Roxfort Boszorkany- és Varazsloképzs Szakiskolaban a magusok altal hasznalt va-
razspalcak hossza normalis eloszlast kovet 20 cm atlaggal és 1,5 cm szorassal. Jelolje n egy vé-
letlenszertien kivalasztott varazspalca hosszat. Mekkora az a méret, aminél a varazspalcak 85%-a

hosszabb?
Végeredmények:

18,44
Megoldas: 3 YouTube

6. Feladat. Legyen £ egy véletlenszertien kivalasztott felnétt ember szisztolés vérnyomésa hi-
ganymilliméterben (mmHg) kifejezve. A statisztikai adatok alapjan & egy-egy foldrajzi teriileten
lognormélis eloszlast kdvet, ami azt jelenti, hogy az In & véletlen valtozé normalis eloszlasi. A pa-
raméterek orszagonként valtozoak, példaul az Egyesiilt Allamokban az In & valtozo varhato értéke
és szorasa (= 4,78 illetve o = 0,16. (Forras: National Health and Nutrition Examination Survey,
2006.)

(a) Az orvosi szakirodalom a 140 mmHg feletti vérnyomést tekinti korosan magasnak. Ez az
amerikai felnétt népesség mekkora hanyadat érinti?

(b) Az emberek mekkora hanyadanak esik a vérnyomasa az egészségesnek tekintett tartomanyba,
tehat 90 és 130 mmHg ko6zé?

(¢) Adjunk meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy a feln6tt népesség 95 szazalékanak
a szisztolés vérnyomaésa ide esik.

Végeredmények:
(a) 16%; 67%; [27,163]

Megoldas: @3 YouTube @3 YouTube

7. Feladat. A villamoson egy-egy utazas alkalmaval 20% eséllyel jon ellendr. 100-szor utazunk a
villamossal.

(a) Vérhatoan hany alkalommal talalkozok ellendrrel? Mennyi a taldlkozasok szamanak a szo6-
rasa’

(b) Kozelit6leg mennyi annak a valoszintisége, hogy legfeljebb 14 alkalommal talalkozok ellendr-
rel?
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Végeredmények:
(a) E(€) = 20; D(¢) =4 (b) P(¢ < 14) = 0,07

Megoldas: @ YouTube

8. Feladat. A foci VB-re napi tébb mint tizezer szurkoléi salat készit a cég. A szovogép 500 szallal
dolgozik, azonban a mai nap valami meghibasodott benne, ezért a szalak gyakran elszakadnak. A
szoviszalak egymaéstol fliggetleniil meghatarozott idStartam alatt 3% valoszintiséggel szakadnak
el. A & véletlen valtozo jeldlje az elszakadt szalaim szamat. Hatarozzuk meg £ varhato értékét és
szorasat! A legyartott mennyiség legjobb (legkevesebb hiba) 1%-a elsGosztalyt. Az elsGosztalyn
termékek legfeljebb hany elszakadt szélat tartalmaznak? Mennyi a megengedett elszakadt szél
mennyiség, ha a gép 10%-os hibaval dolgozik?

Végeredmények:
E(¢) = 125; D(&) ~ 3,81; 6 szal, 10%-o0s hibanal pedig 34 szal

Megoldas: @ YouTube

9. Feladat. A valoszintiségszamitas kurzust ebben a félévben koriilbeliil 280 hallgato vette fel, és
a korabbi tapasztalatok alapjan az egyes hallgatok 65% eséllyel teljesitik a kurzust. Varhatéan
hanyan fognak majd megbukni? Mennyi a bukott hallgatok szamanak a szérédsa? Mennyi a
valoszintisége, hogy ebben a félévben legalabb 90, de legfeljebb 106 bukas lesz? Milyen ¢ értékre
teljestil, hogy 0,9 eséllyel legfeljebb ¢ hallgatoé bukik meg?

Végeredmények:
98; 8; 0,68; 108

Megoldas: 3 YouTube
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Mintafeladat. Piri néni kertjében van néhény almafa, melyeken évente atlagosan 500 kg gyiimélcs
terem. A szomszédban él6 Marika néninek szilvafai vannak, ezeken évente atlagosan 300 kg szilva
terem. A megtermelt alma és szilva szorasa 100 kg illetve 80 kg. Jelolje & és n rendre a gylimolesok
mennyiségét kilogrammban mérve.

(a) Irjuk fel € és n segitségével, hogy Osszesen mennyi gyiiméles terem a két kertben.

(b) Varhatéan mennyi gytiméles terem Osszesen a két kertben? Mennyi az Gsszesen megtermelt
gylimoles tomegének a szérasnégyzete?

(c) Abrazoljuk az el6z6 pontban felirt varhato érték és szorasnégyzet grafikonjat a korrelacios
egylitthato fiiggvényében!

(d) Mennyi a két kertben Osszesen termett gyiimolesok mennyiségének a szorasa, ha feltessziik,
hogy a & és az n valtozok fliggetlenek egymastol?

(e) Milyen korrelacios egyiitthato esetén fog majd teljesiilni, hogy a két kertben 6sszesen termett
gyiimolcsok mennyiségének a szordsa pontosan 907

Megoldas: A feladat szovege alapjan & jeloli az alma mennyiségét, n pedig a szilva mennyiségét,
melyekrol azt tudjuk, hogy E(§) = 500, valamint D(§) = 100, illetve E(n) = 300, D(n) = 80.

(a) Mivel &, és n jelolte a gyiimolesok mennyiségét kiilon-kiilon, igy Osszesen £ 4+ n mennyiségii
gyiiméles fog teremni.
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(b) E(£+n) =E()+E(n) =500+300 = 800. A szérasnégyzet kiszamitasahoz pedig az elméleti
Osszefoglaloban talédlhato Osszefiiggést fogjuk hasznalni:

D?(¢ 4 1) = D*(£)D*(n) + 2D()D(n)corr (€, )
= 100% + 80% 42 - 100 - 80 - corr(£,n) = 16.400 + 16.000 - corr(&,n).

(c)
(d) Ha a két valtozo fiiggetlen egymastol, akkor corr(§,n) = 0, igy pedig D(§) = v/16.400 ~ 128.

(e) A szorasnégyzetre visszavezetve oldjuk meg a feladatot. A szordsnak pontosan 90-nek kell
lennie, vagyis a szorasnégyzetnek 8100-nak, igy

D?(¢ +n) = 16.400 + 16.000 - corr(&,n)
8100 = 16.400 + 16.000 - corr(&,n)
—8.300 = 16.000 - corr(&,n)
corr(§,m) = —0,52.

1. Feladat. A magyar egyetemistédk testtomegének az atlaga 80 kg, a szorasa 15 kg. A Bolyai
épiiletben beszéll a liftbe 6 egyetemista, akikrdl feltehetd, hogy egyméstol fliggetlen a tomegiik.
Hatarozzuk meg a 6 egyetemista egytittes testtomegének varhatod értékét és szorasat.

Végeredmények:
varhato érték = 480;  szoras ~ 36,74

Megoldas: 3 YouTube

2. Feladat. A kovetkezd teniszmeccsemre sziikségem van 2 db tenisz gripre, és 4 darab teniszlab-
dara. A két sporteszkoz ara tekinthets véletlen valtozonak, ezeket jelolje rendre £ és . Egy darab
tenisz grip aranak varhato értéke 300 Ft, szordsa 30 F't, mig egy darab labda aranak varhato értéke
500 F't, szorasa 50 Ft.

(a) Irjuk fel £ és n segitségével a tenisz sporteszkozokre elkoltott Gsszeget.
(b) Varhatéan hany forintot fogok majd tenisz sporteszkozokre kolteni?

(c) Mennyi az elkoltott Osszeg szorasa, ha a két valtozod kozotti korrelacio egytitthato 0,97

)

(d) Milyen korrelacios egytitthatd esetén fog majd teljesiilni, hogy az elkoltott Gsszeg szorasa
pontosan 2607

Végeredmények:
(a) 26 +4n;  (b) 2600; (c) 255; (d) 1

Megoldas: @ YouTube
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3. Feladat. Edesapamnak 2.000 eurdja van, és azon gondolkodik, hogy mit is kezdjen vele. Egy-
részt ma bevalthatja forintra, 850-es arfolyamon (vagyis egy eurdért 850 forintot kapok). Masrészt
el is rejtheti a pénzt az alkoholos {ivegek kozé a vitrinben, hogy majd tavasszal véiltsa be, de ez
kockazatos, hiszen nem tudja el6re az arfolyamokat. Az elérejelzések alapjan ugy itélhetjiikk meg,
hogy az eur6 arfolyama tavasszal varhatoan 1.000 forint lesz 200 forintos szoérassal.

(a) Tegyiik fel, hogy édesapéank ¢ eurdt berak a vitrinbe, a maradékot pedig bevaltja ma forintra.
Varhatéan mennyi forintja lesz a 2.000 eurébol? Mennyi ezen érték szorasa? Abrazoljuk a
varhato értéket és a szorast a t paraméter fiiggvényében.

(b) Mennyi eur6t rakjon félre, ha varhato értékben legalabb 2.210.000 forintot szeretne kapni.

(c) Mennyi eur6t rakjon félre, ha ezen érték szorasa legfeljebb 50.000 forint lehet? Ekkor mennyi
a varhato érték?

Végeredmények:

(a) varhato érték = 1700.000 + 150t; szoras = 200¢, ahol ¢ = 0,...,2.000; (b) varhato
értékben ez nem lehetséges;  (c) 250, ekkor a varhato érték = 1.737.500

Megoldas: 3 YouTube

4. Feladat. Egy jatékautomatabol egy mozgathatd karral lehet pliissallatokat kiemelni, de ez
egy kis szerencsét igényel. Az automatdban 50 pliissallat van, egy jaték 100 forintba keriil, és a
probélkozasok egymastol fliggetleniil 20% valoszintiséggel lesznek sikeresek.

(a) Varhatoan hany jaték alatt fogynak el a pliissallatok az automatabol? Mennyi a jatékok
szaméanak a szorasa?

(b) Varhatéan mennyi pénz lesz az automataban, mire elfogynak a pliissallatok? Mennyi az
automataban Osszegytilt pénz szorasa?

Végeredmények:
(a) 250; 31,6  (b) 25.000; 3160

Megoldas: 3 YouTube

5. Feladat. Egy vallalat egy honapra esé nyeresége a havi teljes bevétel és a havi teljes kiadas
kiilonbségeként all els, ahol a bevétel és a kiadas is véletlen valtozo. A bevétel varhaté értéke
120 milli6 forint 30 millié forint széréssal, mig a kiadas varhatod értéke 80 millié forint 20 millio
forint szoréssal. Hatarozzuk meg az egy honapra jutoé nyereség varhatod értékét és szorasat akkor,
ha a bevétel és a kiadés fiiggetlen, illetve akkor, ha a kozottiik 1évs korrelacios egyiitthato 0,8. A
korreléacio fiiggvényében irjuk fel formulaval és abrazoljuk grafikonon a nyereség varhato értékét és
varianciajat.
Végeredmények:

varhato értek: 40; variancia: 1300 — 1200corr(€, n); ha a valtozok fiiggetlenek, akkor a szoras
v 1300; ha a korrelacios egyiitthato 0,8, akkor a szoras: /340
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Megoldas: 3 YouTube

6. Feladat. Adott egy kotvény és egy részvény. A kotvény a mai napon 1000 forintba keriil, és
8%-0s éves hozamot fizet. A részvény jelenlegi ara 2000, és egy év mulva 1900, 2300 vagy 2700
forintot érhet rendre 0,3, 0,5 és 0,2 valoszintiségekkel. 3 milli6 forint all a rendelkezéstinkre, ebbsl
allitunk Gssze egy portfoliot.

(a) Ha a darab részvényt vasarolunk, akkor ez az értékpapircsomag varhatéan mennyit fog majd
érni egy év mulva? Mennyi a portfolié értékének a szorasa? Abréazoljuk a varhato értéket és
a szorast az a mennyiség fliggvényében.

(b) Hogyan éallitsuk Ossze a portfolionkat, ha az a célunk, hogy varhato értékben 400 ezer forint
hozamot realizaljunk?

(c) Hany darab részvényt vasaroljunk, ha azt szeretnénk, hogy a portfolio jovébeli értékének a
szorasa legfeljebb 200 ezer forint legyen? Mennyi ebben az esetben a hozam varhato értéke?
Végeredmények:

(a) varhato érték: 100a + 3.240.000; szoras: 280a;  (b) 1600 darab részvényt, és —200 darab
kotvényt kell vasarolni; a < 741, ekkor a varhato érték: 3.311.400

Megoldas: & YouTube 3 YouTube
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Legyen & és 1 olyan véletlen valtozok, melyeknek véges a szorasa. Ekkor a két valtozo kovarian-
ciajat a kovetkezsképpen szamoljuk ki:

Cov(&,n) = E(&n) — E(§E(n).

A két valtozo korrelacioja

, Cov(&,m)
corr(&,m) = ATy
D(£)D(n)
Ha corr(§,n) = 0, akkor a két valtozo korrelalatlan. Ha a &, és n véltozok fliggetlenek, akkor
ez a két valtozo korrelalatlan is, tehat corr(&,n) = 0. Ennek a megforditdsa nem igaz, tehat a

korreldlatlansaghol még nem kovetkezik a fiiggetlenség.

Mintafeladat. Egy kinai tartoményban a tiidérakos megbetegedések (£ = 0,1) és a betegek do-
hényzasi szokéasai (n = 0, 1,2) kozti kapcsolatot vizsgaltdk. A & véletlen valtozoé pontosan akkor
nulla, ha a beteg nem tiidérakos; n pedig attol fliggen 0, 1, vagy 2, hogy a beteg nem dohényzik,
kevesebb vagy legalabb 10 szal cigit sziv el egy nap. A megfigyelt 3.000 beteg és 3.000 egészséges
egyén adatainak feldolgozasa utan a kovetkez§ szazalékos eredményt kaptak.

E\n|0 1 2
0 [32 15 3

1 2 8 40

Hatarozzuk meg a két véletlen valtozo korrelaciojat.

Megoldas: A korrelacios egyiitthaté meghatarozasihoz el6bb ki kell szamolnunk a kovarianciat,
amihez sziikségiink van £, és n varhato értékére, amit az eloszlasukbol tudunk meghatérozni. Az
egylittes eloszlastablazatbol ¢ eloszlasat ugy kapjuk, hogy a & = 0 sor elemeit dsszeadva P (£ =
0) = 50% = 0,5, valamint a £ = 1-re hasonloan P(£ = 1) = 50% = 0,5. Az n valtozo eloszlasat
hasonléan kapjuk, csak ebben az esetben az oszlopokban szereplé szamokat kell Gsszeadni, igy
P(n=0) =034, P(n = 1) = 0,23, valamint P(n = 2) = 0,43. Nyilvanvaléan mindkét valtozo
diszkrét, igy a varhato értéket, és a szorast az ismert eljaras szerint meghatarozhatjuk:

E()=0-054+1-05=0,5 E(n)=0-0,34+1-0,23+2-0,43 =1,09
E)=02-05+12-05=05 E(1*)=0%-0,34+1%-0,2342%-0,43 = 1,95
D) =+0,5-0,52=0,5 D(n) =+/1,95 — 1,092 ~ 0,87.
A kovariancidhoz sziikségiink van még a £ - n valtozo varhato értékére. Ezt az egyiittes eloszléas-
tablazatot hasznalva tudjuk kiszamolni. ElSbb ehhez meg kell hatarozunk, hogy a £ -  milyen

lehetséges értékeket vehet fel. Latjuk, hogy ez lehet 0, ha & = 0, vagy n = 0, lehet 1, ha £ = 1, és
n = 1, valamint lehet 2, ha £ =1, és n = 2. Ezek alapjan kapjuk, hogy az eloszléas

P(n=0)=052, P(n=1)=008, P(n=2)=04
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Mindebbdl a varhato érték mar konnyen meghatarozhato:
E(n) =0-0,52+1-0,08+2-0,4=0,88.
Ezek alapjan a kovariancia:
Cov(¢,n) = E(¢n) — E(§E(n) = 0,88 — 0,5 1,09 = 0,335.
Igy a korrelacio:

Cov(&,m) 0,335
D()D(n)  0,5-0,87

corr(&,m) = =0,77.

1. Feladat. Az egyik amerikai egyetemen a ’60—as években azt vizsgéaltak, hogy az LSD hogyan
hat a matematikai teljesitményre. A vizsga el6tt fél oraval véletlenszertien harom részre bontottak
a csoportot: az els§ csoport nem kapott semmit (n = 0), a masodik egy (7 = 1), a harmadik pedig
fejenként két (n = 2) darab 1 mg-os LSD tablettat kapott. (Mar 20 mikrogrammnak is érezhetd
hatésa van.) A kisérletben csak azt nézték, hogy a hallgat6 atment (£ = 1) vagy megbukott (£ = 0)
a vizsgan. Széazalékosan kifejezve a kovetkezd eredmény sziiletett:

E\n|0 1 2
0 [13 23 14

1 19 11 20

(a) Irjuk fel & és n szézalékos eloszlasat, varhato értékét és szorasat kiilon-kiilon.

(b) Irjuk fel € - n szézalékos eloszlasat és varhato értékét. Adjuk meg & és n kovariancidjat és
korrelacios egyiitthatojat.

(c) Ha egy véletlenszertien valasztott résztvevorsl tudjuk, hogy sikeriilt a vizsgaja, akkor mekkora
valoszintiséggel kapott két tablettat? Fiiggetlen—e egymastol a két véletlen valtozo?

Végeredmények:

(a) P(€ = 0) = P(€ = 1) = 50%; B(€) = 0,5 D(€) = 0,5 P(5 = 0) = 32%; Py = 1) = P(1 =
2) = 34%; E(n) = 1,05; D(n) ~ 0,812

(b) P(§-n =0) = 69%; P(§-n=1) =11%; P(§-n = 2) = 20%; E(¢-n) = 0,51; Cov(¢,n) = 0;
corr(€,m) = 0

(c) P(£ = 1|n =2) = 0,588; a valtozok nem fiiggetlenek

Megoldas: @ YouTube

2. Feladat. A kozgazdész hallgatok elmult 20 év Kalkulus I. (§) és Lineéaris algebra (n) tanulmanyi
eredményeit a rendelkezésre allé tobb mint 6.000 adatpar alapjan értékelve az egylittes eloszlasukra
szazalékban kifejezve a kovetkezd tablazatot kaptuk.

Adjuk meg £ és n kovarianciajat és korrelacios egyiitthatojat. Milyen kapcsolat van a két érdemjegy
kozott?
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Végeredmények:

Cov(&,m) = 0,6016; corr(&,m) =~ 0,616; a két jegy kozott pozitiv irdanyu, kozepes erdsségii
linearis kapcsolat van

Megoldas: 3 YouTube

3. Feladat. Adott két részvény, A és B, mindkét részvénybdl 1 millio forint értékben vasarolunk.
A részvények arfolyamvéltozasara a kovetkezs 1 évben két kiilonb6z6 esetet fogunk majd vizsgélni:

1. eset: 1/2 valoszintiséggel mindkét részvény arfolyama 30 szazalékkal emelkedik; és 1/2 valoszi-
ntiséggel mindkét arfolyam 10 szazalékkal csokken.

2. eset: 1/2 valoszintiséggel az A részvény arfolyama emelkedik 30 szézalékot, a B részvényé pedig
esik 10 szazalékot; 1/2 valoszintséggel pedig az A részvény esik 10 szazalékot, és a B részvény
pedig emelkedik 30 szazalékot.

Jeldlje rendre £ és ) azt, hogy az A illetve a B részvénycsomag hény milli6 forintot fog majd érni
egy év mulva! A fenti két esetet kiilon-kiilon vizsgalva valaszoljunk az alabbi kérdésekre!

(a) Irjuk fel a ¢ és n valtozok egyiittes eloszlasat. Hatarozzuk meg a marginalis eloszlasokat és
a korrelacios egytitthatot.

(b) Adjuk meg a teljes portfolio jovsbeli értékének, tehat a & + n valtozonak a varhato értékeét
és szorasat. Ehhez alkalmazzuk a varhato értékre és a varianciara vonatkozé azonossagokat.
Az 1. és a 2. esetet Gsszehasonlitva hogyan viszonyulnak egyméashoz a varhato értékek illetve
a szorasok? Mi ennek a szemléletes magyarazata?

(¢) Adjuk meg a & +n valtozo valoszintiségeloszlasat, majd ennek segitségével szamoljuk ki ismét
a & + n Osszeg varhato értékét és szorasat. Ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az el6z6

feladatrészben?

Végeredmények:

(a)

1. eset:
n\&1(109 13| n
09 {05 0 |05
131 0 05|05 comEm=1
& 0,5 05 1

2. eset:
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corr(§,n) = —1

(b) 1. eset: E(E+1n) =22, D(§+n) =0,4; 2. eset: E(E+1n) =22; D(+n)=0;
Megoldas: @3 YouTube @3 YouTube

4. Feladat. Feldobok egy szabalyos dobokockat, és legyen £ a dobott érték kettével, n pedig a
dobott érték harommal vett maradéka. Adjuk meg a két valtozo egyitittes eloszlasat és korrelacios

egylitthatojat. Filiggetlen egyméstol a & és az n valtozo?

Végeredmények:

E\nll 0 | 1 ]2 ] ¢
1/6[1/6 [1/6] 1/2
1 [1/6]1/6|1/6 | 1/2

n o [1/3]1/3]1/3] 1

E(£) =0,5;D(¢) = 0,5;E(n) = 1;D(n) = 0,82; Cov(&,n) = 0; corr(&,n) = 0; fiiggetlenek

Megoldas: 3 YouTube
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