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Heron-formula tetraéderre
StacuS LAszLé

A minap egy kémikus bardtom jott hozzdm azzal a kérdéssel, hogyan fejez-
etd ki a tetraéder térfogata az oldalaival Esz szinte kozépiskolds probléménak
{inik, mégsem taldlta a képletet az Interneten. Hogyhogy, kérdeztem magamban,
4t Leonard Euler nem csindlta ezt meg egy szabad délutdnjan? Nekidlltam, és
émi komputeralgebrai (MAPLE) segitséggel sikeriilt is megadnom a formulat. fgy
angzik:

egyenek a,b,c,d,e, f egy tétraéder oldalai, ahol a, b,Q egy lapot. hatdrolnak,
a, f},{b,e}, {c,d} pedig dtellenes pdrok. Ekkor a tetraéder V térfogatdra

144V = P f2[(0* + 2 + d° + &%) — (® + )]+
+R[(@* + S +d + ) — (B + X))+
+ PP [(@® + b+ 1% + f7) = (P + dP)] -
— [a®0%c? + a?d?e® + F2b%d® + f2e®a?].
A 2-dimenziés Heron-formula az a, b, c oldali hdromszég T teriiletére ebben
stilusban:

1672 = 2(a®h? + b2c? + c?a?) ~ (a* + b* + ),
sakhogy ez szorzattd alakithaté (T2 = s(s —a)(s —b)(s —¢), ahol 2s = a+b+c),
g a 3-dimenzids valtozat méar nem.
A formula kovetkezd grdfelméleti stfogalmazasa is érdekes lehet.
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A tetraéder csidcsait és éleit egy grdf csicsainak ill. éleinek tekintve,

144v2 — Z p2q2,r2 _ Z p2q2,’,2 _ Z (p2q4 +p4q2)
{p.ar} . {p,9.,7} {».q}
nyitott Gt zdrt dt diszjunkt élpdr

4H4 & 4

Miel6tt az elemi geometriai bizonyitésra ratérnénk, még egy megjegyzést te-
sziink. Az Interneten sok weboldal van, amely kapcsolatos 3-dimenziés Heron-
képletekkel, de csak speciélis esetekre. Ezek koziil tobb is felveti a kérdést, lehet-¢
az oldallapok teriileteivel kifejezni a térfogatot. A vélasz meglepen egyszerti: nem,
mert van olyan szabélyos tetraéder, amelynek lapjai mind 1/2 teriiletiiek és a tér-
fogata trividlisan nem-zérdé, mig a sikbeli egységnégyzet csticsai felfoghaték egy

olyan 0 magassagi (és igy O térfogati) tetraéder csicsaiként, amelynek oldalai 1/2

teriiletl egységnyi befogdju egyenlSszari derékszdgii haromszdgek.
Bizonyitds. Altaldban is, a Pythagoras-tétel alapjdn kifejezhetSk a hdromszdg bér-
melyik magassiga és e magassag talppontjénak tavosiga az alap csicsaitdl.

Magassdg-formuldk. Legyen m az a,b, c oldald héror’hszég a feletti magassiga, z
pedig a b oldal vetiilete a-ra (negativ, ha a,b kdzt tompa sz6g van). Ekkor

_a? b —c?

1
2_p2_ 2 22 32,2 22 4,34, 4
5 , m’=hb —x—4a2[2(ab +b%c* + cfa?) — (a* + 0% + ¢*)].

Megjegyzés. Az m®-re kapott képlet a2 /4-gyel szorozva azonnal adja a 2-dimenziés
Heron-formulat. Hurhosszak is konnyen szamithatdk.

Hur-formula. Legyen H egy pont az a,b,c hiromszog a oldaldnak egyenesén,
amelynek el6jelezett tévolsiga t az a,b kozti C csticstdl (pozitiv, ha H € a vagy
HC D a). Ekkor az AH hiir h hosszéra (ahol A az a oldallal szemkdzti cstics) a
nagassdg-formuldk szerint :
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2 I2+Q2 =b2

R=(z—t)?+m?=z%-2zt+t>+m

=2 2zt + b2 =
2 2 2
=t2_ta_+f;_i+b2_

\ 2-dimenziés magassig- és hiir-formuldkkal visszavezethets a tetraéder magassiga
z oldalahosszakra. Ett6l kezdve legyenek a,b,c,d, e, f egy tetraéder oldalai, ahol
,b, ¢ egy lapot hatérolnak, {a, f}, {b, e}, {c, d} pedig atellenes parok. Hasznaljuk
ovabbé a kovetkez6 jeloléseket. Az a, b, c alaphdromszog a feletti magassdgam a H
alpponttal, amelynek z a tévolsidga az a, b oldalak k6z0s pontjitdl. A tetraédernek
z a,b, ¢ hdromszdg feletti magassidga M, ennek talppontja P, a P pontnak pedig
{ a mer6leges vetiilete az a oldal egyenesére, az m magassig egyenesére pedig Y.
Tégiil h a H pont tdvolsdga a tetraéder a,b,c feletti D csticsdtél, mig v a HX

avolsag ill. u a HY tavolsg.
D
1 A

| tetraéder magassdga. Az a oldal egyenese merSleges m egyenesére, X és Y
edig P merGleges vetiiletei ezen egyenesekre. Ezért X, H,Y, P egy téglalap az
7Y ill. PH 4tldkkal az a, b, ¢ hdroszog sikjéban. Az M (= DP) szakasz mer6leges
z utébbi sikra. Ezért a Pithagorasz tétel szerint h? = DH =DP +PH =
P+ (Wz +ﬁ2) = M? +u? +v% Azaz

L) M2 =h2—u?—0?.

3

it h kiszdmithatd a hir-formula segitségével: az a,d, e oldald B,C, D cstcsd hé-
»mszoég BC-t tartalmazé oldalegyenesén a H pont C-t8] z (eléjelezett) tdvolsdgra
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van. Ezért

@ RK=g2-z—T" "% 42

Az a,b,coldali hdromszogben z definicid szerint a b szakasz vetiiletének el6jelezett
hossza a egyenesére. Innen a magassig-formulék szerint.

A
a?+42 — &2
zr=——m, c
(3) 2a
m? =b? — z2.
[H
B

Maradt az u,v hosszak kifejezése az a,...,f oldalakkal. Vegyiik észre, hogy
D,P,X,H,Y egy olyan téglalap alapt gila csticsai, ahol a PD, PX, PY oldalak
merGlegesek egymasra. Emiatt mégaz DY, YH és DX, XH oldzya,lpérok'irs merdlege-

sek egymaésra. Kovetkezésképpen az x = CH alapd C, H, D hdromszog magassiga. .

a DX szakasz, és u itt a h = DH szakasz vetiillete CH egyenesére. Vagyis a
magassag-formulak szerint

D

$2+h2—d2 d
(4) ’U-—T-. h
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Tasonléan az m = AH alapi A, H, D hiromszog magassiga a DY szakasz, ahol u
. h = DH szakasz vetiilete AH egyenesére, és a magassig-formuldk szerint
i D

m? + k% — f?
Y = e
2m

(5)

H

izzel az M magassig kiszémitéséhoz sziikséges Osszes segédadatot visszavezettik az
,---,f oldalhosszakra. Csakhogy az (1),...,(5) formuldk egyméba helyettesitése
5 egyszerlisitése manudlisan igen hosszadalmas ,rabszolgamunka”. Nem csodal-

até, ha a XX. szdzad elétt ezt nem szdmolta végig senki. Ugyanakkor mi mér

sndelkeziink egy erre t0kéletesen alkalmas ,rabszolgdval”. Ez a komputer-algebra.
l. MAPLE-ben mindGssze ennyi kiadni a parancsot az M magassag (1),...,(5)
lapjén val6 kifejezésére: ‘
x:=(a"2+b"2-¢"2)/(2%a); m:=sqrt(b~2-x"2);
h:=sqrt(x"2-x*(a"2+d"2-e"2) /a+d"2) ;
Cui=(mm2+h"2-£72)/(2¥m);  v:i=(x"2+h"2-d"2)/(2%x); .
M:=sqrt(h"2-u~2-v"2);
z eredmény egy kozepes (2 MHz) sebességli PC-n is 1 mp-em beliil megjon:
1= sqrt((- b "2*a"2xe”2 + b~2*a"2*c"2 - a"2%c"2%d"2 -
- d72xb"2%Cc"2 - e"2%xb"2%c"2 - d"2*%b"2*%e"2 ~ 4d"2*c"2*e”2 +
+ b72%xd"2%xf72 - bT2%xe”2*%f72 - cT2*%d"2*%f72 + c"2%e"2*xf"2 +
+ d"2%c”4 + e72%b74 - b"2%a"2*xf72 + a"4*f"2 + a”"2%d"2*%e"2 +
+ d74%c”2 - a"2xd"2*f"2 + e”4xb"2 ~ a"2%e”2%xf 2 -
- a”2%c"2%£72 + £74*%a"2) /
/ (= 2%¥b"2%a"2 + a”4 - 2¥a”2%c”2 + b4 - 24b"2%c”2 + c"4))
z alsé sorbeli nevezében éi)p a 2-dimenzi6s Heron-formula (1d. Megjegyzés) jelenik
ieg. '

tetréder térfogata. Az el6z6ekben bevezetett jelolésekkel az {a, f}, {b, e}, {c,d}
téré élparokkal rendelkezd tetraéder térfogata

V= %[alap—A teriilete] M (= é—amM )
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Az komputer-algebrai eredményiinkbél azonnal adédik a 144V 2-re kimondott gyok-
és koefliciens-mentes kifejezés.

Komputer-algebra nélkiil (de felsébb linedris algebraval). Szinte véletlen szeren-
csének tlinik, hogy az (1),..., (5) egyenletek alapjdn igen hosszadalmas, de immér
komputer-algebrival gyorsan megtehetd szdmoldsok utdn a tetraéder magassidgéra
olyan formula jon ki, amelynek nevez6jében épp az alaphdromszdg teriilete van, és
mind a szamldls, mind a nevezd négyzete az oldalhosszak négyzeteinek polinomja.
Van-e olyan megkozelités, amely a tetraéder térfogatdnak négyzetét azonnal az
oldalnégyzetek polinomjaként adja? A vélasz: igen, s6t a magyardzat is nagyon
természetes, csakhogy ehhez ismerni kell a determindns fogalmat. Ismeretes, hogy
ha egy tetraéder négy csticsa Ao, Ay, Ag, As, és az Ay pont koordinétdit egy tet-
szdlegesen rogzitett Descartes-koordindtarendszer szerint az

ar = | Qry | » k=0,1,2,3

oszlopvektor alakba irjuk, akkor a tetréder térfogata

1
V = g ldet[al — Gop,az — ao’qia - ao]| =

A1z — Aoz QA2 — Aoz A3z — A0z
= —Idet | a1y —Goy G2y — G0y A3y — Goy
A1z — A0z G2z —Q0z A3z — Qo2

| =

A dénté észrevétel: a matrix-transzpondldst T-vel jelolve, a determindnsok szor-
zéstétele szerint &ltaldban is det(MTM) = det(MT)det(M) = det(M)?. Ezért

1
Vi= £det([a1 — ag, 82 — ag, a3 — ag) " a1 — Go, az — ag, a3 — ao]) =

3
= det[(a; — ao,a; — ao>L i

ahol (., .) az oszlopvektorok skaldris szorzésa. Csakhogy az (a; —ao, a; — ao) skalér-
szorzat kifejezhetl az rig := Ar Ay oldalhosszakkal: hasznélva a révid vy := ax — ag
lelolést,

ri = (@ — 65,00 — a5) = (05 — v, v — v;) = (vi, ) + (vj,v5) — 2ui, v) =

=+ 7”;2'0 — 2(vi, vj),
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ahonnan 2(v;, v;) =3 + 3 — 7. Ezért

=23.36V72..

. 3
det [’l"?o + 7']2-0 - 'rfj]3 = det [2(1},-, ’Uj>] it

4,3=1
Itt a baloldali determinéns kifejtése rZ;72,r2,, alakd szorzatokbél 4ll automatiku-
san.
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