A 2019. EVI SCHWEITZER MIKLOS MATEMATIKAI
EMLEKVERSENY FELADATAI

2019. oktdéber 25. — 2019. november 4.

1. feladat. Bizonyitand6, hogy ha egy X Hausdorff-tér minden altere o-
kompakt, akkor X megszamlalhato.

2. feladat. Legyen R nemkommutativ egységelemes véges gytird. Mutassuk
meg, hogy ha R minden nemnulla I idealja esetén az I U {1} halmaz &ltal
generalt részgylrid maga R, akkor R egyszert gytrii.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan egész szamokbol allo
m,n szampar van, hogy 1 < m < n és az (m,n),(m,n+ 1), (m + 1,n), és
(m +1,n+ 1) legnagyobb kozos osztok mindegyike nagyobb, mint /n/999.

4. feladat. Egy n X m-es matrixot szépnek mondunk, ha minden egész szé-
mot 1-t6l nm-ig pontosan egyszer tartalmaz, és az 1 az egyetlen olyan elem,
ami mind a soraban, mind az oszlopaban a legkisebb. Mutassuk meg, hogy
a szép n X m-es matrixok szama (nm)!nlm!/(n +m — 1)\

5. feladat. Igazoljuk, hogy minden S C R konvex (kompakt, belsé ponttal
rendelkezd) testre van olyan pozitiv o konstans, amelyre igaz az, hogy ha S-
et elgallitjuk félterek metszeteként, akkor R? minden P pontjara P tavolsaga,
valamelyik féltértsl legalabb a-szorosa a P pont S-t6l vett tévolsaganak.

6. feladat. Legyen d pozitiv egész és 1 < a < (d + 2)/(d + 1). Adott
zo, &1, ..., 24 € (0,a — 1) esetén definidljuk az {xy}r>¢ sorozatot az xy; =
xr(a — zx_q), k > d, rekurzioval. Mutassuk meg, hogy limy_ o,z = a — 1.

7. feladat. Legyen P polinom, és tegyiik fel, hogy L = {z € C : |P(2)| =1}
Jordan-gorbe (korrel homeomorf). Igazoljuk, hogy P’ minden zérushelye L
belsejében van.

8. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy mérhets f : R — R fiiggvényre
flz +t) — f(z) mint x fliggvénye lokalisan integralhaté minden t esetén,
akkor f is lokélisan integralhato.

9. feladat. Van-e olyan fiiggvényegyenlet!, amelynek van megoldasa, és min-
den megoldéasénak értékkészlete az egész szamok halmaza?

'Egy fiiggvényegyenlet E = 0 alaki, ahol E fiiggvényforma. A fiiggvényformak hal-
maza a legsziikebb olyan véges jelsorozatokbol &ll6 F halmaz, amely tartalmazza az
Osszes x;, © = 1,2,... valtozdt, az Osszes r € R valés konstanst, és amely rendelkezik
azzal a tulajdonsaggal, hogy ha E, Fy,Es € F, akkor Ey + Es, Eq - Ey és f(F) is F-
beliek (itt f el6re rogzitett fliggvényszimbolum). Az E = 0 fiiggvényegyenlet megoldasa
olyan f : R — R fiiggvény, amelyre £ = 0 a valtozok minden valés értékére fennall.
PL f(z1+ f(V2- 22 22)) + (—=7) + (—1) - 21 - 21 - 22 = 0 fiiggvényegyenlet.
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10. feladat. Igazoljuk, hogy ha A és B pozitiv 6nadjungalt operatorok a H
komplex Hilbert-téren, akkor

limsup ||A"z||Y™ < limsup | B"z||"/™
n—oo n— oo

pontosan akkor teljestil minden = € H esetén, ha A" < B™ minden pozitiv

egész n-re.

A megoldasokat magyar nyelven, jol olvashatéan, lehetéleg gépelve, fel-
adatonként kiilon papirra irva, tovibba a versenyzdk nevének, évfolyaménak,
végzettségének, pontos lakcimének és e-mail cimének feltiintetésével 2019. no-
vember 4-én (hétfén) magyar id6 szerint 12.00 o6raig

e személyesen lehet benytjtani (az atvétel id6pontjat igazoljak) az SZTE

TTIK Bolyai Intézet irodajan (6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1.)

e vagy ugyanezen idépontig ajanlottan postéara kell adni a versenybizott-
sdg cimére: Kevei Péter, SZTE TTIK Bolyai Intézet, 6720 Szeged,
Aradi vértanik tere 1.

e vagy elektronikusan lehet elkiildeni a kevei@math.u-szeged.hu cimre
PDF forméatumban.

Jo munkat kivanunk!

a Versenybizottsag



