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BEVEZETO

Régota felbukkannak kiillonbozd tudomanyagakban olyan problémak, amelyek
nem csupan a tuddsok érdeklodését keltik fel, hanem rejtélyes mdodon izgatjak a
laikusok fantazidjat évszazadokon, évezredeken 4at. Talan a problémak
latszolagos egyszeriisége a megtévesztd szamukra. A kozépkorban példaul
alkimistak szazai probalkoztak az arany eldallitasaval, sikerteleniil.
Szazadunkban az anyag szerkezetének behatd vizsgalata vezetett el oda, hogy
meg tudjuk magyaradzni az alkimistdk kudarcainak okait. Masik ilyen - fizikai
jellegli - probléma a perpetuum mobile készitése. Olyan szerkezeté amely
allandéan mozog, mikdzben semmi nem hajtja. Tobb tudoményos intézmény
dijat tazott ki a csodalatos konstrukcié megalkotdjanak. Késziiltek is szép
szammal a killonféle szerkezetek, de olyat nem talaltak ami valéban megfelelt
volna a Kritériumoknak. Mai fizikai ismereteink alapjan mar tudjuk - bar
probalkozo még mindig akad - hogy 1lyen gép nem készithetd.

A matematikaban a kor négyszogesitése, a kockakettézés €és a szdgharmadolas
tobb mint kétezer éves probléma. Az okortdl kezdve rengeteg tudos szentelte
¢letét valamelyik feladat megoldasanak. Prébalkozédsaikat ugyan nem koronazta
siker, de a kutatasok elvezettek mar az okorban a kupszeletek, harmad- és
negyedrendli gorbék, sot néhany transzcendens gorbe felfedezéséhez; késobb
pedig hozzajarult a polinomok, algebrai szamok elméletének fejlddéschez,
valamint a csoportelmélet, s ezaltal az absztrakt algebra kialakulasahoz.

Ez a dolgozat a geometrial szerkeszthetdséget veszi nagyito ala, algebrai Gton
kozelitve a problémahoz. Elsé része algebrai alapismereteket tartalmaz, ennck
megértéséhez nagyon kevés eldismeret szitkséges. Ezeket részletesen megtalalja
az olvasd a szakdolgozat végén 1évé szamozott irodalomjegyzékben. Ezt
kovetden kerill sor a szerkeszthetdség targyalasara, a harom okori probléma
megoldasara, néhany haromszogszerkesztési-  szerkeszthetdségi  probléma

vizsgalatara, valamint a szabalyos sokszogek szerkesztésének kérdésére. A



dolgozat végén megemlitek néhany euklideszitdl kiilénbozo szerkesztési
modszert.

Carl Friedrich Gauss -a matematikusok fejedelme- 19 ¢évesen jott rd, hogy a
szabalyos 17-sz0g korzovel és vonalzoval megszerkeszthetd. A legenda szerint
¢z a felfedezés juttatta arra az elhatarozasra. hogy a matematikanak szentelje
életét. Hogy mennyire biiszke volt erre a felfedezésére, jelzi az a kivansaga, hogy
a sirkovére egy szabalyos 17-szoget véssenek, s bar ez sohasem teljesiilt. a
szillévarosaban, Brunswickban felallitott emlékmiivét valdban szabalyos 17 -
szog diszitl.

Szakdolgozatom témajanak valasztasanal a matematikanak sok szép €s érdekes
fejezetével talalkoztam, am amikor rabukkantam a szerkesztések elméletere,
akarcsak Gauss, én is indittatast éreztem a témaban valo elmélkedésre. Nemcsak
az vonzott, hogy a harom okori problémat ezen elmélet segitségével meg lehet
oldani, hanem az elméletnek az a teljessége is, amellyel megmutatja a

matematika dinamikus fejlodését, sokszintiségét, és szEpseget.

(8]



[. FEJEZET

ALGEBRAI ALAPISMERETEK

1. Alapvetd algebrai fogalmak

Bizonyos halmazokat azért vizsgalunk, mert elemei kozott mivelet vagy

miiveletek vannak értelmezve. Az algebraban kiilon vizsgalat targyat képezik a

halmazok a benniik végzett miiveletekkel. A kovetkezd definicidk alapvetd

fontossaguak a targyalashoz:

1. 1 Definicid. Az S nem iires halmaz SxS Descartes - féle szorzatanak S be vald
leképezéset az S halmazon értelmezett kétvatozos miveletnek nevezzik.
Szimbolumokkal: f: SxS—S ((a,b)—>1f(a,b))

Az f(a,b) jelolés helyett szokas az a +b, ab, aeb stb. jelolést is hasznalni.

Példak kétvaltozos miiveletre:

- az 0sszeadas N-ben,
- a szorzas a paratlan egész szamok halmazaban,

- A metszetképzés P(H)-ban.

1.2 Definici0. Algebrat struktiranak - roviden struktiranak - nevezziik az olyan
tegalabb kéttagn (S; e 11,*,...) rendszert, amelynek elsd eleme egy S(=0;)

halmaz, a t6bbi pedig S-en értelmezett algebrai muvelet.

Peldak:
(N;+) jelenti a természetes szamoknak az Osszeadds szerinti struktarajat,
(R;+.,-) jelentt a valds szamok Osszeadas €s szorzas szerinti strukturajat,
(P(H);w,m,) egy H halmaz részhalmazainak halmaza az ecgyesités és a

metszes muvelete szerint.



1.3 Defimici6. Az S halmazon értelmezett  miiveletrél azt mondjuk, hogy
asszociativ, ha minden a,b,c (&S) -re . (aebec = ae (hec),
kommutativ, ha minden @, b (€S) elemre : aeh - beg
mvertalhato, ha minden a,b(S) -re azxea ~ b, aey = b egyenleteknek

mindig van megoldasa.

.4 Definicio. Ha az (S; ) stuktaranak van olyan u eleme, hogy minden
a (€S)-re uea = aeu a, akkor u-t neutralis elemnek, szorzas esetén
egysegelemnek, 0sszeadas esetén additiv zérusnak nevezziik.

Jelolésiik altalaban e, illetve 0.

I.5Definicio. Ha az (S; e) struktaraban van olyan z elem, hogy minden

a(eS)-rezea aez -z akkor z - t zéruselemnek nevezziik.

1.6 Definicio. Legyen (S; o,*,...) legalabb kétmiiveletes struktara. Ha minden
a,b,c(eS)-re: a*(hee) (a*b) e (a*c) és (aeb)*c=(a*c) (a*b) teljesil, akkor a
* mivelet disztributiv a e miiveletre nézve.

Fzek utan ratérek a fontosabb strukturatipusok ismertetésére.

1.7. Definicio.
(1)Az(S; ) félcsoport, ha a e miivelet asszociativ.
(2) Az (S: ») csoport, ha a ® milvelet asszociativ, ¢s invertalhato.
(3) Az (S;+, @) gytirii, ha (S;+) kommutativ csoport, (S; e) félcsoport és a e
miivelet az 6sszeadasra nézve disztributiv.
(4) Az (S;+, o) test, ha S legalabb kételemd, (S;+) kommutativ csoport,
(S\{0}:e ) kommutativ csoport €és a ® miivelet az 6sszeadasra nézve

disztributiv.

Az algebrai strukturak kapcsolatara ismeretesek a kovetkezok:



1.8 Definicio.
Az (S;e), (P; ) struktara esetén a @: S—P leképezést homomorfizmusnak
nevezziik, ha a (»;0) miiveletparra :
plaeh) - palipb (a,beS) teljesiil. Ha a ¢ leképezés kolesonosen egyértelmii
(brjektiv), akkor izomorfizmusnak nevezziik. Két struktira izomorfizmusat

igy jeloljik (S; o) = (P;L)).

2. A komplex szdmok teste

Egy adott halmazon egy bizonyos miivelet nem mindig végezhetd el. Példaul Z-
ben (egesz szamok halmazan) az osztas "miivelete", hiszen 7/4 nem egész szam,
Ahhoz, hogy a miveletek korlatlanul elvégezhetok legyenek, az alaphalmazt
clemekkel kell béviteni. llyen bdvités révén jott 1étre N-bdl (természetes szamok
halmaza) Z, Z-b61 Q (racionalis szamok halmaza), Q-bol R (valds szamok
halmaza). A szamfogalom fejlédése azonban itt nem allt meg, ugyanis a valos
szamok halmazin nem oldhatdé meg példaul az egyszertinek ting x*+1-0
egyenlet, hiszen x’+ 1>0 minden x valés szam esetén. A -1 valos szambol nem
tudunk négyzetgyokot vonni. A gyokvonas korlatlan elvégezhetéségének igénye
vezetett el a komplex szamokhoz.
2.1 Definicid. RxR-ben értelmezziink ¢sszeadast és szorzast a kovetkezoképpen:
(a,b)+(c,d) := (ateb d)
(a,b)(c,d) . (ac-bd,ad+bc).
Konnyen igazolhato, hogy az (RxR; +.-) struktira test. Ennek bizonyitasa [9] -
ben megtalalhato.
A komplex szamok halmazat C-vel jelsljiik, egy tetszéleges elemét z ~ a  bi
alakban adjuk meg (a,h€R), i pedig v~ 1 -gyel egyenlo.
Ha adott a sikon egy derékszogii koordinata-rendszer, akkor a sik pontjai és a
komplex szamok kozott kélesondsen egyértelmi megfeleltetés 1étesithetd. Emiatt

lesz hasznos a komplex szamok hasznalata a szerkeszthetéség vizsgalatanal.

6



Szokas még a komplex szamot z= r(cosep+ ising), Ggynevezett trigonometrikus

alakban megadni. A keét feliras kozotti kapesolatot az alabbi abra szemléltet: :

........................ L—a bj
; :r(g'ocqﬂ"l}?l'l’lg/,))

Az 4brabol vilagos, hogy a = rcose , b = rsing, valamint |zl =r=Aa>+b".
Egy komplex szam hatvanyozasa trigonometrikus alakban egyszeribb. Moivre-
képlete alapjan a z = r(cos@tising) komplex szam k-adik hatvanya:

2 ¥ (coske ¢ isinkg), (k egész szam),

A sokszogek szerkesztésének vizsgalatakor sziikség lesz a komplex szam n-edik
oyokére. A fentick alapjan belathato, hogy a z r(cosptising,) komplex

@+ 27k

, - 1.2 + 27k
szamnak az n-edik gyokét az 4/ (cos PR L isin
n "

) alakban felirt

komplex szamok adjak (k= 0, 1,...,n-1). Egy adott szamnak » kilonbézo n-edik

gyoke van, a szamsikon ezek egy r sugart korivet osztanak fel n egyenld

részre.

2.2 Definicio. C egy T részhalmazat szamtestnek (tcstnek) nevezziik, ha 0, 1T,
és barmely a,b € T elemekre a+b, -a, abeT és a# 0 esetén 1/aeT is teljesiil.

Ez a definicido megkonnyiti a I1. fejezet targyalasat.



3. A polinomok

3.1 Definicio.
(1) Azflx)= ax" ta, X"~ | ax+ a, alaka (formalis) dsszeget a T test
folottt polinomnak nevezziik. (a,,, a,.;, ... apeT)
(2) Ha a,#0, akkor n-et a polinom fokszamanak nevezziik.
(3) Ha a,=1 akkor fopolinomrol beszéliink.
(4) Ha van olyan ceT szam, hogy f{c)=0, akkor c-t a polinom gyokének
nevezzik.

3.2 Definicié. Két polinom f{x) és g(x) akkor ¢s csak akkor egyenld, ha a
megfeleld egyiitthatoik rendre egyenlok.

3.3 Definicio.
A T test f6loth polinomok halmazat T [x]-szel jeloljuk T[x]-ben definialjuk
)= ap” Ta X ax g és glx)= byx™ by xX™ 1 bt by
Osszeget €s szorzatat a kovetkezOképpen: (feltehetjiik, hogy n >m)
) (%)= (g b )X V(b )X (athyx (ay by)
J0)g():= auby X ™ (b Qb )X (b~ apb )x  aghy

3.4. Tetel A (T[x] ;+, - ) struktira olyan gylrti, amelyben a szorzas kommutativ,
egységelemes (egységeleme az 1), és barmely két f(x)=0 ¢és g(x)#0 polinom
szorzata 0-t0l killonb6zd (zérusosztomentes).

A mar ismert definiciok alapjan a bizonyitas elvégezhetd (példaul [9]-ben

megtalalhato).

3.5 Definicid. Legyen T tetszéleges szamtest, f(x), g(x), d(x)e T[x] tetszdleges
polinomok. Azt mondjuk, hogy:
(1) fosztoja g-nek (jelolése .j]"| £), ha van olyan he T[x] polinom, hogy g-=fA,
(2) d legnagyobb k6zos osztdja f-nek és g-nek, ha d‘fés d| g,

tovabbaminden olyan d* e T[x]-re, amelyre d* | £ g, fennall &* | d is,
(3) irreducibilis, ha flegalabb elséfoku, ¢s f~nek nincs mas osztdja, mint a. ¢

illetve ¢f alaka polinomok ahol ¢e T, ¢=0.



Bizonvitas nélkil targyaljuk a kovetkezd ket tételt:

3.6 Tétel Legyen T tetszbleges szamtest. Barmely 7, ¢(#0) e T[x] polinomokra:

7

(1) 1éteznek olyan ¢,re T[x] polinomok, hogy , / “gq +r és r vagy azonosan
0, vagy fokszama kisebb g fokszdmanal; g és r egyértelmiien meghatarozott,
(2) 1étezik olyan deT|x] polinom amely legnagyobb kézos osztoja f-nek ¢és
g-nek; d egy nemnulla konstans szorzo erejéig egyértelmiien meghatarozott,
(3) Iéteznek olyan u,ve-T[x] polinomok, hogy: fu +gv d.

Tetel Tetszoleges T szamtest esetén minden T[x]-beli, legalabb elséfoku

polinom felbonthato egy T-beli nemnulla konstans polinom, valamint T[x]-
beli 1rreducibilis fopolinomok szorzatara, s ez a felbontas a tényezok

sorrend)étol eltekintve egyértelmilen meghatarozott.

3.8 Definicid. Legyen T tetszdleges szamtest és ae C komplex szam.

(1) Azt mondjuk, hogy a algebrai elem T f6lott, ha a egy T[x]-beli nemzéro
polinom gydke.

(2) Ha nincs olyan T[x]-beli (nem azonosan zéro) polinom amelynek a
oyoke, akkor a-t transzcendens szamnak nevezziik.

(3) Ha a algebrai elem T folott, akkor azt a T[x]-beli irreducibilis
fopolinomot, aminek a gyoke, az ¢ szam T {616ttt minimalpolinomjanak
nevezziik.

A kovetkezOkben a polinomoknak testek (C, R, Q) folotti irreducibilitasardl

lesz sz0.

A C folotti polinomok targyalasdhoz segitségiil hiviuk a klasszikus algebra

alaptetelct.

3.9 Tétel Minden komplex egyiitthatos, legalabb elsdfoka polinomnak van gyoke

a komplex szamtestben,

Ebbol kovetkezik, hogy a komplex egyiitthatdés polinomok kozott pontosan az

els6foka polinomok az irreducibilisek.
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Az R folotti polinomokra érvényes az alabb:

3.10 Tétel A valds egyiitthatos polinomok koziil az elséfokuak ¢s néhany
masodfoku polinom irreducibilis. A magasabb fokszamu polinomok mindig
felbonthatoak.

A bizonyitas azon alapszik, hogy ha egy z =a +bi komplex szam gyoke a
polinomnak, akkor a konjugaltja, z*= a - bi 1s gydke, és zz* pedig mindig
valds szam.

3.11 Tétel Q folotti polinomok koziil tetszélegesen nagy fokszamuak lehetnek

irreducibilisek.
A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy az f{x)=x" -2 polinom minden n-re
irreducibilis, nincsen racionalis gyoke.
A targyalashoz sziikség lesz még az egész egyiitthatos polinomok vizsgalatara,
ugyanis sok szerkeszthetdségi probléma visszavezethetd Z(x)-beli polinomok
irreducibilitasanak az eldontésére. Masrészt pedig a Z[x]-beli polinomok
felbonthatatiansagara tobb elegendd feltétel 1s létezik, ezeket viszonylag
egyszerubb vizsgalni.
3.12 Definicid. Az egész egyiitthatos polinomot primitivnek nevezzik, ha
egyitthatoinak legnagyobb k6zos osztoja 1.
Q[x]-beli és Z[x]-beli polinomok kapcsolatardl szol a kdvetkezo:
3.13 Tétel Minden Q[x]-beli. f{x)(#0) polinom eldjeltd] eltekintve egyértelmiien
felirhato egy racionalis szam és egy 7| x]-beli primitiv polinom szorzataként.
A fenti tétel bizonyitasa konstruktiv, az unicitas¢ mdirekt.
3.14 Tétel, Ahhoz, hogy egy f(x) (€Z]|x]) polinom irreducibilis legyen. szitkséges
és elegendd, hogy f(x) primitiv és f{x) irreducibilis Q[x]-ben.
Megjegyzés. Primitiv polinomokra tehat Z, illetve Q feletti irreducibilitas
ckvivalens egymassal.

A mar emlitett elegendo6 feltételek a Z[x]-bel felbonthatatlansagra:

10
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15 Tétel (Sché')nemann-Eisenstein)

Ha az egész egyiitthatos f(x) = a X" a, Kt ax agpolinom
egyiitthatoira, valamint egy p primszamra teljesill, hogy p\dn pldn-1, . play.
és p’a, akkor f(x) irreducibilis Q[x]-ben, és ha f{x) primitiv, akkor Z]x]-ben

1S az.

16 Tétel (Rolle-tétele) Ha egy p/q racionalis szam (p.qel és (p.g) =1) gyoke

az f(x)(eZ[x]) polinomnak, akkor pidy, és glay.

4. A vektorterek

4 1 Definicio. Az elemeknek egy V halmaza vektortér a T test folott, ha 'V a

benne értelmezett 6sszeadas szerint kommutativ csoportot alkot, valamint
minden a,b(eT) és v,w(eV) elemhez hozza van rendelve egy av(eV) elem,
amelyekre:

(1) a(vtw)=av+aw

(2) (atb)v=avtby

(3)  (ab)v = a(bv)

(4) lv=v

teljesiil. A vektorter clemeit vektoroknak, a T test elemeit skalaroknak

nevezzilk. A zérusvektort 0-val jeloljuk.

példak :

4.2.

_ a sik osszes vektora (Ra)
a komplex szamok R folott,
- a tér Osszes vektora (R3),
_a T test folotti dsszes polinomok T[x]halmaza vektorteret alkot T folott, ha
a7 Gsszeadast és a T-beli elemmel valé szorzast a 3. pontban leirtak szerint
definialjuk.

Definicio.

Legyen T egy tetszbleges test, V pedig T folotti vektorter.

11



(1) Tetszéleges vy, ... vm(€V) vektorokra és ¢, ... ¢,,(€T) szamolra v=c v+ ...
+ ¢yv,, alaka vektorokata vy v, vektorok linearis kombinacidinak
nevezzik.

(2)cp oo 0 esetén trivialis linearis kombinaciorol beszéliink.

(ekkor nyilvan v = 0).

3)A vy, ... vu(eV) vektorrendszert linearisan figgetlennek nevezziik, ha a
0 vektort vy, ... v, linearis kombinacioi koziil csak a trivialis linearis
kombinacio allitja el0.

(4) Azt mondjuk, hogy a V vektortér véges dimenzios, ha valamely m
természetes szamra léteznek olyan vy, ... v (€V) vektorok, hogy minden
V-beli vektor eldall vy, ... vy, linearis kombinaciojaként. Az ilyen vy, ... Vi
vektorrendszert V generatorrendszerének hivjuk. Ugy is mondjak, hogy

Vi, ... Vi generalja V-t

(3)A Vv, ...Vp €V vektorrendszert a V bazisanak nevezziik, ha vy, ... vy
linearisan filggetlen, és minden V-beli vektor eldall vy, ... v, linearis
kombinaciojaként.

A fentiekbol kovetkezik, hogy egy vi, ... Vi vektorrendszer akkor és csak akkor
bazisa V-nek, ha minden V-beli vektor egyértelmiien el6all vy, ... vn linear1s
kombinaciojakent,
4.3 Tétel Legyen T tetszdleges test, V pedig T folotti vektortér. Ha V veges
dimenzios, akkor
(1) V-nek létezik bazisa, €s barmely két bazisanak elemszama egyenlo;
(2) V-ben barmely linearisan fiiggetlen vektorrendszer kiegészithetd bazissa,
s barmely generatorrendszerbol kivalaszthato bazis.
4.4. Definicid.
AV véges dimenzios vektorter bazisainak kozds elemszamat dimenziojanak
nevezzik.
A 43 tételbd! kovetkezik, hogy ha V n-dimenzios, akkor V-ben barmely,
linearisan fuggetlen vektorrendszer legfeljebb n, és barmely, generatorrendszer

legalabb » vektorbal all.
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II. FEJEZET
Algebrai testbivitések

I. Tétel Tetszdleges HoC szamhalmazra létezik legszlikebb olyan szamtest,
amely H-t tartalmazza, ez a szamtest egyértelmlien meghatarozott, cs
pontosan azokbol a szamokbdl all, amelyek a Ho{1} szamhalmaz elemeibol
az Osszeadas, additiv inverzképzés, szorzas ¢és 0-t0l kilonbozo elembdl
torténd reciprokképzés véges szamu alkalmazasaval megkaphatok.

Bizonyitas. Egyrészt a test definiciojabol kovetkezik, hogy a leirt elemekbol allo
K szamhalmaz test, masrészt pedig minden olyan K* szamtestre, amelyre
HcK*, a K definicioja miatt fenndll, hogy KcK*.

2 Definicio. A fenti tételben leirt szamtestet H altal generalt szamtestnek
nevezzik.

3. Definicid. Az (S;+,- ) testet a (T;+, -) test résztestének nevezzik, ha:

(1) (0)=ScT, és
(2) az T ( S;+, )—>(T;+, ) leképezés homomorfizmus.

Megjegyzés. TetszOleges S.T szamtestekre SCT esetén azt mondjuk, hogy T
bovitése S-nek. Jelolése : S|T.

4 Definicio. Ha K egy szamtest és agC, akkor a K{a} altal generalt testet a K
test a-val valo bévitésének hivjuk, és K(a)-val jeloljiik.

Megjegyzés. Abban a specialis esetben, ha a=+¢ (ceK) konnyen igazolhato:
[.K(ve)=K haveceK
2 K(yJe )={arbye,abeK)ha vJee K.

A fenti allitas azt mondja, hogy az a~b+Jc alaka szdmok osszege, szorzata,

kilonbsége, hanyadosa is ugyanilyen alaka szam.

A Y a ¢ komplex szam valamelyik négyzetgyoket jeloli. Mivel a K(y¢) test

nem fiigg attol, hogy a két négyzetgyok koziil melyikrél van szo, ez nem. okoz

felreértést.
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5. Definicio.

Legyen L a K test egy bévitése. Az [-et a K négyzetgyokbdvitésének
nevezziik, ha van K bévitéseinek egy olyan K = K, K, < ... <Ky € K=L
sorozata hogy minden j-re Ki=Ki.i(+/e) valamely cje K| szamra (1 S
LcR esetén (ekkor KR is teljesiil) L-et a K valés négyzetgykbovitésének
nevezziik.

Megjegyzés. Az eléz6 fejezetben lattuk, hogy a komplex szamok vektortérnek

tekintheték a valds szamtest folott. Ugyanigy barmely LIK testbévités esetén L

vektortér lesz K fo16tt, ha vektortér Osszeadasnak a testbeli Osszeadast, K-belj

elemekkel vald szorzasnak pedig az czen elemekkel vald testbeli SZorzast
tekintjiik.

6. Definicio. Azt mondjuk, hogy az LK testbévités veégesfokt, ha L mint K
folotti vektortér véges dimenziés. E vektortér dimenzidjat az 1K bévités
fokanak nevezzik, és [L:K]-val jeloljiik.

7. Tétel Fokszam-tétel. Ha az LIK és az M|L testbévitések vegesfokaak, akkor az
MIK bovités is végesfoku, és [M:K]=[M:LJL: K]

Bizonyitas. Legyenek r,, .. Faaz L-nek K feletti, és s, .. s, az M-nek L feletti
bazisa. Kimutatjuk, hogy az rsy, elemek (1 <7i<p, 1</ < k) az L-nek egy K
feletti bazisat alkotjak. Tekintsiik az M egy tetszoleges s elemét. A feltétel
szerint ez felirhatd s = a; s 1.t ag s alakban, ahol «,, . a €L.. Ekkor
viszont ezek barmelyike - pl. a, — felirhato ap= Cyrp .+ ¢, alakban,
alkalmas K-beli ¢; elemekkel, Ez ¢ppen azt jelenti, hogy a fenti Fis; elemek
generatorrendszert alkotnak.

Linearis fiuggetlenségiik a kovetkezOképp lathaté be. Tegyiik fel, hogy
valamelyik K-beli d, egyiitthatokkal képzett lincaris kombinaciojuk 0.
Tekintsiik ekkor az ¢,~dr/~ ... tdy; 1, elemeket. Ezek - mint L-beli elemek
szorzatainak az Osszegei - maguk is L-beliek; s a disztributivitas alapjan
teljesiil rdjuk az e, s, +. + e, s = 0 feltétel. Az s-ek L feletti linearis
fiiggetlensége miatt ebbél kovetkezik, hogy minden ¢, = 0; s az r-ek K feletti
figgetlenségét figyelembe véve kapjuk, hogy minden egyes dj; 1s 0O-val
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egyenld. Tgy valéban bazist kaptunk, s mivel a bazis clemszama megegyerik

a vektortér dimenziojaval, ezért a fokszamtételt igazoltuk. [

8. Tétel (az ¢€l6z6 tétel kovetkezménye): Ha L négyzetgyokbovitése K-nak, akkor
[L : K] 2-hatvany.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a feltétel teljesiil. A K(+/¢ ) (ce K) alaku testek
leirasabol (lasd fent) adodik, hogy minden j-re (1<j<t)
[Kj: K] = [Kp (e, ) - K= 1 vagy 2

A fokszam-tétel szerint [L : K] ezek szorzata, tehat 2 -hatvany. [

9. T'étel Legyen K egy tetszéleges szamtest, e C pedig az, f{x)(eK][x])
irreducibilis f0polinom egy gyoke. Ekkor:
(1) barmely, h(x) ( eK[x] )-re A(a)=0 <f(x)| h(x)
(2) f(x) az a elem minimalpolinomja K[x] folott,
(3) K(a)~{gle):g(x) eK[x]},
(4) K(a) minden eleme egyértelmiien el6all #(a) alakban, ahol r(x) eK[x], és
r(x) vagy a zéropolinom vagy fokszama kisebb f{x) fokszamanal.
(5) [K(a) : K] megegyezik f{x) fokszamaval.

Bizonyitas.
( 1) -(2) afeltételekbdl és a polinomokbdl tanultakbol (lasd el8z6 fejezet)
nyilvanvalo.
(3) jeloljiik az egyenldség jobb oldalan 4116 szamhalmazt L-lel. Ekkor
K(a)oL, tovabba K<L és aeL.. Ha belatjuk, hogy L test, akkor K(a)
definicidja alapjan kévetkezik a K(a)<L, tartalmazas is. Az L definiciojabol
nyilvanvald, hogy barmely ¢ de L elemekre ¢ ''d, -¢, cdel..
Legyen ¢ g(a)e L, c#0. Ekkor f(x)|g(x), azaz f{x) irreducibilitisa miatt f{x)
¢s g(x) relativ primek, igy vannak olyan alkalmas u(x),v(x) €K[x] polinomok,
hogy f(x)u(x) - g(x)v(x)=1. Behelyettesitve az a elemet kapjuk, hogy
I fla)u(a)~g(a)v(a)=cv(a), ahonnan 1/c - v(a) L, tehat L test.
(4) Az clballitas létezése (3)-bol adodik, hiszen ha g(x) polinom f{x)-szel

osztva a maradek r(x), akkor g(a) r(a). Az egyértelmiiség igazolasahoz
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feltessziik, hogy legalabb két eldallitas 1étezik. Alkalmazzuk (1)-et e ket
polinom kiilénbségére.(5) Az f{x) fokszamat n-nel jel6lve a (4) azt allitja -
vektorterekre atfogalmazva-, hogy K(a)-ban mint K {616tti vektorterben

.. 2 ;
bazist alkotnak az La.a’, . "' elemek.|!

10. Tétel Legyen K tetszdleges szamtest. Ekkor barmely ae C komplex szamra

ekvivalensek a kovetkez6 allitasok :

(a K(a)|K bovités végesfoku,

(2) a egy K[x]-beli nem zéro polinom gyoke,

(3) létezik olyan f{x) eK[x] irreducibilis fépolinom, amelynek a gyoke.
Bizonyitas.

(1)=(2). Legyen a K(a)| K bovités foka n. Ekkor a K(a) (K folottr)

vektortérben linearisan dsszefiiggd rendszert alkotnak az /,a, @, . d"
elemek, igy alkalmas ¢, ¢;, ¢35, ... ¢y, € K, nem csupa 0 clemekre:
et et e co=0.
(2)=(3). A polinomoknal tanultakbol kivetkezik, hogy ha a gydke egy
g(x) eK[x] nem zér6 polinomnak, akkor a gyoke a g(x) irreducibilis
felbontasaban szereplé valamelyik irreducibilis tényezonek.

(3)=(1). Az eldzd (9.) tételbol kovetkezik. i |
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III. FEJEZET

Szerkesztések elmélete

Alexandriaban, Kr.e.300 koriill alkotta meg FEuklidész gordg matematikus
fomiuvét. az Elemek-et. A konyv az akkori i1smereteket foglalta 0Ossze,
rendszerezte, legnagyobb ¢érdeme mégis a geometria axiomatikus felépitése volt.
Olyan axiomarendszert alkotott Fuklidész, amelynél tokéletesebbet a XIX.
szazad végeig nem sikeriilt Osszedllitani. A definiciok mellett kilenc axioma
(sarkigazsag. melyet a logikus gondolkodas érdekében kényszeriiliink elfogadni,
tehat kényszerito erejliek), és 6t posztulatum (nem a gondolkodasnak alappilléret,
tehat elfogadasuk nem kotelezd) talalhatd. A posztulatumok koziil az aldbbiak
(az elsé harom) fektetik le az euklideszi szerkesztések alapjait:
»(1) Koveteltessék, hagy minden pontbol minden ponthoz legyen egyenes
hazhato.
(2) Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatdlag meghosszabbithato
legyen.
(3) Es hogy minden kozépponttal és tavolsaggal legyen kor rajzolhatd.«
Az euklideszi szerkesztésekhez tehat csak két eszkozt, a korzot €s a vonalzot
hasznalhatjuk. A megengedett szerkesztési 1épések a kovetkezok:
(1) két egyenes metszéspontjanak kijelolése,
(2) egyenes ¢s kor metszéspontjanak kijeloleése.
(3) két kor metszéspontjainak kijeldlése.
Ezeket alapszerkesztéseknek nevezzik. Egy pontot akkor tekintiink
megszerkesztettnek, ha a fenti harom 1épés valamelyikeként kapjuk. A
szerkesztés tehat olyan eljaras, amely soran elore megadott pontokbol kindulva
korok ¢és egyenesek metszéspontjaként - 1épésrol 1épésre - ujabb és ujabb
pontokat szerkesztiink.
Megjegyzeés: szitkseges megemliteni, hogy az iskolaban tanult szerkesztések nem
szigora értelemben vett euklideszi szerkesztések; hiszen példaul a szakasztelezo-

merdleges szerkesztésénél ugy tanitjak, hogy a két végpontbdl tetszdleges (a



szakasz felénél hosszabb) sugart koroket rajzolva a metszéspontjaikat 6sszekotd
egyenes lesz a szakaszfelezd. Euklideszi szerkesztéseknél viszont csak az adott,
vagy a mar megszerkesztett pontok tavolsagat vehetem korzOnyilasba, illetve
csak 1lyen pontokba szaurhatom a korzot.
Belathaté azonban, hogy az tin. »megengedd« szerkesztések (vonalzo csusztatas,
billentéses merdleges-allitas, stb. ...) ekvivalensek az euklideszi szerkesztéssel.
Lényeges még, hogy a vonalzéon nincs semmilyen jeldlés: ha példaul
megengednénk egy adott szakasz bejel6lését a vonalzora, akkor belathatd, hogy
igy olyan pontok is megszerkeszthetdk lennének, amelyek euklideszi uton nem.
Az euklideszi szerkesztés latszolag egy egyszerii «jaték» adott jatekszabalyokkal.
Az, hogy mitdl olyan 1zgalmasak ezek a szerkesztések, talan annak készonheto,
hogy kidertilt egyes problémakrdl, hogy megoldhatatlanok, sét ennek az oka nem
geometriai, hanem algebrai természet. A szerkeszthetdség targyalasat néhany,
jelolés bevezetésével kezdjiik:
Legyen H a sik pontjainak egy halmaza. A legalabb két H-beli pontra illeszkedd
egyenesek halmazat ey, a H-beli kdzépponti ¢és két H-behi pont tavolsagaval
megegyez0 sugaru korok halmazat ky; jeloli.
1. Definicid. Legyen H a sik pontjainak egy halmaza. A sik: egy P pontja

kozvetleniil szerkesztheté H-bol, ha P :

(1) két ey-beli egyenes metszéspontja, vagy

(2) egy ¢y-beli egyenes és egy k;-beli kor metszéspontja, vagy,

(3) két ky-beli kor metszéspontja.

2. Definicio, Legyen H a sik pontjainak egy halmaza, H-bol kiindulva definialjuk
ponthalmazok egy végtelen sorozatat a kovetkezéképpen :
Hy,=H
H; ;= H; U{P; minden olyan pont, amely kozvetleniil szerkesztheté H -bol}
(i=0,1.2,..)

Akkor mondjuk, hogy P megszerkesztheté H-bol, ha PeH; valamelyik i-re.
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Ha az els6 H halmaz tres, vagy egy eleme van, akkor tovabbi pontok a fenti
modszerrel nem szerkeszthetOk. Ezért feltehetjitk, hogy H legalabb kételemd.
Ahhoz, hogy a szerkeszthetdség problémajat (azaz egy bizonyos pont
megszerkeszthetdségét lefordithassuk az algebra nyelvére felvesziink a sikon
derckszogl (Descartes-féle) koordinata-rendszert. A pontokat itt valds szam-
parokkal adjuk meg. A tengelyeket az altaldnossag megszoritasa nélkil
felvehetjiik ugy, hogy az origd O= (0;0) ¢s az egyik egységpont E = (1;0) H-beli
legyen.
Lkkor vilagos, hogy:
- s puUnioRth w ik aiptny migsaeliaseha i ag ik g az. QL
cgyenes, a masikat megkaphatjuk példaul a (-1;0) ¢és E pontok szakasz-
felezOjének ismert szerkesztésevel),
- egy P(a; b) pont akkor és csak akkor szerkesztheto, ha az A(a;0) ¢s B(b;0)
pontok szerkeszthetok,
- egy tetszdleges a szog szerkesztése ekvivalens a (cos o ; sina ) pont
megszerkesztésével,
- valahanyszor az A(a,0) és B( b:0) pontok szerkeszthet6k, mindannyiszor
megszerkeszthetok a kovetkezd pontok is :
-(-a;0) [O-ba sztrom a korzot és: A(a;0)-bol elmetszem OE tengelyt]
~(a+b;0) [A(a;0)-ba szarok és r= OB sugarral elmetszem a tengelyt] (ez nem
szigoru értelemben vett euklideszi szerkesztes)
~(ab;0) [ hasonlosaggal, az alabbi (bal oldali) dbra alapjan]

-(1/a;0) (a#0) [szintén hasonldsag alapjan, a jobboldali ébra szerint)

(0:b)
(0.1

0:1) R,
(0.1/a

@0) (b:0) (ab-0) 70 (a0



-(va ;0) (a=0) [Thalesz-kor segitségével]

0;a) RN

(-1:0) (@,0)

A fentiekbdl kitlinik, hogy a H pontjainak koordinatai olyan K szamtestet

generalnak, amely részteste a valos szdmoknak.(KcR)

Ezek utan kimondjuk és bebizonyitjuk a szerkeszthetéség algebrai

atfogalmazasara vonatkozo tételt:

3. Tétel Legyen H egy tetszbleges ponthalmaz a sikban. Vegyiik fel a koordinata-
rendszert a mar ismertetett modon. Legyen K a H-beli pontok koordinatat
altal generalt szamtest ( KcR) Ekkor a kévetkezo ket allitas egyenérteki:

(1) P megszerkesztheto H-bol;
(2) K-nak létezik olyan valds négyzetgyokbdvitése, amely P mindkét
koordinatajat tartalmazza.

Bizonyitas. (1)=(2). A koordinata-rendszerben az egyeneseket és a koroket
egyenleteikkel hatarozzuk meg. Barmely két 1lyen alakzat metszéspontjai
olyan pontok, melyek koordinatai mindkét alakzat egyenletét kielégitik.

Egy ¢;-beli egyenes egyenlete: Ax+By+C = 0 (A,B,CeK).

Egy ky-beli kor egyenlete: x*+y”+Dx+Ey+F = 0 (D,E,FeK).

Attol fiiggoen, hogy P koordinatait melyik alapszerkesztésbdl kaptuk, harom
esetet kiilonboztetink meg:

1. két ¢;-beli egyenes metszéspontjaként; ekkor a metszéspont koordinatai
benne vannak K-ban (ez az elséfoku kétismeretlenes egyenletrendszer

megoldasabdl kovetkezik)
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2. egy ¢;-beli egyenes és egy k;,-beli kor metszéspontjaként; a koordinatak
ekkor vagy K-beli elemek, vagy benne vannak K valamelyik valos
negyzetgyokbovitésében (a masodfoka egyenlet megoldoképletébdl
kozvetleniil adodik)
3. két ky-beli kér metszéspontjaként; ekkor ugyanazt mondhatjuk el, mint a
2. esetnél.
Az eldbbiek alapjan vilagos a kovetkezo:
Ha egy F pont a H ponthalmazbdl kézvetleniil szerkeszthetd és a H-beli
pontok koordinatai altal generalt szamtest K, akkor a HU{P} ponthalmazbeli
pontok koordinatai altal generalt szamtest vagy K, vagy K(+/c ) val amely
ceK nemnegativ valds szamra.
A fentickb0l, valamint abbol a ténybdl, hogy az alapszerkesztéseket véges
sokszor alkalmaztuk (a szerkesztés definicioja miatt) kdvetkezik az allitas.
(2)=(1) Tegytk fel, hogy a P koordinatai benne vannak a K szamtest egy valds
négyzetgydkbovitésében, ahol: K= KoK, ... cK <K=L,
K=K (\/Z ) minden 1< j < t-re.

A koordinata-rendszer bevezetésekor tett megfigyeléseket felhasznalva
cgyszeruen igazolhato j szerinti teljes indukcioval, hogy minden j-re (1<j<t)
a K; test barmely a eleme esetén az (a;0) pont H-bdl megszerkeszthetd. ||

4. Tetel Legyen H egy tetszoleges ponthalmaz a sikban, s vegyiink fel egy
koordinata-rendszert a meghatarozott modon. Legyen K a H-beli pontok
‘koordinatar altal generalt szamtest (KcR). A sik egy P = (a;b) pontja akkor
¢s csakis akkor szerkesztheté meg H-bol, ha:

(1) a és b algebrai elem K f6lott, és
(2) a €s b minimalpolinomjanak fokszama 2-hatvany.

Bizonyitas. Ha I megszerkeszthetd H-bol, akkor van K-nak olyan L
négyzetgyokbdvitése, hogy a, bel. (lasd eléz6 tétel). Ekkor K(a)cL,
masreszt az €l6z06 fejezetbdl tudjuk. hogy [L:K] 2-hatvany. Ezért a K(a)|K
bévités végesfoka, igy a algebrai elem K folott. Figyelembe véve, hogy:

[L;KHL:K(a)]- [K(a);K],

21



a [K(a);K] is 2-hatvany. Ez utobbi viszont megegyezik az a szam K {olotti
minimalpolinomjanak fokszamaval. Mivel a b koordinatara ugyanez az
okoskodas alkalmazhato, a tétel allitasat belattuk. |

Megjegyzes.
1. A fenti tételben szerepld (1), (2) feltételek teljesilése onmagaban
altalaban nem elegendd a P pont megszerkesztéschez.
2 Az elézé tételeket koordinatak helyett komplex szamos megkozelitésre
analog modon lehet targyalni. Példaul a 4. tetel megfeleldje a
kovetkezOképpen szol:
4(b) Tétel Legyen H tetszéleges ponthalmaz a sikban, és tekintsiik az .
fejezetben emlitett komplex szamsikot. Legyen K* a H-beli pontoknak
megfeleld komplex szamok ¢s konjugaltjaik altal generalt szamtest. A sik egy
P pontja csak akkor szerkeszthetd meg H-bol, ha a p-nek megfeleld z
komplex szamra:
(1) z algebrai K* f6lott, ¢s
(2)K* f&lotti minimalpolinomjanak fokszama 2-hatvany.
3. Abban a specialis esetben, ha K=Q . a szerkeszthetdség vizsgalata -a
polinomokro! tanultak alapjan - visszavezethetd egész egyiitthatos polinomok
vizsgalatara.

Ezek utan a kovetkez6 fejezetekben alkalmazzuk az eddigi eredményeket konkrét

szerkesztési problémak vizsgalatara.
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IV. FEJEZET

Nevezetes szerkesztési feladatok

Ebben a fejezetben keriil sor a bevezetdben emlitett Okori szerkesztési problémak
megoldhatatlansaganak bizonyitasara.

1. A kior négyszigesitése

A feladat kézismert: szerkesztenddé adott r sugard kor teriiletével megegyezo
teriileti négyzet. Az Okorban ¢ téren a legnagyobb eredményt Hippokratész ¢rte
el, aki két kiilonbozé sugara koriv altal hatarolt rész (n. holdacska) tertiletével
egyez0 haromszoget szerkesztett. Lényeges eldrelépés ezutan majd csak a XIX.
szazad elején sziletett. De mieldtt ratérnénk, hogy mi volt ez a
matematikatorténeti  szempontbol kiemelkedd felfedezcs, vizsgaljuk meg a
problémat algebrai szemszogbol .

Az 1 sugari kor teriilete t=r'm egy a éli négyzeté t, = a. A feladat a t= 1,
cgyenldséggel ekvivalens. Ekkor nyilvan rr=d , amibdl a=~/r

A kort a kozéppontjaval, és egy tetszéleges pontjaval tekintink adottnak (lasd
eloz6 fejezet). Vegyik fel a targyalashoz szilkséges koordinata-rendszer
tengelyeit ugy, hogy a kor kozéppontja az 0(0:0), az adott pont pedig E=(1:0)
legyen! Ekkor a kiindulasul megadott pontok koordinatai{0,1} altal generalt
szamtest éppen Q. A feladat tehat mivel most r=1-a Jrr pont megszerkesztését
kivanja. Nyilvanvald  tény, hogy Jr  szerkesztése  ekvivalens w
megszerkesztésével. A kérdést az eddig tanultak alapjan feltehetjitk gy 1s, hogy
n algebrai - e Q folott. azaz van-e olyan racionalis egyiitthatos polinom,
amelynek n gyoke. Erre a kérdésre adott nemleges valaszt 1882-ben F.
Lindemann német matematikus, megoldva ezzel a kornégyszogesités €vezredes

problémajat. i |
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2. A kor kiegyenesitése

A feladat az el6z6 "kistestvére": szerkesztendé adott » sugart kor keriiletével
egyenld hosszasagh szakasz.

Az r sugari kor keriilete k=2rn. Ha a koordinata-rendszert az el6z6 pontban
meghatarozott modon vessziik fel, akkor a generalt szamtest ismét Q. A feladat,
21 a pont megszerkesztése egyenértékii n szerkesztésével, ami Lindemann tétele
miatt Iehetetlen. Tehat sem a kor négyszogesitése, sem a kor kiegyenesitése

cuklideszi Gton nem oldhaté meg.[]

3. Kockakettdzés (Déloszi probléma)

A feladat keletkezését Plutarkhosz gorog torténetird jegyezte fel. Egyszer Délosz
szigetén pestis tombolt. A délosziak elkeseredettségiikben a Delphoi-i josdahoz
fordultak tanacsért. Ott azt mondtak nekik, hogy ha meg akarnak szabadulni a
Jarvanytol, akkor cseréljék ki Apollo Delphoi-i kocka alaki oltarkévét kétszer
akkora kocka alaku oltarkével. Ez az ardnylag konnyiinek latszo feladat a
gorogoknek legydzhetetlen nehézséget okozott. Azt felismerték, hogy ha a az
credeti kocka élének hossza és x a keresett ¢lhossz, akkor az
ax =x'y yla

alapjan a feladat ekvivalens a és 2a kozotti kozéparanyosok szerkesztésével,
Sokan probalkoztak a megoldassal, de - a sokat 1gér6 felfedezések (kapszeletek,
konkhoisz, cisszoisz és mas transzcendens gorbék) ellenére - ez megnyugtatod
modon senkinek sem sikeriilt.

Az algebrai targyalas végett vegyilk az eredeti kocka ¢élét egysegnyl
hosszusagtnak, és a koordinata - tengelyt vegyiik fel ugy, hogy O és E a szakasz
ket végpontja legyen. A megadott pontoknak megfeleld (0 és 1) szamok altal
generalt szamtest ismét a racionalis szamok Q teste. A feladat tehat a két
terfogategységnyi kocka ¢lhosszanak, azaz a /2 pontnak a megszerkesztése. A
V2 az x’-2eQx] polinomnak a gyoke. Ez a polinom azonban irreducibilis Q

folott (ezt a Rolle - tétel vagy a Schonemann — Fisenstein - tétel segitségevel
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ellendrizhetjitkk, ezért ez éppen a 2 minimalpolinomja Q fol6tt. Mivel a

fokszama nem 2 - hatvany, ezért /2 nem szerkesztheté meg euklideszi aton.’ |

4. Szogharmadolds

Tetszdleges szog fele a kozismert médon mindig megszerkesztheté. A kérdés az,
hogy I¢tezik-e olyan altalanos eljaras, amellyel tetszdleges szog harmadat meg
tudjuk szerkeszteni.
Be fogjuk bizonyitani, hogy ilyen altalanos modszer nem létezik. Természetesen
vannak olyan szogek (90°, 180°stb.), amelyek harmadolhatok. Azt kell
megmutatnunk, hogy a harmadolasra nem adhaté meg minden szog esetében
tlyen ¢rvényes eljaras. Ehhez elég egyetlen olyan szoget talalni, amelyik nem
harmadolhat6. [gy tehat ha ki tudjuk mutatni, hogy példaul a 60°-0s szdg nem
harmadolhat6 korz6 €s vonalzé egyediili hasznalataval, akkor bebizonyosodna a
sejtésiink.
A 60%-0s szog két pontbdl kiindulva kozismert médon szerkeszthetd. Azt kell
megmutatnunk, hogy a 20°-0s szég nem szerkeszthetd. A koordinata tengelyeket
vegyik fel ismét ugy, hogy a kiindulasi két pont O illetve E legyen.
A 20%o0s szdg szerkesztése ekvivalens az u = 2cos20° hosszasagi szakasz
szerkesztéscvel. Ismert trigonometrikus dsszefiiggések alapjan
cos3¢ = 4cos’ ¢ - 3cosg
ahonnan ¢ = 20°ra azt kapjuk, hogy u = 2cos20° gyoke az fix) — x’- 3x - |
€Q[x] polinomnak. Mivel f(x)-nek nincs racionalis gyoke (ez a mar emlitett
Schonemann -Eisenstein tétellel ellendrizhetd), ezért f{x) irreducibilis Q folott, s
igy f(x) éppen u - 2cos20° minimalpolinomja Q f616tt. Mivel f{x) fokszama nem
2-hatvany, ezért u = 2cos20° nem szerkeszthetd meg, azaz a 60°-0s sz6g nem
harmadolhaté. _|
Megjegyzes.
[. Arkhimédész a szogharmadolasra olyan vonalzét hasznalt, amelyre
bizonyos szakaszt elére bejeldlt (ez nem euklideszi szerkesztéeszkoz). Az

eredeti szognek az egyik szarat meghosszabbitotta, majd a szog csucsabol



cgy tetszOleges r sugarral kort rajzolt. A vonalzora bejeldlte A és B pontokat
ugy, hogy AB = r legyen, majd a vonalzot addig mozgatta, mig - B
mindvégig a korén mozogva az A rd nem keriilt a meghosszabbitott
szOgszarra, s atment a kor és a masik szogszar metszéspontjan.

2. lde kivankozik még egy elemi geometriabol ismert, a fentiek ismeretében
meghokkentd tétel:

Morley-tétele. Barmely haromszog szomszédos szogharmadoloinak harom

metszeéspontja szabalyos haromszdget hataroz meg.

5. Haromszogszerkesztések

A szerkesztést  feladatok kozill a haromszogek szerkesztése tinik a
legegyszerlibbnek, hiszen mar Aaltalanos iskolaban megtanitjak, hogy ecgy
haromszog megszerkesztéséhez elég harom - egymastdl fiiggetien — adat. Azt
gondolnank, hogy barmely harom adatbol meg is szerkeszthetd az altaluk
meghatarozott haromszdg. Be fogjuk bizonyitani, hogy ez nincs igy, azaz tudunk
olyan harom adatot mondani amelyekbdl nem szerkesztheté meg a haromszog.
Vizsgaljuk meg a kovetkezo két példat!

(1) Szerkessziink haromszoget, ha adott egy sz6ge(a), valamint ebbdl a csucsbol

kiindul6 magassaga (AM), €s sulyvonala (AS)! (nyilvan AM< AS)

A
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Megoldas: felezziik meg a silyvonalat és rajzoljunk fol¢ Thalesz-kort! A - bol a
magassaggal clmetszem a kort, a metszéspont (barmelyik a kettd kozil) M.
Huzzuk meg az S, M pontokra illeszkedd egyenest (ez a haromszog egyik
oldalegyenese)! S-be sziirva a korzot tikrozzikk M-et S-re (M*)! Ezutan MM*
szakasz {516 az ismert modon szerkessziink o szogh latokort! A salyvonal ¢es a
latokor metszéspontja A'. Konnyen ellenérizhetd, hogy az igy kapott A'MM*
haromszog az eredetihez hasonld, a hasonlosag centruma S. Ha A-n keresztiil
parhuzamosokat hiizunk A'M-mel ¢s A'M*-gal, akkor ezeknek az ismert
oldalegyenessel valo metszéspontjai lesznek a B és C csticsok. Mivel minden
szerkesztési [épést a. kiindulasi adatokbol alapszerkesztések véges szamu egymas
atani végrehajtasa utan kaptuk, ezert a fenti feladat mindig megoldhato ¢s
4ltalanos estben két megoldasa van. |

(2) Szerkessziink haromszoget, ha adott két oldala a és c, valamint a c-vel

szemkozti szog felezdje f!

Az abra jeldléseit hasznalva, a szogfelezd tételbdl kovetkezik, hogy:

cX

s c—y=
a+x a+x

Xx.q =c¢-y:yinnen y=

2.2
¢rx X .
S fcoséd
(a+x)“ a+Xx

Az x-re felirva a cosinus-tételt kapjuk, hogy x” =
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Fzutan felirjuk a cosinus-tételt az a oldalra {az a, y, f/ haromszogben), majd
kifejezve cos&t (cos( 180°-8) - cosd azonossag alapjan ezt megtehetjiik), €s

a+x

visszairva a fenti egyenletbe kapjuk. hogy : a(a+x) =

A

'(a j;x)z ala+x)+

egyszerlisités ¢és x(aix) -szel vald beszorzas utan az ax(a+x)2~—aczx atx)f
cgyenlethez jutunk.

[la a kiindulasi adatokat Ggy valasztjuk, hogy a= ¢ = f = 1 legyen (ilyen
haromszog 1étezik!), ekkor a generalt szamtest ismét Q, igy azt kapjuk, hogy a
harmadik oldal (x) gyoke az x’ + x* - 2x -1 = 0 irreducibilis harmadfoku
cgyenletnek, ezért ¢z x minimalpolinomja Q folott. Mivel a fokszama nem 2-
hatvany, ezért x nem szerkesztheto.!!

Megjegyzés. Egy haromszoget altalaban az oldalak (a, b, ¢), szogek (o.f.x)

magassagok (m, , my, m,), sulyvonalak (sq S5 sc), és a szogtelezOk (/, fi, /o)

15
kozil harommal adnak meg. Ez [3} = 455 esetet hataroz meg. Ezek koziil

95 lényegileg kiilonb6zd eset van (nem tekintjiik kiilonbéz0nek a haromszog
szerkesztését példaul az o, b, m., ¢és b, ¢, m, adatokbol). A 95 eset kozil
kett6 (o B, ) és (a mp y) nem hatarozza meg egycrtelmilen a
haromszoget. A fennmarado 93 esetbdl 63 szerkeszthetd, 30 pedig nem, noha

a haromszog minden esetben létezik.
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V. FEJEZET

Szabalyos sokszogek szerkesztése

Egyik legfontosabb ¢és legérdekesebb szerkesztési feladat, szoktak még korosztas

néven emliteni. A feladat megvizsgdlni, hogy milyen n-ekre szerkeszthetd meg a

szabalyos n-szog. Nyilvan a feladat ekvivalens n olyan pont szerkesztésével,

amely egy kort n egyenld ivre bont. A korosztast az okorban az n paratlan értékei
koziil a 3, 5 és 15 szamokra tudtak csak elvégezni korzo ¢és vonalzé segitségével.

Mivel korivet tudtak felezni, igy még ismerték a 3.2 5.2% 1525 oldalg

szabalyos sokszdgek szerkesztési eljarasat is. Az oOkori eredmények utan a

korosztasban az elsd jelentds lépést Gauss tette, amikor felfedezte a szabalyos

17-sz0g szerkesztését. Késdbb ¢ adott sziikséges ¢s elegendo feltételt a korosztas
elvégezhetdségére.

1. Tétel (Gauss) Ahhoz, hogy a kornek n egyenld ivre (n>2) osztasat korzovel és
vonalzoval el lehessen végezni, sziikséges és elegendd, hogy n primtényezds
felbontasa n =2* p,...p, (kr =0) alaka legyen ahol p,...p, paronként
killonbozo paratlan primek, és pi-1,........ ,pr-1 mindegyike 2-hatvany.

. Ha egy p paratlan primszamra p-1 2 hatvany, mondjuk p=2"+1, akkor m
maga is 2-hatvany (kiilonben m barmely v> 1 paratlan primosztojara 2™ +1
valodi osztdja lenne 2™+1-nek). A p(n)=2” +1 alaka primszamokat Fermat-
primeknek nevezziik. Az els6 6t ilyen alaku szam mindegyike prim (3, 5, 17,
257, 65537) n=5 esetén mar Osszetett szamot kapunk. A felsoroltakon kiviil
jelenleg nem ismeriink tobb Fermat-primet, s az sem eldontott, hogy véges
sok 1lyen szam van-c.

2. A korosztas lehetoségének vizsgalatanal elég azokra az esetekre
szoritkoznunk, amikor n paratlan primszam, vagy ilyen szam négyzete. Ezt a
kovetkezOképp lathatjuk be: legyen n a paratlan n; és n, relativ primszamok
szorzata. Ekkor a kor nyny ivre valo osztasat vissza tudjuk vezetni n; és n,

ivre vald osztasara. Mivel n; €s n, relativ primek, ezért 1étezik olyan k; és k;

29



egesz szam, hogy k; n,-kon;=1 teljesiil. Szorozzuk meg az egyenletetﬂ -
nn,

vel! Ekkor a 2—”1@ — 2irkz -2 egyenldség szerint a korosztast ugy
Hn, n, mn,

vegezhetjitk, hogy kozos kezdopontbdl n; illetve ny, ivre osztjuk a kort, majd
kijelolve ugyanazon 1ranyba a ki -edik, illetve k;-edik osztopontot, ¢ két pont
altal meghatarozott koriv a kérnek nyny-ed része.

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetd, hogy a kor, amelybe a
szabalyos sokszoget szerkesztjitk, egységnyi sugard €s a kozéppontjaval
(0:0) s az ( 1;0) pontjaval van megadva. A koordinatak altal generalt szamtest

ismét Q. A korbe irt szabalyos n-szog szerkeszthetosége - a komplex

. . )y . 2m .. 2w
szamokrol tanultak alapjan - ekvivalens ¢, = cos=— +/sin =—— az
n 1

megszerkeszthetdségével.
A megjegyzések alapjan elég a primhatvany oldalu szabalyos sokszogekkel
foglalkoznunk.
2. Definici6. Tetszbleges p primre a p-edik korosztasi polinom
x? -1

1 2
=x"" +x7

7, (x)= + ..+ x+1, ap’-edik korosztasi polinom pedig

x—1
pzfl

7o ()= =T PP ]
P x] _1

Nyilvanvaloan g, gyoke - nek,, £ ,: pedig X -nek.

3. Tétel TetszOleges p primre €, Q folottt minimalpolinomja 7, € » Q folotti

rninimalpolinomja pedig X,
Bizonyitas. Elegendé megmutatni, hogy a y,, , X eZ[x] polinomok

irreducibilisek Q f6lott. Ezek a polinomok pontosan akkor irreducibilisek, ha

az f(y) x(v' 1) iletve giv)= X (v—1) polinomok irreducibilisek.

WRRC SRR

J y? +(§ } ¥+ p polinom irreducibilitasa
P

a Schonemann- Eisenstein - tétel alkalmazasaval belathato.
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A g polinomra vonatkozé szamolas leegyszerisitése ¢éljabol vezessiik be a
kovetkezd jelolést: tetszbleges h, h’'eZ[y] polinomokra h~h’ jelentse azt,
hogy a A, h’ polinomok fSegyiitthatdja megegyezik, kiilonbségiik pedig
pyH(y) alaku, alkalmas H(y)eZ[y] polinomra. Az eldbbick miatt példaul
(v+1)°=)"t 1. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

p-l p-l

2O =2 (+D") =D (" +1) = f(y"). ezért felhasznalva a Schonemann-
k=0 k=0

Eisenstein tételt adodik gry) irreducibilitasa. L

Kovetkezmény.

1. Ha p paratlan primszdm nem Fermat-prim, akkor €, nem szerkesztheté
meg.

2. £ - egyetlen p paratlan primre sem szerkeszthetd meg.

Mivel szabalyos pz—szdg nem szerkeszthetd, ezért a fejezet elejen tett megjegyzEs
miatt szabalyos p*-sz6g sem szerkeszthetd semmilyen k>2 egészre €s p paratlan
primre. Ezzel belattuk, hogy a tételben leirt feltétel szitkséges. Ratérhetiink az
elegenddség bizonyitasara. Azt kell igazolnunk, hogy ha p Fermat-prim, akkor
e, megszerkesztheto.

A bizonyitashoz sziikség lesz egy szamelméleti fogalomra és tételre.

4. Defmicio. Legyen p tetszOleges primszam. Azt mondjuk, hogy qeZ
primitiv gyok modulo p, ha pq és a q"=1, q, q°....,q”* szamok paronként
killonb6zd maradékot adnak p-vel osztva, azaz e szamok maradékai -
sorrendtol eltekintve - éppen az 1, 2, ..., p-1 szamok.

5. Tétel Minden p primszamhoz Iétezik primitiv gyok modulo p.
A bizonyitast nem végezzik el. Utmutatasként: Fermat tétele szerint ¢
p-vel osztva 1 maradékot ad, a q hatvanyainak maradékai a (p-1)-edikt6l
kezdve ciklikusan ismétlodnek. A bizonyitas azon alapszik, hogy

megmutatjuk q*"?

-r6l, hogy p-1 maradékot ad p-vel osztva.
Bizonyitas. Legyen p=2"+1 Fermat-prim. A tétel allitisa p=3 esetére kozismert,
ezért foltessziik, hogy p=>5. Az g, szamot ezentdl e-nal jeloljik. Lathato, hogy ¢

Q f616tti. minimalpolinomjanak - y,-nek a gyokei éppen az & £°, ... £”' komplex
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szamok, azaz az 1-t0] kiilonb6z0 p-edik komplex egységgyokok. Rogzitsiink egy
q primitiv gyokdt modulo p. A Q(e,) test elemeinek leirasat (lasd II. Fejezet)
felhasznalva lathatd, hogy v: Q(e)—Q(e), Ae)—>fe?) (feQ[x]) megfeleltetés

leképezés. Ay 1smételt végrehajtasaval keletkezc’jyj (=12, ... ) leképezések:

7 Q(e)>Q(e), fie)>As*) (feQlx])
Mivel ¢4 identikus leképezés. Ebbél az is adédik, hogy ¥ (=1, 2,....)
mindegyike bijektiv. Konnyen ellendérizhetd, hogy tetszéleges a beQ(e)

clemekre ¢s =1 egészre:
(a=b)y =ay +by , és (ab) ¥ =(ay)(by).

Tekintsiik azokat a komplex szamokat, amelyek e-bol kiidulva y egymas utani

alkalmazasaval kaphatok:

q"

0 2 -2 P2 -1
e=ey —¢?  ey=el ey =e?, .. ey =e? (e} =¢).

Mivel q primitiv gyok modulo p, ezek a szamok - sorrendtdl eltekintve - éppen az

2 p-

1 r
g, ¢, ... " szamok

>

v : , L i (p1)2
’ ezért az inverz parok, azaz ey és e’y =gy

Specidlisan: ' ="' =¢7" ",
(0< j<(p-1)/2), a koron a kozéppontra szimmetrikusan helyezkednek el.
Képezziink két 6sszeget a koron szerepld szamokbol ugy, hogy minden masodik
keriil ugyanabba az 0sszegbe:

ay-etey . ey’ a=eyrey +. . eyt
Nyilvanvaloan ayt+a,= g+t .. .+sp']:xp (e)-1=-1. Az aya, szorzatban
minden tag € hatvanya, s mivel az inverz parok ugyanabban az §sszegben
vannak, 1 nincs a tagok kozott. Igy vannak olyan my,..., m,, nemnegativ
cgészek, hogy:

aga;=mee+m; (ey)+. . .+mp_2(syp'2) ¢s
my+m;+...+m,,=((p- 1)/2).
Eszrevéve, hogy agy = ay €s a;y= ap, az aga; szorzatra masik eldallitas adodik;
apa=(ary)(aoy)=(ara0) y=mo(ey')+m; (ey°)+. . Amy e,

A kettd killonbségébol 0=(my—m,,,)e +(m;-mg)( ey)+...H(mp-my3)( ey"?).

32



Az itteni € - hatvanyok helyett a megfelel6 g (1<1 < p-1) hatvanyokat frva, majd
e-t kiemelve adodik, hogy & gyoke egy olyan legfeljebb (p-2)-edfoku
polinomnak, amelynek egyiitthatoi - valamilyen sorrendben — az my-my., mi-mg
_m,-m, ;3 egészek. Minthogy azonban & Q f6l6tti minimalpolinomjanak, - nek
a fokszama p-1, ez csak gy lehet, ha my-m,,= my-my=...= m,,-m,3=0. Innen
my=m; = ... =m,, = (p-1)/4, s igy
apa ~((p-1y/4)( e+e’+...e"H= - (p-1)/4.
Tehat ay és a; az X+ x-(p-1)/4€Q|x] polinom két gyoke, s ilymodon ay, a;
benne van Q egy K négyzetgyokbovitésében.
Fzutan az a, a, Osszegeket jra osszuk szét két részosszegre ugy, hogy minden
masodik tag keriil ugyanabba a részosszegbe:
ap=e ey, ey, ao=ey tey +. . .+ gv"”, illetve
ay=eytey . ey ay=ey ey +. . ey
Nyilvanvaldan ay+ a,; = a, € K; (t=0, 1). Az aga,; (£=0, 1) szorzat most 1s
az ey (j = 0, 1, .., p-2) szamok nemnegativ egész egyitthatos linearis
kombinacioja. Felhasznalva, hogy a,()yz =a, €S a,,yz = ay. a korabbihoz hasonlo
condolatmenettel lathatd, hogy alkalmas ny n,; nemnegativ egészekre,
A Ay = Adet nga; K.
lgy t=0-ra és t=1-re is az ay, a, szampar egy K,[x]-beli masodfoka polinom ket
ayoke, s ilymodon létezik Q-nak olyan Ky(2K,) négyzetgyokbivitese, amelyre
oo, dor, A10, 411 € Ko,
Ezt ismételve, az utolsd eldtti ((m-1)-edik) 1épésben eljutunk odaig, hogy az
inverz parokat tartalmazé kéttagn részosszegek mindegyike benne van Q egy
alkalmasan valasztott K., négyzetgyokbovitésében. Specialisan ete’ €K
Mivel eg'= 1, az € és £ egy K, f6l6tti masodfoku polinom gyoke, tehat e is
benne van Q egy négyzetgyokbdvitésében. Ezzel belattuk, hogy ¢

megszerkeszthetd. ||
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VI Fejezet

Szerkesztések euklideszitol kiilonbozo feltételekkel

Ebben az utolso fejezetben ratérek a kiilonféle szerkesztési modszerek és

szerkesztési eszkozok ismertetésére.
1. Egységatrako vonalzo

Szokas még normavonalzénak 1s nevezni, ez olyan vonalzo, amelynek ¢lén két
pont - alappont - meg van jelolve. A két alappont tavolsaga a vonalzo egysége
vagy normaja, de ez nem sziikségképpen a hosszusagegység. Ezt az eszkozt
kétfeleképp hasznaljuk:

(1) kozonséges vonalzoként két adott ponton at egyenes hiizasara,

(2) az alapszakasznak egy félegyenesre a kezddpontjabol valo felméréscre.
Ezzel az eszkozzel a kovetkezd szerkesztési 1épéseket lehet elvégezni.

1. Adott két ponton at egyenes huzasa, és két metszO0 egyenes

metszéspontjanak kijeldlese,

2. Adott szakasz folrakasa adott félegyenesre a kezdopontjabol,

(O8]

Adott szdgnek adott félegyeneshez valo atrakasa a kijelslt oldalra.
4. Egy ponton at adott egyenessel parhuzamos hazasa
5. Egy ponton at adott egyenesre merdleges szerkesztése.
A normavonalzdval végzett szerkesztéseket Hilbert - féle szerkesztésnek
nevezzilk. Belathato, hogy ilyen vonalzéval az cuklideszi alapszerkesztések
koziil altalanos esetben a korrel vald metszéspontok nem szerkeszthetok. Adott
pontokbol (koordinatakbol) Hilbert - féle szerkesztéssel csak olyan pontokat

kaphatunk, amelyeknek koordinatai olyan szamtest szamai, amely m szaméaval

egyltt a V1t m® szamot is magaban foglalja.

Megjegyzés : Ha megengedjik, hogy a normavonalzo egyik alappontjat egy,
adott O pontba helyezziik és a vonalzot O koril addig forgassuk, mig masik
alappontja egy adott ¢ egyenes egy pontjaba essék, akkor minden euklideszi

alapszerkesztés végrehajthatd.
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2. Szerkesztések csak korzo hasznalataval

Az euklideszi eszkozok kiterjesztésével végzett szerkesztések vizsgalataval
parhuzamosan folytak a kutatasok a masik iranyban is, nevezetesen mi torténik
akkor, ha korlatozzuk a korzd €és a vonalzo hasznalatat, Az elsd - elég meglepd
eredményt G. Mohr dan matematikus érte el amikor bebizonyitotta, hogy minden
cuklideszi szerkesztés elvégezhetd vonalzd nélkiil, csak korzé hasznalataval.
Nyilvanvaloan azt kell igazolni, hogy az 1. és 2, alapszerkesztés (1asd 11I. fejezet)
csak korzovel végrehajthato. A Dbizonyitas azon mualik, hogy olyan k korre
vonatkozd inverzidnal, amelynek koézéppontja a szoban forgd egyenesekre,
illetve korre nem illeszkedik:
(1) az egyenesek, illetve a kor is korbe megy at, s e korok csak korzdvel
megszerkeszthetok az eredeti egyenesekbdl, illetve korbél tovabba
(2) a kapott metszeéspont(ok) csak korzd segitségével visszamvertalhatot(k)
a k korre - igy megadva az eredeti metszésponto(ka)t.
Az inverziordl és a bizonyitasrél bévebben [1] és [10] konyvekben talalthatd
leiras.
Megjegyzés: K. Yanagihara japan matematikus azt is bebizonyitotta, hagy
korzovel végezheté barmely szerkesztés akkor 1s elvégezhetd, ha korzével nem
lehet akarmilyen nagy és akarmilyen kicsiny sugara kort rajzolni, hanem csak
olyan o sugar koroket, ameiyeknek sugarara az r<w<R egyenlotlenség all fenn,

ahol r ¢s R eldre megadott hosszisagu szakasz és R>r.

3. Szerkesztések csak vonalzo hasznalataval

Az eléz0 pontban lathattuk, hogy a vonalzo nélkillozheté az ecuklideszi
szerkesztéseknel. Kérdés, hogy a korzé nélkiilozheto-e, vagyis a harom
alapszerkesztés mindegyike elvégezheté-e vonalzo kizarolagos hasznalataval. A
valasz nemleges, hiszen két egyenes metszéspontjanak a koordinatait linearis

kétismeretlenes egyenletbd] kapjuk, igy ha a kiindulasul valasztott pontok Q-t



gencraljak, akkor vonalzéval nem juthatunk el példaul a 2 szamhoz A
matematikusok azonban nem nyugodtak bele ebbe, s kimutattak, hogy gyengébb
feltételekkel ugyan, de lehetséges ecuklideszi szerkesztes csak vonalzoval.
Poncelet 1822-ben ¢s tdle fiiggetleniil Steiner 1833-ban a. kovetkezo tételt
bizonyitotta:

Ha a sikon meg van adva egy kor a kozéppontjaval, akkor mindazok a geometriai
szerkesztések amelyek korzdvel €s vonalzoval elvégezhetdk, egyediil vonalzéval

15 elvégezhetdk.

Megiegyzes.
1. A fenti tétel bizonyitasa igen nehéz, projektiv geometriai eldismereteket
1gényel.
2. A kor kdzéppontja nélkiilozhetetlen.
3. A tétel fokozasa Weiss német matematikustdl szarmazik: ha meg van
adva egy kor a kozéppontjaval, akkor barmely korzdvel €s vonalzoval
elvégezhetd szerkesztést vonalzoval ugy 1s el lehet végezni, hogy csak
olyan egyeneseket huzunk. amelynek a siknak négy meghatarozott pontja

koziil valamelyiken atmennek.
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