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ElSszo

Jelen dolgozat az integralgeometria egy klasszikus és egy relative 1j dganak kap-
csolatéaval foglalkozik.

Az els6 szakaszban a feldolgozott anyaghoz nélkiilozhetetlen elméleti hatteret
ismertetjik.

A masodik szakasz elején bevezetjiik egy konvex test kovariogramjat, azt a vektor-
skalar fliggvényt, mely egy vektorhoz a test és annak ezen vektorral valo eltoltjaval
vett metszete térfogatat rendeli. Ezt kovetGen ezen fiiggvény alapvets tulajdonsagait
bizonyitjuk, majd a kovariogram-problémara helyezziik a hangsulyt, melyet el6szor
G. Matheron vetett fel [21]. A kérdés az, hogy meghatéarozza-e a testet a kova-
riogramja. A sikban el6szor Nagel [24] adott pozitiv vélaszt a poligonok esetére.
Ezt kovetGen Bianchi, Segala és Volci¢ [5] a folytonos, szigortan pozitiv gorbiilet
konvex hatarral rendelkezd testekre, majd késébb Bianchi egyéb specialis esetekre
bizonyitotta a [3| sejtést, illetve talalt ellenpéldat a haromnal nagyobb dimenzi-
Okban. Kés6bb, sok més részeredmény utan Averkov és Bianchi [1] bizonyitotta
az egyértelmiiséget minden kellen regularis konvex tartoményra, mellyel a korab-
bi eredmények fényében teljessé valt a kovariogram probléma sikbeli megoldasa. A
dolgozatban ezen utobbi cikkel foglalkozunk részletesen. Négynél magasabb dimenzi-
6ban a valasz negativ [3], melyet Bianchi egy példacsaladdal igazolt. Pozitiv a vélasz
a haromdimenzios politopok esetére [4], de az altalanos haromdimenziés eset még
nyitott. Goodley, Schneider és Weil igazolta, hogy tetszéleges dimenzioban a Baire-
féle kategoriak értelmében a legtobb konvex testet meghatarozza a kovariogramja
[16].

A harmadik szakaszban a klasszikus integralgeometria tertiletérdl ismertetjiik a
Blaschke-vektort, melynek elemei a konvex test hurhosszai hatvanyainak integral-
jai. Ezen vektor elemei kozti 6sszefiiggések bebizonyitasa utan azt a Blaschke altal
feltett kérdést [8, p. 52| vizsgaljuk meg, hogy a véletlen hirok hosszainak momen-
tuma meghatarozza e a konvex testet izometria erejéig. A véalasz még poligonokra is
negativ, melyet Mallows és Clark ellenpéldacsaladja igazol [20].

A dolgozat végén, a 3.10. Tételbe teljes egészében tisztazzuk a kovariogram és a
Blaschke-vektor kapcsolatéat.

A dolgozat a KIEX és a Tikz eszkozokkel késziilt, de némely dbrat a Wolfram
Mathematica szoftvere generalt.



Tartalomjegyzék

Elgszo

1. Hattér
1.1. Integralgeometriai mértékek és stirtiségfiiggvény
1.2. A Steiner-féle szimmetrizélasi eljaras
1.3. A Hausdorff-féle momentumprobléma

2. A kovariogram
2.1. A kovariogram-probléma

3. Blaschke-féle integralok
3.1. Hurhosszak eloszlasa

Jelolések és konvenciok
[rodalomjegyzék
Koszonetnyilvanitas

Nyilatkozat

—e

U~ DN

23
27

33
34
36
37



1. FEJEZET
Hattér

Néhany, a tovabbiakhoz sziikséges alapismeret felsorolasaval kezdjiik.
Konvex testnek hivunk egy R"”-beli halmazt, ha az konvex, kompakt, és a belseje
nem ures.

1.1. Definicié Legyen K egy konvex test. Ekkor a hx: S*1 — R,
hic(n) :==sup{p: H(p,n) NK # 0}

fiiggvényt a IC tamaszfiigguényének nevezziik.

A sikon a tamaszfiiggvényt a [0,27] tartomanyon integralva éppen a konvex test
keriiletét kapjuk, azaz

/ " he(@)dp = 0K, (L.1)

mert a hx(p)dp szorzat épp a 0K gorbe egy infinitézimalis darabjanak ivhossza.
Hasonléan, IC teriiletének kiszamitasara a

KI=3 [ ) - Gl (1.2

is ismert Osszefiiggés [25, 4. o.].

1.2. Definici6 Egy K konvex test esetén a D(K) := {x —y : x,y € K} testet a K
kiilonbség-halmazdinak nevezziik.

Koénnyen lathato, hogy egyrészt D(KC) centralszimmetrikus az origora, masrészt
pontosan azokat a vektorokat tartalmazza, melyekkel eltolva IC-t, annak K-val vett
metszete nem tires.

Vilagos ([12, 107. o.]), hogy D(K) pontosan akkor a 2C halmaz eltoltja, ha K
centralisan szimmetrikus, hiszen D(K) centréalisan szimmetrikus, igy D(K) = 2K
is az, tehat K is centrélisan szimmetrikus. Ha I centralisan szimmetrikus, akkor
D(K) =K+ K =2K.

1.3. Definicidé Legyenek K és L konvex testek. Ezek Hausdorft-téavolsaga
dy(K, L) := max {Sup inf d(k,1),sup inf d(k, l)}
kekK 1eL leL kek
Az R™-beli konvex testek halmaza a Hausdorff-tavolsaggal teljes metrikus teret

alkot. |9, 6. 0.

1.4. Tétel Konwvex testek kiilonbségének térfogata folytonos a Hausdorff-tavolsdigukra
nézve.

Bizonyitas. Legyen ugyanis KC és £ két konvex test, és tegyiik fel, hogy dy (K, L) <
< 0. Ekkor K C L+ 0B" és L C K + éB", melybdl a két test K A L szimmetrikus
kiilénbségére (K \ L) U (L\ K) C ((£+0B") \ £) U ((K 4 0B") \ K) adédik. Innen
a térfogatra a |IC A L] < |[(K + 0B") \ K| + |(£ + éB™) \ £| < §(|0K]| + |0L])
egyenlStlenséget kapjuk, ahol |0K| és |0L| nyilvan végesek. O

1



1.1. INTEGRALGEOMETRIAI MERTEKEK ES SURUSEGFUGGVENY 2

Egy K konvex test p € 0K hatarpontjat Cl-reguldrisnak nevezziik, ha K-nak
pontosan egy tadmaszhipersikja illeszkedik p-re. K-t C'-reguldrisnak hivjuk, ha an-
nak minden hatarpontja Cl-regularis.

P-t a sikbeli IC beirt poligonjinak nevezzik, ha P = conv{py,...,p,}, és p; €
€ 0K (1 <i < n). Egy P poligonra akkor mondjuk, hogy beirhatd K-ba, ha annak
valamely eltoltja beirt poligonja K-nak.

A K egy py, Py, € OK végpontokkal adott p;p, hurjat affin dtmérdnek nevezziik,
ha a p;-beli kifelé mutaté normaélis ellentétes a p,-beli kifelé mutatd normalissal.
Konnyen lathato, hogy a p;p, szakasz pontosan akkor affin 4tmérd, ha p; — p, €

€ 0D(K).

1.5. Tétel Legyen F: R? — R eqy differencidlhato fiigguény és ¢ € R. Ha eqy

F(z,y) = ¢, implicit figguénnyel adott gorbére valamely (zy,y,) € R? pont esetén
8—5(360,340) # 0 teljesiil, akkor az (z4,y,) pont koril a gorbe elddllithato y = f(x)

alakban, valamely f € C* valds fiigguénnyel.

1.1. Integralgeometriai mértékek és strtiségfiiggvény

Az integralgeometriaban egy sokasag valamely megengedett X részhalmazanak

m(X) mértékét egy f(xq,...,z,)dzy ... dx, differencidlforma X-en vett integralja-
ként értelmezziik, ahol az f(xy,...,x,) strtségfiiggvény olyan, hogy az m mérték

a sokasidg mozgésaira nézve invaridns. Ezt a differenciadlformat invarians stirtiségnek
nevezziik.

1.6. Tétel Paraméterezziik R™ pontjait a szokdsos x = (x1,...,x,) Descartes-
koordindtdkkal. Konstansszorzo erejéig a
dx =dx;...dx,

differencidlforma az egyetlen mozgdsinvarians suriség.

Bizonyitas. Jelolje M az R" tér mozgascsoportjat. Legyen p € M tetszGleges, a
forgatasmatrixa A, eltolasvektora pedig b. Egy x = (21, ..., x,) pont u(x) képének
koordinatéi ekkor

(2,...,2)) = (x1,...,2,)A + b.

rrn

Tetsz6leges X mérhet6 ponthalmaz p melletti képe pu(X) = {u((x1,...,2,)) :
(21, ..., xy) € X} Mivel az (x4, ...,2,) — (2],...,2]) leképezés Jacobi-determi-
nansa |det A| = 1, ezért day ...dx, = do ... dz),. Igy tehat az m(X) = m(u(X))
feltételiink az

/ f(@r, .. zp)day . dey, = m(X) = m(u(X)) = fh, . a)day .. dal,
% w(X)

- /Xf(,u((:cl, o Tp)))day L day,

kritériumot adja, amely csak tgy allhat fenn minden A halmazra és p mozgasra,
ha f(xy,...,2,) = f(u((a:l, . ,xn))) minden (z1,...,z,)-re. Mivel M tranzitivan
hat a pontok halmazan, ez csak ugy lehetséges, hogy f(x1,...,x,) konstans. O

Jelolje Graff(n, k) az R™ tér k-dimenzios affin altereinek halmazat. Ez a halmaz
|18] szerint megfelel6 paraméterezéssel differencialhato sokasagga tehetd, melyet af-
fin Grassmann-sokaségnak neveziink. Ugyancsak [18| szerint Graff(n, k)-n bevezet-
het6 egy olyan, konstans szorzo erejéig meghatarozott mérték, mely R™ mozgascso-
portjara nézve invarians. Itt csak a k = n — 1 esettel foglalkozunk. A Graff(n,n —1)
esetben ez a paraméterezés az r: RxS"! — Graff(n,n—1), (p,n) — H(p,n) alakot
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olti, ahol H(p,n) a pn ponton atmend, n-re merdleges hipersik. Ez egy kettds fedés,
hiszen H(p,n) = H(—p, —n).

1.7. Tétel A hipersikok Graff(n,n — 1) Grassmann-sokasdgdn a konstans szorzd
erejéig az eqyetlen mozgdsinvaridns suriségfiigguény

dpdn,
ahol p ésm a H(p,n) hipersik paraméterei.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges H(p, n) hipersikot. Ennek egyenlete (n,x) =
= p. Legyen p egy mozgés, melynek A a forgasmatrixa, b pedig az eltolasvektora.
Ekkor a H (p, n) hipersik p melletti H(p’, n’) képének egyenlete (An,x) = p+(n, b),
vagyis p’ = p+(n,b), ésn’ = An. A két paraméterezés kozti atmenetméatrix Jacobi-
determinansa | det A| = 1, 1évén pu mozgas, melybdl a differencialforméakra a dpdn =
= dp'dn’ Osszefliggés adodik. Tetszbleges H mérhets hipersikhalmazra a mérték
mozgasinvarianciajat felirva

/H £(p, m)dpdn = m(H) = m(u(H)) = / |, J0 i

I/Hf(p—i-(n,b),An)dpdn

adodik. Ez pontosan akkor teljesiil minden H hipersikhalmazra, ha tetszéleges u
mozgasra f(p+(n,b), An) = f(p,n), ami csak ugy lehetséges, hogy f(p,n) konstans
fiiggvény. O

A sikban egy (p1,p2) = ((x1,v1), (z2,y2)) pontparhoz tartozo strtség dpdps =
= dr1dy;dzadys. Az St és a [0,27) intervallum kozti természetes megfeleltetés okan
azonositsunk egy H (p, n) hipersikot a G(p, ¢) egyenessel, ahol tehéat ¢ az n normalis
egységvektor z-tengellyel bezart szoge, vagyis n = (cos p, sin ).

1.8. Tétel Tekintsiik a py €s pa pont dltal meghatdrozott G(p, ) egyenest és jelolje
ti a p; pont ezen egyenes talppontjatol mért tavolsagdt (i = 1,2). Ekkor

dp1dpy = |to — t1|dGdt,dts.
Bizonyitas. Fejezziik ki az (z;,y;) koordinatat p és ¢ segitségével. Ekkor
T =pcosp —t;sing és y; =psinp+t;cosp i€ {12}

Ezek kiils6derivaltja

dx; = cos dp — (psin ¢ + t; cos p)dp — sin pdt;,

dy; = sin pdp + (pcos ¢ — t; sin p)dy + cos pdt;,
melyek kiilsGszorzata

dp; = dx; N dy; = pdp A dp + dp N\ dt; — t;dp A di;.

A dpq A dps kiilsGszorzat kiszamitasanal vegyiik észre, hogy az iménti kifejezésben
csak az utolso két-két tag szorzata nem nulla, tehat

dp1 /\dPQ = (tg —tl)dp/\dﬁp/\dtl /\dtz. ]

1.9. Tétel Legyen r(s) = (x(s),y(s)) egy differencidlhaté gorbe ivhossz szerinti
paraméterezése. Legyen r(s) egy olyan pont, ahol a G(p, @) egyenes metszi a gorbét.
Jeldlje O az ezen ponthoz tartozo érintd és a G dltal bezdrt szoget. Ekkor

dG = |sin 6|dsd#.
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Bizonyitas. Figyeljiik meg, hogy ha 7 jeloli az érinté és az z-tengely altal bezért
szoget, akkor ¢ =0 + 71 — 7.

Az egyenes egyenletébdl kiszamolhato a dp = cos pdx + sin pdy + (—xsing +
+ ycos p)dy kiilséderivalt. A ds infinitéziméalis iv komponensei dr = cos7ds, és
dy = sin 7ds, ahonnan addicios képlet hasznélatéaval dp = cos(¢ —7)ds+ (—x sin o+
+ ycosp)de adodik. Ezt kiilsGszorozva dp-vel kénnyen kapjuk a dG = cos(¢ —
— 7T)dsdp Osszefliggést, mely fentebbi megfigyelésiink alapjan a bizonyitandé dG =
= | sin 0|dsdf képletet adja. O

1.2. A Steiner-féle szimmetrizalasi eljaras

Legyen K egy konvex test R"-ben, és rogzitsiink egy H hipersikot. Az 1.1. dbran
lathaté6 modon, a I test minden H-ra merdleges hirjat toljuk el gy, hogy a hur
koézéppontja a ‘H hipersikra essen.

K oy, K

H

1.1. abra

Az igy kapott testet 0y, K jeloli. (Amennyiben a kontextusbol egyértelmt, az also
indexet nem jeldljiik.)

1.10. Lemma Legyen K konvexz test R%-ben, { pedig eqy tetszdleges eqyenes. Ekkor
1. |o,K| =|K|, és |0(c,K)| < |OK]|.
2. 0,K-nak szimmetriatengelye (.

3. 0,K konves.
4. Ha K C L akkor o, C 0,L.

Bizonyitas. 1. Mivel az (-re merdleges hiirok hosszait integralva |K| adodik, és az
eljarés az ilyen hirok hosszat nem valtoztatja, az allitas els6 része nyilvanvalo.

A keriiletekre vonatkozo6 Osszefliggés bizonyitasahoz vegyiink n — 1 darab egy-
méstol azonos tavolsagra 1évs, -re mer6leges hirt gy, hogy azok n részre osszak
IC-t. Ezen hurok 0KC-val vett metszéspontjai meghataroznak n darab trapézt. Ele-
mi, hogy egy trapéz keriilete pontosan akkor minimalis, ha parhuzamos oldalainak
szakaszfelez6i egybeesnek. Ugyanakkor az ¢-re merdleges hurok hossza valtozatlan a
szimmetrizélas sordn. Az n — oo hatardtmenet soran a trapézok uni6ja Hausdorff-
tavolsdgban K-hoz tart, a keriilet folytonossaga miatt pedig a trapézok f-re nem
merdleges oldalai hosszénak sszege |KC|-hoz tart.

2. A konstrukciobol adéddéan minden f-re meréleges hur szimmetrikus ¢-re, igy
maga K is az.

3. Tekintsiik azt a (nyilvan folytonos) gorbét, mely a K test f-re merdleges hurjai
kozéppontjaibol all, és legyen v,(t) ennek egy paraméterezése. Vegyiink olyan p,q €
€ K pontokat, melyekre a relint(pq) nyilt szakasz nem metszi v,-et. Jelélje ¢, és ¢,
rendre azon paramétereket, melyekre a 7,(t,) ponton atmend hiron fekszik p illetve
a 7,(ty) ponton dtmend huron fekszik q. Ezen két paraméter kézotti ¢ értékekre
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bevezetjik az s(t) vektort, mely 7,(t)-b6l az ezen atmend f-re meréleges hiirnak
a pq szakasszal vett metszetébe mutat. Legyen tovabba r(t) az a vektor, melynek
talppontja v,(t) és azonos allasu s(t)-vel, de végpontja OK-n fekszik. Végiil jelolje
d(t) ezek elGjeles tavolsagat (amely tehat pontosan akkor pozitiv, ha valamely A >
> 1 esetén As(t) = r(t)). Ekkor I konvexitasa miatt nyilvan d(¢) > 0. Ugyanakkor
a ok testhez analog modon rendelhets d7(t) fliggvény megegyezik d(t)-vel, tehat
d’(t) > 0, ami azt jelenti, hogy a szimmetrizacioval kapott opoq szakasz oK-ban
van. Végiil figyeljiikk meg, hogy ha p és q olyanok, hogy az 6ket Gsszekots szakaszt
belsé pontban metszi 7,, akkor ezt a szakaszt a metszésponttal két részre oszthatjuk,
melyekre kiilon-kiilon érvényesek a fentebb leirtak.

fyé(tp) W(tq)

4. Legyen s, az L egy { egyenesre merdleges hurja. Legyen s := s,.NK. A tartal-
mazas miatt nyilvan s, C s,. Ezen tartalmazas a szimmetrizélas soran megérzédik,
hiszen az eltolassal nyert os, és os, szakaszok kozéppontjai ¢-re esnek. Mivel s,
tetszdleges volt, igy adodik, hogy o/C C o L. O

Ha ¢; és {5 két kiilonb6z6 egyenes, akkor éliink a kovetkezs rekurziv definicioval:
0 I Lz 2~ , n o n—1 2~
Kb, 4, = K, pozitiv n esetén, ha n paratlan, akkor Ky, , := 04, K}, , ha n paros,
. n R n—1
akkor pedig K7, ,, := 06, K},

1.11. Tétel Legyen IC egy konvezx test a sikon, {1 és {y pedig eqyenesek. Ha az egye-
nesek a bezdrt szoge w-vel osztva irraciondlis szam, akkor a (IC,KCg, 4,, K7, 4,5 -+ -) s0-

rozat eqy olyan korhioz konvergdl, melynek kézéppontja €1 N Ly, sugara pedig \/|KC|/m.

Bizonyitas. Egyfelsl a konvergencia [19, 5.1. Tétel| alapjan vilagos. Masfeldl a
[19, 5.1. Tétel] azt is éllitja, hogy a K77, hatdrhalmaz mind ¢,-re, mind pedig /,-re
szimmetrikus. Klasszikus, hogy « irracionalitdsa miatt, ha ¢ jeloli az a := ¢ N ¢,
koriili 2a szoggel valo forgatast, akkor {o*(p) : k € Ny} stirti részhalmaza az a
kozéppontt, p-n dtmend kérvonalnak. Eszerint a K77, halmaz egy a kézéppontu

korlap. A sugarra vonatkozo kifejezés a szimmetrizacié teriilettartasabol azonnal
adodik. O

Az a-ra tett irracionalitasi feltétel nélkiil el6fordulhat, hogy a szimmetrizélasi
eljaréds egy bizonyos lépésszam utan mar invariansan hagyja a testet. Példaul ha
by L 4y, és K egy £, és [, tengelyekre szimmetrikus ellipszis, akkor K = K77, .

1.3. A Hausdorff-féle momentumprobléma

Legyen adott egy (m;)ien, sorozat. A [0,1] szakasz olyan p Borel-mértékét keres-
siik, melynek momentumaira

m; = / t'du(t), i € No.
R

Ez a Hausdorff-féle momentumprobléma. |26]
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Tekintsiik most az R feletti P(t) = >, a;t" polinomok (n € Ny) linearis te-
rét, és definialjuk rajta, az (m;);en, sorozathoz az m(P) := >  m,a;-t rendels

funkcionalt. (Specialisan m(t') = m;.)

1.12. Tétel [26, 8. 0., (1.20)] Az (m,)ien, Sorozat dltal meghatdrozott Hausdorff-féle
momentumprobléma pontosan akkor oldhaté meg, ha minden 0 < P € R[t] esetén

m(P) > 0.
Egy [0,1]-en értelmezett korlatos f(t) fiiggvény n-edfoki Bernstein polinomjan a

=) (oo

1.13. Lemma Legyen Py(t) egy rogzitett k-adfoki polinom. Ekkor

kifejezést értjiik.

Bk (t) = Pi(t) +

ahol a pu(t) polinomok figgetlenek n-tél. (Igaz tovabbd, hogy ha Py(t) = const.,
akkor py.(t) = 0.)

1.14. Tétel Az 1.12. Tétel feltétele ekvivalens azzal, hogy minden n € Ny és i €
€{0,1,...,n} esetén m(t'(1 —t)"*) > 0.
Bizonyitas. Az egyik irany trividlis, mivel nyilvan t*(1—¢)""* > 0, és {gy az 1.12. té-
tel alapjan m(t'(1 —¢)"~*) > 0.

Forditva, tegyiik fel, hogy m(t'(1 — ¢)"~*) > 0 teljesiil. Legyen P, nemnegativ,
k-adfoku polinom (0,1)-en. Ennek Bernstein polinomjara az 1.13. Lemma szerint

all fenn, ahonnan

S

(B . Pk)+(9(712>

=1

Ugyanakkor a Bn’“ polinom #*(1 — ¢)"~* alakt tagok pozitiv egyiitthatos linearis
kombinacioja, tehat m(Bf’“) > 0. Ebbél az n — oo hataratmenet adja a bizonyitan-

do m(Py) > 0 osszefiiggést. O
Ezt kévetSen bevezetjiik a
A°m; == m,,
A'm; == m; — M1,

k k
Afmy =m; - <1)mi+1 + (2) My + -+ (=1,

io (5ot = miea =)

differenciakat, melyeken keresztiil megfogalmazhatjuk a kivant ekvivalenciatételt.
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1.15. Tétel A Hausdorff-féle momentum problémdanak pontosan akkor létezik meg-
olddsa, ha minden k,i € Ny szdmok esetén AFm, > 0.

Ha a Hausdorff-féle momentum problémanak 1étezik megoldésa, akkor az a Stone—
Weierstrass-féle approximéacios tétel miatt egyértelmd, ugyanis minden [a, b] C [0,1]
intervallum X[a,) indikatorfiiggvénye tetszélegesen egyenletesen kozelitheté polino-
mokKkal.



2. FEJEZET

A kovariogram

2.1. Definici6é Legyen K és £ konvex test R"-ben. A
9x.c(V) = A(K N (L4 V)

fiiggvényt a K és L testek kovariogramjanak nevezziik, ahol v € R", )\, pedig az
n-dimenzios Lebesgue-mértéket jeloli. A g, (v) 1= gx (V) fliggvényt a K test kova-
riogramjanak hivjuk.

A definici6 kozvetlen kovetkezménye, hogy

9609 = [ cnely =2y = [ ey + 0y = gexl-x) (21

n

valamint, hogy g, (V) = gx (—V), tehat gx paros fiiggvény.

A kovarigoram alapvetd tulajdonsagait 6sszefoglald tétel kimondésa el6tt beve-
zetiink egy gyakran hasznalt fiiggvényt. Rogzitett v € S"~! esetén jeldlje v+ az v-ra
meréleges linearis alteret, és legyen

Yie(r, v) == A (PVL (Kn(K+ rv))),

ahol P, jeldli az v+ altérre valo ortogonélis projekciot.

@

K

K+rv

P,. (IC N (K +7‘V))

VJ_

2.2. Tétel Legyen K és L konvex test R"-ben, v € S pedig eqy rigzitett egység-
vektor. Ekkor

9k = Xk * Xz~
. K = gx folytonos a Hausdorff-tdvolsdgra €és a sup-normdra nézve.
. Az gi(rv) leképezés monoton csokkend és konver.

- o g (x)dx = [

supp(gx) = D(K).
. A p:x = b+ xA affinitdsra, aminek A a mdtriza,

Ty (%) = |det(A)]g,c(xAT). (2.2)

Bizonyitas. 1. A konvolicié definicidja alapjan

(X * X—g)(x) = /

O Tk W N

n n

Xic(Y)X_g(x —y)dy = / X (Y)Xe(y — X)dy = g (%)

8
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2. A kovariogramok téavolsaga

l9c — 921 = sup |gic(x) — g,(x)]

x€R”

= | [ xeaty =)= ety
e / (e (¥) = Xe )Xy = %) = xe () (e (y = %) = xee(y —x))dy
= o (‘ / Xe(Y) = X (¥)xe(y —x dy‘+

+ ‘ /nX£<Y>(XL(Y —X) — X (¥ — X))dy()
< sup ( . |XIC(Y)—X.C(Y)‘CZY+/W \x[;(y—X)—x;c(y—X)ldy)

xeR”

=2k A L],

ami az 1.4 tétel szerint nullahoz tart, ha dy (K, L) — 0.

3. A K konvexitasa miatt tetszéleges r < s nemnegativ szamokra K N (K +
+7rv) D KN (K+ sv), ami a Lebesgue-mérték monotonitasa miatt igazolja, hogy a
kovariogram monoton csokkend.

A gy konvexitasédhoz elég belatni, hogy

gr(av) — gzc<a ; bV) > gzc<a ; bv) — gic(bv).

Az egyenl6tlenség bal oldala éppen (KN (K +av)) \ (K + “2v) térfogata, mely K
konvexitasa miatt legalabb (’_T‘W(“T“’, V). Ugyanakkor az egyenlétlenség jobb oldaléan
1&vé kifejezés pedig (/Cﬂ (K+ GTH)V)) \ (K+bv) térfogata, ami legfeljebb 2% (42 v).
Meggondolasunkat a 2.1. dbra szemlélteti.

vl
v(45v)
—>
v
2.1. abra
4. Valoban,

/Rn gic(oc)ex = / / Xic(¥)x-x(x — y)dydx

=/n x;c(Y)/nx—zc(x—y)dxdy: K.
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Vilagos, hogy A, (IC N K+ v)) pon-
tosan akkor nulla, ha v nincs a D(K)
kiilonbséghalmazban.

6. Valoban,

n ) +x))

A(p(K

An({b+kA kelC}ﬂ{b+kA+x k € K})
A ({kA ke K} N{kA +x:k € K})
An (
An(

~({y : Jko, ky € K, hogy y = koA = k+A+x})
{kA ke KN(K+xA™")})
=X ((KN (K +xAT))A) = [det(A)|ge(xA™),

hiszen a ¢ affinitas Jacobi-determinansa éppen |det A|. O

A i (r, v) leképezés r-ben nyilvan folytonos [22, 69. o.|, de ennél tébb is igaz.

2.3. Tétel Legyen K konvex test, v € S ! eqy rigzitett eqyséquektor, és d :=
= max{r : g(rv) # 0}.

1. Az r v yc(r,v) leképezés folytonos (0,d)-n, és jobbrol folytonos 0-ban.

2. Az r v g(rv) leképezés folytonosan differencidlhato a (0,d) intervallumon,
és ott a derwdltja —v(r,v). Az r = 0 pontban a jobb oldali derivdlt —
_’YK(O’ V)'

Bizonyitas. 1. Vegytink egy r,, /' 1 sorozatot. Ekkor XN (KC+r,v) \ KN (K +rv),
és Py (KN(K+1,v)) \y Py (KN (K +7v)), ahonnan vy (r,, v) \y v (7, v), vagyis
v (r, v) folytonos balrol.

Ha r € (0,d), akkor a K N (K + rv) halmaz belsejének v* sikra vett vetiilete
megegyezik P (IC N K+ rv)) belsejével, ezért v, (r,v) alulrol folytonos, amibsl
kovetkezik a jobbrol folytonossag.

2. Rogzitsiik az r € Ry és 0 < € < r szamokat. Ekkor barmely v irdnyvektora
egyenessel metszve a KN ((K +7v) \ (K + (r 4 ¢)v)) halmazt, a kapott hir hossza
legfeljebb . Ugyanakkor ezen halmaz v* hipersikra vett vetiilete legalabb ~y,(r +
+¢,v), és legfeljebb ~v,(r, v), ahogy a 2.2. d4bra mutatja.

J_

< EE '
—> K lC+rv K+ (r+e)v
\%

2.2. dbra
Ezek alapjan tehat

eYe(r —e,v) > gK((r — e)v) — g (rv) > ey (r,v),
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és hasonldan

e (r,v) > gie(rv) = g ((r +€)v) > ene(r +¢,v),
ahonnan 7, (r, v) folytonossaghol kévetkezik, hogy g (rv) differencidlhato, és a v
iranymenti derivaltja —v(r,v) minden r € (0,d) esetén. Az r = 0 pontban valo
jobboldali differencidlhatosag ugyanigy bizonyithato. 0

2.4. Tétel Tetszdleges konvex test kovariogramja Lipschitz-folytonos.

Bizonyitas. Legyen K konvex test, g a kovariogramja, valamint x,y € R". Ekkor
(2.1) szerint

9c60) = )| = | [ ) ucla =) = xlz ~ y)ie

< / (2 — %) — (2 — )| dz,

ahol az abszolit értékben 16v6 kifejezés értéke —1, 0 vagy 1 lehet. Ezért

9c60) = 9c9)| < | (el = %) = xilz— y)da

(2.3)
— 20(0) — 2 / e~ Xl — y)dz = 2ge(0) — ge(x ).

Legyen v € S" rogzitett. A 2.2. Tétel 3. pontja szerint gx(rv) r-ben konvex,
vagyis
gic(rv) — gic(0) > roygic(0) = —rv,(0, V).
Legyen I' := supyecgn-1 7c(0, v). Ekkor tetszdleges x € R™ esetén g (x) — g (0) >
> —I'|x|, melyet a (2.3) képletbe helyettesitve

l9x(%) — g (y)| < 20x — |
adodik, mely bizonyitja allitasunkat. 0
Vegyiik észre, hogy I' a I legnagyobb térfogatu vetiiletének térfogata.
Néhény elemi siktartomény kovariogramjat konnytd kiszamolni.
Téglatest kovariogramja. Tekintsiik a C, .o, = conv{(g,ay,...,c,a,): Vi¢; €
€ {0,1}} n-dimenzi6s téglatestet.

Cll

)

2.3. abra. Négyzet kovariogramja.
Ezt egy olyan x = (zy,...,x,) vektorral eltolva, melynek komponenseire |z;| <
< a,; teljestil (1 < i < n), a metszet egy olyan téglatest lesz, melynek i. oldalhossza
a; — |z;|. A kovariogram tehéat

i=1
0, kiilonben.

B {H” (a; — |z;]), ha minden 1 < i < n esetén |z;| < a;, A
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GOmb kovariogramja. Legyen K = pB"™ a p-sugart n-dimenziés gomb. Ennek
forgasszimmetridja miatt a kovariogram radialis fliggvény, vagyis el6all g (v) =
= gx(r) alakban, ahol r = |v| és gy egy valos fiiggvény. K és K + v metszete két
egybevagd gémbsapka unioja.

2.4. abra. Korlap kovariogramja.

A 2.4. abra alapjan egy ilyen sapka h magassagira h = ¢ — 5 &ll fenn, melyet a
gombsapka térfogatara vonatkozo [30] formulaba helyettesitve

n—1
2 20

3 ﬂ_—gn arccos 5— .
g (r) = Zn—/ sin” ¢ dt (2.4)
L(=5) Jo

adodik. Ez alapjan a sik (n = 2) egységkorlapjanak (p = 1) kovariogramja
. arccos X! 2
t 2t 2
Oz (X) = 4[5 — sn; L = 2arccos % — |x[4/1 = (%) )
melynek grafikonja a 2.4. dbran lathato feliilet. JAN

Ellipszoid kovariogramja. Ahhoz, hogy eredményiinket altalanositsuk ellipszoi-
dokra, irjuk fel azt a matrixot, melyhez tartozo affinitas a gombot a kivant ellip-
szoidba transzforméalja. Ha a; az i. féltengely hossza, akkor az A = diag(aq, ..., a,)
métrixra a (2.2) formuldt alkalmazva az &, ..., ellipszoid kovariogramja

n T Tn
X) = a’Z n R . A
ggal ----- an( ) <g )gBl((al an))

Szabalyos haromszog kovariogramja. Legyen K az az egységkorbe frhato sza-
béalyos haromszog, melynek cstcsa az (1,0) pont. A 2.5. dbran lathato szimmetria
miatt elegendd azon x vektorokra kiszamolnunk gx (x)-et, melyek z-tengellyel bezart
@ szoge —m /6 ¢és m/6 kozé esik, majd ezt kovetSen periodikusan kiterjeszteniink a
t6bbi 7/3 nagysagu szogtartoméanyra. Nyilvan K és egy eltoltjanak metszete (nem-
elfajulo esetben) egy szabalyos haromszog.

N
>

2.5. abra. Szabélyos haromszog kovariogramja.
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Jelolje a(x) a metszetharomszog alapjat, m(x) pedig annak magassagat. Ekkor
egyrészt a = a(0) = /3, és m := m(0) = 3/2, masrészt az x; < m esetben a(x) =
=L és m(x) = m — 21, mig ha 2; > m, akkor a(x) = m(x) = 0. Innen azonnal
adodik, hogy g (x) = 5% (m—1x1)?, mely alapjan a fentebb emlitett kiterjesztés utan

a kovariogram polarkoordinatas fliggvénye

= a

0, harcos(g0+%—%)>m,
gIC<T7 @) = a

2m

2
(m — 7 Cos (gp +5— %)) ,  kiilonben,

ahol T azt a fiiggvényt jeloli, mely argumentumanak 7/3-al vett osztési maradékat
adja eredményiil. A

2.1. A kovariogram-probléma

Matheron vetette fel a kérdést, hogy egy konvex testet vajon egyértelmtien meg-
hataroz-e a kovariogramja eltolédsok és az origoéra vonatkozd centrélis tiikrozés ere-
jéig? Ez az ugynevezett kovariogram probléma.

2.5. Tétel [3]| Bdrmely centrdlisan szimmetrikus konvex testet eltolds erejéig meg-
hatdaroz a kovariogramja.

Bizonyitas. Ha g = g,, akkor D(K) = D(L), melybdl az 1.2 Definici6 utani
megjegyzésiinkbsl kovetkezik, hogy K = L. U

1986-ban Matheron a sikbeli kovariogram problémara pozitiv valaszt sejtett, de
ennek bizonyitasa csak késGbb, tobb 1épcsében tortént meg. Ebben a legkiemelke-
débb szerepet Gabriele Bianchi jatszotta, akinek munkassaga alapjan ismertetjiik
ezen szép tétel bizonyitasat (3, 1].

Legyen K egy szigortian konvex, C'-reguléris test R%-ben, jelélje g a kovariog-
ramjat, tovabba legyen x € int (Supp(g,c)) \ {0}. Ekkor a szigoru konvexitas miatt
egyértelmien léteznek olyan, az éramutato jarasaval ellentétesen felsorolt p,(IC, x)
pontok OK-n (1 < i < 4), hogy x = p;(K,x) — po(K,x) = p,(K,x) — p3(K, x).
(2.6. abra.) Ekkor P(K,x) := conv{p, : 1 < i < 4} egy K-ba irt parallelogramma,
melynek élei 0x és 0d(K, x) eltoltjai, ahol d(K, x) := p; (K, x) — p,(K, x). Bevezet-
jiikk tovabba az n,(KC, x) jelolést a IC test p,(K, x)-beli egységnyi kiils6 normalisara.
Ha a szoban forgo IC test a szovegkornyezetbdl vilagos, akkor az iménti jel6lésekbdl
ezt az argumentumot elhagyjuk.

2.6. Abra

Oszlopvektorokat hasznéalva a m/2 szogi, pozitiv irdnyu v — Lv forgatas métrixa
L=(1%),
2.6. Tétel Legyen K egy szigorian konvex, C'-requldris test R?-ben, jeldlje g a
kovariogramjdt, tovdbbd legyen x € int(supp(gx)) \ {0}. Ekkor
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1. A gy fiigguény folytonosan differencidlhato x-ben, valamint

gelx) = Ld(x). 2.5)

2. Minden 1 <1 <4 indexre a P, d, p,;, n, figgvények folytonosak x-ben.

3. Bdrmely szigorian konvex, C'-requldris L test esetén, ha g = g,, akkor
P(L,x) a P(K,x) egy eltoltja.

Bizonyitas. 1. Az allitas els6 felét mar bizonyitottuk, a (2.5) formula bizonyitasat
pedig lasd [23, 6. 0. 2.6. Tétel|.

2. Ha x € int(supp(gc)) \ {0}, akkor 9K és O(K + x) pontosan a p,(x) és
a p,(x) pontokban metszik egymast, raadasul K konvexitasa garantalja, hogy ezen
metszések transzverzalisak. Az implicit fiiggvény tétel miatt a p,(x) és p,(x) pontok
folytonos fiiggvényei x-nek. A K test C'-regularitasa miatt a p € K pontbeli n(p)
kiils6 normélis folytonos fiiggvénye p-nek. Igy nyilvan minden i € {1,2,3,4} esetén, a
folytonos fiiggvények sszetételeként el6allo n,(x) = n(p,(x)) fiiggvény is folytonos.

3. A (2.5) formula alapjan vilagos, hogy Ld(K,x) = Ld(L,x), mely bizonyitja
allitasunkat. U

A koénnyebb formalizmus érdekében azt a konvenciot kovetjiik, hogy a fentebb
bevezetett funkcionédlok indexeit mindig modulo 4 értjiik. (A késébbiekben két, ko-
z0s atloval rendelkezd parallelogramma konvex burkaként nyerheté hatszogekkel is
dolgozunk majd, amikor az indexelés nyilvan modulo 6 értendd.)

2.7. Lemma Tetszdleges 1 <1 < 4 indexre
det(n;,n,, ;) > 0. (2.6)

Bizonyitas. Bizonyitasként elég észrevenni, hogy det(n,,n, ;) = (n; x n,,;,m) >
> 0, ahol m a sik olyan normaélvektora, melyre a konvex 0K gorbe koriiljarésa
pozitiv. 0

A tovabbiakban, ha a K test g, kovariogramja kétszer differencialhaté x-ben,
akkor Gy jeldli a g, Hesse-matrixat.

2.8. Tétel Legyen K egy szigorian konvexr, Cl-requldris test R*-ben, jeldlje g a
kovariogramjdt. Minden x € int(supp(gy)) \ {0} esetén:

_ n, ®ni B n; ® nj _ n; ®ny _ n, ®nj (2.7)
© 7 det(ny,m) det(ng,m,)  det(ny,n;) det(ngn,)’ '
det 5) det
det GIC — € (n27 113) € (n4,n1) < O, (28)

det(ng, n,) det(ny, n,)
_ det(ny, ny) det(ny, ny)

1 +det G = 2.9
TS det(ng, n,) det(n;,n,)’ (29)

valamint
n{Gy'ng =0 ésny G'n, = 0. (2.10)

Bizonyitas. (2.7): Lasd [23, 2.5. Tétel|.
(2.8): A (2.7) osszefiiggés alapjan felirhato, hogy

Golp - Ma@nd o nyng-ny)  det(ngny)
M det(ng,n,) 2  det(ng,n,)  det(ngn,) *
G Ln, — @02 g, det(nyn,)

det(n,, n,) e det(ny, n;)
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Ezeket felhasznalva

1 0
Gy L(ny,ny) = det *(ny, n,)(ny, ny) (det(%%nd L )

det(ny,n;)
irhat6 fel, majd mindkét oldal determinansat véve adodik, hogy

1
det(ng, n,) det(ny,n,)

det G det(ny, ny) = det *(ny,n,) det(n,, n,)

A (2.6). formula miatt mindkét oldalt eloszthatjuk det(n,,ng)-mal, mely éppen a
bizonyitandot adja.
(2.9): A Jacobi-azonossig alapjan tetszéleges vy, ..., v, € R? esetén

det(vy, vy) det(v,, vy) = det(vy, v,) det(vy, vy) — det(vy, vy) det(vy, vy),

melyet a (2.8) formulaba helyettesitve adodik a kivant formula.
(2.10): Ha a (2.7) formulat az nTL vektorral balrol, az Ln, vektorral pedig
jobbrol beszorozzuk, akkor n{ LG Ln; = 0 adodik. Ha a Gy matrix elemeit 9ij

jeloli, akkor LG L = (9 1) (g a2) (9 31) = (22 22 ). Ugyanakkor (2.8) miatt

921 922 912 —911
det G # 0, gy az inverz métrixra Gy' = dethK ( _gij _g?il) teljesiil, tehat LGL =

2.9. Tétel Ha K eqy szigorian konvex, C'-requldris test R?-ben, akkor a kivetkezdk
ekvivalensek:

1. K centrdlszimmetrikus;
2. a K-ba irt parallelogrammdknak legaldbb az egyik dtloja IC affin dtmérdje;
3. det Gy(x) = —1 ha x € int(supp(gx)) \ {0}.

Bizonyitas. (1. = 2.) Trivialis.

(2. <= 3.) A (2.9) formulabol azonnal adodik, hisz det(n;,n,,,) = 0 pontosan
akkor, ha n, || n, ,.

(2. = 1.) El6szor azt latjuk be, hogy ha az egyik atlo affin atmeérs, akkor
a masik is az. Indirekt moédon tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor van olyan x €
€ int(supp(gx)) \{0}, hogy P(x)-nek pontosan az egyik 4tloja affin &tmérdje K-nak,
mondjuk p, (x)p;(x). Legyen qyx: [0,1] — 0K, a OK egy kicsiny, p,(x)-et tartalmazo
részivének olyan folytonos paraméterezése, melyre q,(0) = p,(x). Legyen r () :=
— () — Py(x), {2y T4(0) = x s nyilvén Py(ry(1)) = Pa(x), velamint py(r(t)) =
= q,(t), amint az a 2.7. dbran lathato.

n,(x)
2.7. abra

Mivel p,(x)p,(x) nem affin atmérs, elég kicsi t > 0 esetén py(r, (1)) p,(ry(t)) sem

lehet affin &tmérs, mert kozel van p,(x)p,(x)-hez. Eszerint minden elég kicsi ¢ esetén
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a p;(r, (t))ps(r,(t)) atlo affin atmérgje K-nak. A K-ra feltett C'-regularitas kovet-
keztében p,(x) az egyetlen olyan pont XC-n, amelyben a kifelé mutato egységnyi nor-
malvektor ellentétes a py(x)-belivel, igy p;(r(t)) = ps(x) miatt p,(r(t))ps(r(t)) =
= p,;(x)p;(x). Ebbdl az kivetkezik, hogy a paralelogramma kozéppontjara, vagy-
is a py(x)ps(x) szakasz felez6pontjara tiikkrozve, a kapott iv is ive dKC-nak, tehat
Py(x)py(x) is affin 4&tmérd, ami ellentmondés.

Ha p,(x)p,(x) egy affin atmérs, akkor fentiek szerint minden ilyen atloju beirt
paralelogramma masik atloja is 4tmérs, igy a p,(x)p,(x) szakaszt felezd pont éppen
KC centruma. 0

A most kévetkezs tételek abba az iranyba mutatnak, hogy g, = g, esetén bebi-
zonyitsuk, hogy van ,ko6zos ive” 0K-nak és 0L-nek.
Legyenek v,, v, € R? lineérisan fiiggetlen vektorok. Bevezetjiik a sz leképezést,

mely az argumentumat v, mentén lin(v,)-re vetiti. Ha tehat y = A\, v, + \,v,, akkor
sz (¥) = Apvy

q(x, h)

2.8. dbra. A 2.10. Lemma jel6lései.

2.10. Lemma Legyen K eqy szigorian konvexr, C'-requldris test R%-ben, tovdbbd
x € int(supp(gx)) \{0}. Legyen tovdbbd h € R*\{0} olyan, hogy n,(x) < ny(x) < —
—h/h| < n;(x) < n,(x) < h/h|. Tekintsik a Q(x,h) = conv{q,;(x,h) : 1 <i <4}
konvex négysziget, ahol q,(x,h) =h, q4(x,h) = 0, és minden 1 < i < 4 indexre a
q;(x,h)q,,,(x,h) normdlvektora n,(x). Ekkor q,(x,h) — qy(x,h) = —LG(x)h.

Bizonyitas. A Cramer-szabély miatt

v _ det(v,,y) N ¢ @ vr
Vi det(vy,v,) ! det(vy,vy) '
ami azt mutatja, hogy
pva_ _ Vi®Vy
V1 det(v,, vy)

Lv,

Konnyen létszik, hogy Py * = —LP{2L, melynek felhasznalasaval (2.7) alapjan

n n. Ln2 Ln.
LG, = —L<PH§L - PnjL) = Ppm — P



2.1. A KOVARIOGRAM-PROBLEMA 17

adodik. Ebb6l mar konnyen kapjuk, hogy
qu(x,h) —qgy(x,h) = (Q1 (x,h) — q,(x, h)) + (q4(x, h) — q(x, h))
Ln Ln
= PLnih — PLnih = —LG;h. U

n;(x) = ny(y)
2.9. abra. A 2.11. Lemma jel6lései.

2.11. Lemma Legyen K eqy szigorian konvez, C*-requldris test R®-ben, tovdbbd a
kiilonbozo x,y € int(supp(gx)) \ {0} vektorok olyanok, hogy i € {1,3}-ra a p;(x) =
= p,(y) =: p; végponti P,p; hir ne legyen affin dtmérd. Ekkor a Gy (x)Gg'(y)
mdtriznak két kilonbozé valds sajdtértéke van. Tovdbbd, ha v, vy € St két kiilon-
biz6 sajdtvektora a Gy (x)Gi'(y) mdtriznak, melyekre (x,v,) > 0 teljesiil, akkor
{n,(x), —n3(x)} = {vy, v}

Bizonyitas. A feltétel szerint ¢ € {1,3} esetén p,;(x) = p,(y), melybdl kévetkezik,
hogy n,(x) = n,(y) =: n,. A (2.10) formulat az x és y helyeken felirva azt kapjuk,
hogy

n{Gel(x)ny =0, ¢ n{Gg'(y)n; =0.

Ezekbdl kévetkezik, hogy nf mind G ! (x)n,-ra, mind G (y)n,-ra merdleges, tehat
Gr'(x)ng || G (y)ng, amivel ekvivalens, hogy G (x)Gi' (y)n; || ny. Ez azt jelen-
ti, hogy n3 sajatvektora Gy (x)Gy'(y)-nak. Analég médon belathatd, hogy n; is
sajatvektor. Legyen H(y,x) := conv(P(x) U P(y)). Ez a p,(x) = p;(y) (i € {1,3})
feltétel miatt egy centralisan szimmetrikus hatszog. Az x és y vektorok esetleges
cseréjével elérhetd, hogy py(x) < po(y) < Pa(x) < p3(x).

Jelolje h a p,(x)p,(x) szakasz kifelé mutaté normélvektorat. Legyenek Q(x,h)
és Q(y,h) a 2.10. Lemmaban latott konstrukcioval kapott négyszogek. A H(x,y)
hatszog oldalainak normalvektoraira egyfeldl nyilvan n, (x) = n,(y), n;(x) = ny(y),
masfelsl pedig n,(y) < ny(x) < n,(y) < ny(x) teljestl.
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2.10. abra. A Q(x,h) és Q(y,h) négyszogek.

Emiatt Oh kozos atloja a Q(x,h) és Q(y,h) négyszogeknek. A 2.10. abra alap-
jan felirhat6, hogy Q(y,h) > q,(y,h) € relint(q,(x,h)q,(x,h)) C Q(x,h) és
Q(y,h) > q,(y,h) € relint(qs(x,h)q,(x,h)) C Q(x,h), amelyekbdl kivetkezik,
hogy qy(x,h)a,(x,h) }f a,(y,h)ay(y,h). A 2.10. Lemma alapjan igy G (x)h |
G (y)h, azaz h nem sajatvektora a G (x)G(y) ™! matrixnak. Osszefoglalva, n, (x)
és ny(x) fiiggetlen sajatvektorai Gy (x)Gy(y) ' -nek, ahogy allitottuk. O

A kovetkezd tételben bizonyos megszoritasok mellett jellemezziik, hogy egy hat-
sz0g mikor irhaté be egy konvex halmazba.

2.12. Tétel Legyen K szigorian konvex, Ct-requldris test R*-ben, H pedig eqy cent-
ralszimmetrikus hatszog, amelynek csicsaira hy < --- < hg teljesil. Definidljuk to-
vabbd az xX; = hy, ., — hy, | vektorokat. A H pontosan akkor irhato be K-ba, ha
minden i € {1,2,3} esetén teljesiil, hogy

d(K,x;) =hy;p —hy (2.11)
(ahol az indexelés modulo 6 értendd), tovdbbd

3
[ 1+ det Ge(x,)) > 0. (2.12)
i=1
Bizonyitas. ( = ) A (2.11) és (2.12) formulak invariansak H eltolasara, ezért
feltehets, hogy H mar bele van irva K-ba.

2.11. abra. A 2.12. Tétel jelolései.
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Az x; és p; definici6ja és a 2.11. abra alapjan nyilvanvaléak a kovetkezs Ossze-
fiiggések.
Pi(X;) = hyio, Po(X;) = hy n, P3(x;) =hy g, Pu(x;) = hyyy. (2.13)
Mivel d(K,x) = p;(x) — py(X), igy (2.13) alapjan (2.11) adodik.
Ugyanakkor a (2.9) formula szerint

3
§ = 1+ det Gy (x; _ 5%
H( IC( z))

s
i=1 3

irhato fel, ahol

§1 = Hdet (nl(xi)7 n3(xi>)a Sy = Hdet <n2(Xi)7 n4(Xi>)7

Sq 1= Hdet (n1 (x;), n2(xi)) det (ng(xi), n4(xl-)).

A (2.6) formula miatt s; > 0. Masfeldl a (2.13) formulabdl azonnal kévetkeznek a

pl(xi-l—l) = pa(x;), P3(Xz‘+1) = pa(x;),

det (ny(X;41), 05(%41)) = det (ny(X;41), 0y (X;41))
Osszefiiggések, ahol ¢ € {1,2,3}, melybdl azonnal latszik, hogy s, = s,, tehat s > 0,
amely éppen a bizonyitandé (2.12) képlet.
( <= ) Indirekt modon fogunk bizonyitani. Tegyiik fel, hogy valamely K-ra
és H-ra teljesiilnek a (2.11) és (2.12) feltételek, de H-nak egyetlen eltoltja sem
K-ba irt. A (2.11) formula miatt minden i egészre a P(x;) parallelogramma a

conv{hy; 5, hy 1, hy 1,y o} egy eltoltja, tovabba (2.13) alapjan
P, (X;) = a; + hy; o, Po(X;) = a; + hy; o, (2.14)
pPs;(x;) = a; + hy, 4, pu(x;) = a; + hy, .y,

a megfelels a, € R? vektorokra. Ha valamely kiilonboz6 4,5 € {1,2,3} indexekre
P(x;)-nek és P(x;)-nek van kozos atloja, akkor H a conv(P(x; U P(x;)) egy el-
toltja, ami nyilvan ellentmondés. Amennyiben semmilyen egymastol kiillonbozé 1, j
par esetén nincs kozos atlo, akkor barmely i € Z-re, a (2.14) Osszefiiggések alapjan
kovetkezik, hogy

hy, o — h2i+1 = p1(Xz‘+1) - p3<Xi+1) = Po(x;) — P4(Xy).

Ez azt mutatja, hogy a P(x,, ) parallelogramma p,(x,, ,)P5(X,,;) atloja, és a P(x;)

parallelogramma p,(x;)p,(X;) atloja eltolassal egymasba vihetsk. Mivel ezek az at-
lok a feltétel szerint nem esnek egybe, ezért K két kiilonb6z6 hurjat adjak, melyek
a hy;  h,, , szakasz eltoltjai. Ugyanakkor K szigorti konvexitdsa miatt

sgndet (n;(x;41), 03(x;41)) = —sgndet (ny(x;), n5(x;)) #0,

melybdl kovetkezGen a fentebb definilt s;-kre teljesiil, hogy sgns, = —sgns, # 0, de
ebbdl s; > 0 miatt s < 0 kovetkezik, ami viszont ellentmond a (2.12) feltételnek. [

2.13. Tétel Legyen K szigorian konvex, Cl-requldris test R2-ben. Ekkor tetszdle-
ges x € int(supp(gx)) \ {0} esetén ha det G(x) # —1, akkor a gy kovariogram
egyértelmien meghatdrozza az {n,(x), —n4(x)} halmazt.



2.1. A KOVARIOGRAM-PROBLEMA 20

Bizonyitas. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy régzitett x mellett létezik olyan ettél
kiilsnb6z6 y € int(supp(gc)) \ {0}, hogy ha i € {1,3}, akkor p;(x) = p;(y). Jeldlje
c a P(x) centrumat, .. pedig az ezen pontra vonatkozo tiikrozést. Két esetet kiilon-
boztetlink meg aszerint, hogy 1 + det G (x) pozitiv vagy negativ. Az els§ esetben
a (2.9) és a (2.6) formulak miatt

sgndet (n,(x),n3(x)) = sgndet (ny(x), n,(x)) # 0.

Ez pontosan azt jelenti, hogy n,(x) < ny(x) <= n,(x) < n,(x), melybdl az
kovetkezik, hogy 0K és 0K, transzverzalisan metszi egymast a p,;(x) pontokban,
ahol i € {1,...,4}. Ez alapjan tehat két eset lehetséges. Vagy a [py(x), po(X)|x
iv egy p,(x) pontot tartalmazo kis részive benne van K_-ben és egy p,(x) pontot
tartalmazo kis részive benne van R?\ K -ben, vagy forditva, azaz a [p;(X), po(X)] v
egy p;(x) pontot tartalmazoé kis részive benne van R? \ K _-ben és egy p,(x) pontot
tartalmazo kis részive benne van K_-ben. Ebbgl kovetkezbleg a [p,(x), po(x)]c és
[P1(x), Pa(x)]xc, ivek egy p;(x) és py(x) pontoktol kiilénbozé q pontban metszik
egymast. Legyen y := p,(x) — q. A konstrukcié miatt p,(x),q, p3(x),q. egymast
kévetd csicsai a P(y) parallelogrammanak, tehat y megfelel a bizonyitas elején rott
kovetelményeknek.

A masik esetben, amikor 1 4 det G(x) < 0, akkor hasonlé meggondolassal
adodik, hogy a [p,(x), p;(X)|x € [P4(X), Pi(X)]x, ivek egy q € {p,, p3} pontban
metszik egymast, amely esetben az y := q — p5(x) véalasztas megfeleld.

Legyen most mér £ szigortian konvex, C'-reguléris sikbeli test, melyre g, = g,.
A 2.12. Tétel alapjan H := conv(P(K,x)UP(L,y)) beirhat6 L-be. Az altaldnossig
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy H mar be van irva L-be, tehat P(K,x) =
= P(L,x) ¢é¢s P(K,y) = P(L,y). Vegyiik észre, hogy 1 + det G(x) # 0 miatt
a Py, P; szakasz nem affin atmér6je sem K-nak, sem L-nek. Emiatt hasznalhato
a 2.11. Lemma, mely éppen a bizonyitand6 {n,(K,x), —n;(K,x)} = {n,(L,x), —
—n,(L,x)} eredményt adja. O

2.14. Tétel Legyen K és L szigorian konvex, Cl-requldris sikbeli test, melyek ko-
variogramjara g = g,. Ekkor létezik OL-nek olyan nem degenerdlt részive, mely
centrdlis tikrozéssel és eltoldssal OKC egy részivébe vihetd.

Bizonyitas. Amennyiben K centralszimmetrikus, akkor a 2.9. Tétel miatt L is az.
Ekkor a IC és £ halmazok az %suppg,C = %suppgﬁ7 mely bizonyitja allitdsunkat. Te-
gyiikk most fel, hogy I nem centrélszimmetrikus. Ekkor szintén a 2.9. Tétel miatt
van olyan x, € intsuppg, \ {0}, melyre det Gy (x,) # —1, melybdl arra kévet-
keztetlink, hogy n,(IC,x,) # —n4(K,x,). Legyen N, és N, rendre az n,(K,x,) és
—n, (K, x,) egy-egy diszjunkt nyilt kornyezete. A 2.6. és 2.13. Tételek miatt felte-
hetd, hogy P(K,x,) = P(L,x,) és i € {1,3} esetén n,(K,x,) = n,;(L£,x,). Legyen
q(t): [0,1] — OK egy éramutato jarasaval ellentétes iranyt, folytonos paraméterezése
a OKC hatargorbe egy kicsiny részivének gy, hogy q(0) = p, (K, x,). Legyen tovabba
r(t) == q(t) — p3(K,x,). Ekkor ¢ € [0,1] esetén det G, (r(t)) # —1, n,(K,r(t)) €
€ N, és —ny(K,r(t)) € Ny. Azt allitjuk, hogy ekkor i € {1,3} esetén n,(K,r(t)) =
= n,(L,r(t)) teljesiil. Ennek bizonyitasahoz indirekt tegyiik fel, hogy nem teljesiil
az Osszefiiggés. Ekkor a 2.13. Tétel alapjan van olyan ¢, € (0,1], hogy n, (K, r(t,)) =
= —n,(L, r(t,)) valamint n, (£, r(t,)) = —ny(K, x(t,)). gy n,(L,x(t,)) € N;. Mivel
n,(£,r(0)) = n,(K,r(0)) € N, és N, N Ny = (), ezért létezik olyan ¢, € (0 < t, <
< ty), melyre n,(L,r(ty) ¢ Ny UN; =: N, tehat {n,(L, r(t,), —ny(L,x(ty,)} € N.
Ezzel szemben a fentiek szerint {n,(/C,r(t,), —ny(K,r(t,)} € N, ami ellentmond
a 2.13. Tételnek.
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Az r(t) figgvény definicioja folytan minden ¢t € [0,1] paraméterre p4(KC, r(t)) =
= p3(K,x,), melybdl kivetkezik, hogy n,(IC,r(t)) = ps(K,x,). Egyfelsl az imént
bizonyitott Osszefliggés alapjan vilagos, hogy ng(L,x(t)) = ns(L,x,), masfelsl £
szigoru konvexitasa miatt py(L,r(t)) = p3(L,x,) is fennall, melybdl

[p4(]C, I‘(O)), p4(’Cv r(l))]/c = [p4([’7 I‘(O)), p4([’7 r(”)]ﬁ

adodik, mely bizonyitja allitasunkat. 0

Bizonyitas nélkiil kozliink két eredményt a [3] cikkbsl, melyekre tamaszkodva az
iméntiek bizonyitjak a kovariogram injektivitasat a sikon.

2.15. Tétel Legyenek K és L konvex testek gy, hogy gy = g.. Tegyiik fel, hogy
a két test kozil valamelyik nem szigorian konvex, vagy nem Cl-reguldris, vagy a
hatdra tartalmaz két szemkizti C?-ivet (tehdt nyilt ek olyan pdrjdt, melyekben van
egy-eqy pont, hogy az ezekbe dllitott kilsé normdlisok ellentétesek). Ekkor IC és L
eltoldssal vagy pontra valo tikrozéssel eqymdsba vihetd.

2.16. Tétel Legyenek K és L olyan konvex testek, melyeknek megegyezik a kovari-
ogramyjuk, €s teqyiik fel, hogy a két test hatdranak van kozds, nem-degenerdlt részive.
Ekkor K és L eltolds és tikrozés erejéig eqybeesik.

Mindezek alapjan tehat kimondhatjuk a sikon a kovariogram-tételt.

2.17. Tétel Minden sikbeli konvex testet eltolds és pontra valo centrdlis tikrézés
erejéig eqyértelmien meghatdroz a kovariogramja.

A térben egyel6re a politopok esete tisztazott.
2.18. Tétel 4] A R3-beli konvex politépok meghatdrozhatok a kovariogramjukbdl.

Tetsz6leges dimenzidban igaz viszont, hogy a kovariogramjuk altal meghatarozott
konvex testek ,sokan” vannak.

2.19. Tétel [16] Azok a testek, melyeket nem hatdroz meg a kovariogramja, Baire
1 kategoridaji halmazt alkotnak a konvex halmazok terében.

A most kovetkezs tétel lényegében eljardst mutat arra, hogyan konstruéaljunk
4-nél magasabb dimenzioban ellenpéldakat.

2.20. Tétel [3] Legyenek KK C R™ és L C R™ konvex testek, és legyen T €
€ End(R™™). Ekkor

1. T(K x L) és T(IC X (—E)) kovariogramgja megegyezik.
2. Ha IC és L egyike sem centrdlszimmetrikus, akkor T(IC X (—E)) nem kaphato
meg eltoldssal vagy origora vald tikrézéssel T(IC x L)-bdl.

Bizonyitas. 1. A 2.2. Tétel 6. pontjabol azonnal kovetkezik, hogy ha két halmaz ko-
variogramja egyenld, akkor azok linearis transzformaltjainak kovariogramja is meg-
egyezik. Ugyanez persze eltolasra és az origora valo tiikrozésre is igaz, igy feltehetd,
hogy T' = Idgnim. A 2.2. Tétel 1. pontjat és az F' Fourier-transzforméciot hasznélva

2 i(x
‘FXICxﬁ} = FXiexe FXixe = FX/CXL/R Xiexe (X)€W dx

= FXiewre X (xxc) = F(X}Cxc * X—(ICXL)) = F(9xxc)

! Algoritmus is van arra, hogyan rekonstrualjunk egy konvex testet annak kovariogramjabol. [2]
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adodik. Legyenek u = (uy, uy) és x = (X1, X3) tetszbleges vektorok R"*™-ben. Ekkor

FXxe(u) = / e!t(mnue) baxa)) gy, dx,
KxL

= / €i<u1’xl>dX1/€i<u2’x2>dX2 = Fxx(u1) Fx,(uz),
K c

és analog modon Fxy, (_p (1) = Fxc(ar)Fx_,(uz). Ezekbdl az

| FXiore ()] = Fyie(wy) Fxe(us) Fxe(ur) Fx,(uy)
= Pt)| [ e P | [ v atoeax

2
Fxxex(-r) (u)‘

adodik, mely éppen a bizonyitandd Fc,, = |[FXixsl® = [FXicx(—o)* = Ficx (o)
egyenlGséget adja.

2. Mivel K és L eltoltjainak szorzata K x L egy eltoltjanak felelnek meg, igy
feltehets, hogy mindkét halmaz silypontja az origobban van. Indirekt moédon tegyiik
fel, hogy létezik olyan v € R™™™ vektor, melyre K x £ = I x (=L) + v vagy K X
x L =—(Kx (=£)) +v. A K x L test stlypontja nyilvin szintén az origoban
van, ezért v = 0. Az indirekt feltevés két esete koziil az els6 £, mig a méasodik I
centralszimmetridjat bizonyitja. 0

= Fxe(w) Fx_p(u2) Fxe(w) Fx_p(ap) =



3. FEJEZET

Blaschke-féle integralok

3.1. Definicié Legyen K egy konvex test a sikon. Tetsz6leges n € Ny esetén az

I,(K) = /a"(G)dG

integralt, ahol o(G) a G egyenes altal KC-bol kimetszett hur hosszat jeloli, a K
test n-edik momentumanak nevezzik. Az I(K) = (1,(K))32, sorozatot Blaschke-
vektornak, vagy momentum-vektornak hivjuk.

A formalizmust konnyitendd, mostantol ha csak egy konvex testrél beszéliink,
akkor azt a képletekben nem jeloljik, igy példaul I,,(K) helyett roviden csak I,,-t
frunk.

Korlap Blaschke-vektora. Legyen K := B!, és szamitsuk ki a hozza tartozo I,
szamokat. A forgasszimmetria miatt elegendd egy rogzitett irdny szerint venni a

hurhatvanyok integréljait, majd ezt m-vel megszorozni. Ezek szerint

Iy=n /_ ' (2@)”@ = 7(2r)"r / : cos" € dE. (x=rsing)

Ny

Az utébbi, C),,1-¢l jelolendd integralra a

Chy1 = /2 (1-— sin? £) cos" 1 EdE=Ch g — l/2 nsin? € cos" 1 € de
- n

Ny

us
2

1 [2 1 z
=Cp-1+ —/ (cos™ ) sin df = Croy + _<[C03n53m g]iz - n+l>
njJ_z n 2
2
Osszefiiggés teljesiil, ahol n > 1 esetén az utobbi zardjeles kifejezés els6 tagja zéro.

Atrendezéssel igy a
n

—Chy

n+1

rekurziot kapjuk, ahol a kezdeti értékek Cy = 7 és C = 2.
Ezt zéart alakra hozva, majd visszahelyettesitve, az

™ nll 2,  ha n péaros
L(BY =~ _(9p)n+1 = ’ 3.1
(B:) 2 (n+ 1)!!( ) {W, ha n paratlan (3.1)

Cn—l—l -

eredmény adodik. AN

Definialjuk minden m € {—1,0,1,2,...} szdmra a

In(K) = / IP1 — p2|"dp1dp;
p1,P2€K

integralokat. Ezek szoros kapcsolatban vannak a K test momentumaival.
3.2. Tétel Mindenn € {2,34,...} ésm € {-1,0,1,2,...} esetén
n(n —1) 2

. J I = Lys. 3.2
2 3 €S (m + 2)(m + 3) +3 ( )

I, =

23
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Bizonyitas. Csak a masodik Osszefiiggést bizonyitjuk, mert abbdl az els6 atrende-
zéssel adodik. Ehhez az 1.8. Tételben irottakat hasznaljuk fel, tehat egy rogzitett
egyenesen integraljuk a pontparokat, majd ezen egyenes szerint integralunk. Igy

- /|t2 — t1|"™ Mt dtydG

to b(G)
= / / (ty —t)™dt; + / (t1 — to)™ M dty | dtadG
a(G) ta

1 oS m+2 m+2
-—/ ( |t =a@)+ v6) — o) dm)d@

1
= b(G) — a(G)™HdG,
(m+2)(m+3)/(( )~ (@)
ahol a(G) és b(G) rendre a G altal kimetszett hiaron fekvs hatarpontokhoz tartozo
t paraméterek. [l

A (3.2) formulét felhasznalva, a (3.1) eredmény alapjan

Jm(Bi) =

T (m—l—l)!!( )m+4{7r, ha m péaros, (3.3)

m+ 2 (m+ 4)!! 2, ha m paratlan.

Blaschke vetette fel [8] a IC — I(K) leképezés injektivitasanak problémajat.
Ennek érdekében sziilettek eredmények, melyek a IC test jellemzsit kapcesoljak Ossze
az I (IC) Blaschke-vektorral, illetve ezen sorozat elemei kozti 6sszefiiggéseket allitanak
fel.

3.3. Tétel [10] Legyen K egy konvex test a sikban. Ekkor

1. [0 = \alC\, 2. [1 = W’]C‘, 3. [3 = 3’IC|2
Bizonyitas. 1. Legyen r(s) = (z(s),y(s)) a 9K gorbe ivhossz szerinti paramétere-
zése, G(p, p) pedig egy K-t metsz6 egyenes. Legyen r(s) egy olyan pont, ahol ez az
egyenes metszi a hatargorbét. Jelolje 6 az ezen ponthoz tartozo tdmaszegyenes és a

G(p, p) egyenes altal zart szoget. Ezen paraméterezés mellett az 1.9. Tétel szerint
irhatjuk, hogy

1 rlokl px |OK|
Iy = / dG = —/ / sin Odfds = / ds = |0K],
GNK#£D 2 Jo 0 0

ahol az %—es szorzot az indokolja, hogy kétszer szamoltunk meg minden olyan egye-
nest, amely metszi K-t.
2. Ha o(p, ) jeloli a G = (p, ) egyenes altal kimetszett hir hosszat, akkor

= [ ([ ot prin)o= [ Kidp =ik

o0

3. A (3.2) képlet felhasznalasaval adodik, hogy
p1,p2€K p2ek

3.4. Tétel Ha 0 < m < n < p egészek, akkor
1. Iy,lo, > I? 2. Ip T > I

m4n’
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Bizonyitas. 1. Az

2, = ( / ama”dG>2 < ( / andG> ( / oQ"dG> = Loy lon

egyenl@séglanchol adodik, melyben a Schwarz-egyenlGtlenséget hasznaltuk.
2. A Holder-egyenlétlenséget [28] alkalmazva irhatjuk, hogy

p—n n—m
= [

< < / (o) B dG) pm < / ("5 ) wm dG) e e

mely éppen a bizonyitand6 Gsszefiiggés. O

3.5. Tétel A K konvex test tetszdleges ¢ egyenesre valo Steiner-féle szimmetrizdld-
saval kapott o,K testre J, (KC) > J,,(0,K), tovibba egyenldség pontosan akkor van,
ha KC-nak van (-el parhuzamos szimmetriatengelye.

Bizonyitas. Legyen p és q a K konvex test két kiilonboz6 pontja. Jelolje 7, =: 7 az ¢
egyenesre valo tiikrozést. A tekintett pontokat és azok képeit a 3.1. abra szemlélteti.

oToq q 7T0qQ 4 oq To0qg q

TOp| Op TOPy Po
3.1. 4bra

Toljuk el a szakaszokat parhuzamosan a qq és Toq, pontokba gy, hogy a qoToq
és oqroq szakaszok egybeessenek. Ez azért teheté meg, mert a szimmetrizalasi elja-
ras az {-re merdleges hirok hosszat megtartja. Az igy kapott szakaszok végpontjait
.o jeloli az abran. Azt latjuk, hogy a q,7oq,7op, egyenld szari haromszog és a
dy70q,P, haromszog teriilete megegyezik. Ezt kihasznalva, az oldalhosszak hatva-
nyaira a

la—p|" + |o70q — oTop|” > |oq — op|™ + |roq — Top|”
elemi egyenlGtlenség igaz, ahol egyenlség pontosan akkor all fenn, ha a két harom-

szog egybeesik, azaz Top, = Py.
A o test szimmetridja és a szimmetrizalas teriilettartasa miatt adodnak a

d(op) = d(Top), dp = d(op), dp = d(Tp)
osszefiiggések. Ezekkel az allitott egyenl&tlenséget a

2Jm(’C)=//!q—p\’"dpdq+//ITq—Tp|md§dG
KJK KJK

z//lq—plmHTq—Tplmdpdq
KJK

2//laq—ap\mﬂwq—mplmdpdq
KJK

= / / loq — op|™ + |7'aq - Tap}md(op)d(aq) =2J, (oK)
ok JoK
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levezetés igazolja.
Végiil egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha IC minden ¢-re meréleges hiirjanak
kozéppontja egy (-el parhuzamos egyenes mentén fekszik. U

Iménti lemmank azonnali kévetkezménye, hogy ha J, () minimalis, akkor
csak kor lehet, hiszen ellenkez§ esetben lenne olyan irany, mellyel nincs K-nak pér-
huzamos szimmetriatengelye, de arra elvégezve a szimmetrizalast J,,(K) > J,,(cK)
allna fenn, ami ellentmond a minimalitasnak.

Utobbi lemménk alapjan a J,, integrélok jol becsiilhetdk.

3.6. Lemma Tetszdleges K konvex testre teljesiil, hogy

T (m+ ! (4|K| = 7, ham pdros,
m+2(m+4N\ = 2, ha m pdratlan.

I (KC) >

Amennyiben egyenldség van, akkor K egy kor.

Bizonyitas. Az 1.11. Tétel alapjan bizonyitunk. A jeldlés konnyitése érdekében az
abban szerepld sorozat elemeit jeldlje rendre (IC, Ky, Ko, ... ) és legyen C := lim .
n—oo

A 3.5. Tétel miatt
I = lim J,,(K,) = J,,(©).

n—o0

Ebbdl a (3.3) formula adja az allitést. O

3.7. Tétel (Altalanositott izoperimetrikus egyenlGtlenség.) Tetszdleges K konvex
testre
nll 22051+

In = (n+ 1)1 723 h

Bizonyitas. 1. Az n = 0 esetben I > 41, a bizonyitand6, ami a klasszikus izope-
rimetrikus egyenl&tlenség.

Legyen r(s) a OK gorbe egy ivhossz szerinti paraméterezése, illetve vegyiink ezt
metsz6 G és G’ egyeneseket. Legyen ezek egy-egy metszéspontja a gorbével r(s)
és r(s’). Jelolje ezekben a pontokban rendre 0 és ' ezen egyeneseknek a megfelelg
pontbeli tamaszegyenessel bezart szogét. Legyen tovabba rendre o és o’ az egyenesek
altal JC-bol kimetszett hur hossza. Tekintsiik a nemnegativ

x pOK| o oK)
A= / / / / (osin® — o' sin 0)*dsdfds'df’ (3.4)
o Jo o Jo

integralt. Az 1.9. Tétel szerint dG = sinfds A df, és dG' = sin@'ds’ A df’, amivel

w  r|lOK| w  p|lOK|
A—/ / 02dsd9/ / sin’ @'ds'do’'+
0 0 0 0
T rloK| K|
v / / o ds' db’ / / sin? Odsdf — 8 / ( / aa’dG)dG’
o Jo o Jo Gnk#£0 N JGnK#£0

adodik, ahol a 8-as szorzo abbol ered, hogy a (3.4) integrdlban minden egyenest
kétszer szamoltunk meg.

Tekintsiink a 0K gorbére most ugy, mint az (z(sg), y(so)) pontbdl a (a(s),0(s))
polarkoordinataval megadott fiiggvényre. Ekkor a gorbe altal korbezart teriilet is-
mert képlete szerint [ 0?df = 2|K|. Figyelembe véve még az elemi [ sin®fdf = %
formulét is, adodik, hogy

A =27|0KPIK| — 8/ adG/ o'dG',
GNK#D G'NIC#£D
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amibe a 3.3. Tétel 2. formulajat helyettesitve az A = 27 |K|(|OK|? — 4x|K|) ered-
ményre jutunk. Minthogy A > 0, ez igazolja az izoperimetrikus egyenlGtlenséget.
2. Az n =1 eset trivialis.
3. Legyen most n > 2 rogzitett, természetes szam. Ekkor a (3.2) formula,
a 3.6. Lemma és a 3.3. Tétel 2. pontja alapjan
n(n —1)

LK) = ———Ja-s(K)

nn—1) =« (n—2)!!2“+1| |n;1{2, ha n paros,

>
-2 a—-1m+DNpE

” n n41
o 2 ]3(;@{

m, ha n pératlan.

,  ha n péaros,

(n+1)llant 7, ha n paratlan.

3.8. Tétel Tetszbleges n, k € Ny esetén

k .
(kN 2"
S () 2o
— ! I3

Bizonyitas. Legyen M := supg o(G) a K leghosszabb hurja, melyre a haromszog-
egyenlGtlenség miatt M < @ teljestil. Tekintsiik most a @ := 2 véletlen valtozot,

ahol s > M tetszoleges valos szam. Ekkor nyilvan minden G egyenesre 0 < 5(G) <
< 1. Masfeldl, ha F jeldli a & véletlen valtoz6 eloszlastiggvényét, akkor ennek
)" dF = 20

momentumai m,, := fol gc”alFE = foM (g

Mivel I,(K) = |0K|, igy az s := IO(QK) valasztas megfelels. Az ezen paraméterrel

eléallitott o-ra az 1.15. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy tetszéleges n,k € N,

¢ kpy — Ak2Li(K)
esetén A¥m, = A T 05)

> 0, amely éppen a bizonyitando. 0

3.1. Hurhosszak eloszlasa

Legyen K C R" egy konvex test. Jelolje Fic(x) a ox(G) hurhossz-eloszlasfiiggvényét,
mely tehédt azt a valdsziniiséget adja meg, hogy egy véletlen egyenes legfeljebb x
hossztsagi hirt metsz ki C-bol.

A kovetkezSkben néhéany elemi test hurhossz-eloszlasfiiggvényének stirtiségfiigg-
vényét kozoljiik 9, (1.66)-(1.68)] alapjan.

Ha K egy r-sugaru korlap, akkor (3.3) alapjan

x

W) =y =

Amennyiben K egy olyan ellipszis, melynek fél nagytengelye a, fél kistengelye
pedig b, akkor

’IC‘ 2a dy
fie(x) =3m abx )
K( ) ’a’C’ max{x,2b} y3\/y2 - 4b2\/y2 — 2 \/40,2 — y2

Tekintsiink most egy olyan téglalapot, melynek hosszabbik oldala a, révidebbik
oldala pedig b. Ekkor |15, 14]

aLerv ha 0 S X S b,
ab2
fIC<x) = :L‘Q(a—i-b)b\/m’ ha b <z <a,

x2(?zlzrb) (sza_az + \/be_bQ) - a+rb, ha a < x < +va? + b2
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Ha K egy a-oldala szabélyos haromszog, akkor [27, 14|

(1, =« E]
fielo) = H(3+ %) hal << g,
—%\/1—%+£(%—%+%arc3m{—3j>, ha\/Tga<a:§a.

Ha v € S™ egy egységvektor, akkor azt az Fi y(z) fliggvényt, mely annak valo-
szintiségét adja meg, hogy egy v irdnyvektort véletlen egyenes K-bol legfeljebb z
hosszi hiurt metsz ki, a IC test v irdny szerinti hurhossz-eloszlasanak nevezziik.

Matheron vette észre [22, 86. oldal|, hogy egy K konvex test g, kovariogramjanak
v iranymenti derivaltja a K test v-val parhuzamos hurjai hosszanak eloszlasat adja
meg.

3.9. Tétel Tetszdleges K konver test gy kovariogramjdbdl, annak bdrmely v € S"!
irdny szerintt Ficy hirhossz-eloszldsa kiszdmithato. Az iranyonkénti Fy hirhossz-
eloszlasfigguények ismeretében eldallithato az Fixe hiurhossz-eloszldsfiigguénye, abbol
pedig kiszamithato az I(K) Blaschke-vektor.

Bizonyitas. Valoban, egy rogzitett v € S*! vektor esetén vegyiik a v hipersik
egy véletlen x pontjat P, (K)-n egyenletes eloszlassal. Jeldlje /- ,(x) az x ponton
dtmend v iranyvektori egyenes dltal meghatarozott hir hosszit, azaz (. ,(x) :=
= M (KN {x+tv:teR}). Ekkor nyilvan fennall a

l
Pl > 1) = el v)

B ’ylc(()? V)
Osszefliggés, melybdl a 2.3. Tétel alapjan
avglc(lv)
Freo(l)=1— —————. 3.5
IC, ( ) avgjc(o) ( )

Nyilvan Fic(z) = [q Fiv(x)dv, a transzformaciotétel [11, 114. o.] alkalmazaséval
pedig

1,(K) = / o(G)dG = /R 2" dFy(z). 0

Az eddigiek alapjan
K = g¢ = {Fcy:veS™} = F = I(K),

ahol x = y azt jeldli, hogy x ismeretében y meghatarozhato.
Kovetkez6 tételiinkben ennek megfordithatosagat tisztazzuk.

3.10. Tétel
K < gc <= S"'3ve Fx, = Fx < I(K).

Bizonyitas. Fi elGallithatosédga a Blaschke-vektorbol a Hausdorff-féle momentum-
probléma unicitas része.

A huarhossz-eloszlasbol nyilvan nem allithato vissza az irdnyonkénti hirhossz-
eloszlas. Ez még poligonokra sem igaz, melyet a 3.11. Tétel igazol.

Most tegyiik fel, hogy ismerjiik Fi -t minden v egységvektor esetén. Mivel

gr(sv) = /OS 0,95 (tv)dt + |K|, (3.6)

a (3.5) formula alapjan

gr(sv) = / dyge(0)(1 — Fey(1))dt + |K].
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Figyeljiik meg, hogy Fj ,-bdl kiolvashaté a szélesség, mégpedig a Ax(v) := inf{o :
: Fie o (0) = 1} Osszefiiggésen keresztiil.
Mivel |K| =11 (K) =L [L 2dFy(z) = L [, [p 2dFcv(2)dv, igy

T

A (v)
0 = ge(A(v)v) = / Dyg1c(0) (1 — Fiey (1))t + K],

melybdl atrendezéssel

K|
avg (0) = - 5
* ety - Fie (t)dt

1 J1— Fe (t)dt
gie(sv) = =1~ Afo( ) 10 / /xdF;Qv(x)dv.
m Jo 1= Fe (t)dt ) Jsn-1 Jr

A kovariogrambol I meghatérozasa a kovariogram probléma megoldasa, melyrsl
a 2. szakaszban volt sz6. 0

vagyis

3.11. Tétel |20| Van két kilonbozd poligon, melyek hirhossz-eloszldsa megegyezik.

Bizonyitas. A tovabbiakban hasznalni fogjuk az (Ei, Es,...) =: E vektorjelolést,
mely vektor elemei halmazok. Azt mondjuk, hogy az E és F vektorok egybevagoak,
ha létezik olyan egybevagosagi transzformacio, mely ezen vektorok azonos indexti
elemei kozt egybevagosagot biztosit. Ezt E = F jeloli.

Az ellenpéldéaul szolgéld

A=BU (Oc) és A =BU (Oc)
=1 i=1

halmazok elgéllitasarol (ahol B és B’ lehetnek akar iiresek is), a kovetkezoket téte-
lezziik fel:
1. A{B,Cy,Cy,...,Cy} ésa{B C],C,, ... C!} halmazrendszerek elemei disz-
junktak.
2. Létezik olyan (i,7) — (i,7") bijekcio (1 < i < j < n), hogy (B,C;,C;) =
(B, Ci, CY).
3. Tetszbleges G egyenes a {C4, Cy, . .. } halmaznak legfeljebb két elemét metszi.
Ugyanez teljesiil a {C], CY, ... } halmazra is.

Cs

3.2. Abra. Mallows és Clark példajanak specialis esete, melyben a B
és B’ szabalyos 8-szogekhez egyenls szart haromszogeket ragasztot-
tunk.
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A bizonyitas 1épéseit a 3.2. abra példajan kovetjik végig.

A valoszintiségelméleti eszk6zok hasznalhatosaga érdekében vegyiink egy tetszo-
leges R halmazt, mely tartalmazza B-t és B’-t is, a probléméat pedig vizsgaljuk az
egyenesek I' := {G : 05(G) > 0} halmazara megszoritva gy, hogy a mértéket I'
(pozitiv és véges) mértékével normaljuk.

Legyen = € R tetszoleges. Barmely D = {Dy, Dy, ...}, E = {E, Ey,...} és F
halmazok esetén jelolje S%.(D;E) = SE(Dy, Dy, ...; Eq, Es,...) azon G egyenesek
halmazat, melyekre 0(G) < z, o, (G) > 0 és 0 (G) = 0 minden i,j € N esetén.
Fontos megjegyezni, hogy a definicioban a D és E vektorok hossza esetleg nulla.
Vilagos, hogy {G : 0 4(G) < x} = S%(; ). Bizonyitjuk, hogy

P(S4G)) = P(S4()),
minden x € R esetén, ahol P a fentebb elkészitett valdszintiségi mérték a I' halmazon.
A tovabbiakban z-et rogzitjik, ezért S fels§ indexében nem jeloljiik.
Legyen C :=J;_, Ci és C" :=;_, C}.
Tekintsiik azon egyeneseket, melyek belemetszenek C-be. Ekkor a 3. feltétel alap-
jan minden ¢ € N esetén

=
[ —— C
)
Cj

A = B U C miatt nyilvan

Analog Osszefliggések érvényesek A'-re is, tovabba a 2. feltétel miatt
Spuci(Ci;) = Spucr, (Ciry), (3.9)
és
SBUQ(CZ', Oj; ) = SB’UC;, (01{’7 O;/; ) (310)
Ezek felhasznélasaval adodik, hogy
(3.8) (3.7)
Sa(Ci O\ C)) = 8puc, (€5 C\ C)) = Spuc(Ci)\ (U Spua(Cin i)
'8
(3.9)
= S ! ’ C// S / ! C// C//
(3.10) BUCi,( Z’>\<1<7ij<n BUCi,( il ]7))
g
(3.7) (3.8)

= Spucy (Ci O\ C)) = Sa(Ci O\ L)),

tehat
P(Sa(C;; C\ Cy)) = P(Sa(Ci; C"\ C})). (3.11)
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A 2. feltétel alapjan
SA(CiJ C]? ) = SA'(Cz(’u CJ,/, )7
a 3. feltétel szerint pedig

Sa(C3) = (CJSA@-;O va)U( U sa@on).

1<i<j<n
Utobbi analégja persze fennall A'-re is. Az iméntiek és (3.11) dsszevetésével kapjuk,

hogy
P(S4(C3)) = P(Sa(C";)). (3.12)
Most azon egyenesekkel foglalkozunk, melyek B-be és C-be is belemetszenek. Az

el6bb targyalt esethez hasonléan, ezittal is egy felbontést irunk fel, mely nyilvan
A'-re is elvégezhetd.

Sp(B,C;:) g( U SB(B,ci,cj;)) USR(B,C.C\ CY).

1<j<n
J#i

Egyfelsl a megfelels indexekre a (B,C;) = (B',C!) egybevagosaghol kovetkezik,
hogy Sp(B,C;;) = Sp(B',Cl;). Masfeldl ismét a 2. feltétel adja, hogy a megfele-
16 indexekre Sp(B,C;, Cy;) = Sp(B',Cjy, Cl; ). Ezen harom sszefiiggést egybeol-
vasztva, az el6z6 esetben targyalthoz hasonlo

P(Sp(B,C;;C\ C;)) = P(Sp/(B',Cl,; C"\ CY)) (3.13)

Osszefiiggés adodik. Szintén az els6 esethez hasonloan felirhato, hogy
Sp(B,C;) = (USB(B,C’i;C\Ci)> U ( U SB(B,C’i,C’j;)>. (3.14)
i=1 1<i<j<n
Analog eredmény igaz A'-re, mely a (3.13) és (3.14) Gsszefliggésekkel egyiitt a
P(Sg(B,C;)) = P(Sg/(B',C";)) (3.15)

egyenlGségre vezet.
Az utolso vizsgalando eset a B-be metsz6 egyenesekre vonatkozik. Nyilvan B ==
B’ miatt Sp(B;) = Sp/(B'; ), tovabba

SB(B;)gSB(B,C;)USB(B;C). (316)

Y —
B

Azonnal latszik az is, hogy Sp(B;C) = S4(B; (). Ugyanezek analogonjai persze
A'-re is érvényesek. Ezekbdl, valamint a (3.15) és (3.16) formulakbol kapjuk, hogy

P(Sa(B;C)) = P(Sa(BC")).
Vilagos tovabba az is, hogy
Sa = SA(C;) +8a(B;C) &s Sup=Sa(C;) + Sa(B;C).
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Eddigi formulainkat 6sszekapcsolva a
P(54(;)) = P(Sa(C5)) + P(Sa(B; C))
= P(Sx(C;)) + P(Sa(B5C)) = P(Sa(;))
egyenl@séglanchoz jutunk, mely bizonyitja allitasunkat. 0

Jegyezziik meg, hogy a 3.9. Tétel értelmében ebbdl kovetkezik, hogy a Blaschke-
vektor sem hatarozza meg a testet.

3.12. Definici6 A K konvex test v vektorral parhuzamos hurjai hosszdnak Fj
eloszlasat a K test v iranya (parhuzamos) sztochasztikus rontgenképének hivjuk.

Felmeriil a kérdés, hogy esetleg véges sok sztochasztikus rontgenkép elegends a K
konvex test meghatéarozasara. P.C. Hammer [17] hasonlo kérdésére R. J. Gardner és
P. McMullen [13] bizonyitotta, hogy l v ismerete négy jol megvalasztott univerzalis
vektorra mér elegendé barmely konvex K tartomény meghatarozasara.

Tovabbi vizsgalat targya lehet, hogy leirjuk azon g fiiggvényeket, melyek valamely
K konvex tartomény g, kovariogramjaval egyeznek meg. Mas szoval a K — g
leképezés képterének jellemzése lehet cél. Ebben a Blaschke-vektorra ismert leirdsok
(lasd e fejezet elején) jelenthetik az elss lépést.



Jelolések és konvenciok

/////

lonboztetjiik meg a pontot, és a pontba mutatd helyvektort. A dolgozatban mind-
végig oszlopvektorokat hasznéalunk.

Amikor a sikon dolgozunk, hasznaljuk az (u, v) jelolést az u és v oszlopvektorok
egymas mellé irasaval kapott matrixra.

Vegyiik észre, hogy eszerint det(u,v) = (u,v+-) = (u,v x m) = (u, v, m), ahol
m a sik egy megfelel§ egységnyi normalisa, tovabba v = v x m pedig Lv, ahol
L= ((1) _01) a 5-vel valo megfelels iranyu elforgatas matrixa.

Hau= (§)ésv=/(3), akkoru@ v’ := (gced).

S? .= rS", ahol S" jeloli az R™ ™! tér egységgombjének feliiletét. B := rB™, ahol
B" jeloli R™ egységgombjét. Az R™ tér onmagara valé6 homomorfizmusait End(R")
jeloli.

A nemnegativ egészek halmazara az Nyg = {0,1,2,3,...} jelolést hasznaljuk.

Egy K halmaz hatarat 0K, tertiletét ||, kertiletét |OKC| jeldli.

Egy ‘H halmaz indikatorfiiggvényét y,,-val jelljik. Ennek mintajara bevezetjiik
a x(P) jelolést is, mely egy adott P logikai kifejezés teljesiilése esetén 1-et, kiilonben
pedig 0-at ad eredményiil. Igy tehét egy H halmazra y, (z) = x(z € H).

Egy f fiiggvény supp(f) tartdjan azon pontok halmazéanak lezartjat értjiik, me-
lyekre f nem nulla.

Az f,g: R" — C fiiggvények konvoluciojan az

(f*9)(x):= . f(y)g(x —y)dy

J_>_

fliggvényt értjiik.

Egy f fiiggvény v vektor szerinti irdnymenti derivéltjat 0, f jeloli.

Ha p,q € OK kiilonb6z6 pontok, akkor [p, qlc jeloli OK-nak azt az 6ramutatod
jarasaval ellentétesen iranyitott ivét, melynek kezdépontja p, végpontja pedig q.
(Kerek zarojelet hasznalunk, amikor valamelyik végpontot nem tekintjiik a szoban
forgo iv részének.)

Egy ‘H ponthalmaz konvex burkat convH jeloli.

Akkor mondjuk, hogy két siktartomany hatargorbéi transzverzalisan metszik
egymast, ha a metszéspont egy kis kornyezetében mindkét gérbének van olyan pont-
ja, mely a masik tartomény belsejébe, és olyan, amely a masik tartomény kiilsejébe
esik.

A dolgozatban alapvetd szerepet jatszik egy véletlen G egyenes altal egy rogzitett
K konvex testbdl kimetszett hir hossza. Azt a véletlen valtozot, mely ezt a leképezést
létesiti, oy -val jeloljiik. Ezen véletlen valtozd F)- eloszlasfiiggvényét K hirhossz-
eloszlasfiiggvényének nevezziik.
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