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Eloszé

)

Ez a konyv az 1999-ben ugyancsak ,,A szamitdgépes abréazold geometria alapjai’
cimmel a Polygon Kiadé Jegyzettar sorozatdban megjelent konyv 14j verzidja.

Ez az 0j verzié azonban tobb szempontbdl is jelentOs elérelépés és az id6
elérehaladtéaval remélhetoleg tovabbi fejlédést fog mutatni.

A legfontosabb véltozds az, hogy a tartalomban minden ismert hiba korrigildsa
megtortént, néhany ponton pedig javult a prezentacié és a logikai felépités is.

A kivitelezésben is jelent6s valtozas tortént: a korabbi TEX-rendszert felvaltot-
ta a TEX, amely tobbek kozott lehetévé teszi, hogy a TikZ megjelenésének hala
sokkal konnyebben kertilhessenek 1j abrak az anyagba. Az 4j rendszer a tartalom
fejlesztését is konnyebbé teszi, melynek kovetését az igen pontos verziészamozas
teszi lehet6vé.

A 2020. aprilis 11-ei verziénak a létrejottében alapveto szerepet jatszott a
SARS-CoV-2 virus miatt 2020-ban kialakult COVID-19 vildgjarvany elfojtasara
alkalmazott kozosségi tavolsdgtartas.

Szeged, 2020. aprilis 11.
dr. Kurusa Arpad
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ii EL6sz0

Eredeti eloszo

Nyugodtan mondhatjuk, hogy a klasszikus dbrazold geometria, mely e kényv
els6 fejezetét alkotja, mar a mult szazadban elérte teljes fejlettségét. A matemati-
ka e témakorét a kiilonboz6 térbeli alakzatok sikbeli abrazoldsdnak igénye sziilte,
melyre elsésorban a mérndki tudomanyoknak és a miivészeteknek volt sziiksége,
de ahogy az gyakran el6fordul a matematikaban, késobb a teriilet a matematika
onallo fejezetévé valt, mely belsd torvényei szerint fejlédott tovabb. A meglehetd-
sen sokféle dbrazolas mindegyikénél megadték az euklideszi szerkesztések korébél
nem kilépd térbeli szerkesztések sikbeli végrehajtasanak lehet&ségeit, mdodjait. Sem
az abrazolasi modok, sem a rendelkezésre all6 euklideszi szerkesztések nem tették
lehetové tetszoleges térbeli alakzatok abrazolasat. Néhany kivételtdl eltekintve csak
a sik, az egyenes és a pont volt abrazolhaté térbeli elem. Ezen a fejlettségi szinten
az abrazolé geometria lényegében a mérnokok gyakorlati eszkozévé valt.

Természetesen a mérnoki igények ennél joval tovabb mentek, és talaltak is
bizonyos, matematikailag nem értékelheté megolddsokat. Az egyik legfontosabb
ilyen igény a gorbék abrazolasaval kapcsolatosan meriilt fel. Ez mér akkor probléma
volt, amikor hajokat terveztek, és annak példaul a viztord orrat kellett megrajzolni.
Ez nagyon fontos darabja volt a hajonak, mert nagyban megszabta a haj6 sebességét.
A szerkesztéskor a hajé orrabdl mar megtervezett néhény pontot kellett egy ,,szép”,
sima gorbével 6sszekotniiik. Ezt még az 6tvenes években is egy rugalmas faléccel,
melyet az angolok ,spline”-nak (ejtsd: ,szpldjn”) neveztek, végezték el tigy, hogy
azt a megadott pontokra rafeszitették, majd mellette meghuztak a vonalat.

Az 1960-as évek elején, amikor a nagyobb ipari kozpontokban méar eléggé el-
terjedt a szamitégép, a fentiekben vazolthoz igen hasonld probléma vet6dott fel
a szamitégépet haszndld tervezdk el6tt. Mar szinte minden méretezési szamitast
szamitogéppel végeztek, de magat a tervet mégis nekik kellett a rajzasztalon megraj-
zolni, vagyis éppen a legnagyobb munkdhoz nem sikeriilt alkalmazni a szdmitogépet.
De mas oldalrdl is szoritott a helyzet, hiszen mar megjelentek az els6 szamjegyve-
zérlésti maro- és esztergagépek, melyeknek meglehetGsen kicsi volt a memoriajuk,
ezért bonyolultabb munkadarabok megmunkaldsat nehézkes volt elvégeztetni veliik.

A mérnokok egy olyan komplett, szamitégépes rendszerrdl kezdtek almodozni,
mely a tervezéssel egyidében szolgaltatja az adatokat, a sziikséges valtoztatasokat
a mérnoki utasitasoknak megfeleléen 6nalléan elvégzi, majd a kész terv alapjan
levezényli a gyartast. Ezt a rendszert, mellyel a tervezo tényleg csak az érdemi szel-
lemi munkéra koncentrélhat, ma CAD (ejtsd: ,ked”) rendszernek nevezik, az angol
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,Computer Aided Design”, magyarul Szamitégéppel Segitett Tervezés, roviditése
alapjan.

Az ehhez a rendszerhez vezetd 1t egyik jelentds akadalyat az amerikai MIT
(Massachusetts Institute of Technology) kutatdintézetben kiizdotték le, kifejleszt-
ve az els6 grafikus kiviteli és beviteli periféridt a szamitogéphez. Ez az 1963-ban
létrehozott grafikus rendszer a képernyé és a fényceruza volt. Ezzel mar nemcsak
szamokat lehetett k6zolni a szamitdgéppel, hanem koézvetleniil a képernyon vizué-
lisan kivalasztott pontokra is ra lehetett mutatni, s6t specidlis programokkal méar
kiilonféle abrakat is lehetett rajzolni.

A maésik, és inkdbb elméleti problémat Eurdpaban sikeriilt megoldani. Olyan
gorbékre volt sziikség a fentebb mar részletezett okokbdl, melyek aranylag kevés adat-
tal megadhaték, de ugyanakkor elég flexibilisek ahhoz, hogy gyakorlatilag mindent
le lehessen rajzolni veliik. Fontos feltétel volt az is, hogy az a néhany meghatarozé
adat ,emberileg” is kovethetGen irja le a gorbét, és a szamitogép is gyorsan, arany-
lag kevés mivelettel tudja kiszamolni a gdrbét. Tovabbi feltétel volt, hogy mivel a
mérnoki gyakorlatban a térbeli alakzatot annak merdleges vetiiletével szokds abra-
zolni (ldsd axonometrikus és Monge-féle abrazolas), a gérbe meréleges vetiiletét is
gyorsan lehessen szamolni, rajzolni.

A megoldas a Citroén és a Renault autégyaraknal gyakorlatilag egyidében
sziiletett meg. Azt, hogy a fenti feltételek mennyire egyértelmiien meghatarozzak
a megoldast, jol mutatja, hogy mind a két helyen azonos eredményre jutottak. A
Citroénnél de Casteljau (ejtsd: ,,dokasztelzs6”) 1959-ben, a Renaultnal Bézier (ejtsd:
»bezié”) 1962-ben fedezte fel az Gj gorbéket, melyeket ma mar az elsd nyilvanos kozlés
alapjan egyértelmiien Bézier gorbéknek neveznek.

Az abrazol6 geometria mint tudomény szempontjabdl ez az Gj eljards és az
ezt kikényszeritd 1j eszkoz hozta el a teljes meguijuldst. A teriilet (j neve CAGD
lett, ami az angol ,,Computer Aided Geometric Design” roviditése, és magyarul
Szamitégéppel Segitett Geometriai Tervezést jelent. Ez a CAD rendszernek a
szerkesztéssel foglalkozo részét jelenti, mely lényegében a térbeli gorbék és feliiletek
sikbeli szamitogépes abrazolasanak problémakorét vizsgalja.

Felfogasunk szerint a CAGD jdonsaga a klasszikus abrazolé geometridhoz
képest nem céljaban, hanem eszkozében taldlhaté meg, vagyis konyviink olyan
abrazol6 geometriardl szol, amelyben a legfontosabb szempont a szamitdégép mint
abrazolési eszkoz — ezért lett konyviink cime ,, A szamitdgépes dbrazolégeometria”.

E kényv tartalma abbdl az immar az Gj szempontokat is érvényesité abrazolé-
geometriai el6adasbdl nott ki, amelyet elészor Kurusa Arpad tartott a Jozsef Attila
Tudoményegyetemen 1992-ben. Két évvel kés6bb az eléadasokat Szemék Arpad mar
a megujult formaban vette at, és 6 volt az, aki az akkor javarészben kész jegyzetet
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pontositotta és kiteljesitette.

E konyv tartalma a teljes teriiletnek rendkiviil kicsi toredéke, mégis azt remél-
jik, hogy aki e konyv anyagat kell6 fantdzidval elsajatitja, az képessé valik ezen a
teriileten tovabb haladni, nem is annyira ismeretei mennyisége, mint inkabb meg-
felelGen kialakult szemlélete okan, melyet a teriilet altalunk ismert irodalmat nem
jellemzo, e kdnyvben viszont kovetkezetesen alkalmazott matematikai szigor alakit
ki.

Koszonjiikk mindazok segitségét, akik hozzajarultak e konyv tartalmanak és
formajanak kialakitasdhoz. Koszonet a Polygon Kiadonak, amiért kényviinket ki-
adéasra érdemesnek talalta, és kiilon koszonet dr. Kozma Jézsefnek az dbrak gondos
kivitelezéséért.

Mindenkinek kellemes olvasast kivanunk!

Szeged, 1999. majus 31.
dr. Kurusa Arpad és Szemék Arpad

P.s.: Kériink mindenkit, hogy ha talal a konyvben hibat, még a legegyszeriibbet
is, jelezze a kurusa@math.u-szeged.hu és a szemok@math.u-szeged.hu elektronikus
levelezési cimeken! !

1Bzt a munkét is el8segitette a T020066 és F016226 szami OTKA tdmogatas, valamint a TEMPUS
JEP-06015-93 program.
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Klasszikus abrazolé geometria

Ebben a fejezetben a tér sikbeli abrazolasainak klasszikus maédszereit tekint-
jiuk at. A régebbi konyvek hangvételéhez képest lényeges hangsulyeltolédast fog
tapasztalni az olvasé, hiszen a szamitégép altal hozott 1Gj szempontok atértéke-
lik a régebbi eredmények fontossagat — legszembetiin6bb a bonyolult szerkesztési
eljarasok hattérbe szorulasa.

Minden abrazolasi médnak megvan a maga mindmadig fontos alkalmazasi te-
riilete, mégis a perspektivikus abrazolas felértékelédése figyelheté meg, aminek
elsodleges oka a valosadghli abrazolds iranti igény fokozddasa, valamint a szamito-
gépes hattér erdteljes novekedése. Ez utébbi okozza a bonyolult korzos-vonalzds
szerkesztések hattérbe szoruldsat is, mikozben az alapszerkesztések fontossagat az
abréazolasok konnyebb szamitégépes implementacidja tartja fenn.

1.1. Perspektivikus abrazolas

Ha egy fényképezdgépet vesziink a keziinkbe, vagy csak egyszeriien belenéziink a
vildgba, mindig a perspektivikus abrazolas gyakorlati megvalésulasat 1latjuk.
/ \

g/// \X\\\\

)

1.1.1. Abra. Példa a perspektiv dbrazoldsra

Az aldbbi definicié 1ényegében ezek matematikai modellje. Az egyetlen, de
annal lényegesebb kiilonbség abban rejlik, hogy a két szemiinkkel két perspektivikus
képet latunk, ami sokkal t6bb informéaciét ad, mint csak egy.
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2 1. Klasszikus abrazolé geometria

1.1.1. Definicié. A perspektivikus vetitérendszer

elemei a kovetkezéek: S — a szempont, Il — a
képsik, ¥ — a szemsik,I" — az alapsik vagy targysik, | il A 7
A — a féhomloksik, | =TINY — a ldtohatdr, K — K 5

az S vetiilete a Il sikra, a képkozéppont és x = IINT

— a képsiktengely vagy x-tengely.

Ezek egyméshoz viszonyitott helyzete: II || A L
| T.

xr

A térbeli P ¢ ¥ pont képe az a P’ pont a II képsikon, melyet az SP egyenes
metsz ki. Egy adott térbeli alakzat pontjaibdl a II képsikon nyert sikbeli képet
nevezziik az alakzat perspektiv képének.

1.1.2. Definicié. A T alapsiknak az x képsiktengely koriili 90°-os elforgatasat a
targysik képsikba val6 beforgatdsanak nevezziik. Ennek iranyat altalaban ugy szokéas
valasztani, hogy a I' sik sirolja az S szempontot.

Az aldbbi tételnek ebben a szakaszban rengeteg analdgja lesz, érdemes tehat
alaposan attanulmanyozni a bizonyitdsat.

1.1.3. Tétel. Ha a T tdrgysikot beforgatjuk a 11 képsikba, akkor a képsik és a be-
forgatott targysik pontjai kozott eqy tengelyes perspektivitas lesz, melynek tengelye
az x képsiktengely, centruma pedig az S szempontnak az l ldtchatdr kérili azonos
irdnyba valo beforgatottja a képsikba.

Bizonyitas. Legyen az S szempont beforgatottja a S pont, tovabba a P € I pont
beforgatottja P.

A térbeli dbrazolasbdl nyilvanvalé, hogy a P — P’ leképezés egyenes- és
kettSsviszonytarto, igy ilyen a IT képsik P — P leképezése is. Ez tehat egy projek-
tivitas, melynek persze az z-tengely fix egyenese. Projektiv geometriabol ismert,
hogy egy ilyen leképezés csak perspektivitas lehet. A tétel bizonyitdsahoz ezért elég
megmutatni, hogy ennek centruma éppen S.

1.1.2. Abra. A beforgatott perspektiv vetitérendszer elemei
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1.1 Perspektivikus dbrézolas 3

Hutzzunk egy tetszlleges g egyenest a I' targysikban a P ponton keresztiil,
mely az z-tengelyt a G pontban metszi. Ennek képe a II sikban legyen g'.

A ¢’ nyilvan 4tmegy a P’ ponton és metszi az [
latohatar egyenest egy L pontban.

Az SL szakasz parhuzamos a g egyenessel, mert
SL és g egy sikban vannak, valamint SL és g a parhu-
zamos Y és I sikokra is illeszkedik.

Ha most egyszerre forgatjuk a I' targysikot és a
Y szemsikot az x-tengely és az [ latéhatar egyenese ko-
riil, ez a parhuzamossig megmarad, amiért az SLP'GP

pontok mindvégig egy sikban maradnak.
Eszerint SLP'A és a PGP’/ hasonld.
Ahogy kozelit a forgatas a 90° felé, tgy kozelit az S és a P pont az S illetve a P

ponthoz. Tehat SLP'A ~ PGP'/A, amiért az SP'P pontok egy egyenesre esnek. -

Perspektivitas alaptétele. Bdrmely konvexr négyszag, ha legaldbb egyik szemkizti ol-
dalpdrja nem pdrhuzamos, birmely méreti, a tdrgysikon lévd alkalmas négyzet képe.

Bizonyitas. A bizonyitast csak akkor végezziik el, ha a I" targysikon 1évé6 ABCD
négyzetnek a képe a II képsikon, melynek A csicsa az z-tengelyen van.

1.1.3. Abra. Az ABCD négyzet beforgatottja és annak képe a beforgatott
rendszerben
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4 1. Klasszikus abrazolé geometria

Legyen tehat a beforgatott négyzet képe ABC’ﬁ, oldalegyenesei a, b, ¢ és
d, melyek beforgatottjai a, b, ¢, d, kozéppontja O, és két atldja p és ¢, melyek
beforgatottjai p és §. Mivel a || ¢, az a’ és a ¢’ egyenesek az [ lat6hatar egyenesen
metszik egymdst. Legyen ez a metszéspont «. Hasonloképpen adddik a 8 =4 Nd’
pont az | egyenesen. Legyen v = ¢/ N1, és § = p/ N 1. Ekkor 6Sy<t = 90°, és
BSa<t = 90°, hiszen p L ¢, a L d, ésp || 63,4 | Sv,a || oS, d | SB. (A
parhuzamossigok az el6z6 tétel azon részébdl kovetkeznek, ahol belattuk, hogy
SL || g, illetve SL | §.)

Megfigyeléseink alapjan nyilvanvald, hogy az [ egyenest akkor is meg tudjuk
szerkeszteni, ha csak az A'B’'C'D’ négyszoget ismerjiik. Ehhez egyszeriien 0ssze
kell kotnunk az « és a 8 pontokat. Ha valamelyik nem jonne létre, akkor az an-
nak megfelel$ oldallal kell parhuzamost hiznunk a létezén keresztiil. Ezutdan mar
a 7y és a ¢ pontokat is meg tudjuk szerkeszteni, majd a «§ és az a8 szakaszokra
illeszkedd Thalész-korok segitségével kapjuk az S pontot. Végiil az z-tengelybol
és a rajta létrejovo metszéspontokbdl az oldalak és az S pontbdl kiindulé szaka-
szok parhuzamossaga alapjan tudjuk megszerkeszteni magat az ABCD négyszoget.
Ehhez elegend6 csupan példaul B-ot megszerkeszteni, hiszen ebbdl a tébbi cstcs
kénnyedén megkaphaté. B az SB’ egyenesen van. Mivel Sa | a, igy A-n keresztiil
Sa-val parhuzamost hizva megkapjuk AB = a-t, ami az SB’ egyenesbol kimetszi
B-t.

Ezzel belattuk, hogy egy, a feltételnek eleget tevé négyszoghdl egy valamely
négyzet perspektivikus képébdl nyert dbrahoz igen hasonld dbrat tudunk szerkeszte-
ni. Allitdsunk teljes igazoldsahoz igy mér csak az hidnyzik, hogy megmutassuk, hogy
egy ilyen abra valéban egy létezd négyzetbdl kaphat6. Ehhez azonban egyszertien az
el6z6 tétel bizonyitasdban elmondott érveket kell forditva felsorakoztatnunk, amint

az abrat az [ és az = egyenes mentén 90°-kal behajlitjuk. -

Ezzel lényegében azt bizonyitottuk be, hogy a perspektivikus kép nem ele-
gendd az eredeti alakzat maradéktalan visszasllitdsdhoz. Az aldbbi definicidé utani
tétel azonban azt mondja, hogy amennyiben egy négyzet képét ismerjiik, akkor a
targysikrél minden metrikus informaéci6 ,,4tjon” a képre.

1.1.4. Definicié. Mdébius-rdcsnak nevezziik a T' targysikra rajzolt négyzetracs pers-
pektivikus képét.

1.1.5. Tétel. Egyetlen elemi négyzet képébdl a teljes Mobius-racs megszerkeszthetd.

Bizonyitas. Elég azt bizonyitanunk, hogy egy négyzetbdl annak oldalszomszédjai
megszerkesztheték. Ehhez csak azt kell észrevenniink, hogy nem csak az oldalak
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1.1 Perspektivikus dbrézolas 5

parhuzamosak, de a szomszédos négyzetek atléi is, tehat ezek is egy, az [ egyenesen
1év6 pontban metszik egymast. A szerkesztés menete tehat a kovetkezd.

l

B/

A/
1.1.4. Abra. A Mobius-rdcs szerkesztése

Epp gy, ahogy az el6z8 tételnél, megszerkesztjiik az [ egyenest, majd annak
az A’C’ egyenessel valé metszetét. Ezt osszekotve a B’ ponttal, a keletkezd egyenes
a C' D’ egyenesbdl kimetszi a szomszédos négyzet egyik tjabb csticsat. Ezt a csticsot
Osszekotve a hozza tartozd ismeretlen oldalnak megfelel, az [ egyenesen 1év6 ponttal,

a szomszéd négyzet utolsé oldalat is megkapjuk. -

1.1.1. Példak és feladatok

1.1.6. Tétel. Ha eqgy hatszog csiicsai felvdltva az o' és a b/ egyenesekre esnek, akkor
szemben lévd oldalainak metszéspontjai eqy egyenesre esnek.

Bizonyitas. Legyenek a hatszog csticsai rendre 1, 2, 3,4, 5 és 6 gy, hogy a paratlanok
esnek az a’ egyenesre, a parosak pedig a b’ egyenesre. A szemben fekvd oldalak
metszéspontjai: X' =12N54, Y =32N56 és Z' = 34N 16.

Masoljuk a hatszoget a két egyenessel gy egy perspektivikus vetitérendszer
IT képsikjara, hogy az a’ egyenes essen az [ ldtohatdr egyenesre. Vetitsiik most az
abrat az S szempontbdl vissza a I' targysikra.

ISH

1.1.5. Abra. A két egyenesre csiicsaival felvaltva illeszkedd hatszog perspek-
tivikus ,visszavetitettje”
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6 1. Klasszikus abrazol6é geometria

Ekkor a tdrgysikon mar hidrom parhuzamos egyenespart ldtunk, mely a b’
egyenes eredeti b egyenesének hiarom pontjan megy at. A beforgatott T targy51kon
tehat azt latjuk, hogy 4,6,2 € b. Tovdbba X = 21 N4, Y = 24 065, és 7 = 45N64,
ahol z] az 1j egyenes Osképének beforgatottjat jeloli. Természetesen z] | k: Mivel a
perspektiv abrazolds egyenestartd, elég bizonyitanunk, hogy az X YésaZ pontok
egy egyenesre esnek.

Legyen A = 45N2;, és B = 45 N 23. Ekkor a parhuzamos szelék tétele alapjan

A~

_BY

o

i
74

o ‘ >
D>

Ehhez hozzaadva 1-et, majd a reciprokat véve, a ZA:4A =Y?2: B2 egyenléség
adddik. Ezt és Gjra a parhuzamos szel6k tételét felhasznalva adédik, hogy

ZA 1A AX

Y2 B2 22X
Ez bizonyitja, hogy a ZAX A héromszog és a Y2X A hromszog hasonld, amiért a
ZX A< sz0g és a XY« sz0g csucsszogek, vagyis a Z, X, Y pontok egy egyenesre
esnek. -
1.1.7. Probléma. Adott a K képkozéppont, a K.S tavolsig és az z-tengely. Szer-

kessziik meg annak a I' tdrgysikon 1év6 AB szakasznak a hosszat, mely az A’B’
képével adott!

Megoldas. Az [ latéhatar egyenes atmegy a K képkozépponton, és parhuzamos
az x-tengellyel, tehat meg tudjuk szerkeszteni. Ebbdl viszont az S szempont S
beforgatottja is megszerkesztheto, hiszen [ L SK és a K, SK adott.

1.1.6. Abra. Egy szakasz képébdl a hosszénak szerkesztése megegyezik be-
forgatottjanak szerkesztésével

Miutén gy a vetitérendszert rekonstrudltuk, keressiik meg az A’'B’ szakasz
egyenesének az [ latohatarral vett L metszetét és az x-tengellyel valé X metszés-
pontjat. Az eredeti AB szakasz AB beforgatottjanak é egyenese ekkor parhuzamos
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lesz az LS szakasszal, és dtmegy az X ponton, ezért szerkeszthetd. Mivel a kép és
beforgatottja kozott S kdzépponta perspektivitds van, az A és a B pontokat most
mér konnyen meg tudjuk szerkeszteni, hiszen azokat az é egyenesbél az S A’, illetve

az SB' egyenesek metszik ki. A keresett hossziisdg az |AB| = |AB| lesz. -

1.1.8. Probléma. Adott egy P pont a térben a I' targysiktél vett d tavolsagaval,
és az arra esé P mer6leges vetiiletének P beforgatottjaval. Szerkesszitk meg a P’
képét, ha adott az z-tengely, a K képkozéppont és a K .S tavolsag!

Megoldas. A vetitérendszert az el6z6 feladatnal 1latott médon rekonstrudljuk.

A P pont P’ képét is meg tudjuk szerkeszteni, ha felvesziink rajta keresztiil
a I' targysikban egy tetszOleges e egyenest, amely metszi az z-tengelyt egy X
pontban. Ennek az egyenesnek a képéit gy szerkesztjitk meg a € beforgatottjabdl,
mely természetesen atmegy az X és a P pontokon, hogy vele parhuzamost hizunk az
S szempont S beforgatottjan keresztiil. Ez az egyenes messe az [ latohatar egyenest
az L pontban. Ekkor az LX szakasz egyenese lesz az € egyenes €' képe. Most az
Sp egyenese az € egyenesbdl kimetszi a P pont P’ képét.

S

Looo--m l

1.1.7. Abra. A tirgysik felett adott magassdgban 1év8 pont perspektivikus
képének szerkesztése.

A P’ pont szerkesztéséhez most mar csak két dolgot kell megfigyelntink. Elészor
is, mivel a PP mer6leges a T sikra, a P'P’ szakasz merSleges lesz az z-tengelyre.
Maésodszor, ha az e egyenessel parhuzamost htizunk a P ponton keresztiil, legyen ez e,
akkor annak képe atmegy az L ponton, masrészt a I képsikot egy olyan Y pontban
metszi, melynek tavolsaga az X ponttdl éppen d, és az Y X egyenes merdleges az
z-tengelyre. Eszerint az e egyenes e’ képét meg tudjuk szerkeszteni, majd abbdl az

els6 észrevételink alapjan a P’ pontot is. -
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8 1. Klasszikus abrazol6é geometria

1.1.9. Feladat. Szerkessziik meg egy kocka perspektiv képét, ha adott az e éle, az
z-tengely, a K képkozéppont, valamint a K.S = d tavolsag! Tudjuk, hogy a kocka
egyik lapja rajta van a I' targysikon, masik lapja pedig parhuzamos a Il képsikkal,
és a képsik nem metszi a kockat.

1.1.10. Feladat. Forgassuk meg az el6z6 feladat kockajat a I1-hez legkozelebbi I'-ra
merdleges éle koriil 45°-kal gy, hogy ne messe a II képsikot! Szerkessziik meg ennek
a kockdnak a perspektiv képét!

1.1.11. Feladat. Szerkessziik meg annak a szabdlyos tetraédernek a perspektiv
képét, melynek egyik éle az x-tengelyre esik, egyik lapja a targysikra, és a képsik a
szemponttél elvalasztjal

1.1.12. Feladat. Szerkessziik meg egy tetszélegesen adott P pont P’ képét a sik
azon onmagara vett perspektivitdsa mellett, amely egy ABCA haromszoggel és
annak A'B'C’'A képével adott!

1.1.13. Feladat. Igazoljuk, hogy minden targysikon 1év6 kér perspektiv képe ellip-
szis!

1.1.14. Feladat. Igaz-e, hogy minden kupszelet perspektiv képe kipszelet?

1.2. Nyomparos és méroszamos maodszer

Ennek a két médszernek azonos a gyokere, ezért egytitt targyaljuk ket. A nyompéros
modszernél a térelemeknek két sikkal vett metszetét tekintjik a képnek, mig a
mérészamos modszer, mely matematikailag tgy is felfoghat6, mint a nyomparos
modszer tovabbfejlesztése, tobb sikkal valé metszetet vesziink, és ezeket meg is
szamozzuk a sikokhoz rendelt szamokkal.

A nyompéaros modszer gyakorlatilag csak a sik, az egyenes és valamelyest a
pont abrazolasat teszi lehetové.

1.2.1. Definicié. A nyompdros vetitérendszer két f6 eleme a térben a z = 0, illetve
a z = 1 egyenlettel meghatarozott Iy, illetve ITy sik. A térbeli elemek, sikok és
egyenesek, metszeteit ezekkel a sikokkal nyomoknak, nyomvonalnak és nyomponitnak
nevezziik. Ezek a nyomok alkotjdk az elemek képeit az egyes sikokon. A képet a Iy
stknak a Ily sikra val6 meroleges, z iranyu, vetitésével kapjuk.

Eszerint egy sik képe a nyomparos abrazolasi médnal dltalaban két parhuzamos
egyenes. Egy egyenes képe két pont.
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\

1.2.1. Abra. Egy sik és egy egyenes nyompéros dbrazolésa

1.2.2. Definicié. Egy sik két nyomvonalanak képeit nyomképvonalaknak, egy egye-
nes két nyompontjanak képei kozott feszilé vektort pedig nyomuvektornak nevezzik.

1.2.3. Definicié. Egy P pontnak a ,nyoma” valamelyik II; (¢ = 0, 1) sikon legyen
a z irdnyu meroleges vetiilete az adott sikra, és a vetiilete koril a siktél mért
tavolsdgaval mint sugarral rajzolt kor. Az ilyen kort a pontnak a sikra vonatkozé
distanciakérének nevezziik.

Bar a pontok ilyen ciklogrifianak nevezett abréazolasa merében idegen az els6
definiciéban megjelend koncepciotol, mégis aranylag jol illeszkedik be a rendszerbe.
Egy pont képe altalaban egy pont és két koncentrikus kor lesz.

1.2.4. Tétel.
1) Két sik akkor és csak akkor pdrhuzamos, ha nyomképvonalaik pdrhuzamosak
és azonos tdvolsdgra vannak.
1) Két egyenes akkor és csak akkor pdrhuzamos, ha nyomvektoraik megegyeznek.

Bizonyitas. 1) Ha a két sik parhuzamos, akkor barmely sikkal vett metszetiik is
parhuzamos. A nyomképvonalak kozotti tavolsag egyedil az dbrazolandd siknak,
és a Iy siknak a szogétdl fligg, annak éppen kotangense (lasd az &brat), ezért a
nyomképvonalak kozotti tavolsagok tényleg egyenldek.

15

HQ v (o)

1.2.2. Abra. Egy sik nyomképvonalainak tavolsiga
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10 1. Klasszikus &dbrézolé geometria

Visszafelé, ha a nyomképvonalak tavolsigai egyenl6ek, akkor az adott sikok és
a Iy sik szogei is megegyeznek. Ugyanakkor a nyomképvonalak parhuzamossagabol
adédik, hogy a Il sikkal valé metszetiikk parhuzamos, amiért a két sik egymas
eltoltja, vagyis parhuzamosak.

u) Itt elég megjegyezniink, hogy egy egyenes irdnyvektora éppen a nyomvek-

toranak és a (0,0, 1) vektornak az Gsszege. -

1.2.5. Tétel.

1) Eqy S sik akkor és csak akkor merdleges egy e egyenesre, ha f nyomwvonala az
e egyenes N nyompontjinak antipoldrisa a P metszéspontjuk distanciakdrére
nézve. Azaz P vetiletének N-té8l és f-tél vett tavolsagdnak szorzata egyenld a
P distanciakorének sugdrnégyzetével.

w) Egy stk akkor és csak akkor merdleges egy egyenesre, ha nyomvonalai merdle-
gesek az egyenes nyomuvektordra, és a nyomképvonalak kézti tdvolsagnak és a
nyomuektor hosszdanak szorzata 1.

I f N

Iz

1.2.3. Abra. Egy S sik és egy ra merSleges e egyenes nyomainak helyzete

Bizonyitas. 1) Ez az 4llitds lényegében a derékszogii haromszog magassigtétele
és annak megforditasa. A P metszéspont vetiilete ugyanis annak a haromszognek a
magassaga, melyet az adott e egyenesen atmend, a képsikokra merd6leges sik metsz
ki. Ennek a magassagnak a nagysdga viszont éppen a distanciakor sugara.

1) Vegyiik észre, hogy az egyenes két nyompontjit dsszekotd egyenes éppen
az egyenes meroleges vetiilete a képsikon. Nézziik meg, mi alakul ki, ha az egyenesnek
és merdleges vetiiletének sikjat metssziik el az dsszes tobbi elemmel. Az egyenes és
a sik is egy-egy derékszogli haromszoget hoz létre, melyeknek az atfogdi kozti szog
éppen a sik és az egyenes szoge. Eszerint a két haromszognek hasonlénak kell lennie,

amiért atellenes befogdik szorzata 1. -

A mérészamos modszerrel leginkdbb a térképészetnél talalkozhatunk, hiszen
ez a legelterjedtebb megoldas a magassagi adatok kozlésére.
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1.2.6. Definicié. A mérdszimos vetitdrendszer a z = k; egyenletii I1; stkokbdl all.
Ezek szédma és eloszlasa nem meghatarozott, mindig a sziikségletnek megfelelé. A
térbeli elemek metszeteit ezekkel a sikokkal nyomoknak, nevezziik. Ezek a nyomok
alkotjak az elemek képeit az egyes sikokon. A képet az ¢sszes II; siknak a Il sikra
valé merdleges, z irdnyu vetitésével kapjuk tgy, hogy a II; sik vetitésébol adédd
képet az i-vel cimkézziik.

6543210

1.2.4. Abra. Egyenes kérkip mérészamos abrazoldsa

Erdemes &tgondolni, hogy példdul az egyenes képe eszerint egy szdmozott
pontsorozat, a sik képe egy szamozott parhuzamos egyenessorozat lesz. Egy olyan
kipnak, amelynek tengelye a z-tengellyel parhuzamos, a képe nyilvan egy szamozott
koncentrikus korsorozat lesz.

A pontok abrazolasa itt is problémas, de itt az el6z6 megoldasnél egyszeriibben
is célt érhetiink, bevezetve minden egyes pontra egy tjabb képsikot.

Két szomszédos képsikot tekintve, mindazok a tulajdonsigai a nyompéaros
modszernek, amelyek a sikok és az egyenesek elhelyezkedésére vonatkoztak, analdg
modon atfogalmazva itt is igazak.

1.2.1. Példak és feladatok

1.2.7. Probléma. Adott egy egyenes két nyompontja és egy sik két nyomvonala.
Szerkessziik meg metszéspontjuk képét!

Megoldas. Vegytink fel a nyompontokon keresztiil egy parhuzamos egyenespart. Ez
az egyenespar egy, az egyenest tartalmazo sik két nyomvonala. E sik és az erede-
tileg adott stk metszésvonalanak nyompontjait a sikok megfelelé6 nyomvonalainak
metszetei adjak. A metszésvonal és az eredetileg adott egyenes metszéspontja adja
az egyenes és a stk metszéspontjat. A distanciakor sugarit a metszéspontnak a
nyompontokkal alkotott osztéviszonyabol szerkesztjiik meg. -
1.2.8. Tétel. Egy forgdskip és egy, az egyik alkotdjdval pdrhuzamos sik metszete
mindig parabola.
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Bizonyitas. Vegyiik fel a koordinata-rendszert tigy, hogy annak z-tengelye a kip
forgastengelyével essen egybe. Ekkor a kip egyenlete z = ¢\/22 + y2, valamely ¢ > 0
konstansra. Mivel a sik parhuzamos az egyik, mondjuk, az zz-sikban 1év6, alkotoval,
egyenlete z = cx+d (d > 0). Abréazoljuk a sikot és a kiipot mérészdmos médszerrel,
elméletileg minden képsikot felhasznalva, gyakorlatilag persze csak néhanyat. A sik
esetén az i (i > d/2) cimkéjii kép az i = cx + d egyenletii egyenes lesz az xy-sikon.
A kip i cimkéjli képe az i = cy/x2 + y2 egyenletii kor lesz. Eszerint a sik és a kup
i=d. V(2i—d)d

metszetének ¢ cimkéjli pontja az ( - c
Ezen pontok egyiitt éppen a kup és a sik metszetének meroleges vetiiletét adjak

a z = 0 sikra. E vetiiletnek az i kikiiszobolésével kapjuk a cx + d = cy/x? + y?

egyenletét, amibdl z = 5 (y2 — ‘Z—z) Ez egy parabola egyenlete, amelynek tengelye

) koordinataji pont az xy-sikban.

az r-tengely.

Tekintsiik most a z = cz + d sikon azt a ts koordinatarendszert, melynek
t-tengelye a siknak a z = 0 sikkal val6é metszete, s-tengelye pedig erre merdleges, és
atmegy a z-tengelyen. Vegyiik észre, hogy az xy-sikra valé merdleges vetités esetén
a (t,s) pont az (:U = \/117 — %, y= t) pontba megy &t. Eszerint a (¢, s) rendszerben
a kip és a sik metszetének egyszerli behelyettesitésével kapott egyenlete

s= (o Se)ive

2¢c  2d

Minthogy ez egy parabola egyenlete, az allitast igazoltuk. -

1.2.9. Probléma. Az x = y? + 22 paraboloid és az x + z = 4 egyenletii sik metszete
ellipszis.

Megoldas. Mér6szamos médszerrel megmutatjuk, hogy a metszet merdleges vetii-
lete az zy-sikon egy kor.

A paraboloid i cimkéjli képe az z = y2+142 fekvd parabola. A sik i cimkéjti képe
ugyanakkor az x + ¢ = 4 egyenes. Ezek metszete a paraboloid és a sik metszetének
i cimkéjti pontja. Ez a (4 — i, £v4 — i —12) pont. Az i kiejtésével ad6do 4,25 =
y? + (z — 4,5)? egyenlet mutatja, hogy ezek a pontok egy korre illeszkednek.

Mivel a metszet meréleges vetiilete kor, rajta kell legyen azon a hengeren,
melyet a kér minden pontjabdl az xy-sikra meréleges egyenesek alkotnak. Eszerint
a metszet nem mas, mint ennek a hengernek és a x + 2z = 4 siknak a metszete,

amirdl tudott, hogy ellipszis. -

1.2.10. Feladat. Mi lesz a nyompéaros képe az ax + by + cz = d siknak?

1.2.11. Feladat. Mi lesz a nyompéros képe az |z| = y? + 22 egyenletii ktipnak?
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1.2.12. Feladat. Mi lesz a mérészamos képe annak a kockanak, melynek v/3 hosszi-
sagu testatloja a z-tengelyre esik, egyik csiicsa az origéban van, és egyik ebbol
kiindulé élének meréleges vetiilete az x-tengelyre illeszkedik?

1.2.13. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az 32 + 22 + 1 = 22 hiperboloid metszete az
V2 + z = /2 sikkal ellipszis!

1.3. Axonometrikus abrazolas

Az axonometrikus abrazolas a természetben az arnyékok képében jelenik meg. Ma-
tematikailag ez a parhuzamos vetités, de mi csak legfontosabb esetével, a merdleges
vetitéssel fogunk foglalkozni. Az aldbbi tétel azt mutatja, hogy lényegében ez ele-
gendo is.

1.3.1. Tétel. Egy siknak egy mdsik vele nem pdrhuzamos sikra esé két kilonbozo
parhuzamos vetiilete kozt tengelyes affinitds dll fenn, melynek tengelye a mondott
stkok metszésvonala.

Bizonyitas. Legyen a két vetités m; és mo. Nyilvan mindkett6 egy-egy értelmii és
egyenestartd. A két vetiilet kozott viszont a my o my ! leképezés adodik, amely tehat
egyenestarto, és a metszésvonalat nyilvan fixen hagyja. A tengelyes affinitds irdnyéat
kénnyen meghatarozhatjuk, ha ismerjiikk egy P pont P, illeve Py képét. Az irdny a
P, P, egyenes iranya lesz. -
1.3.2. Definicié. Az axonometrikus wvetitérendszer az xyz térbeli derékszogii
koordinatarendszer

x Yy =z

S+ +2=1

a b ¢
egyenletii sikjabol, vagyis a képsikbol, és az ebbdl a sikbdl a koordinatasikok altal
kimetszett nyomhdromszogbdl all. Az dbrazolds maga az erre a sikra valé parhuzamos

vetités.

1.3.1. Abra. Az axonometrikus vet{térendszer
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Néha a nyomharomszog nélkiili képsik is elegendé, de latni fogjuk, hogy ekkor
a térbeli alakzatok visszaallitasi lehetosége alapvetéen csokken.

1.3.3. Tétel. A nyomhdromszig olyan hegyesszdgli haromszdg, melynek magassdg-
pontja a koordindta-rendszer origéjanak merdleges vetilete.

Bizonyitas. Legyenek a nyomharomszog cstucsai A, B és C, az origd pedig O, ahogy
a 1.3.1. bran. Ekkor O és A meréleges vetiilete a BC' egyenesre ugyanaz a pont,
hiszen OA 1 OBCA. Ez azt jelenti, hogy az O origd meréleges vetiilete az ABC
sikra rajta van az A-bdl indulé magassagvonalon. Mivel ezt a B és C' pontokra is
elmondhatjuk, az O pont meréleges vetiilete éppen a magassdgpontba kell essen,
amint allitottuk. Annak bizonyitasat, hogy a haromszog hegyesszogi, az olvaséra

bizzuk (1.3.13. feladat). .

1.3.4. Tétel. Ha az x, y és z koordindtatengelyeknek a képsikkal bezdrt szoge rendre
& Y és (, akkor
cos® € + cos? ) + cos? ¢ = 2.

Bizonyitas. A képsik normélisaval a tengelyek rendre 90° — &, 90° — 1) és 90° — (
szoget zarnak be, ezért ez a normalis n = (cos(90° — &), cos(90° — ), cos(90° — ()).
Ennek hossza 1, ezért

1 = cos?(90° — €) + cos?(90° — v) + cos?(90° — ),

amibél az allitas addodik. -

1.3.5. Definicié. Egy tengely rovidilésének nevezziik egységnyi szakasza képének
hosszat. Ennek jelolése az x-, y- és z-tengelyek esetén rendre ¢, q, és q..

Meréleges vetitéskor a rovidiilésekre fennéll a g2 + qg +¢? = 2 egyenlet, hiszen
a rovidiilés éppen az adott tengely és a képsik bezart szogének a koszinusza.

1.3.6. Tétel. Merdleges vetitéskor a nyomhdromszog talpponti hdromszogének w, v
és w oldalaira u: v: w = q2: qi: q2, ahol u az x-tengely feldli, v az y-tengely feldli,
és w a z-tengely feléli oldal.

Bizonyitas. Legyen a nyomharomszog ABC A, ennek talpponti haromszoge a szem-
ben fekvésnek megfelel6 sorrendben T,7T,7., magassagpontja pedig M. Mivel az
M magassagpont az O origé merdleges vetiilete a képsikra, AOcos = AM. A T,

pont merdleges vetiilete az O A tengelyre éppen O, ezért AO = AT, cos&. Eszerint

AM _ . 2¢ _ 2
AT, = COs & =q;.
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Ismert, hogy a BC oldal a talpponti haromszog kiilsé szogfelezdje, amiért a
T,T,P/A haromszog hasonlé a T.T,Q/A haromszoghoz, ahol P és Q a Tj, és T,
talppontok meroleges vetiilete a BC' oldalra. Eszerint

v T.Q T.Q:MT, T.C:MC 1:¢% qj

w TP T,P:MT, T,B:MB 1:¢2 ¢

ahogy allitottuk. -

Az aldbbi lemmaéanak a megfogalmazédsa sokkal bonyolultabb, mint a bizonyi-
tésa, mégis érdemes kiillon megfogalmazni, mert ezen az egyszeri allitdson mulik az
Eckhart-féle eljaras.

1.3.7. Lemma. Legyenek a sikon az A,B,C, ésaz A, B, C pontok egy-eqy egyenesen
gy, hogy (/vl, B, C‘) = (fl, B, C’) Legyenek tovabbd é és é eqymdst metszd egyenesek.
Huizzunk az fl, B és C pontokon keresztil az é egyenessel pdrhuzamosan egy-eqy
€q, €p €S €. egyenest. Hasonloan az é egyenessel is huzzunk parhuzamos €., €, és
é. egyeneseket az A, B és C pontokon keresztiil. Legyenek végiil az A = &, N éq,
B=2¢,Nné, és C =&, Né. pontok ezen egyenesek metszetes.

Ekkor az A, B és C pontok egy egyenesre esnek, és (A, B,C) = (/i, B, C')

Bizonyitas. Legyen z az A és C kozos egyenese, B, =xNé&, és B, = xNé&,. Mivel
a parhuzamos vetités tartja az osztoviszonyt,

(A,B,,C) = (A,B,0) = (A,B,C) = (A, B,, 0).
Mivel az osztéviszony egy-egyértelmii, ebbol azonnal kévetkezik B, és B, egybeesése,

ami akkor mar csak B lehet. -

1.3.8. Definicié. Az alabbi tétel elsé bekezdésében leirt eljardst, mely két axono-
metrikus képbdl egy ujabbat gyart, Eckhart-féle eljirasnak nevezik.

1.3.2. Abra. Az Eckhart-féle eljirds egy haromszogre
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Eckhart-féle eljaras. Legyenek adottak eqy sikon ugyanannak a térbeli alakzatnak
kiilonboz6 sikokra vett K és K azonometrikus képei, valamint az egymdst metszo é
és € egyenesek. Ha Pés P ugyanannak a P térbeli pontnak a két képe, akkor a P
pontot a P és P pontokon dt az & és é egyenesekkel pdrhuzamosan hizott egyenesek
metszeteként definidljuk.

Az ezzel az eljdrdssal a két azonometrikus képbdl alkotott ij K kép annak
az azonometrikus K képnek, illetve valamely alkalmas mértéki nagyitottidinak a
perspektiv képe, amelyet annak az e egyenesnek az irdnydba vald merdleges vetitéssel
kapunk, amelynek képei € és é.

Bizonyitas. Az e egyenes meghatarozasdhoz, az eredeti két képen 16v6 € és é egyene-
seken kell keresztiil fektetniink azt a két sikot, mely meréleges a megfelel6 képsikra.
Ezen sikok metszete lesz az e egyenes. TetszOlege térbeli P pontra legyen ep a rajta
keresztiili, az e egyenessel parhuzamos egyenes. Ennek képei legyenek €ép és ép.

Ekkor ép és ép parhuzamosak az €, illetve € egyenesekkel, és nyilvan atmennek
a P és P pontokon. Eszerint az e egyenes irdnyaba vetitett P pont P képe és az
Eckhart-féle eljarassal szerkesztett P pont kozott egy-egyértelmii a kapcsolat.

Mivel az dsszes leképezés, amely a P és a P pontok kapesolatat adja, egyenes-
és osztoviszonytarté, az e irdnyt axonometrikus K kép és az Eckhart-féle eljarassal
nyert K kép kozott is egyenes- és osztéviszonytarté leképezés van.

Egy-egy egymasnak megfeleld g, g egyenest tekintve, azok kdzott is osztéviszony-
tart6 a kapcsolat, amiért 1étezik olyan A nagyités, melyet alkalmazva a K képre, a
NG egyenes mar metrikusan megegyezik a g egyenessel. A projektiv geometriabol
viszont ismert, hogy ekkor a A/ K és a K képek kozott csak perspektivitds lehet.

Az Eckhart-féle eljaras segitségével tehdt mintegy korbe tudjuk jarni az adott
térbeli alakzatot, ha adott két axonometrikus képe. Az aldbbi tétel viszont lénye-
gében azt allitja, hogy egyetlen axonometrikus kép semmiképpen sem elegendé a
térbeli alakzat felismeréséhez.

Pohlke-tétel — az axonometria alaptétele. Egy sikon tetszdlegesen adott dltaldnos
helyzeti O, A, B és C pontokhoz létezik a térben olyan kocka, melynek az O csticsabol
kiinduloé OA, OB és OC éleinek valamely axonometrikus képei rendre OA, OB és
OC.

Bizonyitas. Mivel itt valojaban az ABC sik megfelel§ vetiiletét keressiik egy az
O origét tartalmazd képsikra, és ezek a képsikok metszik egymast, az 1.3.1 tétel
értelmében elegendd a merdleges vetiileteket vizsgalni, majd azokbdl valamely origbn
atmend tengelyre vonatkozo tengelyes affinitassal képezni a kivant axonometrikus
képet.
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C
BT S
Of; .
4 b B B Cl
A C’
O A=A AA=DA

1.3.3. Abra. Kocka és axonometrikus képe a Pohlke-tételben

Vetitsiik a tér O = (0,0,0), A = (1,0,0), B=(0,1,0) és C = (0,0, 1) pontjait
az O origbn dtmend n = (z,vy, z) normalisu (2% + y* + 2% = 1) sikra mer6Slegesen.
Ez éppen egy kocka hirom szomszédos élének meréleges vetiilete. A merdlegesen
vetitett pontok legyenek O, A’, B’ és C'.

Olyan, n normélist keresiink, melyre C' = AA’ + uB’, ahol OC = N\OA + OB,
és az 4ltalanos helyzet miatt A # 0 # p.

Konnyti 14tni, hogy A’ = A—n(n, A), B = B—n(n,B),é C’' = C—n(n,C),
ahol (-, -) jelenti a szokdsos euklideszi skaldris szorzdst a vektortéren. Ebbdl

A =(1—2? —zy,—x2), B = (—ay,1 —y? —yz2), és C' = (—xz, —yz,1 — 2?),

amiért A’ + yB’ + zC’ = 0, vagyis az n normélisra a A = —x/z és p = —y/z
egyenletek adédnak, ha z # 0.

Ha z = 0, akkor C’ az origbba esik, amiért az O, A’, B’ és C’ pontok nem
altalanos helyzetiiek. Mivel azonban az O, A, B és C pontok altalanos helyzetiiek,
a tovabbiakban feltehetd, hogy z # 0, és ugyanigy x # 0, y # 0.

Eszerint egyenleteink \2(1 — 22 — 4?) = 22 és p?(1 — 2% — y?) = y?, vagyis
A2 =221+ 2% + A%y?% és p? = p2a? + y*(1 + p?) alakdak, aminek a megolddsa

2 A2 2 :u2 . 2 1

m:1+)\2+u2’ y:1+)\2+u2’ :1+A2+,Uz2

Legyen tehdt n = (1+/\é+u2’ 1+/\g+;ﬂ’ 1+/\_21+M2 ), aminek kovetkeztében C' =
AA" + puB' teljesiil az O, A’, B’ és C' képpontokra. Ekkor az OABC' pontok 4ltal
meghatarozott kockdt megfeleléen kicsinyitve vagy nagyitva az O pontbdl az O, A’,
B’ és C' képpontokra, érvényes lesz az |OA| = |A’| egyenlSség is, és természetesen
C' = \A' + uB’ is érvényben marad.
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Izometrikus transzforméciéval hozzuk most a OABC sikot a képsikunkkal
fedésbe gy, hogy O = O és A = A’ legyen, valamint B és C rendre az OA” egye-
nes ugyanazon félsikjdba essen, mint B’ és C’ (tekintve, hogy C' = MNA’ + uB’, ez
egyértelmiien lehetséges). Ekkor O(uB')C"(AA") és O(uB)C(M\A) is paralelogram-
ma, ezért a (uB)(uB')C’'B is paralelogramma. A parhuzamos szelSk tétele miatt
(uB)(uB') || BB'. Vegyiik az O, A’, B' és C' képpontoknak az OA’ és BB’ ten-
gyelyekre vett O, A”, B"” és C" affin képét tigy, hogy az OA’ tengely pontonként
fix — vagyis A” = A’ —, a BB’ tengelyen viszont az affinitds a B’ pontot olyan
B"” = B pontba viszi. A bevezet6ben jelzettek miatt ez a tengelyes affinitds — ami
val6jaban azt jelenti, hogy a vetités irdnyat nem véltoztatva, a képsikot az O A’ ten-
gely koriil a megfelel6 mértékben elforgatjuk — egy axonometrikus képet hoz létre,
vagyis OA" B"C" az OABC kockaélek axonometrikus képe, és A = A”, B = B".
Az affinitds tartja a paralelogrammékat, igy C” = NA"” + uB"” = MA + uB = C'is
teljesiil, ami bizonyitja az allitast. -

A bizonyitasbol egy kicsit tobb is kijott, mint amit allitottunk, mégpedig az,
hogy a kocka helyzete (nem a tdvolsdga!) az adott sikhoz képest, tiikrozés erejéig
egyértelmlien meghatarozott, és igy akkor mar éleinek hossza is egyértelmd.

1.3.1. Példak és feladatok

Gauss tétele. Ha a képsikon komplex szamsik van, melynek origdja eqy eqységnyi
élii kocka csicsdanak képe, akkor az ebbdl a csicsbdl kiinduld hdrom a, b és ¢ él a, b
és ¢ képére

lal> + b +|c|* =2, ¢és a®+b*+c*=0.

Bizonyitas. Az els§ egyenlet a rovidiilésekre ismert egyenlet, ezért valojaban csak
a masodik egyenlettel kell foglalkoznunk.

Vetitsiik a tér O = (0,0,0), A =(1,0,0), B=(0,1,0) és C = (0,0, 1) pontjait
az O origén dtmend m = (x,vy,z) normélist (z? + y? + 22 = 1) sikra. Ez éppen
egy kocka hirom szomszédos élének vetiilete. A mer6leges vetités utdni pontok
legyenek O', A’ B’ és C'. Ezeket konny( kiszdmitani: A’ = A — n(n, A), B’ =
B —n(n,B), és C' = C — n(n,C), ahol (.,.) jelenti a szokdsos euklideszi skaldris
szorzast a vektortéren. Ebbdl A’ = (1 — 22, —xy, —x2), B’ = (—ay,1 — y?, —yz) és
C' = (~xz,—yz,1— 22).

Ahhoz, hogy az a, b és ¢ komplex szamok koordinatdit meg tudjuk mondani,
sziikségiink van egy ortonormalt bazisra az adott sikon. Ilyet adnak az

1 1

j = ———(y,—x,0) b5 k=—c(—z2y,—21,1— 2>
i= =W ) T )
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vektorok. A siknak ebben a bdzisdban felirva az A’, B’ és C’ pontok koordindtdit,
azonnal addédik, hogy

1 . 1 .
A/:\/ﬁ(y.]—mzk) = a = ﬁ(y_$zl>7
1 . 1 )
B = \/17—72;2(7‘%] —yzk) = b= ﬁ(*w — yzi),
1 1
Cl = ﬁ(l — 22)k = Cc = ﬁ(l — ZQ)i,

ahol ¢ = v/—1 a komplex egység. Innen a tételben szereplé masodik formula bizo-

nyitdasa egyszerii szamolas, ami az olvaséra marad. -

Pohlke-tétel varians. Egy sikon tetszélegesen adott dltaldnos helyzeti O, A, B és C
pontokhoz létezik a térben olyan téglatest, melynek az O = O csiucsdval szomszédos
A, B és C csucsainak merdleges vetilete éppen A, B és C.

Bizonyitas. Lﬁlenek adottak a képsikon az O = O, A, B és C pontok, és legyen

—= —
a=0A,b=0B és c=0C, valamint @}1 =a+an, @ =b+bn és O? =c+cn,
ahol n az ABC képsik normalisa.

Az A, B és C pontok pontosan akkor alkotjak az egyik csticsaval az O pontban
elhelyezﬂ> T téglatest O csuicsdnak hiarom szomszédos ﬂicsét, ha OA 1 OB 1L
oC J__O>A. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha 0 = (OA,O?> = (O?,O?> =
(O?’, OA). Behelyettesitve ebbe a fenti formuldkat, az adédik, hogy

0=ab+ (a,b) =bc+ (b,c) = ca+ (c,a),

amibdl az a, b és ¢ vektorok paronként nem merolegesek, akkor

2 —<CL, b> <Cv a> b2 _ _<b’ C> <a'7 b> 2 —<C, a’> <b7 C>

T T e c,a) T {ab)

adédik. Ez azt jelenti, hogy létezik pontosan egy olyan, az egyik cstucsaval az O
pontban elhelyezett 7 téglatest, melynek O cstcsaval szomszédos harom csicsa,
éppen az A, B és C' pontok.

Ha mondjuk b L ¢, vagyis (b,¢) = 0, akkor bc = 0, amiért b = 0 és ¢ = 0
legalabb egyike teljesiil.

Ha b = 0 és ¢ = 0 egyszerre teljesiil, akkor 0 = (a,b) = (b, c) = (¢, a), vagyis
az a, b és c vektorok paronként merolegesek, holott egy sikban helyezkednek el,
amiért egyikiik nulla, vagyis az A, B és C pontok egyike egybeesik az O ponttal.
Barmely csics is esik az O pontba, a mésik két vektor merdleges, ezért nyilvan
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végtelen sok olyan, az egyik csicsdval az O pontban elhelyezett T téglatest 1étezik,
melynek O csticsaval szomszédos harom csicsanak merSleges vetiilete, éppen az A,
B és C pontokba esik.

Ha b =0 és ¢ # 0, akkor 0 = (a,b) = (b, ¢), vagyis az a és ¢ vektorok merd-
legesek a b vektorra, tehat az A, C' és O pontok kollinedrisak. Ekkor tetsz6legesen
valasztva a ¢ szamot, pontosan egy a értékre telejsiil a0 = ca + (¢, a) egyenléség,
ami azt jelenti, hogy ekkor pontosan egy olyan, az egyik csicsaval az O pontban
elhelyezett T téglatest, melynek O csticsaval szomszédos harom csticsa, éppen az
A, B és C pontok.

Eszerint mindig van legalabb egy olyan, az egyik cstcsaval az O pontban
elhelyezett T téglatest, melynek O csiicsaval szomszédos harom cstcsat a merdleges

vetités éppen az A, B és C pontokba viszi. -

1.3.9. Tétel. Egy kor axonometrikus képe ellipszis.

Bizonyitas. Bebizonyitjuk, hogy barmely kipszelet axonometrikus képe kupszelet,
abbdl mar kovetkezik a feladat allitdsa. Ezt a projektiv geometridban ismert allitast
mas moédon fogjuk bizonyitani.

Tudjuk, hogy a kupszeletek az analitikus geometridban éppen a masodfoki
gbrbék. Ezért elég azt bebizonyitani, hogy minden méasodfoku gérbe képe masodfoku
gorbe. Tegyiik tehat fel, hogy adott az f(z,y) = 0 egyenletli mésodfokd gorbe az
S sikon, és nézzik ennek merdleges vetiiletét az Sy sikra. Természetesen, ha a két
sik parhuzamos, akkor az allitas trividlis, ha meg merclegesek egymaésra, akkor az
allitas értelmetlen, ezért feltehetd, hogy a két sik metszi egymast, és nem meréleges
egymasra.

Feltehetjiik, hogy a koordindtarendszert az .S; sikon eleve ugy vettiik fel, hogy
annak x-tengelye éppen a két sik metszete, y-tengelye pedig erre merdleges.

Vegyiik tehat az Sy, sikon azt a koordinatarendszert, melynek ¢-tengelye szintén
a két stk metszete, mig s-tengelye az S; sik y-tengelyének meroleges vetiilete. Legyen
a két stk szoge a. Ekkor a mer6leges vetités az (z,y) — (t = z,8 = ycosa)
koordinédta-transzformaciéval {rhaté le, igy a vetitett gorbe egyenlete f(t, =) = 0.

7 cos o
Nyilvanvaléan ez is mésodfoki egyenlet, amiért az altala leirt gérbe kupszelet.

1.3.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy sik tetszéleges masik sikra valé tetszéleges
parhuzamos vetiilete el6allithaté egy alkalmas mer6leges vetiiletként, ha a vetiileten
minden szakasz legfeljebb akkora, mint az eredetin volt!

1.3.11. Feladat. Bizonyitsuk be kozvetleniil, hogy az Eckhart-féle eljards nem csak
a merOleges vetités esetén milkodik!
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1.3.12. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy kocka harom szomszédos élének axono-
metrikus képébol kettd egy ellipszis konjugalt félatmérdje, a harmadik pedig ezen
ellipszis kistengelyével azonos allasi!

1.3.13. Feladat. Szerkessziik meg az Eckhart-féle eljaras alkalmazésdval egy szaba-
lyos tetraédernek az egyik élére meréleges sikon keletkezd axonometrikus képét!

1.3.14. Feladat. Igazoljuk tobbféleképpen is, hogy a nyomharomszog hegyesszogi!
1.3.15. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszog alapt hasibnak van barmely
héromszoghoz hasonlé sikmetszete.

1.4. Monge-féle abrazolas

A Monge-féle dbrazolas az axonometria tovabbfejlesztése, tobb képsik felvételével.
Itt csak a legfontosabb esettel foglalkozunk, amikor a két képsik meréleges egymasra.

1.4.1. Definicié. A Monge-féle vetitérendszer két egymésra meroGleges I1; és Il
képsikbol 4ll. Ezek metszetét 1 o-egyenesnek nevezik. A II; és II5 sikokon meréleges
vetités adja a két képet, melybdl a Monge-féle képet a Ily siknak az x o-tengely
koriil a IT; sikba valé beforgatasaval kapjuk.

1.4.1. Abra. A Monge-féle vetitérendszer. Nyil jeloli a beforgatds iranyat.

Figyeljik meg, hogy a Monge-féle vetitérendszer négy térnegyedre osztja a
teret, az x1 o-tengely pedig két félsikra osztja a képsikot. Az, hogy egy térbeli pont
a négy térnegyed melyikében helyezkedik el — kénnyti utdna gondolni — a képeibol
is megallapithato.

A Monge-féle kép kapcsan mindig két képrol fogunk beszélni, annak megfele-
16en, ahogy azok a két képsikhoz kotédnek.
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1.4.2. Definicié. A Monge-féle képen azokat az egyeneseket, melyek merdlegesek
az x12-tengelyre, rendezdegyenesnek nevezzik.

+II;
— Iy

—

T2

-1I;

L4

1.4.2. Abra. Négyszog Monge-féle képei.

Nyilvanvaléan barmely térbeli pont két képe egy rendezbegyenesre esik.

1.4.3. Definicié. A Monge-féle abrazolasnal egy térelem Monge-féle nyomai a tér-
elemnek a képsikokkal alkotott metszetei.

Tehat a rendezbegyenes egy, mind a két képsikra meréleges sik nyomvonala.

1.4.4. Definici6é. Azt a sikot, mely az x; o-tengelyre illeszkedik, és egyenld szoget
zar be mind a két képsikkal, szimmetriasiknak, illetve koincidenciasiknak nevezzik,
attdl fiiggéen, hogy beforgataskor a forgd Iy sik nem sturolja, illetve sturolja azt.

l‘c

1.4.3. Abra. A szimmetriasikot *, a koincidenciasikot s jeldli.

A szimmetriasik pontjainak képei a Monge-féle sikon az x; o-tengelyre szim-
metrikusan helyezkednek el, a koincidenciasik pontjainak képei pedig egybeesnek.

1.4.5. Definicié. Az x; o-tengelyre merdleges sikot kontursiknak, ennek egyeneseit
kontiregyeneseknek nevezziik.
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Bar a kovetkez6 allitasok tobbsége igaz maradna enélkiil is, az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel, hogy az allitdsokban szerepl6 egyenesek nem konturegyenesek,
a sikok nem kontursikok. Ha mégis sziikség volna ezen partikuldris esetek bizonyi-

tasara, az olvaso egy harmadik vetitosik hasznalataval gyorsan kikiiszobolheti a
bizonyitasban esetleg felmeriilé problémat.

1.4.6. Tétel.
(1) Mindkét kép tartja az osztéviszonyt.
(2) Egy pont akkor és csak akkor van rajta egy egyenesen, ha mindkét képe rajta
van az egyenes megfeleld képén.
(3) Egy egyenes akkor és csak akkor van rajta egy stkon, ha mindkét nyompontja
rajta van a sik megfeleld nyomegyenesén.
(4) Két egyenes akkor és csak akkor metszi eqymdst, ha megfeleld képeik metszetei
egy rendezdegyenesre esnek.
(5) Egy egyenes akkor és csak akkor illeszkedik egy sikra, ha képeinek metszetei a
stk két egyenesének képeivel egy-egy rendezdegyenesre esnek.
(6) Két egyenes akkor és csak akkor pdrhuzamos, ha képeik pdrhuzamosak.
(7) Két sik akkor és csak akkor parhuzamos, ha nyomegyeneseik pdrhuzamosak.
(8) FEgy egyenes koincidenciasikra esd pontjanak képe, a két képének metszete.
(9) Egy egyenes akkor és csak akkor merdleges egy sikra, ha képei merdlegesek a
nyomegyenesekre.

Bizonyitas. Az (1)—(3) allitdsok trividlisak. A (4) &allitds igazolasdhoz elég azt
latni, hogy ha van metszéspont, akkor annak két képe egy rendezdegyenesre esik.
Az (5) allitds a (4) kozvetlen kovetkezménye. A (6)—(8) 4llitasok nyilvanvaléak.
Az utolsd, (9) allitashoz azt kell észrevenni, hogy egy egyenes képe tulajdon-
képpen egy rajta atfektetett, az adott képsikra merdleges ,vetitésik” nyomvonala.
Ha az egyenes merdleges az adott sikra, akkor ez a ,,vetitGsik” is merGleges az adott
sikra. Eszerint az adott sik és a képsik metszete, mely az adott stk nyomvonala, a
,vetitésikra” merdleges egyenest ad, hiszen mindketten merdlegesek arra. Marpedig
ez igazolja allitasunk, hiszen ha a nyomegyenes meréleges a vetitosikra, akkor annak

minden egyenesére is az. -

A Monge-féle abrazolasban egy ujabb térelem meghatarozisa, szerkesztése
altalaban bizonyos egyszerti, alapveto szerkesztési 1épések alkalmazasaval torténik.
Ezeket a standard eljarasokat tekintjiik at az aldbbiakban. Ez az attekintés azt
is mutatja, persze nem szigorian bizonyité moédon, hogy szinte minden, a mérno-
ki gyakorlatban elképzelhetd térbeli szerkesztés elvégezhetd ebben a rendszerben,
mégpedig tulajdonképpen egyszeriinek mondhaté eljarasokkal. Nem véletlen tehat,
hogy a mai napig ez az dbrazolasi mod a tervezé mérnokok elsédleges eszkoze.
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Monge-féle alapszerkesztések. Az aldbbi térelemek megszerkeszthetdk:
1) két pont kézis egyenese,
) egy egyenes nyompontjai,
3) két nyomvonalaival adott sik metszésvonala,
) metszd egyenesek kizos sikjanak nyomvonalat,
) egy pont és eqy egyenes kizos sikjanak nyomvonalai, és
6) nyomuvonalaival adott sik és egyenes metszéspontja.

Bizonyitas. (1) Egyszeriien 6ssze kell kotniink a két pont megfelelé képeit, hogy
megkapjuk az egyenes megfelel képeit.

(2) Vegyiik észre, hogy a képsikok valamelyikén 1év6 pont mésik képe mindig az
x1 2-tengelyre esik, ezért a szerkesztéskor egyszertien az egyenes képeinek metszeteit
kell venni az x;»-tengellyel, majd, hogy az ezekhez tartozé masik képpontot is
megkapjuk, az ezekbdl inditott rendezbegyenesek metszeteit kell venni a megfelel
masik képegyenessel.

(3) A megfeleld nyomvonalak metszetei itt éppen a metszet egyenesének két
nyompontjit adjik, amibdl az (1) &llitds szerint az egyenes megszerkeszthetd.

(4) Csak azt kell észrevenni, hogy az egyenesek nyompontjai, melyeket a (2)
allitas szerint meg tudunk szerkeszteni, rajta vannak a k6zos stk nyomvonalain, ezért
a nyompontok Osszekotésével kapjuk a nyomegyeneseket.

(5) Jeloljiik ki el8szor az adott egyenes egy tetszéleges pontjat, melynek képeit
egyszerien egy rendezéegyenes metszi ki az egyenes képeibol. Az adott pontnak és
ennek a pontnak a kozos egyenesét az (1) allitds szerint meg tudjuk szerkeszteni,
és igy két metsz6 egyenesiink lesz, a keresett sikban. Ezt mér a (4) allitds alapjan
meg tudjuk szerkeszteni.

(6) Mivel egy sik nyomvonaldnak mint egyenesnek a méasik képe mindig az
x1,2-tengely, és err6l az egyenesrdl az (5) megolddsdban mar emlitett médon, egy
rendezbegyenes segitségével tudunk valasztani egy pontot. Ez a pont rajta lesz
a sikon. Ennek a pontnak és az adott egyenesnek a kozos sikjat az (5) allités
szerint szerkesztjik meg. A két sik metszésvonalat a (3) allitds alapjdn szerkesztjiik.
Ennek a metszésvonalnak és az adott egyenesnek a metszéspontja éppen a sik
és az egyenes metszéspontja, amelyet egyszeriien az egyenesek megfelel6 képeinek

metszetei adnak. -

Az ebben a tételben megadott szerkesztési eljarasokra a tovabbiakban sor-
szamuk szerint mint alapszerkesztésekre fogunk hivatkozni. Természetesen tovabbi
alapmiiveletek is vannak, amelyeket mar kiilén tételben fogalmaztunk meg alabb.

1.4.7. Definicié. Azt a miiveletet, amikor egy adott sikot valamely nyomvonala
koriil éppen akkora szoggel forgatunk el, hogy az egybeessen a megfelelé képsikkal,
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beforgatdisnak nevezziik.

A beforgatast azért szokds metrikus alapszerkesztésnek nevezni, mint ahogy
az aldbbi tételben mi is tesszilik, mert igy a sikbeli alakzattal egybevago, vagyis
metrikusan megegyez6 abra rajzolhaté.

Metrikus alapszerkesztés. FEgy sikbeli alakzatnak a sik bdrmely nyomvonala korili
beforgatdsa a megfeleld képsikba a Monge-féle képe alapjin megszerkeszthetd.

Bizonyitas. Csak a méasodik képen 1évé nyomvonalra irjuk le az eljarast, mert a
masik nyomvonalra nyilvanvaléan teljesen analég moédon elvégezhetd a szerkesztés.
A szerkesztés két litemben valdsul meg. Eldszor megszerkesztjik a sik egy
tetszbleges, nem az adott nyomvonalon 1év6 pontjanak a beforgatottjat, majd ennek
segitségével mar egyszeriibb médon hatdrozzuk meg a tobbi pont beforgatottjat.

Jeloljiikk egy P pont képeit a P; illetve a P, szimbdélumokkal, attél fliggben,
hogy az els6 vagy a mésodik képrdl van szé. A pont beforgatottjit a masodik
nyomvonal koriil p jeloli.

Vegyiik észre, hogy az adott stk mésodik, ny nyomvonalara nézve merdleges
egyeneseinek a beforgatottjai is merdlegesek az no nyomvonalra, ezért a P pontot a
P, pontbdl az ne nyomvonalra bocsajtott merélegesen kell keresniink. Legyen ennek
a mer6legesnek a talppontja az ne nyomvonalon T. Ekkor a PT P,/A derékszogii
haromszoégben ismerjiik a T P, befogdt, valamint a PP, atfogdt, hiszen ez utébbi
hossza megegyezik a P pont elsé, P; képének az zq o-tengelytdl mért tdvolsagé-
val. Ez alapjan mar meg tudjuk szerkeszteni PT tavolsigot, amely természetesen
megegyezik a PT tavolsaggal. Ezt a tavolsagot felmérve tehat a T ponttdl a T Ps
egyenesére, megkapjuk a P pont keresett P beforgatottjat.

A tovabbi pontok beforgatottjainak szerkesztéséhez a beforgatis egyenestarta-
sét fogjuk kihasznalni. Ha tehat egy Q pont Q beforgatottjat kell megszerkeszteniink,
akkor mér a fentiekbdl tudjuk, hogy azt a Q@ pontbdl az ny nyomvonalra bocsajtott
merdlegesen kell keresni. Azt is tudjuk, hogy PQ egyenese ugyanabban az X pont-
ban metszi az no nyomvonalat, amelyben a ]5@ beforgatottja. Eszerint a Q pont a
Xp egyenesen van, igy ennek metszete az el6bb emlitett merdlegessel éppen a
pont Q beforgatottjat adja. -
1.4.8. Definicié. Térbeli alakzat vetitosugar koriili elforgatasat rotdcionak nevez-
zik.

A rotéci6 persze a képsikrendszer mozgatasaként is felfoghaté tgy, hogy az
adott vetitésugarral parhuzamos képsikot forgatjuk el az adott szoggel, de ellenkezd
irdnyba. Mivel a két képsiknak ilyen, vagyis az egymadashoz képesti merclegességet
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tarté forgatdsaival a két sik barhova atvihetd, a rotaciéval teljesen korbe tudjuk
jarni a térbeli alakzatot.

Rotacié szerkesztése. Egy térbeli alakzatnak bdrmely vetitdsugdr kéorili rotdcidja
a Monge-féle képe alapjan megszerkeszthetd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a vetitOsugar az els6, I1; képsikra meréleges. Amikor
az alakzatot elforgatjuk ezen egyenes koriil, a IT; képsikon is elfordul a kép, mégpedig
a forgatas szogének —1-szeresével. Ennek szerkesztését nem kell részletezniink.

A mésodik, TT5 képsikon az egyes pontok 1j képeirdl két dolgot tudunk. Elészor
is rajta kell legyenek az els6 kép rendezdegyenesén, masodszor az x1 o-tengelytol
val6 tavolsaguk nem valtozik. Ez elegend6 a szerkesztéshez. -

A rotécio és az alabb definidlandé transzforméacié lényegében ugyanaz, inkabb
csak szemléletbeli kiilonbségek vannak, ugyantgy, ahogy a rotaciéondl mar emlitettiik.

1.4.9. Definicié. A Monge-féle vetitérendszer megvaltoztatdsat mas merdleges sik-
parra transzformdcionak nevezzik.

Transzformaci6 szerkesztése. Fgy térbeli alakzatnak bdrmilyen meréleges sikpdrra
es6 Monge-féle képe egyetlen, rogzitett Monge-féle képe alapjin megszerkeszthetd.

Bizonyitas. A szerkesztést tobb 1épésben hajtjuk végre, egyszerre mindig csak az
egyik képsikot valtoztatva. Ehhez el6bb meg kell mutatnunk, hogy barmely meréle-
ges sikpar elérhet6 ilyen 1épésekkel.

Legyen az elérendd merdleges II;, II, sikpar metszete az | egyenes. Ekkor
els6 1épésben ugy forgatjuk a Ily sikra merdSleges vetitésugar koriil a IT; képsikot,
hogy az parhuzamos legyen az | egyenessel. Masodik 1épésben ugy forgatjuk a IIy
sikra merdleges vetitésugar koriil a Iy képsikot, hogy az is parhuzamos legyen az [
egyenessel. Harmadszor a Il sikra meréleges vetitosugar koriil a II; képsikot tgy
forgatjuk, hogy meroleges legyen az [ egyenesre. Negyedik 1épésben az [ koriil a
II, képsikot gy forgatjuk, hogy parhuzamos legyen a IT, képsikkal. Végiil a ITp-re
merdleges vetitésugar koriil tgy forgatjuk el a II;-sikot, hogy a II; sikkal legyen
parhuzamos, majd parhuzamosan eltoljuk a két képsikot gy, hogy a II; és II,
sikokkal egybeessenek.

Most mar elég bizonyitani, hogy a felsorolt térbeli mozgésok a képsikokon is
szerkeszthetok.

Ha valamelyik képsikot parhuzamosan eltolom, akkor sem a rajta, sem a masik
képsikon keletkez6d kép nem valtozik, igy a szerkesztés csak annyi, hogy eltoljuk az
x1 2-tengelyt, és vele egyiitt a megfeleld képet is.
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Ha valamelyik képsikot elforgatjuk, akkor a szerkesztés nagyon hasonld lesz a
rotaciéhoz. Egyrészt a nem mozgatott képsikon a kép persze valtozatlan, masrészt
azonban ekkor megvéltozik az x1 o-tengely, mégpedig a forgatds szogével elfordul.
Ezutan a szerkesztés teljesen ugyanaz, mint a rotdciondl, hiszen az 1j képet az x; o-
tengelytol mért valtozatlan tavolsidgoknak a valtozatlan kép rendezbegyeneseire vald

felmérésével kapjuk. -

1.4.1. Példak és feladatok

1.4.10. Probléma. Adott az e és a g egyenes, valamint a P pont. Szerkessziik meg
azt a h egyenest, mely atmegy a P ponton, és metszi az e és g egyenest!

Megoldas. Csak néhany alapszerkesztésre van sziikség. Az (5) alapszerkesztéssel
meghatédrozzuk az e egyenes és a P pont kozos S sikjat. A (6) alapszerkesztéssel meg-
hatarozzuk a g egyenes és az S sik ) metszéspontjit. Végiil az (1) alapszerkesztés

a P és a Q pontra adja a keresett h egyenest. -

1.4.11. Probléma. Képeivel adott az A pont és az a egyenes. Szerkessziik meg azt
a derékszogli ABC'A haromszoget, melynek BC' atfogdja az a egyenesre esik, és a
B pontnél 1év6 szoge 60°!

Megoldas. Az (5) alapszerkesztéssel megkapjuk az A pont és az a egyenes kozos S
sikjanak nyomvonalait. A metrikus alapszerkesztés alapjan ezt a sikot beforgatjuk
a masodik, ny nyomvonala koriil, és a beforgatott A pont és a egyenes ismeretében
megszerkesztjiikk az ABCA haromszdg beforgatottjat, vagyis azt az ABCA derék-
szO0gll haromszoget, melynek BC atfogdja rajta van az G egyenesen, és a B pontnal
1év6 szoge 60°.

Megforditva most a beforgatas szerkesztésének menetét, allitsunk merdlegest
a B és C pontokbdl az S sik ny nyomvonaldra. A B és C pontok méasodik képei
ezeken is rajta kell legyenek, meg az a egyenes masodik képén is rajta vannak, igy
ezek metszetei adjdk a By és a Cy pontot. Meghiizva ezeken keresztiil a rendezo-
egyeneseket, azok az a egyenes els6 képébdl kimetszik a By és C pontokat, amivel

a szerkesztés teljessé valik. -

1.4.12. Probléma. Szerkessziik meg az egymast metszé S sik és e egyenes szogét!

Megoldas. Két megoldést ismertetiink. Az egyik a metrikus alapszerkesztésre épiil,
a masik a transzformaciéra.
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(1) A (6) alapszerkesztéssel szerkesszitkk meg az egyenes és a sik P metszés-
pontjat. Vegyiink fel az egyenesen egy tetszéleges @ pontot. (Egy rendezdegyenes
a képébdl éppen egy pont két képét metszi ki.)

Az eléz6 szakasz els6 tételébdl tudjuk, hogy egy egyenes akkor és csak akkor
merdleges egy sikra, ha képei merdlegesek annak nyomvonalaira. Ebbdl kiindulva
az e egyenesen most felvett () pontbdl merélegest bocsajtunk az S sikra. Ennek
a g egyenesnek a képeit ugyanis tgy kapjuk, hogy a @ pont képeibdl merolegest
allitunk az S sik megfelel6 nyomvonalaira.

A (6) alapszerkesztéssel hatdrozzuk meg az S sik és a rd mer6leges g egyenes
T metszéspontjat. A TPQ< éppen az S sik és az e egyenes keresett szoge. A (4)
alapszerkesztéssel meghatarozzuk az e és a g egyenes kozos sikjat, mely merole-
ges az S sikra. A metrikus alapszerkesztés alapjan ezt a sikot, és vele egyiitt a
TPQA haromszoget, beforgatjuk a masodik nyomvonala koriil. Ezutédn a TPQA
haromszogbdl ki tudjuk olvasni a keresett szoget.

(1) A transzformécid lépéseit alkalmazzuk, a kovetkezOk szerint. Elforgatjuk
a masodik, IIs képsikot tigy, hogy az S sik els6, n; nyomvonalara meroleges legyen.
Ezutan az els, 11; képsikot forgatjuk el igy, hogy az merdleges legyen az S sik most
mar 4j masodik nyomvonalara. Ekkor tehat az S sik merdleges lesz a I, képsikra,
és parhuzamos lesz a II; képsikkal.

Az utolsé lépésiunk az lesz, hogy a II; képsikot tgy forgatjuk el, hogy az
parhuzamos legyen az e egyenes most mar 1j els6 képével. Ezzel azt érjiik el, hogy
az e egyenes masodik képe és az S sik masodik nyomvonala éppen akkora szoget
fog bezarni, mint amekkora az e egyenesnek és az S siknak a szoge, amelyet meg

kellett hataroznunk. .

1.4.13. Feladat. Adott egy sik hdrom pontjaval, és egy egyenes két pontjaval. Szer-
kessziik meg a metszéspontjukat!

1.4.14. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy kor mindkét képe ellipszis, és mindkét
ellipszisnek a nagytengelye éppen a kor dtmérdje!

1.4.15. Feladat. Adott egy e egyenes és egy AC szakasz a végpontjai altal. Szer-
kessziik meg azt a B pontot ezen a szakaszon, melyre az [eA] sik és a [eB] sik bezart
szoge éppen haromszor akkora, mint az [eB] sik és az [eC] sik bezart szoge! ([..]
jeloli a zérdjelben 1évs elemek meghatérozta sikot.)

1.4.16. Feladat. Adottak az e és az f kitér6 egyenesek. Szerkessziik meg a tavolsa-
gukat!
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1.4.17. Feladat. Adottak az e és az f kitérd egyenesek, valamint az « és 3 szogek.
Szerkessziik meg azt a g egyenest, mely az e egyenest «, az f egyenest pedig 8
szogben metszi! (Ha a = 8 = 90°, akkor ez a feladat az el8zére egyszeriisodik.)

1.5. Sztereografikus projekcié

Ebben a szakaszban egy olyan dbrazolasi modszert fogunk attekinteni, mely a
térképészet szamara fontos. A sztereografikus projekcié a gdmbnek sikon valé szog-
és kortartd abrazoldsat teszi lehetévé.

1.5.1. Definicié. A sztereografikus projekcid vetitérendszere a T' gdmbnek egy adott
S szempontjabol, valamint egy, az S pontbdl hizott dtmérére merdleges, az S
ponton nem atmend IT képsikbdl all. Maga az abrazolas a I' gomb pontjainak az S
szempontbdl a II képsikra vald vetitése az S ponton atmend egyenesekkel.

Nyilvanvaléan ez a definicié nem hatérozza meg egyértelmiien a képsikot, de
az is viladgos, hogy két kiillonbozo képsikon kialakuld két kép homotécia erejéig
megegyezik. Ezért mi ezentil azt a képsikot fogjuk hasznélni, amely a gémbét az
S szemponttal atellenes pontban érinti.

Erdemes még megjegyezni, hogy az S szemponton kiviil a gémb minden pont-
janak van képe. Az, hogy egy gémbnek nincsen olyan folytonos leképezése a sikra,
mely egy-egyértelmii, az a gobmb és a sik topoldgiai kiillonb6z6sége miatt van: a sik
egy pontra sszehiizhatd, a gdmb nem.

Miel6tt els6 tételiinket megfogalmaznéank, tisztaznunk kell egy alapfogalmat a
gbmbi geometridval kapcsolatban.

1.5.2. Definicié. Két, a gombfelszinen haladé egymést metszé gorbe gombi szégén
két olyan, a metszéspontjukon és a gomb kézéppontjan athaladd sik szogét értjiik,
melyek simulnak az egyik, illetve a mésik gorbéhez.

Ez a definicié tartalmilag persze megegyezik a differencidlgeometridban meg-
szokott szogfogalommal.

Két megfigyelést érdemes itt feljegyeznink. Egyrészt, hogy két f6kor szoge
éppen az 6ket a gdmbbol kimetsz6 sik szoge. Masrészt, hogy két gombi gorbe szoge
eszerint nem mas, mint a metszéspontjukban vett érintGik szoge, vagyis a gémbi
sz0g ugyanaz, mint a kozonséges térbeli szog.

1.5.3. Lemma. A sztereografikus leképezés a szemponttdl megfosztott nyitott gombon
az azonos érintével rendelkezd gombi gorbéket azonos érintdji sikgorbékbe viszi.
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Bizonyitas. Az, hogy egy gombi gorbének egy adott pontban van érintéje, azt jelenti,
hogy egy és csak egy olyan, a szemponton atmenoé sik altal kimetszett kor 1étezik a
gbmbon, mely az adott pontban érinti azt.

Tegyiik fel, hogy a g gdmbi gérbének van érintéje a P € I pontban. Legyen a
képgorbe g, a P képe pedig legyen P. Ekkor a g sikgorbe a P pontban érinti azt
az egyenest, amely annak a gémbi kornek a sztereografikus képe, mely érinti a g
gbrbét a P pontban. T6bb ilyen egyenes azonban nem létezhet, mert annak Gsképe
olyan, a szemponton atmené sik altal kimetszett gémbi kor lenne, mely érinti a g
gorbét a P pontban.

Ez az indoklas azt is igazolja, hogy a gémbi gorbe érint6i és a képgorbe érintdi

kozt egy-egyértelmii a megfeleltetés, ami 1ényegében éppen az allitdsunk. -

Eszerint a gomb egy adott P pontjaban 1évo gorbék kozt egy ekvivalencia-
relaciot adhatunk meg: mondjuk a P ponton atmené g és h goérbékre azt, hogy
yhulldmosak”, vagyis g ~ h, ha azonos a P pontbeli érint6jiik. Csinadljuk meg ugyan-
ezt az ekvivalencia-relaciot a sikon is. Ekkor el6bbi lemmaéank azt mondja ki, hogy
a sztereografikus projekcié ezzel a két ekvivalencia-relacioval felcserélhet6. Mivel
azonban egy ilyen ekvivalencia-osztaly azonosithato egy, az adott pontban 1évé
érintével, azt is mondhatjuk, hogy a sztereografikus projekcié a gémbi P pontbeli
érintk terét képezi le a P pont képénél 1év6 érintok terére egy-egyértelmii médon.

1.5.4. Tétel. A sztereografikus projekcio szdgtarto.

Bizonyitas. Az el6bbi lemma, az azt kdvetd magyarazat és a szog definicidja alapjan

elég azt belatnunk, hogy az S szempontu sztereografikus projekcié a I' gomb egy

adott P pontjaban 1évo X érintdk terét a II képsikra szogtartdé mdédon képezi le.
Legyen a P képe a II képsikon az Y pont.

z

1.5.1. Abra. A sztereografikus vetités sikmetszete egy vetitOsugaran és a
z-tengelyen at.
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Legyen ¢, és {5 egy-egy egyenes a Il sikban az Y ponton at. Ezek 6sképe a
sztereografikus projekcidban az a ki és ko korvonal a I' gombfeliileten, melyet az
a X1 és g sik metsz ki a I' gomb felilletbél, melyek illeszkednek az S pontra és
a megfelel6 ¢, illetve ¢ egyenesre. A X1 és ¥o sikok metszik a I' gbmbfeliilet S
pontban 16v8 érint6sikjit egy-egy egyenesben. Legyenek ezek rendre £ illetve fs.
Mivel a T' gé’)mbfeh'ilet S pontban 16v6 érintésikja parhuzamos a IT képsikkal, nyilvan
0y || ¢y illetve ly || £o. Eszerint az £y és {5 egyenesek _ugyanakkora, mondjuk o széget
zdrnak be, mint az ¢; és 5 egyenesek. Csakhogy 1 és 5 éppen az érintéi a kq 6s
ko korvonalaknak, ami azt jelenti, hogy e kérvonalak az S pontban « szoget zarnak
be. Két korvonal egyforma szogeket zar be mindkét metszéspontjaban, igy a ki és

ko korvonalak a P pontban is « szoget zarnak be. Ez bizonyitja a tételt. -

1.5.5. Definicié. Ha adott a térben egy r sugart géomb az O kozéppontjaval egytitt,
akkor a térnek azt az 6nmagaba val6 leképezését, mely az O pont kivételével minden
P pontot abba az OP félegyenesen 1év6 Q pontba visz, melyre OP - OQ = 72, az
adott gémbre vald inverzionak nevezzik.

Mivel a sikbeli inverzi6 az elemi geometriabdl jél ismert, a részletes bizonyitasok
nélkiil, csak a lényegre mutatva, felsoroljuk a térbeli inverzi6 néhany tulajdonsagat.

Legel6bb azt kell észrevenniink, hogy a térbeli inverzié minden, a gémb kézép-
pontjan athaladé sikon ugyanigy hat, mint az abban a sikban 1év6 sikbeli inverzio,
melyhez tartozé kor éppen a gomb és a sik metszete. Mivel a sikbeli inverzi6é kortar-
t6, ebbdl azonnal adédik, hogy a térbeli inverzié gombtartd, hiszen az adott gémb
és az inverzié gémbjének kozéppontjan dtmend sikok mindegyikén sikbeli inverzié
fog hatni. Ugyanez a meggondolds vezet ahoz a megfigyeléshez is, hogy az inverzié
gdémbjének kézéppontjan atmend, azt érinté gémb inverziv képe az a sik lesz, mely
az inverzié gémbjét a masik gémbbel azonos pontban érinti, csak kiviilrél.

1.5.6. Tétel. A sztereografikus projekcic kértarto, vagyis a gémbi kérok képei a
képsikon kiordk lesznek, kivéve azon kirdket, melyek dtmennek az S szemponton.
Ezek képei egyenesek lesznek.

Bizonyitas. A térbeli inverziot hasznéljuk. Vegyiik azt a G gombdét, amelynek ko-
zéppontja az S szempont, sugara pedig éppen a I' targygémb atméréje. Ekkor a IT
képsik éppen a I' gdbmb G gémb szerinti inverziv képe lesz.

Ha most a I" gdmbon adott egy, az S szemponton nem atmené K kor, akkor
létezik egy olyan T gbmb, amely éppen ezt a kort metszi ki a I' gdmbbdl, és nem
megy at az S szemponton. Csakhogy az ilyen gémb inverziv képe gémb lesz, melynek
metszete a [' gomb I inverziv képével éppen egy kor, amit bizonyitani akartunk.
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1.5.1. Példak és feladatok

1.5.7. Feladat. Keressiik meg az Osszes olyan egybevagosigi transzforméciot a
gbémbon, melynek a sztereografikus abrazolds utani megfelel6je a képsikon szintén
egybevigosag!

1.5.8. Tétel. A gombi hdaromszogek szogosszege nagyobb, mint .

Bizonyitas. Az adott gémbi hdromszoghoz valasszunk olyan szetereografikus ab-
razolast, ahol az S szempont dtellenes pontja a haromszogbe esik, és a II képsik
ebben a pontban érinti a gombot. Ebben a rendszerben a gémbi haromszog képe a
IT képsikon egy harom kor altal hatarolt . felfajt” haromszog lesz. Mivel az abrazolas

szogtartd, ez azonnal igazolja az allitast. -

1.5.9. Feladat. Adott négy olyan k, [, m és n kor a sikon, melyek paronként rendre
két-két P, — Pa, Q1 — Q2, R1 — R és S — S5 pontban metszik egymast. Bizonyitsuk
be, hogy amennyiben a P, J1, Ry és S; pontok egy koron vannak, akkor a mésik
négy P, Q2, Ry és Sy pont is egy korre esik!
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Gorbemodellezés

Amint az el6z6 fejezetben lathattuk, az ottani dbrazoldsi modszerek — néhany
specialis esettOl eltekintve — nem képesek a gorbék abrazoldsara. A szamitogép
grafikus képességeinek alkalmazédsdval ez nem probléma, bar néhany szempontot
ekkor is figyelembe kell venniink. Elészor is a rajzolgatas bizony elég idGigényes,
masrészt a szamitdégép szamitasi kapacitdsa sem végtelen.

Szerencsére a gyakorlatban sosem a teljes matematikai értelemben vett pre-
cizitas a fontos, inkabb csak a megfelel6 pontosagu kozelités, igy altalaban egy, a
szempontjainknak megfelel6 gorbecsaladbdl kell kivalasztanunk az adott szempont-
bél az adott gorbét legjobban koézelitot, és utana azzal kell végezniink a munkat.

Gorbemodellezésen tehat azt értjiik, hogy egy bizonyos gérbecsaladbol, mely
altaldban az adott szempontbdl kellemes gorbéket tartalmazza, tetszéleges gorbéhez
kivalasztjuk az adott szempontbdl legjobban kozelité gorbét. Mas szavakkal tgy is
mondhatjuk, hogy a gérbemodellezés két jol elkiilonithetd szakaszbol all:

(1) Annak meghatarozdsa, hogy az elére adott feltételeinknek mely gorbék csa-
ladja felel meg a legjobban, mikozben kell6 pontossaggal kozelité tagja is
van.

(2) Annak megéallapitdsa, hogy az el8bbi részben meghatarozott gorbecsaladbdl
mely gorbe kozeliti elére adott szempontjainkbdl a legjobban az adott model-
lezend6 gorbét.

Vegyik példaul az integralast, és probaljuk megkeresni azokat a szempontokat,
amelyek fontos szerepet jatszanak a modellezés két 1épésében. Figyeljiik meg, hogy
a két 1épést nem lehet annyira jol elvilasztani egyméstoél, mint ahogy fentebb tettiik.

(1) Nyilvan els6dleges szempont, hogy a gorbecsaldd minden elemét konnyen
integralhassuk. Ennek a feltételnek igen jol megfelel a polinomok osztalya, de
egy ennél bovebb gorbecsalad is szamitasba johet, mégpedig a szakaszonként
polinomialis gorbék csaladja. Ezt a goérbecsalddot viszont sziikithetnénk a
szakaszonként egyenes gorbék csalddjara. (Itt a gorbe és a polinom, illetve
fliggvény szinte szinonimaként értendd, hiszen a fliggvény grafikonja a gorbe.)

(2) Itt most érzékelhetjiik azt is, hogy az elébbi lépésben kivalasztott gorbecsalad
mennyire befolydsolja a mostani feladatunkat. Vegytik el6szor is észre, hogy
az integralas szempontjabdl a jé kozelités az egyenletes konvergenciat jelenti,
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tehat az adott gorbecsaladokbdl nekiink olyan goérbével kell modellezniink az
integralandé fiiggvényt, mely egyenletesen jol kozeliti azt, minden darabjan.
Mindharom gorbecsaldd esetén nyugodtak lehetiink abbdl a szempontbdl, hogy
minden fontos gorbét, fliggvényt jol meg tudunk kozeliteni, hiszen mindharom
gorbecsalad stirii a folytonos fliggvények terében, az meg siirti az integralhaté
fiiggvények terében. Ugyanakkor a modellezé gorbe kivalasztasanak probléma-
ja nem egyforma nehézségii a harom csalad esetén, és ez az, amiért a numerikus
integralashoz nem a polinomok csaladdjat szokas hasznalni. Amikor a két ma-
sik csalad kozt kell valasztani, akkor mar Gjabb szempont dént, mégpedig a
modellezésbdl addédé kvadratturaformuldk bonyolultsidga és pontossidga kozti
viszony, mely mér lényegesen szubjektivabb megitélés ald esik. Eppen ez az,
amiért tobbféle kvadratiraformulat szokas hasznédlni a numerikus integralé-
sokhoz. Erdekes, hogy az integrilds elméletében a szakaszonként konstans
gorbék csaladjaval modellezik az integralhaté fiiggvényeket.

Ebben a fejezetben a donté szempont természetesen a szamitdégép, illetve a sza-
mitégépes dbrazolas lesz, és féleg a modellezés els6 1épésével fogunk foglalkozni,
ezért most megfogalmazzuk, hogy milyennek is kellene lennie azoknak a gérbéknek,
melyek ehhez megfelel6en hasznalhatok:

(1) flexibilis, hogy mindent le lehessen rajzolni vele,
(2) gyorsan szamithato,
(3) kevés és invaridns adattal megadhat6 (ez azt jelenti, hogy a megadé adatok a
koordindta-rendszertdl fiiggetleniil hatdrozzak meg a modellezd gorbét),
(4) ezek az adatok szemléletesen is kovetheté médon hatdrozzdk meg a gérbe
alakjat,
(5) merdleges vetiiletiik is teljesitse ezeket a feltételeket,
(6) ha a modellezendd gorbe dtmegy bizonyos régzitett pontokon, akkor a model-
lez& gorbe is 4tmegy azokon,
(7) a perspektiv kép is teljesitse az itt felsorolt kovetelményeket.
Természetesen konnyli volna tovabbi hasznos feltételeket talalnunk, amelyek meg-
konnyithetnék a késébbi konkrét modellezést, de latni fogjuk, hogy ezek a feltételek
mar igy is éppen elegendd kotottséget jelentenek. Mégis megemlitiink egy feltételt,
amely gyakorlati szempontbdl rendkiviil fontos. Ez a feltétel az egyenestartds. A
modellezésnek ezen a tulajdonsagan azt értjiik, hogy ha csak két pontjat adjuk meg
a modellez6 gorbének, akkor az mindig egyenes.

Miel6tt elmélyednénk a részletekben, fontos felhivni a figyelmet, hogy a
,gorbecsalad” fogalom nem csak a goérbékrol, de azok megadasi médjardl is szol.
Tehat egy gorbe kiilonboz6 csaladok tagja lehet, ha kiilonb6zé médon adjuk meg.
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2.1. Lagrange-gorbék

Amikor arrél van szé, hogy egy adott gorbét kozeliteni kellene valamilyen ismer-
tebb gorbével, dltaldban azonnal a Lagrange-gorbe jut esziinkbe. A matematikdban
ugyanis igen gyakori, hogy az adott gorbének a megfelelé Lagrange-gorbével vald
helyettesitése hasznosnak bizonyul. Erre nem is kell méas példat felhoznunk, mint
a numerikus integralas esetét, ahol az interpolaciés polinom éppen a Lagrange-
polinom.

Sajnos a mi szempontjainknak a Lagrange-gérbék nem felelnek meg, ezért eb-
ben a szakaszban lényegében csak azt mutatjuk meg, hogy az integralashoz annyira
jo gorbeosztaly jelen céljainkra gyakorlatilag alkalmatlan.

2.1.1. Definicié. Legyenek adottak az (x,y)-sikon a pgy,py, ..., P, pontok. A hoz-
zdjuk rendelt Lagrange-gérbe az (x,y)-sikon a
P(x) = ; J
(z) Zyz H pa—
i=0 =0
J#i

polinom grafja, ahol a p; ,kontrollpontok” koordinatéi (x;, y;), és x; # x; semmilyen
kiillonboz6 7 és j esetén.

Természetesen a definiciénk analég médon magasabb dimenziéra is atvihetd,
de nekiink elég a sikbeli esettel foglalkozni.

2.1.2. Tétel. A Lagrange-girbe

(1) minden kontrollponton dtmegy,
(2) hdrom, nem egy egyenesen lévd pont esetén parabola,
(3) egy egyenesre illeszkedd pontok esetén egyenes,
(4) kettdnél tobb pont esetén figg a koordindta-rendszer meguvdlasztdsdtdl,
(5)

5) alakja szemre szinte teljesen fiiggetlen a kontrollpontok elhelyezkedésétdl.

Bizonyitas. Az els6 két allitds annyira egyszerii, hogy bizonyitasukat az olvaséra
bizzuk.

3.) A definici6 szerint n + 1 pont egy legfeljebb n-fokti L Lagrange-polinomot
hataroz meg. Ez az L Lagrange-polinom n + 1 pontban metszi az adott pontok
egyenesét, melynek egyenlete, mondjuk, ax+b. Ekkor a legfeljebb n-fokt L(z)—ax—b
polinom n + 1 helyen nulla, amiért azonosan nulla, vagyis L(x) = ax + b, amint
allitottuk.

4.) Erre elegend? egyetlen példat adnunk. Legyenek adottak az (z, y)-koordina-
ta-rendszerben a (—1, 1), (0,0) és (2,4) pontok. Az ezekre illeszkedd Lagrange-gorbe
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az x2 parabola. Ez tehat egy ,4all6” parabola. Forgassuk most el a koordinita-
rendszert —90°-kal. Ekkor pontjaink koordinatai rendre (1,1), (0,0) és (4,—2),
melyekre illeszkedd Lagrange-gorbe az x(3 — )/2. Ez szintén egy ,,4ll6” parabola,
holott az invariancia szerint ,fekvo” parabola kellett volna legyen.

5.) Tekintsiik a (-2, 24), (0, 0), (3, —21) és (4, 0) pontokat. Ezeket dbrézolva egy
konvex négyszoget kapunk, a hozzétartozé Lagrange-gorbe pedig az (x — 4)z(z +
4) polinom, amely a [—2,—0] intervallumon konkév. Ha most a szemre teljesen
hasonl6 konvex négyszog (—2,84), (0,0), (3, —21) és (4,0) pontjait tekintjiik, akkor
a Tx(x — 4) Lagrange-polinomot kapjuk, melynek grafikonja az el6z6t6l teljesen

eltéréen konvex. -

Bar ugy tlnik, hogy ez is éppen elegendé6 indok e gorbeosztély elvetéséhez,
mégis megemlitiink egy egészen specidlis problémat is. Ez a Lagrange-gorbék insta-
bilitasa. Itt arrél van sz6, hogy minél jobban szeretnénk egy goérbét egy darabon
megkozeliteni, anndl stirtibben kell ott pontokat felvenniink, midltal a definiciéban
szereplo képlet nevezdjében egyre kisebb szamok lesznek. Ez a szamitégépek véges
pontossagu szamitasi képessége miatt azt jelenti, hogy elérve egy kritikus kozelséget,
a kiszamitott gorbe teljesen el fog térni az elméletileg helyestol, ami tonkre teszi a
modellezést. Az is probléma, hogy két azonos z-koordindtdji pont nem fordulhat
el, hiszen akkor 0-val kellene osztani, igy minden szdmitas el6tt ki kell szlirni az
ilyen pontokat, ami jelent6sen megnéveli a szamitasi id6t.

2.1.1. Példak és feladatok
2.1.3. Példa. Ha k > j + 1 >0, akkor Y% LM (=Dt =o0.
Bizonyitas. Tekintsiik az f(z) =27 (j > 0) polinomot kdzelits

k
=2

i=1

Ew
sa

(k>j+1)

—~e—
h
PN

Lagrange-polinomot, mely az 1/1,1/2,...,1/k abszcisszdji pontokban megegyezik
az f(z) polinommal. Mivel a Py(z) — f(z) polinom fokszdma legfeljebb k — 1, és
ugyanakkor k kiilonboz6 gyoke van, Py(r) = 27 minden z-re. Ebbdl

k k k ' k 1 k 4 k ,
0="P(0)=> ][ — — =D V] — =(-1Fk) it (Z) (—1)i7F,

i=1 =1 i=1 =1 i=1
1#i I#i

amint az allitas szol.
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Erdemes megfigyelni, hogy ha j = —1, vagyis az f fiiggvény grafikonja hiperbo-
la, akkor a Py (x) Lagrange-polinomok az y-tengelyt minden k-ra az y = 1 pontban
metszik.

2.1.4. Feladat. Adott egy n + 1 pontot szamlélé rendszer, melynek Lagrange-
polinomja Ly. Tegyiik fel, hogy elvégziink egy nagyitast a pontrendszeren, és az igy
kapott pontrendszerre is kiszamitjuk a Lagrange-polinomot. Legyen ez Lo. Mi a
kapcsolat L1 és Lo k6zott?

2.1.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Lagrange-polinom az eltoldsra invarians,
vagyis ha a kontrollpontrendszert eltoljuk, akkor a Lagrange-polinom is ugyanazzal
az eltolassal tolddik el!

2.1.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy amennyiben a szomszédos pontok tavolsaga
allandé h, akkor az x; = xg + hi és x = x¢ + ht helyettesitéssel és t # i feltétellel a
Lagrange-polinom alakja P(x) = (—1)”% S (=DM %

2

2.2. Bézier-gorbék

Minthogy torténetileg és logikailag egyarant ezzel a gorbecsaldddal kezdodik a
»CAGD”, vagyis a szamitogépes abrdzoldé geometria, mi is ezzel kezdjiik. Ez az a
gorbecsalad, melyet de Casteljau és Bézier megtalalt.

Miel6tt azonban ismertetnénk ezt a gérbecsalddot, ismerkedjiink meg az alabbi,
klasszikusnak szamité elemi geometriai tétellel, mely talan az alapotletet adhatta
a Bézier-gorbecsalad felfedezéséhez.

Parabola 3-érinto tétele. Legyenek az A, B és C pontok a 11 parabolin, a, b és ¢
pedig ezeken keresztil a 11 paraboldhoz hizott érinték. Ho E=bNec, G =cNa, és
F =anb, akkor (B,E,F) = (E,C,G) = (F,G, A), ahol (.,.,.) az osztdviszonyt
jeloli.

2.2.1. Abra. a, b és c a Il parabola érintéi az A, B és C pontokban. E = cNb,
F=bnNa és G =anNc a metszéspontok.

A sZAMITOGEPES ABRAZOLO GEOMETRIA ALAPJAI

Ver.: 2020:05:02:00:32:48 © Kurusa A. (1994-2020) — Szemd&k A. (1996-1999)


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

38 2. Gorbemodellezés

Bizonyitas. Az allitast altalanosabb esetben bizonyitjuk be.

Legyen adott a 11 kipszeleten négy pont, A, B, C és D, és az ezeken keresztiili
négy érintd, a, b, c és d. Ezen érinték metszetei legyenek az E=bNc, G=aNgc,
F=anb, H=0bNd, I =cnNd ésJ=and pontok. Ekkor

(I’ C? E7 G) = (H7 E’ B’ F) = (F7 A’ J7 G) = (H’ J’ D’ I)'

El6szor azt kell megmutatni, hogy valéban altalanositasrél van szé. Ehhez tegyiik
fel, hogy D idedlis pont, és d idedlis egyenes lesz. Ekkor H, I és J is idedlis pont

lesz, ezért

—1
(I,C,E,G) - _(GaEvo) - m7

-1
(H,E,B,F) - —(F,B,E) - m,

-1
(F,A,J,G)=—(AF.G) = T4 (F.GA)

Ezekb6l kovetkezik, hogy (B, E,F) = (E,C,G) = (F,G, A), tehit valéban altala-
nosabb tételt bizonyitunk.

Bizonyitasunk olyan kettésviszonyt tartd leképezések alkalmazasabol all, me-
lyek végiil a kupszeletet egy korbe, az érintéket pedig egy paralelogramma négy
oldalédba viszi. Ez utébbi konfigurdciora nyilvan igaz az allitas, amit egyszeri sza-
molassal lehet ellendrizni.

Vegytnk tehat egy olyan egyenes korktupot, melynek valamely megfeleld sik-
metszete éppen a II kipszelet. Legyen ez a sik S, a kip csiicsa pedig Q). Legyen
S’ egy olyan sik, mely nem megy at a kiip @ csticsan, viszont parhuzamos a QGH
sikkal. Ez az S’ sik nyilvdn nem parhuzamos a kip semelyik alkotojaval, és a kup
tengelyével sem, tehat a kuppal valé metszete ellipszis kell legyen. Vetitsiik az S
sikot a kiip @ csticspontjabdl perspektivikusan az S’ sikra. Ez a transzformécié
tartja a kett8sviszonyt, ezért elég az S’ sikon kialakulé képre bizonyitanunk az
allitasunkat. Marpedig a II kupszelet és érintdinek képe egy olyan ellipszis lesz,
mely egy paralelogramméba van irva, vagyis érinti annak mind a négy oldalat.

Vegyiink most egy olyan egyenes korhengert, melynek valamely megfelel6 sik-
metszete éppen az S’ sfkon kapott ellipszis. Ha most az S’ sikot merdlegesen vetitjiik
a hengert korben metszo sikra, akkor egy olyan kort kapunk, mely egy paralelog-
rammaba van irva, hiszen a meroleges vetités parhuzamost tartd. Mivel a merdleges

vetités osztdviszonytarté is, ezzel az allitast beldttuk. -

Forditott olvasatban azt kaptuk, hogy ha két szakaszt, melyek koziil az egyiknek
a vége a masik eleje, azonos ardnyban oszt6 két pontot 6sszekotiink, és vessziik az
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igy nyert harmadik szakaszt ismét ilyen ardnyban oszté pontot, akkor ez a pont egy
parabolan van, mely atmegy a két szakasz kiillénb6z6 végpontjain.

Innen mar csak egy ugras az alabbi definicid, mely egyszerlien a parabola ilyen
eléallitdasanak tobb szakaszra valo altalanositasa.

2.2.1. Definicié. Adottak a py, py, ..., P, pontok a térben. Minden ¢ € [0, 1] szdmra
legyen p§(t) = py, PY(t) = py, --., P2(t) = p,,, tovabb4 minden j € {1,2,...,n},
i € {0,1,...,n —j} ést € [0,1] esetén legyen pl(t) = (1 —t)p? ' (t) + tpz_zll(t)
Ekkor az a gorbe, melyet a p{ (¢) pont leir, ahogy a t végigfut a [0, 1] intervallumon, a
Do, D1y - - - » Py, kontrollpontokhoz tartozé Bézier-girbe, melyet rovidség kedvéért B(t)-
vel jeloliink. A kontrollpontok altal meghatarozott sokszoget kontrollpoligonnak, az

n szamot a gorbe rangjanak nevezzik.

Erdemes a 2.2.2 4bréan megtekinteni, mit is jelent geometriailag ez a definicié.
Vildgosan lathatd, hogy a kontrollpoligon oldalainak ¢/(1 — ¢) ardnyt felosztdsdval
egy eggyel kisebb oldalszdmu poligont kapunk, melynek oldalait ugyancsak ¢/(1 —t)
aranyban osztjuk, tovabb csokkentve az oldalak szamat. Végiil az n-edik 1épésben
mar csak egyetlen pontot kapunk, ami a Bézier-gorbe ¢ paraméterhez tartozo pontja.

2.2.2. Abra. A Bézier-gorbe el8sllitdsa a de Casteljau-eljards segitségével,
amikor ¢t = 1/3. p! az i-edik de Casteljau-pont a j-edik 16pés-
ben.

2.2.2. Definicié. A Bézier-gorbe ilyen elGallitasat de Casteljau-eljirisnak, a pg
pontokat pedig de Casteljau-pontoknak nevezzik.

2.2.3. Definicié. A kontrollpontokat, illetve a kontrollpoligont gyakran Bézier-
pontoknak illetve Bézier-poligonnak nevezik.

Vilagos, hogy a Bézier-gérbe mindig dtmegy az els6 és az utolsé — p, és p,,
—, Bézier-pontokon.

Miel6tt ratérnénk a részletesebb vizsgalatokra, allapitsuk meg, hogy — bar
ez elég szubjektiv dolog — a kontrollpoligon szemléletesen hatdrozza meg a Bézier-
gorbét.
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_

2.2.3. Abra. Bézier-gérbék a kontrollpoligonjukkal.

Ezutan tgy tekintjiik, hogy a Bézier-gorbék teljesitik a fejezet bevezet&jében
felsorolt kovetelmények kozil a szemléletesség igényét (4).

2.2.1. Alaptulajdonsagok és polinomialitas

Ebben a részben a Bézier-gorbék alapvetd tulajdonsigait tekintjiik at, kiilonos
figyelemmel a fejezet bevezetdjében megfogalmazott szempontokra.

2.2.4. Tétel. A Bézier-gorbe
(1) egy egyenesre esd pontok esetén eqy szakasz (esetleg tibbszioris fedéssel!),
(2) hdrom pont esetén parabola,
(3) affin invaridns, azaz a Bézier-gorbe affin képe nem mds, mint a kontrollpoli-
gonja affin képéhez tartozo Bézier-gorbe, és
(4) mindig a kontrollpoligon konvex burkdban van.

Bizonyitas. Mindezen tulajdonsigokat kénnyen kiolvashatjuk a de Casteljau-eljaras
geometriai megfigyelésébdl:

1.) Mivel minden szakasz egy egyenesre esik, minden de Casteljau-pont is erre
az egyenesre fog esni, vagyis az utolsé is, amely a Bézier-gorbét futja végig.

2.) Ez a parabola 3-érint6 tételének nyilvanvald kovetkezménye.

3.) A Bézier-gorbe definicidjdban csakis affin invaridns elemeket (mint a sza-
kasz), és mennyiségeket (mint az ardny vagy osztéviszony), hasznéaltunk fel, ezért
az elGallitas minden 1épése felcserélheté barmely affin transzformécioval, ami éppen
az invarianciat jelenti.

4.) Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy minden de Casteljau-pont a kontroll-
poligon konvex burkdban van, ami az utolsé ilyen pont esetén éppen az allitast adja.
A p? pontokra ez nyilvan igaz, ezért tegyiik fel, hogy ugyanez igaz a pz -1 pontokra
is. Ekkor a definicié szerint a pg pont a p{ “lésa pﬁll pontok szakaszan van, tehat

maga is benne van a kontrollpoligon konvex burkaban, amint azt allitottuk. -
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Eszerint a Bézier-gorbék teljesitik kirott feltételeink koziil az invariancidra
és a meroleges vetiiletre vonatkozdkat, ami maris tobb, mint amit a Lagrange-
gorbék nyujtani tudtak. Nagyon fontos tulajdonsig a konvex burokban maradés
is, hiszen ez azt jelenti, hogy a gérbe nem ugralhat, és nem vethet hullamokat a
kontrollpontok moédositasa kézben, amiért konnyen programozhaté annak eldéntése,
hogy egy kirajzolandé goérbe pontjai a képernyore esnek vagy sem.

Ahhoz, hogy a kiszamithat6sag és a szdmitdsi igény szempontjabdl is meg tud-
juk vizsgdlni gorbéinket, a Bernstein-polinomok tulajdonsdgait (14sd a Fiiggelékben)
hasznéljuk.

Ko6ztudomast, hogy a fiiggvények koziil leggyorsabban a polinomok szdmitha-
tok ki, mégpedig az tgynevezett Horner-sémaéaval, vagyis az

ant™ + ap_1t" -+ agt + ag
= (- ((apt + ap—1)t + an—2)t+---+a1)t + ag

alakban, ezért nagyon fontos az aldbb definidlandé gorbeosztély.

2.2.5. Definicié. A polinomidlis gérbe olyan paraméteres gorbe, melynek minden
koordinatafiiggvénye polinom.

A fentiek szerint az ilyen gorbe pontjai igen gyorsan kiszamithatéak szamito-
géppel, ezért a kovetkezd tételiink a gyors kiszamithatosig nagyon fontos kévetel-
ményének teljesiilését is jelenti a Bézier-gorbékre.

2.2.6. Tétel. A p,,...,p, kontrollpontokkal generdlt Bézier-gorbe de Casteljau-
pontjaira

J
pl(t) =) P xBl(t)  (0<j<n),
k=0

a Bézier-gorbére pedig ebbdl kéovetkezdleg
n
B(t) =py(t) = Y puBE(D).
k=0

Bizonyitas. Természetesen a mésodik allitas az elsé nyilvanvald kévetkezménye,

c sz

adja vissza, tehat igaz.
Teljes indukcids bizonyitasunkhoz tegytik fel, hogy az allitds igaz j-re és minden

s sz

A sZAMITOGEPES ABRAZOLO GEOMETRIA ALAPJAI

Ver.: 2020:05:02:00:32:48 © Kurusa A. (1994-2020) — Szemd&k A. (1996-1999)


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

42 2. Gorbemodellezés

polinomok tulajdonségait,
T = (1= 0)pl(t) + tpl, 4 (1)
prL pz p’L+1

j j
= (1= Pk BL&) +t D pi1 kB
k=0 k=0
j , jt+l ,
= (1=t piaBLE) +tY Py Bl (1)
_ k=1

=p,(1 = )Bi(t) + Zp%”rk ((1 — 1) By(t) + tB]_ (¢ )) + tpi+j+1B;(t)
k=1
j+1 '
= piaBIT(1)

k=0

adddik, ami éppen a bizonyitandé indukcids allitas. -

Figyelembe véve, hogy a Bernstein-polinomok egységbontédst adnak a [0, 1]
intervallumon, ez a tétel kozvetleniil bizonyitja azt is, hogy a Bézier-gérbék minden
pontja a kontrollpoligon konvex burkdban van. Az is vildgos, hogy a Bézier-gorbe
rangja éppen a koordindta-polinomjainak a fokszama. Most 6sszefoglaljuk a tovabbi
kozvetlen kovetkezményeket.

2.2.7. Kovetkezmény.
(1) Két Bézz’er gorbe linedrz’s kombindciéja a megfelelé kontrollpontok linedris
(2) A kontrollpontok sorrendjet fordztottja’m cserélve, a Bézier-gorbe nem vdltozik.
(3) Ha a kontrollpontok egy egyenesen sorban azonos tdvolsdgra helyezkednek el,
akkor a Bézier-gorbe B(t) = py + t(p,, — Po)-

Bizonyitas. Az els6 allitas az el6z6 tétel fényében teljesen trividlis. A méasodik
allitas igazolasdhoz csak azt kell észrevenniink, hogy Bj(t) = Bl!_, (1 —t). Végiil
az utolso allitas igazolasdhoz figyeljiik meg, hogy két szomszédos kontrollpont kozti
tévolsag (p,, — Po)/n, ezért p; = py + L(p, — py), amiért

- j
po(t) = ijB"( ) =po+ (P, — Po Z E =po + (P, — POt -
=0 =0

Vizsgalataink sajnos nem adtak eleddig valaszt a legfontosabb felmeriil6 kérdés-
re, hogy vajon elég sokfélék-e a Bézier-gorbék ahhoz, hogy olyan gorbét rajzoljunk
vele, amilyet csak akarunk.
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2.2.8. Tétel. Ha P olyan, a [0,1] szakaszon értelmezett polinomidlis gorbe, mely-
nek legmagasabdb fokszdmi koordindtafiigguényének fokszama n, akkor egyértelmiien
létezik egy olyan py, ..., p, kontrollpoligon, hogy az abbdl generdlt Bézier-gorbére
P(t) = B(t) minden t € [0,1] esetén.

"

Bizonyitas. Az el6zd tétel formulaja alapjan a Bézier-gorbe i-edik koordinata-
fiiggvénye a 3" py. ; BJ(t) polinom, ahol py, ; jeldli a p,, kontrollpont -edik koordi-
natdjat. Az F.5.5. tétel szerint viszont tetsz6leges, a [0, 1] intervallumon értelmezett
P polinom egyértelmiien eléallithaté mint az n-ed rendti B]' Bernstein-polinomok
linearis kombinacidja, ami igazolja az allitast. -
Megel6z6 eredményiinkkel ebbdl azonnal adédik az alabbi fontos ismeret.

2.2.9. Kovetkezmény. Egy gorbe akkor és csak akkor polinomidlis, ha Bézier-féle.

Ez az allitds Weierstrass jol ismert tételével, mely szerint a polinomok zart
intervallumon minden folytonos fiiggvényt tetsz6legesen jol (egyenletesen!) megko-
zelithetnek, azt jelenti, hogy a Bézier-gorbék csaladja elegend6en b6 ahhoz, hogy
minden természetesen adodd gorbét le lehessen rajzolni vele, legalabbis jé kozelités-
ben.

Osszefoglalva eddigi ismereteinket, azt mondhatjuk, hogy a fejezet bevezets-
jében felvazolt hét tulajdonsagot — az utolséd ketto kivételével — a Bézier-gorbék
teljesitik. Sajnos e két utols6 hidnyz6 tulajdonsigot igen nehéz lenne megvaldsita-
ni a Bézier-gorbékkel. Miel6tt azonban ratérnénk a megoldéds lehetséges utjainak
vizsgalatara, a kovetkezo részben a Bézier-gérbék tovabbi, nem ennyire elemi tulaj-
donsagait vizsgaljuk meg.

2.2.2. Rangemelés, felosztas, derivalas és polarforma

Ebben a részben a Bézier-gérbéknek a tovabbfejlesztése vagy a gyakorlati hasznal-
hatésdga szempontjabdl fontos tulajdonsagait tekintjik &t.

Bézier-gorbe rangemelése. Legyen a B(t) Bézier-gorbe a py, py, - - -, P, kontrollpo-
ligonnal, a B(t) Bézier-gorbe pedig a pg, Py, - - -, P> Pny1 kontrollpoligonnal adott,
ahol

(1 S i S n)’ ﬁn-{-l = DPn-

Do =Py, D;=

7
— P 1+( +1)pz

+1

Ekkor a két Bézier-gorbe megegyezik, vagyis B(t) = B(t) minden t € [0,1] esetén.
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Bizonyitas.

n+1 . .

"+1 ¢ ) n+1
1-— ’

Z(n+1p11+( n—l—lp (

5=, 0 -3,
Rt

B
(i + (1- —) B - izf;piBm) )

A tétel fontossdginak érzékeltetéséhez csak ré kell nézni a Bézier-gorbe
Bernstein-polinomos eléallitasara, hiszen a Bernstein-polinomok sziikiilése azt mu-
tatja, hogy egy pont csekély megvéltoztatasa a gorbét csak annak kézelében modo-
sitja lényegesebben, mert ha ¢ tdvol van az i/n hdnyadostol, akkor a p,BI(t) igen
kicsi.

2.2.10. Definicié. Az itt megfogalmazott tulajdonsagot, hogy egy pont csekély
megvaltoztatasa a gorbét is csak annak kis kornyezetében valtoztatja meg, a Bézier-
gorbe lokalitdisanak nevezzik.

Eszerint, ha emeljik a Bézier-gorbe rangjat, akkor a lokalitasi tulajdonsagat
is fokozzuk, vagyis a kontrollpontok moédositasaval finomabban befolydsolhatjuk a
gorbe alakjat, ami ,szabadkézi rajz” esetén jelentOs segitség.

Mivel a Bézier-gorbe polinomiélis gérbe, minden darabja is polinomialis. Mivel
minden polinomidlis gorbe Bézier-gérbe, ha két részre vagunk egy Bézier-gorbét,
két Bézier-gorbét kell kapnunk. Nyilvanvaléan fontos kérdés ekkor, hogy vajon mi
lesz a két keletkez6 Bézier-gorbe kontrollpoligonja.

Bézier-gorbe felosztasa. Legyen adott a B(t) Bézier-girbe a py,...,p, kontroll-
pontok dltal, és legyen to € (0,1). Ekkor ez a to paraméterérték a B~ (t) = B(ttg) és
a BT (t) = B(to +t(1 —ty)) Bézier-gorbékre bontja az eredeti Bézier-gorbét, melyek
kontrollpontjai a de Casteljau-féle pontokkal kifejezve a B~ Bézier-girbe esetében

Py = Po(to) = pos PT =po(to)s- - Py =Py (to), P = Py (to) = Blto),
a B Bézier-girbe esetében pedig
P =P (to) = Py, Pi_y = Poi(to),- -, =i (to), P3 =P (to) = Bllo)-

Bizonyitas. Elegendé az elsé allitdst bizonyitanunk, mivel abbdl a mésodik a
de Casteljau-pontokra adott formuldnk és a Bernstein-polinom szimmetria tulaj-
donsdga — B!"(t) = BI'_,(1 — t) — miatt azonnal adddik.
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A de Casteljau-pontoknak a Bernstein-polinomos kifejezését, valamint a

Bernstein-polinomok egy Fiiggelékbeli tulajdonsigat hasznalva

Zpé(to) ZZpkBk to)B ZkaBk to)B
i=0 =0 k=0
n

Py By (tto) = B(tto)
k=0

adddik, ami igazolja allitasunkat.

2.2.11. Definicid. A fenti tételben a tg pontot osztépontnak, a kialakuld két Bézier-
gbrbét osztott gorbéknek, és a két hozzajuk rendelt kontrollpoligont osztott kontroll-

poligonoknak nevezziik.

A tovdbbiakban egy kicsit méds szempontbdl vizsgdljuk meg a Bézier-gorbéket.
Ezek a vizsgalatok a kovetkezd szakaszban valnak majd igazan fontossa, amikor

megvizsgaljuk, hogyan lehet folytatni egy Bézier-gorbét.
2.2.12. Definicié. A p,...,p,, kontrollpontok r-differencidi a
Apy=p;,  ATpi=ATTp, — AT p,
rekurziéval definidlt A"p, vektorok.
Teljes indukciéval kénnyen bizonyithatéak az alabbiak:

2.2.13. Tétel.

T T 4 T - r r—j
N I S [T
=0

2.2.14. Tétel A Bézier-gorbe r-edik derivdltja is Bézier-gorbe, melynek kontroll-

pontjai az A"p, pontok, vagyis

(n— r)'

dTB — T n—r
dﬂ@zr—jZAmB (t).

BW(t) =
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Bizonyitas. Elég az éllitast az r = 1 esetére bizonyitani, mivel a magasabb r érté-
kekre is csak az egyszeres derivalast kellene ismételgetniink. Ezt az alabbi egyszerti

B =Y )

=0

= np, B, i ( +ZPZ (B (1) — By (1) — npo By~ (1)

n—1

= Z nApiBffl(t).
i=0
szamolassal tehetjik meg, felhasznalva a Bernstein-polinom derivaltjara ismert ki-

fejezést. ]

Két rendkiviil fontos specidlis eset, amikor ¢ = 0, illetve ¢t = 1.

2.2.15. Kovetkezmény. A Bézier-giorbe végpontjaiban vett derivaltak — igy az érin-
td is — csak a végpontokhoz sorszamban kézeli kontrollpontoktol fliggenek. Ponto-
sabban

d"B n! d"B n!

B(T')(O) = arr (0) = WA Do és B(T)(l) = W(l) = WA y L

2.2.16. Tétel. A Bézier-gorbe r-edik derivdltjanak kontrollpontjai a de Casteljau-
pontokkal kifejezve

[s dTB Tl' T, N—r1r
BO(t) = —=(t) = AT (1)

Bizonyitas. Azt kellene igazolnunk, hogy

=Y AP BT(1)
i=0

Helyettesitsitk be ide a mér emlitett A"p; = 37 (7)(=1)"/p,; azonossigot!
Ekkor a jobb oldal a

n—

T T
> () mmo
=0 5=0
alakot veszi fel, melyben megcserélve a szummak sorrendjét, a de Casteljau-pontok

Bernstein-polinomos alakjat ismerhetjiik fel. -
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Tudjuk, hogy minden Bézier-gérbe polinomialis, ezért a Béziér-gorbéknek van
polérforméja. (A polarformékrdl tomor osszefoglald talalhaté a Fiiggelékben!)

2.2.17. Lemma. Ha a b szimmetrikus n-affin leképezésre p, = b(0,...,0,0,0),
p; =b(0,...,0,0,1), p, =b(0,...,0,1,1), ..., p,, =b(1,...,1,1,1) az n-rendi B
Bézier-gorbe kontrollpontjai, akkor B(t) = b(t,...,t).

Bizonyitas. Az affinitds miatt b(...,¢,...) = tb(...,1,...) + (1 — t)b(...,0,...),
hiszen t = 1¢+0(1—t). Igy a t paraméter esetén az elsé 1épésben adédé de Casteljau-
pontok rendre b(0,...,0,¢), b(0,...,0,1,t), b(0,...,0,1,1,¢), ..., b(1,...,1,¢). A
k-dik 1épésben k darab t all a valtozdk helyén, és az utols6 1épésben a t paraméter
all minden valtozé helyén, vagyis b(t, ..., t) maga a gorbe, ahogy allitottuk.

]
b(0,0,1)
b(1,11)=B(1)
2.2.4. Abra. A de Casteljau-pontok poldrformds paraméterezése.
Bézier-gorbe polarformaja. Legyenek py,...,p,, az n-rendli B Bézier-gorbe kont-

rollpontjai, és legyen b; = EZZO(—l)i_k(;)pk. Ekkor a B(t) = b(t,...,t) Bézier-
gorbe poldarformdja

b(tr,. .. t) :Zbi( 3 Htk)

Bizonyitas. A bizonyitashoz elegend6 az el6z6 lemmank feltételét ellendrizni. Ezt
igazolja a
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J

-3 () (e () - (5 () ()

SO Ena e

levezetés és az, hogy b valoban szimmetrikus és n-affin leképezés. -

A polarforma alapjan kénnyti kezelni a Bézier-gérbe néhény, ebben a fejezetben
mar targyalt tulajdonsagat.

A rangemelés vizsgélatdhoz legyen b(t1, . .., t,) a B Bézier-gorbe polarforméja.
A
b(ta, tg, .. tng1) +b(t1,ts, o tng1) + -+ b(t1, ... tn)

n+1

fliggvény — mely Lgy all el6, hogy a b figgvény n valtozdjaba a t1,...,tn, tht1
valtozok koziil n-et frunk be minden lehetséges médon, majd ezek 6sszegét elosztjuk
(n+1)-gyel — nyilvan (n+ 1)-affin és szimmetrikus. Ha G(t) = ¢(t, ... ,t) a g diago-
nélisa, akkor a konstrukcié miatt persze megegyezik a B(t) = b(t,...,t) = g(t,...,t)
Bézier-gorbével, de fokszama eggyel magasabb. A G gorbe k-adik kontrollpontja

g(tla R ,tn’tn+1) =

n+l—=k k ,_n/_kH,_/kH ,n_/-Hi,_k/_;
———— (n+1-kW(0,. .01, 1) +kb0,...,0,T,....1)
9(0,...01,... ) = - 7

hiszen k — 1 darab 1l-et tartalmazé tag k médon, n — k darab 0-at tartalmazo tag
pedig n+1—k médon kaphaté. A rangemeléskor kapott gorbe k-dik kontrollpontjara

tehét
n+1—k n k
n+1 P n+1pk71

b =

c sz

blzonyltam a kovetkezot,.

2.2.18. Lemma. Egy Bézier-gorbe rangjat néovelve, a kontrollpoligon-sorozat egyen-
letesen tart a Bézier-gorbéhez. Pontosabban, ha pz(-k jeléli a k-adik rangemelés utdn
kapott kontrollpoligon i-edik pontjat, akkor pffk)] — B(t) minden t € [0,1] esetén.

Bizonyitas. Jelolje b, a B Bézier-gorbe polarformajat a k-adik rangemelés utan.
Ekkor bo(tl, . 7tn) = b(tl, e 7tn), és

n+k
be(ty, - tn,tngts s tngk) = —|—k: Zbk 1(t1, -t tak)s

ahol t1,.%. t,.k azt jelenti, hogy az i-edik elem hidnyzik a sorbdl.
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Lépésenként kifejtve az el6bbi rekurzidt, azt latjuk, hogy

n+k
bi(ty, .. tnik) = o k Z br—1(t1, A s tnak)
i1=1

n+k n+k

ji: br_a(t1,. %2t k)

11?512

1 1
n+ki=1n+k—1

bk(tl, PPN ,tn_;’_k) ==

| n+k
n'

= m Z bo(tl,él.’l'l’:i’?7 n+k)-
i, ip=1

(mAL=>im #ip)

Ebbdl az indexek sorrend szerinti megkiilonboztetésének elhagyasa a

nlk!
br(t1,...,t = — b(ty,. Tt
k:( 1, 5 n+k:) (n+k)' IC{IZnJrk} ( 1, 3 n+k)
I =k

ntk—[tk]  [tk]

(k) —N— — . nlk!
[tk]_bk(o"“’o’l""’l)_mz Z

nlk! -
:mZb(O,...,O,l,...,l) > 1

j=0 v ! TC{1,...,n+k}, |I|=k, _
n—j J |Zn{n+k—[tk]+1,..., n+k}|=[tk]—j
n n tk: ntk—tk
- S oy () (M) >, M
(TL + k)' ot ) la ) . ) j — + )
n—j J

([t{c])(n+k [tk])
adodik, igy elég bizonyitani, hogy a W egylitthat6 hatdrértéke B} (t) =
k
()#7(1 — )"/, amikor k — oo. Minthogy k — oo esetén [tk]/k — t, a

OO k- R
(") ([tk] = ) G+ k — [tk])! (n + k).
([t =g+ 1) [th] G 1t (k= [tK]) - (0 (k — [tR]))
(k+1)-(k+j) k+j+1)-(k+n)
— (1 —t)"

levezetés igazolja az allitast.
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Ennek a lemmaénak fontos geometriai kévetkezménye van.

2.2.19. Tétel. Egy hipersik a Bézier-gorbét legfeljebb annyi pontban metszi, mint
annak kontrollpoligonjdt.

Bizonyitas. Csak azt kell észrevenniink, hogy rangemeléskor a kontrollpoligon hi-
persikkal val6 metszeteinek szadma nem ndéhet, és ugyanakkor a rangot novelve a

kontrollpoligon-sorozat a Bézier-gérbéhez simul. -

A Bézier-gorbe felosztasandl is hasznosnak bizonyul a polarforma.

2.2.20. Tétel. Hab(ty,...,t,) a B Bézier-girbe poldrformdja, akkor az [r,s] C [0, 1]
részintervallumhoz tartozo G osztott Bézier-gorbe kontrollpontjai

b(r,...,ryr), b(ry...,ry8), b(r,...,7,8,8), ..., b(s,...,s,8).

Bizonyitas. Tartozzon a G részgorbéhez a g(us,...,u,) polarforma. Ha t; = (s —
r)u; + r, akkor persze g(uq,...,un) = b(t1,...,t,), és ugyanakkor

g(0,...,0,0), ¢(0,...,0,1), ¢(0,...,0,1,1), ..., g(1,...,1,1)
a részgorbe kontrollpoligonja. Egyszerii behelyettesités igazolja allitasunkat.

Eszerint

G(t) = iBﬁ(Z_:)b(m,’s,.-.7s‘)

az osztott gorbe. Felhasznalva az r = 0(1 —r) + 1r és s = 0(1 — s) + 1s affin
elééallitasokat, G' kontrollpontjaira azt kapjuk, hogy

n—i % n—i n—i—k k i
- .
D; =0b(r,...,15, 78):21)(0, .0,1,...,1,5,.. H’S)(nkgrk(l ik
k=0
n—i 1 n—i—k k i—0 ¢
=3 YO O T T () B )
k=0 £=0
N
=Y P> B (B (s),
Jj=0 k=0

——
ahol p; = b(0,...,0,1,...,1) a B Bézier-gérbe kontrollpontja.
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2.2.21. Tétel. Ha egy osztépontsorozat a [0,1] intervallumon sird, akkor a hozzd
tartozo osztott kontrollpoligonok sorozata az eredeti Bézier-gorbéhez tart.

Bizonyitas. ElSbbi tételiink értelmében elég belatnunk, hogy a b(r,...,r,s,...,s)
~~ v
n—u 3

kontrollpontok és a Bézier-gorbe b(%, e W) pontja egymashoz tart,

amennyiben |s —r| — 0.
Felhasznalva a Flggelékben a Polarformak szakaszban bizonyitott elsé lemma
utdni megjegyzést a

’b(r, T8y, 8) — b<(n*i7)br+is’ . (nfz;)lrﬂ's)‘
—

= ’b(l,r, ce T8y, 8) — b((), (n—i)rdis (”ﬂ‘)THS) ’_—Z(s —r)
N—— —— " " n
n—i—1 i
= ‘b(17r7...77’,s,...7s71) —b(0, ("_iflr+is,...7 ("_izr+is70>‘_—zn_l(s—r)2
—— — n-n
n—i—-1  i-1

(L, 1) — b0, o) E R g

nn

levezetésben, az eredmény igazolja allitasunkat. -

A Bézier-gorbék derivalasdban a polarforma alkalmazasa a kovetkezore vezet.
Legyen B egy n-fokt Bézier-gérbe, melynek b a polarformaja. Ekkor

b(r,t,...,t) —b(s,t,...,1t
’I’L(n’ 7) (877 7)

r—s

B'(t) =
tetszoleges r # s szamokra (lasd a Filiggelékben). A tobbszoros derivaltak esetén az

egyszeres derivalas szabdlyait kell tobbszor alkalmaznunk.

2.2.22. Tétel. Legyen B egy n-foki Bézier-girbe, melynek b a poldrformdja. Ekkor
k—i i

k
B(k)(t) = (nn'k)‘(rls)kz (];)(—1)%(7“,...,r,s,...,s,t,...,t)
i=0

tetszéleges r # s valds és 1 < k egész szamokra.

Az r helyébe 1-t és az s helyébe 0-t helyettesitve, aztan a ¢ helyébe 0-t vagy 1-et
irva, azonnal adodik a Bézier-gérbék derivaltja a végpontokban a kontrollpontokbdl
kifejezve.
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2.2.3. Példak és feladatok

2.2.23. Probléma. Hatirozzuk meg a paraméter szerint stulyozott Bézier-gorbe
silypontjat!

Megoldas. A Bézier-gorbe silypontja

1 n 1 n
1
s= B(t)dt = E pi/ BI'(t)dt = E p,——.
/0 =0 0 = n—+1

Ez egybeesik a kontrollpoligon stilypontjaval. -

2.2.24. Feladat. Igaz-e, hogy ha a sikon a kontrollpoligon szimmetrikus egy adott
egyenesre, akkor a Bézier-gorbe is az?

2.2.25. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.2.18 lemma eredményét a polarformakat mel-
16zve, kozvetleniil a rekurziobol!

2.2.26. Probléma. Adjuk meg azt az M métrixot, melyre a
£0
"
B(t) = (pgy---,Pn) X M X
o
formalis szorzas igaz!

Megoldas. Az F.5.5 tétel és a Bézier-polinomok felbontasa alapjan az M maéatrix
k-adik soranak j-edik eleme

M = JEGIIEDTE hag =k,
7 o, cayébként.

2.2.27. Probléma. Egy n-ed rendli Bézier-gorbének adott n darab nem szélsé pontja
a hozzatartoz6 paraméterekkel egyiitt. Hatarozzuk meg a goérbe kontrollpoligonjat!

Megoldas. Legyenek az adott pontok B(t;), ahol ¢ = 0,...,n. A fentiek szerint
ekkor igaz a

) ...t
tyotL
(B(to),- -+ B(tn) = (Pos -+ pa) X M x|, ,
to th

formélis szorzés.
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Az M matrix alulrdl trianguldris, a féatléban a nem nulla (Z) elemekkel, tehat
invertalhato. A jobb szélsé méatrix Vandermonde tipusi, melynek determinénsa
(lisd a Fiiggelékben) [ o<, <, (t; —t:) # 0, tehdt ez a métrix is invertdlhato.

A kért eredmény ezért

17 7}

tyoth .
(p0a7pn):(B(t0)aaB(tn))x : .. : X M~ n

ty ... tn

2.3. Osszetett Bézier-gorbék

Az ebben a szakaszban vizsgdland6 gorbéket a Bézier-gorbék néhany hidnyossaga
miatt kezdték tanulményozni. Ilyen ,hidnyossig” a fejezet bevezetdjében emlitett
(6) tulajdonség. Itt arrdl van szd, hogy ha elére adottak bizonyos pontok, és azokon
keresztiil kellene egy gorbét fektetni, akkor ez a Bézier-gorbékkel csak nehezen
oldhaté meg. Ez a nehézség, ahogy azt barki konnyen lathatja, éppen a Bézier-
gbrbék konstrukcidja miatt all fenn.

A Bézier-gorbék masik, bar elsé pillanatban kevésbé fontosnak t{iné hidnyos-
saga az, hogy egy valoban bonyolult gérbe megrajzolasa olyan sok kontrollpontot
igényelhet, hogy az ember elveszitheti felettiik az atlatdsat. Mindez annak elle-
nére igy van, hogy a Bézier-gérbe is rendelkezik, ahogy azt az el6z6 szakaszban
mar targyaltuk, bizonyos lokalitasi tulajdonsaggal, de a kontrollpontok szamanak
novelésével a gorbe fokszama is névekszik.

Osszefoglalva, tehat, olyan gorbékre lenne sziikség, melyeket konnyen illeszt-
hetiink elére adott pontokra, és ugyanakkor jéval erésebb lokalitasi tulajdonsaggal
rendelkeznek, mint a Bézier-gorbék. Ebben a szakaszban e probléma egyik lehetséges
megoldasaval foglalkozunk.

Az Osszetett Bézier-gorbéket az angol nyelvi megfelelje alapjan szokas
,spline”-nak is nevezni. Mivel ez a kifejezés most mar teljesen meghonosodott a
magyarban is, néha egyszerii fonetikus atirasat — szpldjn — fogjuk hasznalni.

2.3.1. Definicié. Az U = [ug, u,] zért intervallumon paraméterezett S gorbe dssze-
tett Bézier-gorbe, ha létezik az U intervallumnak olyan ug < uy < -+ < Up_1 < Uy
felbontésa, hogy S minden U; = [u;, u;11] intervallumon Bézier-gorbe, az S;(t) =
S(t(uit1 — w;) + u;) paraméterezéssel. Az u; értékeket toréspontoknak nevezziik.
Az S; gorbét i-dik Bézier-gorbének, az S(u;) = S;(0) = S;_1(1) pontokat pedig

csomopontoknak nevezziik.
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A definiciobdl latszik, hogy az Gsszetett Bézier-gorbe tulajdonképpen nem mas,
mint Bézier-gérbék egymasutanja, mégis ez az egyszerii bévités meglepoen sokat
hasznal.

Mindenekeltt nyilvanvald, hogy az S Gsszetett Bézier-gorbe atmegy az S(u;)
csomépontokon, melyek lehetnek elére rogzitett pontok is, és mivel két ilyen pont
kozott egy-egy Bézier-gorbe van, a Bézier-gérbék majdnem minden jé tulajdonsiga
is megmarad.

Ugyanakkor egy nagyon is fontos, hallgatélagosan természetesnek vett tulaj-
donsagot elsd ranézésre elveszteni latszik az osszetett Bézier-gorbe. Ez a tulajdonsag
a simaség, hiszen az S gorbe az S(u;) pontokban nem feltétleniil differencialhato,
ami szemléletesen azt jelenti, hogy ott esetleg torése van. Ebben a szakaszban éppen
ezt a csorbat igyeksziink majd a lehet6ségek szerint kikdszoriilni.

Az alkalmazasok soran egy gorbe simasagat igen kiillonb6z6 médon itélik meg.
Amennyiben csak a vizualis megitélés a kérdéses, akkor a gorbe simasaga nem igazan
szigoru feltétel.

2.3.2. Definici6. Egy Osszetett Bézier-gorbét vizudlisan folytonosnak neveziink, ha
a csomoépontokban a bal és jobb oldali érinté irdnya megegyezik.

Ennél sokkal erdteljesebb igények lépnek fel a mérnoki gyakorlatban, ahol
altalaban kétszeres folytonos differencidlhatésagot kovetelnek meg.

2.3.1. Kvadratikus és kobos osszetett Bézier-gorbék

Az el6z6 szakaszban megmutattuk, hogy a Bézier-gorbe végpontjaban az érinté és
a tobbi derivalt is csak néhany, a szélsé kontrollponthoz sorszamban kozeli kont-
rollponttdl fligg. Ez lehetOséget ad két Bézier-gorbe tetszdlegesen sima csatlakozta-
tasdsra, igen egyszeriien. Ezt fogjuk kihasznalni a most kovetkezékben.

2.3.3. Definicié. Egy szplajnt kvadratikus, illetve kobds dsszetett Bézier-gorbének
neveziink, ha minden Bézier-gérbéje masod-, illetve harmadrendii. Ezen Bézier-
gbrbék nem szélsé kontrollpontjait kdztes pontoknak nevezziik.

A mai gyakorlatban éppen a kvadratikus és kobos szpldjnok a legnépszertibbek,
nem utolsésorban egyszertiségiik folytan.

2.3.4. Tétel. A sikon tetszblegesen adott py,...,p, pontokhoz, to,t, vektorokhoz
ésug < up < - < Up_q < Uy toTéspontokhoz kivételes esetektdl eltekintve pontosan
eqy olyan folytonosan differencidalhato S kvadratikus dsszetett Bézier-gorbe létezik,
melyre S(u;) = p;, ahol i € {0,1,...,n}, 8" (uo) || to és S (un) || tn-
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Bizonyitas. Mivel a csomoépontok adottak, és két pont kozott az S; Bézier-gorbe
masodrendt, az S; Bézier-gérbének a p, és p,,, végpontjain kiviil még pontosan
egy q; kontrollpontja van. Ezeket a g, koztes pontokat kell tehat gy megvilaszta-
nunk, hogy az S gérbe minden pontjaban folytonosan differencidlhat6 legyen, és a
végpontjaiban az érint6 irdnya tq és t,, legyen.

Két csomdpont kozott Bézier-gorbe van, tehéat ott biztosan sima a gorbe, ezért
a differencialhatosagi feltételt elég a csomdépontoknal felirnunk:

t() || S/0(0+), S/Z(l—) = S/i+1(0+)7 ha 1 S Z S n — 1, éS Slnfl(l—) H tn

A Bézier-gorbe derivaltjainak az el6z6 szakaszban megadott kifejezése és az S;
gbrbék definicidja miatt ez azt jelenti, hogy
4o —Po Pi—4i—1 q; —Pi |

. p
Aty = , = ,oha 1<i<n-—1, Do nmlo g
U —Up Ui — Ui—1 Ui+1 — Us Up — Un—1

valamely A, u valos szamokra. Ebbol 1 < ¢ < n — 1 esetén

Piy1 —4; :Pi+1—pi+Pi—Qi _Pit1 P P —4q;

Jr
Uil — Uj Uiyl — Uy Uip1 — Ui Uiyl — Ug
_Pit17Pi  Pi— 941
Uipl — Ui Ug — U1
miatt
pz‘-s-l*qi:pi+1*17i_1’¢*qi—17 l<i<n—1
Uipl — Ui Uil — Uy Uy — U]
kovetkezik. Ezt valtakozé eldjellel sszeadva:
n—1 n—1 n—1
Z(_l)ipi-H — 4 _ Z(_l)ipi-H - b Z(_l)ipi — 4,1
i1 Uir1 — Us = Ui41 — U — Uj — Ui
atalakitva
n—1 n—2 n—1
Z(_l)ipiJrl —4q; (_1)¢pi+1 —4q; Z 1) iPit1 — Pi Pz
i=1 R Yitr =% o Wit1 =

A bal oldalon a tagok jorésze kiejti egymast, igy

n—1
(71)n71pn —dqy,_1 . P1—qp _ Z( 1)1pz+1 p;
Up — Up—1 U1 — Ug Ui41 — ul

i=1

Felhasznalva, hogy
P1 =49 _ P1—Po +p0_QO

U1 — Ug U1 — Ug ul—uo’
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kapjuk a
n—1
Py — 4,1 _ Z(il)jpnfj 7pn*j*1 + (71)71 dy — Po
Up — Un—1 =0 Up—j — Up—j—1 Uy — Ug
pty, Ato

egyenletet. Behelyettesitve ide a megfelel$ helyre a Aty és ut,, vektorokat, azonnal
adodik a A és a p értéke, amibol aztan q, és a tébbi qq, . .., q,_; koztes pont. Ezzel

az allitast igazoltuk. .

2.3.5. Megjegyzés. A tétel szovegében jelzett kivételes esetek a legutolsé egyenlet

miatt lehetségesek, mert ennek nem mindig van megoldésa. (Lasd a 2.3.13. felada-
tot!)

Ez a tételiink teljesen kielégité alapot ad a sikon adott pontokon keresztiil
vizualisan sima gorbék rajzolasahoz, hiszen az eredmény vizualisan folytonos gorbe.
Sét arra is lehet6séget ad, hogy folytonosan differencidlhaté gorbével kossiink 6ssze
két elére adott gorbét.

A mérnoki gyakorlatban azonban mindez kevésnek bizonyul, ezért a kovetkezé
tétel eredményét szoktak felhasznalni, mely mar nem szoritkozik a sikra, és masod-
rendii differenciadlhatésagot biztosit. Sajnos ez az allitds — mint majd latni fogjuk

— ujabb problémakat vet fel.

2.3.6. Tétel. Tetszdlegesen adott py, ..., P, pontokhoz, to, t, vektorokhoz és uy <
Uy < -0 < Up_1 < Up csSomopontokhoz minden 0 < i < n — 2 esetén pontosan
egy olyan S kdbds dsszetett Bézier-gorbe létezik, amely kétszer folytonosan diffe-
rencidlhaté, és amelyre S(u;) = p; (i € {0,1,...,n}), valamint S'(ug) = to és
S’ (up) = t,.

Bizonyitas. Legyen a keresett S Osszetett Bézier-gorbe i-dik kobos Bézier-gorbéje
S, melynek kontrollpoligonja {p;, q; ,q;", p; 11}~ Ezen Bézier-gorbék végpontjaiban
mindkét oldali els6é és a méasodik derivélt is egybe kell essen. Az elsé derivaltak
egybeesnek, ha

- _ _ gt T _p. —qF
tO:3q0 pO, p; qi—1 — q; p; , 3pn dn—1 :tn (1 SZS’I’L—l),
Ui — Uo Ui — Uj—1 Uip1 — Uj Up — Un—1

a masodikak pedig akkor egyenldek, ha

+ _ 997 . . —92q+ -
qz 2qz +§)7, — pz qul + qufl (1 S Z S n— 1)
(Uit1 — ;) (wit1 — u;)
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Vezessiik be a A; = u;41 — u; jelolést, és rendezziik a fenti egyenleteket gy, hogy
a keresett q;r és q; pontokra kapjunk egyenletrendszert. A széls6 esetekben a
Po + to% =q, ésp,—t, A’é’l = qu_l egyenletek adédnak, amelyekbdl q; és
q:{_l egyértelmilen adodik. A koztes pontok esetében a q;r és q; pontokra val6
rendezés a (2n — 2) x (2n — 2)-es, linedris

pi(Ai+ A1) =q A +aq; Ay

B _ 1<i<n-1)
pi(Az2 - A?fl) = Q;FA?A —2q; qu + 2q@‘+—1A? - Qi—lA?

egyenletrendszerre vezet. Vezessiik be az alabbi négy vektort az egyszeriibb szamoldas
kedvéért.

q+ = (qga . 7qn—2)7
g =(q1, - q,_1),
er = (pl(Al + A0)7 e apn—l(An—l + An—Q));

A
pi(A] + A7) + At =2,

hs\
Il
7~

apz(Af +A7?71)7"‘7

JAVIS
P 1 (A=A ) - AL, (Pn —tn 3 ! )) .

Megjegyezziik, hogy ezen vektorokat formélisan értjiik, hiszen az elemeik nem szé-
mok, hanem maguk is vektorok (pontok). Ezen vektorokkal egyenletrendszeriink az

G)=(e »)@) 2

alakot olti, ahol az (n — 1) x (n — 1)-es A, B, C' és D maétrixok elemeire

igen egyszeri

A . am- = 51'7in, B . bi,j = 5¢7in_1,

Cociyj =207 +6,5107 1, D diy =26 ;A7 | — 6147

(Itt a d; ; Kronecker-delta pontosan akkor 1, ha ¢ = j, és minden maés esetben 0.)

Mivel az A és B méatrix is diagonalis, és ezért szorzaskor felcserélheték barmely mas

matrixszal, az F.7.1 tétel miatt det (4 B) = det(AD— BC)), igy az invertalhatdsdgot

eldontendé, csak ez utébbi (n—1) x (n— 1)-es matrix invertalhatdsdgat kell igazolni.
Legyen F = BC — AD. Ekkor az E matrix elemeire

E: €i,j = 5i,j+1A?Ai71 + 25i,in71Ai(Ai71 + Az) + 6i’j,1A?71A7;.
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Vil4dgos, hogy az E matrix minden eleme pozitiv, rdadasul

€ii =20, _10;(Ai_1 + Ay)
> AN 1+ A7 Ai=eiiateiipi=eint et gt it

minden lehetséges i-re. Ez azt is jelenti, hogy az E' métrix diagonélisan dominéns, igy
a diagondlisan domindns matrixok tétele (14sd a Fiiggelékben) szerint invertdlhato.
Tehdt (4 B) invertdlhat6, amiért (x) egyértelmiien adja q;*L pontokat, ami

teljessé teszi tételiink bizonyitdsat. -

Ko6bos Osszetett Bézier-gorbével mas modon is approximéalhatunk egy gorbét,
ami lényegesen egyszerlibb, igaz csak egyszeres derivalhatosagot ad. Mindazondltal
egyszerlisége és tobbnyire kielégité eredményessége alapjan ez a mddszer ma a
legnépszeriibb.

2.3.1. Abra. Egy kébos Gsszetett C' Bézier-gorbe.

2.3.7. Tétel. Tetszdlegesen adott py, .. .,p, pontokhoz, uy < --- < wuy, téréspon-
tokhoz és tg, ..., t, vektorokhoz pontosan eqy olyan S kidbds dsszetett Bézier-gorbe
létezik, amely folytonosan differencidlhatd, és amelyre S(u;) = p; és S'(u;) = t;,
aholi € {0,1,...,n}.

Bizonyitas. Legyen a keresett S Osszetett Bézier-gorbe i-edik kobos Bézier-gorbéje
S, melynek kontrollpoligonja {p,, q; , q:r,pi 41}~ Ezen Bézier-gorbék végpontjaiban
az els6 derivalt egybe kell essen a megfelel6 t; vektorral. Ez akkor teljesiil, ha

L —qgF
b=t Py g

Ui4+1 — Uqg Ui41 — Uy

1<i1<n—1.

Nem 1évén t6bb feltételiink, a keresett koztes pontokat ezekbdl kifejezve kapjuk. -

Végiil egy gyakorlati szempontbél érdektelen, de matematikailag és torténetileg
mégis érdekes eredményt mutatunk be.

Ahogy mar az elészoban is olvashato, a kozépkorban a hajék viztord orrat egy
kis ruganyos faléc, a ,spline”, segitségével szerkesztették meg. Ezzel tehat olyan
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gbrbét rajzoltak, amely atmegy az adott pontokon, és fesziiltségi energidja a faléc
ellenallasa folytan minimalis volt. Matematikailag ez a fesziilési energia a vonal
gorbiilete négyzetének integralja. Kozel ivhossz szerinti paraméterezés esetén a
gorbiilet nagyjabdl éppen a gérbe méasodik derivaltja, amelynek integraljarol szél
az alabbi allitas.

2.3.8. Tétel. Legyenek adottak a pg,...,p, pontok és az ug < --- < u, cso-
mopontok. Legyen tovabbd G olyan kétszer folytonosan derivdlhato gorbe, melyre
G(u;) = p;. Ha S olyan kétszer folytonosan derivdlhaté kobos dsszetett Bézier-gorbe,
melyre S(u;) = p;, G'(ug) = S'(ug) és G'(uy,) = S'(uy,), akkor

Un Un
/ |G (u)|*du 2/ |S” (u)|>du.
u uo
Bizonyitas. Mivel egy vektor abszolut értékének a négyzete a koordinatdinak négy-
zetosszege, elég, ha minden egyes koordinatafliggvényre kiilon-kiilon bizonyitjuk az
allitast.

Legyen g és s a G és az S gorbék egy-egy megfelel¢ koordinatafiiggvénye.
Ekkor a g(u) = s(u) + (g(u) — s(u)) kifejezést haszndlva, az

/ (o) (" (w)Pdu =2 [

Uo

Un Un

(@)l ()~ (u)duct [ (9" ()= ()
uo
azonossaghoz jutunk. Parcialis integralassal adodik, hogy

/ " ) (g () — 5 (w))du = — / 6O (w) (g () — o (),

0 0

mert [s”(u)(g'(u) — s'(u))]u = 0 a feltétel szerint. De s® (u) minden [u;, uit1]
intervallumon konstans, igy a jobb oldalt kiintegralva azt kapjuk, hogy

/ " s"(u)(g" (u) — 8" (u))du = — X_: s (uig1)[g(u) — s(u)]i,
uo i=0

ami viszont nulla, mert g(u;) = s(u;), hiszen mindkett6 a p; megfelel6 koordindtéja.
Eszerint

[ = 6 wpa= [ - ") du >0,

0 Uo

ami bizonyitja a tételt.
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2.3.2. Feladatok

2.3.9. Feladat. Alljanak az S Osszetett Bézier-gorbe S; Bézier-gorbéinek kont-
rollpoligonjai a {p; ;}7, pontokbdl. Bizonyitsuk be, hogy S akkor és csak akkor
vizualisan folytonos, ha p; ,,. —P; .1 || Piv11 — Pit1.0!

2.3.10. Feladat. Igazoljuk, hogy egy vizudlisan folytonos Osszetett Bézier-gorbe
gy is paraméterezhetd, hogy folytonosan differencidlhaté legyen!

2.3.11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy (a 2.3.9. feladat jeloléseit hasznalva) az S
Osszetett Bézier-gorbe akkor és csak akkor C”, ha minden j = 0,1,...,r esetén

J ip. )
A DPini—5 A Pitiniq1—j

(u; —ui—1)? (Wig1 — ;)7

2.3.12. Feladat. Keressiik meg azt a kvadratikus Bézier-gorbét, amely vizudlisan
folytonos médon koti 6ssze az x = 0, y > 1 és az y = 0, x > 1 félegyeneseket!
Tegytiik ezt meg akkor is, ha a gorbének 4t kell mennie a (0,0) ponton!

2.3.13. Feladat. Milyen feltételeket kell tg-nak és t1-nek teljesitenie a 2.3.4. tételben,
hogy az allitas valéban teljestiljon?

2.4. B-szplajngorbék

Egy k-ad rendii B-szplajngdrbe olyan 6sszetett Bézier-gorbe, mely k-fokd polino-
midlis gérbedarabok segitségével all elo, tgy illesztve ezeket egymashoz, hogy az
(k — 1)-szeresen folytonosan differencidlhaté (C*~1) gérbét eredményezzen.

Az 6sszetett Bézier-gorbéknél a toréspontokban valé illesztés jelentésen meg-
neheziti a munkat, ezért ezeket a gorbéket mas eljarasokkal generaljuk.

Egyik lehetséges — és itt csak egy feladat erejéig targyalt — Ut az, hogy a
Bézier-gorbéktdl eltéréen nem 0-t és 1-t, hanem a valds szdmok egy elére rogzitett
véges halmazabdl valasztott szamokat helyettesitiink a kontrollpontokat szolgaltatd
polarformakba.

Egy joval szokasosabb — és itt részletesebben targyalt — 1t az, hogy a B-
szplajngorbéket a Bézier-gorbék mintajara, de eziittal a Bernstein-polinomok helyett
B-szplajnfiiggvényeket (lasd Fiiggelék) alkalmazva allitjuk eld.

A B-szplajnfiiggvények tartdja korlatos, igy egy kontrollpont valtoztatdsa csak
lokalisan hat a B-szpldjngorbére, sét tigy vezethetiink be 1j kontrollpontokat, hogy
ekozben nem emelkedik a goérbe polinomidlis fokszdma. (Azaz azon polinomidlis
gorbék fokszdma, amelyekbdl a gorbe el6éll.)
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2.4.1. Definicié. Legyenek adottak a dy,...,d, pontok (a sikban vagy a térben).
Ezeket kontrollpontoknak vagy de Boor-pontoknak, az ezek altal meghatarozott po-
ligont de Boor-poligonnak hivjuk.

Legyen adott a g < t; < ... < t—1 < t,, szadmsorozat ugy, hogy m >
n. Ennek elemeit csomdpontoknak, az ezekbél alkotott T = (to,t1,. .., tm—1,tm)
vektort csomdpontvektornak nevezzik.

A [tg,t,] intervallumon értelmezett

D) = 3 dNE)
=0

gbrbét a T' csomopontvektorhoz tartozo k-adrendit B-szpldjngdrbének nevezziik, ahol
NF az i-edik k-rend{i B-szplajnfiiggvény.

2.4.2. Megjegyzés. A definiciébdl 14tszik, hogy k-ad rendil, vagyis (k — 1)-szer
differencialhaté B-szplajngérbéhez legalabb n + k csomépont sziikséges, vagyis m >
n+ k. Minthogy rdadéasul n > k is sziikséges, n kontrollpontra legfeljebb (n — 1)-szer
differencialhaté B-szplajngorbe illeszthetd.

Bizonyitas nélkiil is nyilvanvald, hogy a B-szplajngérbe a de Boor-poligon
konvex burkaban taldlhaté, hiszen a B-szplajnfiiggvények egységbontast alkotnak.

A de Boor-pontok valtoztatisa esetén a gorbe lokalisan valtozik, azaz egy
d; kontrollpont csak a t; < t < t;441 intervallumra fejti ki hatdsat. A (¢,,tr41)
intervallumon a gorbére csak a d,_, ..., d, pontok hatnak.

Konvencié. A csomoépontvektort dltaldban tgy vélasztjdk, hogy az elsd és utolsod

k 4+ 1 darab eleme megegyezik, és m = n + k, azaz tg = t1 = -+ = txy_1 = t,
tp =tns1 =tpyo =+ = tpyk. A tovabbiakban ezért mi is a
T=(to=t1=-=the1 =th,...,tn =tng1 =tpyo = =tyyp)

csomoépontvektort hasznaljuk, ahol természetesen az intervallum bels6é pontjai is
lehetnek tobbszorosek, de multiplicitdsuk nem lehet (k + 1)-nél nagyobb.

E konvencié miatt a dy és a d,, pont biztosan a B-szplajngorbére esik, és —
mivel ebben az esetben az NF B-szplajnfiiggvény éppen a BY Bernstein-polinom —
a B-szplajngorbékre is a Bézier-gorbéknél megszokott érintési tulajdonsdgok mond-
hatdk ki.

Példaként legyen n = 5, és k = 3, valamint legyen 7' = (0,0,0,1,2,3,4,4,4).
Tekintstink egy ehhez tartozé B-szplajngorbét a 2.4.1 dbréan.
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2.4.1. Abra. n =5,k =3,és T = (0,0,0,1,2,3,4,4,4).

Amit ezen latunk, az nagyon hasonlit a kvadratikus Bézier-szpldjnokhoz, hiszen
geometriai értelemben nincs kiilonbség B-szpldjnok és 6sszetett Bézier-gorbék kozott.
Ugyanannak a gorbecsalddnak kétféle realizdcidéjat adjak, ahol kiillonbség csak a
megvalésitas modjaban van.

A B-szplajnfiiggvények derivaldsat ismerve konnyen gyarthatunk képletet a
B-szplajngorbék derivaltjara is, hiszen a B-szpldjnfiiggvényekrél (lasd Fiiggelék)
ismertek alapjan lathatd, hogy a gorbe differencidlhatésagat és folytonossagat a
csomopontvektor hatarozza meg.

2.4.3. Tétel. A D(t) = Z?:_()l d;Nk(t) B- szpla’jngc’irbe D'(t) derivdltgirbéje is B-

d 7/
i tl , vagyis ha t € [ti,t,], akkor

n—1
"(t) =Y diNITH(1)
=0

Bizonyitas. A B-szpldjnfiiggvények derivaltjara ismert formula (Fiiggelék!) szerint

Zd NFY( de(Nk 0 NE®) )

tivk =t titk+1 — tiv1

szpldjngorbe, melynek kontrollpontjai d;, = k<

adddik, ahonnan az 4llitds mér egyszer( atrendezéssel kovetkezik. -

A gyakorlatban a B-szplajngérbéket nem a 2.4.1. definicié alapjan szokas
megrajzolni, inkdbb az alabbi rekurziv algoritmus hasznalatos.

de Boor—Cox-rekurzié. Legyen t € [t;,tj11), és legyenck adottak a df = d; kont-
rollpontok. Ekkor a k-adrendl D B-szplajngorbe t-beli D(t) értékét a

d; ()t —ti) +di_1(t)(tivk—r — 1)
Litk—r — Ui

drt(t) =

b

rekurzids formuldbol d?(t) adja, ahold” | =d, =0, r<i—1—j+k, ési <j.
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c sz

n—1
t—t; _ titk+1
d;NE(1) d(ilN’“lt 4tk ZE ke )
Z ZZ; tivk —ti * 0 tivhir =t )
n—1 t—+t n—1 t
—t; _ k1
=D di——— N + Zdi%Nﬁf( )
otk — b = titk+r —tin
n—1 t—
— d Nk 1 + d Pa . ’L+k »k_lt
; ztiJrk_t Z " z+k—f N
n
t—t; tivg —t _
=3 (i di N )
= tivk — 1 tivk — T
n

N it =) + i (Bigk — Nk 1 Z d} (£)NF(
= tivk — 1

Ugyanezt a levezetést mosta >, d; (t)NF~(t) sorra alkalmazva, majd még (k—2)-
szor alkalmazva az eredményre,

n n+1
)= di(ONT () =D di N () =
i=0 =0
n+k—2 nt+k—1
L Z dk 1 Z dk NO
i=0

adodik. Mivel ¢ € (t;,1;41) esetén NP (t) kizarolag akkor nem 0, ha i = j, és ebben
az esetben NJQ (t) = 1, utols6 képletiink bizonyitja az allitast. -

A most bizonyitott rekurziobdl azonnal kévetkezik de Boor—algoritmusa a B-
szplajngorbe kiszamitasara, ami bizonyitja, hogy a B-szplajnok kevesebb szamitast
igényelnek, mint azt az Gsszetett Bézier-gorbéknél tapasztaltuk.

de Boor-algoritmus. Legyen 0 < k < n, adottak a dy,dq,...,d, de Boor-pontok,
és adott a T = (to = tl = ... = tk—l = tk,...,tn = tn—i—l = tn+2 = ... = tn+;€)
csomopontvektor. Ekkor a k-ad rendd B-szpldjngorbe t. paraméterponthoz tartozo
D(t.) pontjat a kovetkezd médon lehet kiszdmolni:

(1) Keressiik meg azt az egyértelmd j indexet, melyre t; < t. < tjy1!

(2) Aj—k+1<i<jindexre szdmitsuk ki az o¥ = ==Y egyiitthatdkat, és

titk—1i
legyen d} = ofd; + (1 — af)d;_.
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3) 1<r<k—1¢ésj—k+r+1<i<j esetén legyen

te — t;
r+1 _ * 7 , r+1 _  _rgr -
a = ————— ésd]T =ajd; + (1 —al)d;_;.
tivk—r —

(4) D(t,) = df a végeredmény.

A fenti eljarast a D(¢.) kiszdmitdséra a

dﬂ—k = d]—k L
dipt1 =d;_y1 dj_p4
d?
j—k+2
dj :d%l ﬁ—l @4, S
d; =d; d; d; dj d; = D(t.)

séma illusztralja, ahol vizszintesen «f-rel, atlésan pedig (1 — af)-rel szorzunk. A
tablazat is jol mutatja a de Casteljau- és a de Boor-algoritmus kozotti analogiat.

A Bézier-gorbéknél sziikségiink volt a rangemelésre, amikor Gjabb pontot hoz-
zédva, a Bézier-gorbe kontrollpontjaira egy véaltozatlan alaki, de magasabb foksza-
mu goérbét akartunk kapni. A B-szplajngorbéknél is cselekedhetiink hasonloképpen,
ha ugyanazon n elemfi kontrollpoligonra (k — 1)-nél magasabb differencidlhatésagi
B-szpldjnt akarunk illeszteni. Ezt hivjdk csomdpontbeszirdsnak (knot insertion),
ami azonban ezittal nem jar a gérbe rangjanak névekedésével.

Bohm csomoépontbesziirasi tétele. Legyen adott a T = (tg = t1 = ... = tg—1 =
theyevstn = tnt1 = tpgo = ... = tpyk) csomdpontvektor és a D = (dy, dy, ..., d,)
kontrollpoligon. Legyen t, € [t;,t;41) valamely egyértelmii k < j < n indexre.
Legyen a D(t) = > d;NF(t) B-szplijngorbe adva a
ti, ha i < j,
t =< ¢, hai=j+1,
tifl, ha _] +2 é )

csomopontokkal és a

d;, ha i< j—k,
d = d;, hai=7j és k=0,
aidi + (1 —a)di—1, haj—k<i<jésk#0,
d;, 1, ha j <1
kontrollpontokkal, ahol o; = tfi;_tt €s Nﬁ(t) a t; csomdpontokhoz tartozd B-
szpldjnfigguények.
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Ekkor a D B-szplajngdrbe megegyezik a T csomopontvektor és a D kontroll-
poligon dltal meghatdrozott D(t) = Z:-ZOI d;NF(t) B-szpldjngérbével.

Bizonyitas. A definici6 alapjan nyilvin NF = N¥ mindeni < j—k—1és N} = NF
minden j 4+ 1 < i esetén, ezért a

D=3 a8k

=0 >
Jj—k—1 J

= diNF(t) + Y (aidi + (1 — a;)d;—1)NF(t) Z di_1 N¥(
=0 i=j—k i=j+1
j—k—1 n

= diN[(t)+ S+ Y diaNF (1)
i=0 i=j+1

levezetésben elég a 3 szummat vizsgdlnunk. Minthogy a;_ = 1, és o; = 0, nyilvan

J J—1
L= Y wdiNf )+ D (1—aip)diNf (1)
i=j—k i=j—k—1
=1 —ajp)dj_r-1N;_,(t) +
j—1
+ > di(iNF(t) + (1 — i) NS, (1) + ajd; NS (1)
i=j—k

= Z di(e; NF(t) + (1 — ai1)NE L (1)),
i=j—k

ami a B-szplajnfiiggvényekre érvényes Bohm-tétel szerint igazolja az allitast.

2.4.1. Feladatok

2.4.4. Feladat. Keressiink zart (nem rekurziv) formuldt uniform B-szpldjnokra,
melyek rendje nem nagyobb, mint 3!

2.4.5. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.4.2. megjegyzésben foglaltakat masodrendii
B-szpldjnokral

2.4.6. Feladat. Igaz-e, hogy egy harmadrendli B-szplajngorbe egyenes- és parabo-
laszakaszokbol all?
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2.4.7. Feladat. Legyenek k és n természetes szamok, melyekre 2 < k < n, le-
gyen T = {to, ... thy. - tn,...,tnik} valos szdmok egy nemesokkend sorozata, és
legyenek by, ...,b;,...,b,—1 olyan szimmetrikus k-affin leképezések, hogy

e minden 0 < /¢ <n—1esetén a dy = b;(tet1,...,tr4r) pont fiiggetlen a j-t6l,

amennyiben ¢ < j < £+ k, tovabba

e minden k S _] S n — 2 esetén bj(tj+1, . ,tj+1) = j+1(tj+17 N ,tj+1).
A [tg, t,] intervallumon a kévetkez6 médon definidljuk ezekkel a k-rend{i D Gsszetett
Bézier-gorbét: a [tx, ty+1] intervallumon értelmezett By Bézier-gorbét a

bk(tk, e ,tk),bk(tk, e 7tk‘7tk+1)7 .. '7bk(tk‘7tk+17 PPN 7tk+1)7bk(tk+1, e ,tk_l'_l)

kontrollpontok, a [tx41,tk+2] intervallumon értelmezett By Bézier-gorbét a

b1 (thgts - thg1)s D1 (Trgrs - sttt trg)s oo D (Trgoy - - - s teg2)

kontrollpontok, majd {gy folytatva, végiil a [t,_1, t,,] intervallumon értelmezett B,,_;
Bézier-gorbét a

bn—l(tn—la s 7t7L—1)) bn—l(tn—lv s 7tn—latn)7 ceey bn—l(tna s atn)

kontrollpontok hatarozzak meg.
Bizonyitsuk be, hogy D egy B-szpldjngorbe a [tg,t,] intervallumon, vagyis
(k — 1)-szer differencidlhaté! Bizonyitsuk be, hogy a d,; pontok a de Boor-pontok!

2.4.8. Feladat. Igazoljuk, hogy egy B-szplajngdrbe Bézier-gorbéinek polarformai
teljesitik az el6z6 feladat feltételeit!

2.5. Racionalis Bézier-gorbék

A Bézier-gorbék és a Bézier-szplajnok szamtalan jé tulajdonsaggal rendelkeznek.
A miiszaki abrazolds kozben gyakran alkalmazott axonometria esetében példaul
ilyen fontos tulajdonsag az affin invariancia, melynek értelmében egy ilyen gorbe
meroOleges vetités melletti képének meghatarozasahoz elegend6 a kontrollpontokat
vetiteni, és utdna azokbdl el6allitani a vetitett gorbét.

Manapsag viszont a szamitégépes filmtriikkok idejében egyre nagyobb az igény
a lehetd legélethiibb dbrazolasra, ami a perspektivitds nélkiil nem megy. A goérbék
abrazolasanal ehhez sziikséges projektivitasi tulajdonsaggal maradéktalanul csak a
racionalis Bézier-gorbék és ezek szarmazékai rendelkeznek.

A Bézier-gorbék bevezetéséhez a parabola egy eléallitasat hasznaltuk fel, és
tobbre nem is volt sziikségiink, hiszen a merdleges affinitas a parabolat parabola-
ba viszi. Perspektivitas esetén viszont el6fordulhat, hogy egy parabola képe egy

KURUSA ARPAD — SZEMOK ARPAD

Ver.: 2020:05:02:00:32:48 © Kurusa A. (1994-2020) — Szemd&k A. (1996-1999)


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

2.5 Raciondlis Bézier-gorbék 67

maéasfajta kipszelet — pl. egy kor — lesz, ezért most a kupszeletek el6allitasabol
indulunk ki, hiszen ktpszelet projektiv képe mindig kupszelet.

A projektiv geometrianak a Fiiggelékben is targyalt modellje adja az oOtle-
tet, hogy minden kupszeletet egy eggyel magasabb dimenziés térben kivalasztott
parabola projektiv képeként allitsunk el6.

P

2.5.1. Lemma. Legyen P egy tetszdleges nem az (x,y)-sikon lévé pont. Ekkor min-
den K kipszelet az (x,y)-sitkon elddll eqy az (x,y, z)-térben megfelelden kivdlasztott
paraboldnak a P pontbdl az (x,y)-stkra vald projekcidjaként.

Bizonyitas. H a kupszelet parabola, akkor a bizonyitas trivialis, hiszen elegend6
egy, az (x,y)-sikkal padrhuzamos sikot venniink.

Ha a kupszelet ellipszis vagy hiperbola, akkor a bizonyitasi eljaras a kévetkezo:
Vegyiik azt a kipot (nem feltétlentil forgaskipot!), melyet Ggy nyeriink, hogy a P
pontot 6sszekotjiik a kupszelet pontjaival. Ha nem forgaskupot kapunk, akkor a
téren egy olyan affinitdst hajtunk végre, mely azt forgaskiapba viszi at. E forgaskup
egyik alkotéjan keresztiil hizzunk egy érintosikot, majd ezt toljuk el parhuzamosan,
és erre vetitsiik a kupszeletet. Ez biztosan — gondoljunk Dandelin médszerére —
parabola lesz, és ennek vetitettje a megadott kupszelet. Ha eredetileg nem forgés-
kupot kaptunk, akkor még hajtsuk végre az el6bb alkalmazott affinitds inverzét a

téren. A parabolabdl ezzel az affinitassal kapott parabola lesz a megoldas. -

Alabb a raciondlis Bézier-gorbék elallitasanak médszerét alapozzuk meg.

2.5.2. Tétel. Legyen c(t) € R? egy adott kipszelet t € R szerinti paraméterezésben.
Ekkor létezik wo,w1,ws € R és py, py, Py € R? gy, hogy

(1) — “oPoBH(1) +wip B (1) + wop, B (1)
woB2(t) + w1 B3(t) + waB3(t)

ahol Bg (t) a Bernstein-polinomokat jeléli.

Bizonyitas. Azonositsuk R? pontjait a projektiv geometridbél j6l ismert médon az
(z,vy, z) koordindtazdsu euklideszi tér z = 1 sikjaval. Vetitési pontként az origdt
hasznéljuk. Ekkor a c(t) pont térbeli koordindtaja (c(t),1) — ennek a 3-dimeziés
vektornak elsé komponense két koordinatat hataroz meg! — lesz.

Ez a lemma szerint vetitett képe lesz egy haromdimenzios parabolanak, mely-
nek egyenlete emiatt (w(t)c(t), w(t)) (ne feledjiik, ez egy hdrom komponensti vektor!).
A parabola egy méasodrend(i polinomidlis gorbe, ezért a harmadik w(t) komponens
egy mdsodfokd polinom. Eszerint w(t) felirhaté a masodfokd Bernstein-polinomok
w(t) = woB3(t) + w1 B(t) + waB3(t) linedris kombindcidjaként.
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Egy képletben Gsszegezve ismereteinket:
i) <c(t)) _ (c(t) 22?:0 w; B} (t>> .
1 YimowiBE (1)
Mivel a bal oldal egy parabola, léteznek olyan by, by, by € R? pontok, hogy
s () =3 (%) 5
1 im0 \Wi

A két azonossag egybevetése soran az als6 komponensben nyilvanvalé az azo-
nossag. A felsé komponens szerint pedig

D bBE(t) = c(t) Yy wiBi (1)
1=0 =0

amit atrendezve
boB2(t) + b1 B%(t) + by B3(t)

wOBg (t) + wle (t) + OJQB% (t)

adédik. A p, = b; /w; helyettesités bizonyitja az allitdst.

c(t) =

A ¢(t) kipszelet eléallitasa sordn a p,; pontokat a kipszelet kontrollpontjainak,
az w; szamokat pedig sulyoknak nevezhetjiik.

Nyilvanvald, hogy egyenld silyok hasznalata esetén a kipszelet a kontrollpon-
tok altal meghatarozott Bézier-gorbe, vagyis parabola lesz.

2.5.3. Definicié. Legyenek w; (i = 0,...,n) konstansok, p;, (i = 0,...,n) térbeli
pontok. A [0,1] intervallumon értelmezett

WOpoBg(t) +F wnpn n

Ct) = woBL(t) + -+ waBI(t Z Zl Owan( )p,

gorbét a p,; kontrollpontokhoz és w; sulyokhoz tartozd raciondlis Bézier-gorbének
nevezzik. A kontrollpontok altal alkotott poligont kontrollpoligonnak nevezzik.

Ha a racionalis Bézier-gorbe utolsé alakjara néziink, akkor az affin invarian-
cia azonnal latszik. Ugyancsak kiolvashatjuk ebbdl a konvex burokban maradas
tulajdonsagat is pozitiv stulyok esetében.

Az igazi kérdés a projektiv invariancia, hiszen az eddigi gorbetipusok ennek a
kovetelménynek nem tudtak eleget tenni.
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2.5.4. Tétel. Vetitsik az wo,...,w, sulyok és a py,...,p, kontrollpontok dltal
meghatdrozott C(t) raciondlis Bézier-gorbét az origébdl a z =1 sikra.

Az igy kapott C'(t) perspektiv kép is raciondlis Bézier-gorbe lesz, melyet az
Wopy, - .., wn Pl silyok és a py/PY, - -, D, /P> kontrollpontok hatdroznak meg, ahol
pE a p, pont k-adik koordindtdjdt jeloli.

Bizonyitas. Ha az origdbdl vetitiink, akkor a C'(t) perspektiv kép koordinatai gy
aranylanak a C(t) koordindtéihoz, ahogy a harmadik koordinitdik. Mivel C’(t)
harmadik koordindtdja konstans 1, ezért

Ct) _ wopeBy(t) +--- +wnp, By (1)

C't) = =
®) C*(t)  wopdBy(t) + -+ +wnpp BR(t)’

ami igazolja az allitast. -

Ezen tétel segitségével receptet kapunk a projektiv invariancia alkalmalma-
zasara altalanos esetben. Mozgasok és affinitdas egymasutanjaként a vetitési pont
az origdba, a képsik a z = 1 sikba transzformalhaté. Ezek soran a stlyok nem
valtoznak, a kontrollpontok pedig a transzformécioknak megfelel6en valtoznak. A
tétel alkalmazasaval a silyok és kontrollpontok képe adodik.

Bar a definicibban hasznalt képlet igen egyszeriinek latszik, sajnos a szami-
togépek szamara instabilla valhat — példaul nulla kozeli stlyok esetén —, és a
szamolasbdl adb6dé kerekitési hibak is nagy mértékben torzithatjak a végeredményt,
ezért egy hatékony szdmoldsi eljardsra van sziikség.

Természetesen addodik az otlet, hogy fenti eredménytinkkel 6tvozve az eggyel
magasabb dimenzidban ismert de Casteljau-algoritmust alkalmazzuk.

A de Casteljau-algoritmus. Legyen a C(t) raciondlis Bézier-girbe az wo, ... ,wy
sulyok és a py, - - ., P, kontrollpontok dltal meghatdrozott.
Legyen t € [0,1], és wi(t) = wo, ..., WO (t) = wp, valamint pd(t) = py, -,

pY(t) = p,,. Legyen tovdbbd 0 < i < mn —r esetén

wi(t) = (1= t)w] (1) + twi 7 (b),

pi(t) = (1—1) wi ()P (1) it witt (Opin (t)

wy (t) wi ()

7

Ekkor pj(t) = C(t).

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasaban latottak szerint az eggyel nagyobb di-

menzids térben (wir o(f,).(pt:)(t)) a kontrollpontok sorozata.
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Ezekre a pontokra és a t paraméterre felirva a de Casteljau-algoritmust

(wf (t)pl-"(t)> — (1) (wf 1(Tt)§7gl(t)) N t(wﬁf(t)pfif (t))

0 W) Re0)

3
adédik. Ennek komponenseibél éppen a tétel altal leirt eljarast olvashatjuk ki,

“’i f‘?t()t)) eredményérdl tudjuk, hogy az a ,felvetitett” Bézier-
0

gorbe, amely eléz6 tételiink szerint (Cl(t)) (30 g wiB(t)). Eszerint
Ct)\ (y wg (H)pg (1)
B (t) ) = )
(% )@%“ r0) = (0

amelynek az alsé komponensbdl ad6dé wi () = Y i w; B (t) kovetkezményét a
felsé komponensbe helyettesitve, az allitas adédik.

ugyanakkor az eljaras (

o3 o

2.5.1. Feladatok

2.5.5. Példa. A p, = (0,0), p; = (1,0), és p, = (1, 1) kontrollpontok és az wy = 1,
w1 = 1, és wy = 2 sulyok raciondlis Bézier-gorbéje a (0,1) koézépponti 1-sugart
negyedkorcikk.

Bizonyitas. A definiciébdl indulva kapjuk, hogy

wop B3 (t) + wipy BE () + wapy B3 (1) po(1 —1)? +2p (1 — t) 4 2pyt?

C(t) =

woB§(t) + wiBt(t) + w2 B3 () 1+¢2
_<2t(1—t)+2t2 2t )—(0 )+< 2t t2—1)
B 1+ 142/ 7 L+271+12)°

a keresett raciondalis Bézier-gorbe, ahol Bg (t) a Bernstein-polinomokat jel6li. Vildgos,

hogy (2t)? 4+ (#* — 1)? = (1 + ¢?)?, ami igazolja a példa 4llit4sat. .

2.5.6. Feladat. Keressiink stlyokat és kontrollpontokat egy kor elGallitasahoz!

2.5.7. Feladat. Jellemezziik a raciondlis Bézier-gorbe derivaltjait a silyok és kont-
rollpontok segitségével!

2.5.8. Feladat. Az eddigiek alapjan alkossuk meg a raciondlis B-szplajngorbe fo-
galmét!

2.5.9. Feladat. Hatarozzuk meg egy raciondlis Bézier-gorbe 1j stlyait és kontroll-
pontjait, ha egy tetszlleges pontbdl vetitjik egy tetszdleges sikral
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Feliiletek modellezése

Az el6z6 fejezetben megismerkedtiink a gérbék szamitégépes abrazolasanak
geometriai és gyakorlati alapjaival, de a legszélesebb ipari alkalmazasa persze a
feliiletek abrazolasanak van, hiszen a gépkocsik, repiilék és a televizios effektek
tervezésére is ezt kell alkalmazni. A feliiletek dbrézoldasandl is ugyanazok az elva-
rasok fogalmazédnak meg, mint a gorbéknél, ezért ennek megkozelitése nagyban
tamaszkodik az ott leirtakra. Mi két tanulsagos részt ragadunk ki.

(1) A Bézier-kontrollpoligonok legkézenfekvébb altaldnositdsa a Bézier-hdrom-
szogekkel hatarolt Bézier-kontrollhdld. Az ezek segitségével elbéllitott feli-
letek a Bézier-haromszogfeliiletek. Bar az alkalmazasok szempontjabdl igen
elonyos tulajdonsagokkal rendelkezik a modszer, mégsem valt népszeriivé, mert
a benne hasznalt baricentrikus koordinatakkal valé szamolast a felhasznaldk
jo része nem kedvelte meg.

(2) A Bézier-négyszogek hatarolta Bézier-kontrollhdls és az dltala eléallitott fe-
lillet ,baratsagosabb” koordinata-rendszerben késziil, és nagyobb szabadsagi
foka révén alkalmasabb az Osszetett feliiletek elééllitasara, igy nem csoda,
hogy ezt az eljarast 1épten-nyomon felfedezhetjiik a professziondlis tervezo-
rendszerek eszkoztaraban.

3.1. Bézier-haromszogfeliiletek

Amikor 1959-ben de Casteljau megalkotta a Bézier-gorbés szerkesztési modszert,
a feliiletek abrazolasara elséként a haromszoges modszert talalta ki, mely szintén
Bézierrél kapta nevét, hiszen de Casteljau munkéssidga sohasem volt publikélva.
A Bézier-haromszogfeliiletekre vonatkoz6 de Casteljau-médszer kozvetlen al-
taldnositasa a Bézier-gorbés eljardsnak. A kontrollpoligon szerepét egy térbeli ha-

romszoghald veszi at, ahogy a
Poao

Do31 Pi3o
DPo22 Pi121 P220
DPo13 Pi12 P211 Psio
DPoosa  Pio3 P202 P3o1r Paoco

négyes kontrollhalé mutatja.
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72 3. Feliiletek modellezése

Konvencié. A tovdbbiakhoz bevezetjitk az indexvektor fogalmat. Az i = (j,k,1)
Jelolés utdn a p; jelentése egyszertien p; ;. ;. Bevezetjik még az li| = j+k+1 jelolést
és az x = (1,0,0), y = (0,1,0), z = (0,0, 1) konstans indexvektorokat.

Figyeljiik meg, hogy i = jx+ky+Iz, ha a skalarral val6 szorzast és az dsszeaddst
a vektoroknal megszokott médon értelmezziik.

3.1.1. Definicié. Legyen adott az (n+1)(n+2)/2 darab p; € R3 kontrollpont, ahol
az indexvektorra |i| = n. Valamely w baricentrikus koordindtéra legyen

P (u) = up{, (u) + oplyy (u) +wpi, (u),

ahol r =1,...,n, |i| =n —r, és p(u) = p;. Az u baricentrikus paraméterértékhez
tartoz6 pg o o(u) pont a Bézier-hdromszdgfeliileten fut végig.

Azt az eljardst, amely a Bézier-haromszogfelilethez vezet de Casteljau-
algoritmusnak nevezziik. A p!(u) pontokat de Casteljau-pontoknak, az dltaluk meg-
hatarozott térbeli héromszég:hélét kontrollhdalonak hivjuk.

3.1.1. Abra. A hiromszoghilén alkalmazott de Casteljau-algoritmus.

Az eljaras garantalja szamunkra a legfontosabb tulajdonsagokat: az affin invari-
anciat, a konvex burkon belill maradést, és azt, hogy a hatarolégérbéket a hatarold
kontrollpontok hatarozzak meg. A Bernstein-polinomok pedig lehet6vé teszik a
de Casteljau-pontok és a derivaltak kiszamolasara, valamint a feliiletek illeszkedési
feltételeinek meghatarozasara.

3.1.2. Tétel. A de Casteljau-pontokra

pi(u) = Z piﬂBI(u), ahol il =n —r.

lil=r
Bizonyitas. A bizonyitdshoz elég a
41
P (w) = upliy () + vply (u) + wpl, (u)
KURrUSA ARPAD — SZEMOK ARPAD

Ver.: 2020:05:02:00:32:48 © Kurusa A. (1994-2020) — Szemd&k A. (1996-1999)


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

3.1 Bézier-haromszogfeliiletek 73

=u Z p1+J+x J + v Z p1+J+yBJ ( + w Z pl+]+zBT( )

lil=r lil=r ljl=r
Z upHiBi’Lz(u) + vaiBilz(u) + priBilg(u)
lil=rt1
1
> PusB (W)
lil=rt+1

levezetést tekinteni.

3.1.3. Kovetkezmény. A Bézier-hdromszogfeliilet pontjaira

p"(u) = pg(u Z PJBn

ljl=n

3.1.4. Tétel. A Bézier-haromszagfeliilet d baricentrikus irany szerinti r-edik deri-
valtja a w baricentrikus paraméteri, pontban a de Casteljau-pontokkal kifejezve

Dap"(u) = n_rlzp u) B (d).

Bizonyitas. Felhasznalva a Bézier-haromszogfeliiletet el6allité képletet, valamint a
Bernstein-polinom derivaltjardl ismerteket, azt kapjuk, hogy

Dyp"(w) = Di( - piBl(w) = Y pyDa(B} (w))

lj|=n lj|=n
=>.p n_r,ZBT d)B]"}" (w)
lil=n li|=r
n! BT' Bn /I"
(=) Z ||Z .
i|l=r jl=n
n! T n— T‘
= (n_T)' Z B Z pk+1B )
lil=r lkj=r—r

ami a 3.1.3. tétel alkalmazasa utdn igazolja az allitast.

A fenti képletben az u és d szerepét felcserélve a dudlis eredmény addodik.

3.1.5. Kovetkezmény.

Do) = o 3D BB ().
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74 3. Feliiletek modellezése

A szdmolasok egyszerii médon interpretalhatok a geometria nyelvén, ahogy
azt az alabbi dbra is mutatja.

ST TA

-

3.1.2. Abra. Az irdnymenti derivélt kiszdmitasa.
Az els6 derivaltak esetében, ahol r =1, és d = (d, e, f),

Dap™(w) = n 3" pI " (w) B} (d) = n(dpl " (u) + e}~ (u) + fp)~ (w))
lil=1

az érintévektor, vagyis a p?~!(u), p;”l(u) és p»~1(u) de Casteljau-pontok egy

baricentrikus bézist alkotnak a p™(u) pontbeli érintésikban.
Ha Bézier-haromszogekkel el6allitott Bézier-haromszogfelileteket kivanunk dif-
ferencialhatéo modon 6sszeilleszteni, akkor sziikségiink van a hatarologérbék mentén

vett derivaltak illesztésére.
a

b

3.1.3. Abra. A feliiletillesztés baricentrikus koordinita-rendszere.

3.1.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy — amint a 3.1.8 dbra is mutatja — két Bézier-
hdromszogfelilet az a, b, ¢, illetve a b, ¢, a pontokra illeszkedik, és kdzés hatdro-
logorbéjik a b és ¢ pontokon megy keresztil. Tegyik fel azt is, hogy @ az a, b és ¢
pontok dltal meghatdrozott sikban van.

A két felilet akkor és csak akkor illeszkedik s-szeresen folytonosan differenci-
dlhaté médon, ha p’("o’j,k) (u) = ﬁ(o,j,k) (@) minden r =0,...,8, j+k=n—1r és
egymasnak megfeleld u és w baricentrikus koordinatdk esetén, ahol p az a pontot, p
pedig az a pontot tartalmazdé Bézier-hdaromszogfeliilet de Casteljau- (kontroll-) pont-
jaira, U az a pontot, u pedig az a pontot tartalmazo baricentrikus paraméterezésre

utal.
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Bizonyitas. Jelolje u = (u,v,w) az a, b, ¢ pontokra vonatkozé baricentrikus
koordinatdkat, @4 = (4,9,w) pedig az a, b, ¢ pontokra vonatkozé baricentrikus
koordinatakat.

Az Osszeillesztett feliiletet mindkét baricentrikus koordindtarendszerben felirva

Z pJB" Z pJB" (@)

lil=n lil=n

adddik, ahol p; az a, b, ¢ pontok, pJ pedig az a, b, ¢ pontok Bézier-haromszogfeliiletének
kontrollpontjai.

Vizsgaljuk meg a derivaltakat a kozos be él — ezt az élet azu=0ésaz =0
egyenlet hatdrozza meg — mentén. Legyen d = (d, e, f) egy baricentrikus 1rany
koordinataja (vagyis d+e+ f = 0) az a, b, ¢ baricentrikus rendszerben, d = (d, e, f)
pedig ugyanennek az irdnynak a baricentrikus koordindtaja (vagyis d+é+ f =0)
az a, b, c rendszerben.

Az r-edik (r =0,...,n) irAnymenti derivdltakra vonatkoz6 dudlis képlet szerint
ekkor

Z pfo)j7k)(d)B&;fk)(u)|u:0 = Z ﬁfo,]gk)(d) B, ,J,k—) (@)]a=0,
jt+k=n—r Jjtk=n—r
hiszen csak a p7("0 k) és ﬁ("o k) de Casteljau-pontok vannak az u = 0, illetve 4 = 0 al-
tal meghatdrozott élen. Itt w = (0, v, w) = (0,v, 1 —v), ezért az egyenletben szerepld
baricentrikus Bernstein-polinomok valdjaban kézonséges Bernstein-polinomok.

Az egylitthatok osszehasonlitdsabol azt nyerjik, hogy p(O i k)(d) = i)fo i k)(d)
minden j +k =n—r, d = (d,e, f) és neki megfelels d = (d, é, f) baricentrikus
irdny esetén. Mivel ez minden r = 0,..., s esetén teljesiil, az irdnymenti derivalas
formulaja szerint minden ¢ < r esetén

r!

Z p((IO,j+l,k+m)(d)leo’j:l,ker)(u)

l+m=r—q

quipzo,j,k) (u) =

7! . _
o —q) Z Dot +m) (DB it ) (@)

l+m=r—q
= D}Plo.j (@)-
Mivel pf, ; .y (@) és P{g ; ) (@) is r-foki polinomok, és formuldnk szerint minden
legfeljebb r-edrendii derivaltjuk egybeesik, azt kapjuk, hogy Plo.jx) (u) = ﬁfO, i) (@),
amint allitottuk. .

Eredményiinket nehéz illesztésre hasznalni, ezért lassunk egy olyan elégséges
feltételt, amelyet konnyti ellendrizni.
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76 3. Feliiletek modellezése

3.1.7. Kovetkezmény. Feltételeink és jeloléseink ugyanazok, mint az elébb. Legyen
v = (v1,v2,v3) olyan baricentrikus koordindta, melyre & = via + vab + vse.

Ha a két feliilet s-szeresen folytonosan differencidlhaté maodon illeszkedik, akkor
Pirjk) = p’(”o%k)('v) minden T =0,...,5 és j +k =n —r esetén.

Bizonyitas. El6z0 eredményiinket alkalmazva az w = v és a neki megfeleld
4 = x esetben, p€07j7k)(v) = D{o ;1) (%) adodik. Ugyanakkor P, ;) = f’fo,j,k)(ﬁ)

a de Casteljau-eljards szerint, ami bizonyitja allitasunk. -

Eredményiink s = 0 esetén azt adja, hogy a hatérolégérbéhez tartozo kontroll-
pontoknak meg kell egyezniiik.

P

3.1.4. Abra. A feliiletillesztés technikéja.

Az s = 1 eset azt mondja, hogy ﬁ?Lj,k) = 1Py ) + V2Pg i1k T V3P0j kt1s
vagyis a 3.1.11. dbran lathaté haromszogparok egy sikban vannak, és a megfeleld
baricentrikus koordinata-rendszer referencia-haromszogének affin képei lesznek.

Az elébb vazolt modszer alkalmas arra, hogy bizonyos specidlis feltételek tel-
jestilése esetén feliileteket illessziink egymaéshoz, de az altalanos esethez még az
eddigeknél is hosszadalmasabb és bonyolultabb okoskodésra van sziikség. Ez is egy
ok, amiért nem ez a mddszer lett a legelterjedtebb a feliiletek abrazoldsaban.

3.1.1. Feladatok

3.1.8. Feladat. Bizonyitsuk be Ceva tételét baricentrikus koordinatakkal!

3.1.9. Feladat. Részletezziik, miért igaz a haromszogmaodszerrel nyert feliiletekre
a konvex burok tartdséanak tulajdonsiga és az affin invariancia!

3.1.10. Feladat. Milyen kontrollpontokat kell valasztanunk, ha a z = 22 + g2
feliiletet kivanjuk eléallitani?

3.2. Bézier-négyszogfeliiletek

7 7

Feliiletek eloallitasa sordn a Bézier-modszer legkézenfekvobb altalanositasa az, ami-
kor a feliiletet két Bézier-gorbesereggel kozelitjuk. Ezeket visszavezethetjik sza-
kaszok eléallitasara, ami nem mas, mint két pont kézotti linedris interpolacié. A
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gorbesereg elballitasat két iranyban egyszerre végrehajtott interpolaciora vezetjiik
vissza, melyet emiatt bilinedris interpoldacionak neveziink.

Ha két pont kozott a legegyszeriibb gorbe a szakasz, akkor négy pont k6zott
a legegyszerlibb feliilet az lesz, amelyet a bilinearis interpolacié szolgaltat.

3.2.1. Definicié. Legyen pg o, Po1,P1,0,P1,1 Dégy kiilonbozdé pont az euklideszi
térben. A tér azon x pontjait, melyre

11
1 1
z(u,v) = Zzpi,jBi (U)Bj (v),
i=0 j=0
a Po s Po,15 P1,0: P1,1 pontok bilinedris interpoldltjanak nevezzik.

Amint a 3.2.2. dbran latszik, a négy pontra vett bilinearis interpolalt a négy
ponton keresztiilhalad6 hiperbolikus paraboloidot hatarozza meg.

3.2.1. Abra. Hiperbolikus paraboloid, mint a Po,0> Po,1> P1,0, P11 Pontok bi-
linearis interpolaltja.

A bilinedris interpolalt feliilet tgy is tekinthetd, mint az (u,v)-sik 0 < u,v <1
egységnégyzetének leképezése. Ennek képlete formalis métrixszorzas formajaban

]_ —
x(u,v) = (1 —u,u) (po,o Po,1) < v>.
Dio DPia v

A gorbéknél megismertekhez hasonlatosan a bilinedris interpolacié is alta-
lanosithaté egy megfelel6 de Casteljau-eljards alkalmazasdval. Ez adja a Bézier-
négyszogfeliiletet.

3.2.2. Definicié. Legyenek adottak a Dij pontok a 0 <71 <més 0<j<n
indexekre. Legyen (u,v) az egységnégyzetben, vagyis 0 < u <1, és0<wv < 1. A
P, ; pontokat kontrollpontoknak, az altal alkotott ponthalmazt Bézier-hdlonak vagy

kontrollhalonak nevezzik.
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78 3. Feliiletek modellezése

Legyen p?,’jo(u, v) = p,;;, aztén minden r = 1,...,m, s = 1,...,n,i =
0,....m—résj=0,...,n— s esetén legyen
p'r‘ 1,s 1
.8 _ ¥ , T8 _ rs—1 _rs—1 -0
pi,j (U, U) - (1 - u, U)( r—l,s)’ €s pi,j (U,’U) - (pi,j api,j+1)( v >
Pit1,5

Az egységnégyzetnek a p™" = pS?é" leképezés meletti képét Bézier-négyszogfelilet-
S

nek vagy tenzorszorzat-feliletnek, a p?’j (u,v) pontokat de Casteljau-pontoknak, az
itt leirt eljarast de Casteljau-algoritmusnak nevezzik.

Po3

P30 u
3.2.2. Abra. A Bézier-négyszogfeliiletek de Casteljau-algoritmusa.

A 3.2.4. dbrdn az algoritmus geometriai jelentését lathatjuk szimmetrikus
esetben, amikor

pr—l,r—l pr—l,r—l 1—w

7T _ 0,7 1,541

piJ’ (u7 ’U) - (]— - u, u) ril,r—l ril,r—l < )
i+1, Pit1541 v

A Bézier-gorbék tulajdonsagainak ismeretében igen konnyen (lasd 3.2.9. Fel-
adat) beldthat6 az aldbbi.

3.2.3. Tétel. A Bézier-négyszigfeliiletekre

P (u0) =) Y Py B (u) BY (v).

i=0 j=0

A feliiletekre vonatkoz6 tulajdonsigok egyenes kovetkezményei a Bézier-
gorbéknél megismert tulajdonsagoknak.
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3.2.4. Tétel. A Bézier-feliilet affin invaridns, a kontrollpontok konvex burkdban
marad, és hatdrolo gorbéi polinomidlisak.

Bizonyitas. Affin invariancia. A de Casteljau-algoritmus soran csak olyan 1épéseket
hajtottunk végre, melyek megérizték az affin invarianciat.

Konvex burokban maradds. A de Casteljau-algoritmus soran egyik 1épés sem
vezetett ki a kontrollpontok konvex burkabél.

Polinomidlis hatdrolé gorbék. A hatarolé gorbék a kontrollhald szélsé pontjai-

nak Bézier-gorbéjeként allnak el6. -

Gorbék esetén a derivaltak a kontrollpontok differencidiként alltak eld. Feliile-
tek esetén is hasonl6 a helyzet. Definidljuk a differencia-operdtorokat a

r,s __ AT—1,s r—1,s
A pi; = A Piy1;— A Di ;>
r,8 _ r,s—1 r,s—1
A™p; = AT — ATy

rekurziv képlettel, ahol
Lo, _ 01, _
APy = Pit1y —Pijy AP =P Py

3.2.5. Tétel. A Bézier-négyszigfeliilet derivdltja is Bézier-négyszogfeliilet, vagyis

T S m'n' — — m-—r n—s
8182pmn(u7 U) = ﬁ - ZOAT sleB ( )B‘7 (’U)
=0 j

Bizonyitas. El6bb az u valtoz6 szerinti parcidlis derivaltat fogjuk tekinteni:

alpm’"w,v):i;(ip BI"(w) B (v)

3=0 1=0
n m-—1
=m AV, ;B () By (v)
7=0 =0

A v szerinti parcidlis deriviltakra ugyanigy kapjuk, hogy

m n—1

dop™" (u,v) = nz Z Ao’lpi,jB?_l(”)Bgn(u)
i=0 j=0
A magasabb rendii derivaltakat az el6z6 derivaltak tobbszori ismétlésével kaphatjuk,
ami bizonyitja az allitast. -

A hatdrolé gorbéken vett derivalt az Osszetett Bézier-feliiletek tanulményoza-
sahoz fontos specialis eset.
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3.2.6. Kovetkezmény. Ha a Bézier-négyszagfeliilet hatdrologorbéi mentén a deri-
valtak

T AT, 7,0 n
Arp™(0,v) = _T'ZA po, BY (v),

oip" (1) = ZNOpm B @),

amibdl latszik, hogy a hatdrolégorbék derivdltjai csak a hatdar mellett levo r+1 oszlop
(illetve sor) kontrollpontjaitdl figgnek.

3.2.1. Feladatok

3.2.7. Feladat. A Bézier-gorbéknél latott technikaval igazoljuk a 3.2.5. tételt!

3.2.8. Feladat. m = 2, n = 2 esetén taldlhaték-e olyan kontrollpontok, hogy a
kapott feliilet egy nyolcadgémb legyen?

3.2.9. Feladat. Silyok bevezetésével altalanositsuk a Bézier-négyszogfeliiletet raci-
onélis Bézier-négyszogfeliiletté!

3.2.10. Feladat. A 3.2.11. feladatban kapott feliiletcsalddot altalanositsuk még
tovabb a B-szpldjnok alkalmazdsaval!l Az {gy kapott feliileteket NURBS-éknek (non-
uniform B-spline surface) hivjak.

3.3. Osszetett Bézier-négyszog- vagy szplajn-feliiletek

A Bézier-gorbéknél is lattuk, hogy nem célszerti nagyszamu kontrollponttal kozelite-
ni egy goérbét, hanem el6bb érdemes azt darabokra bontani, néhany kontrollponttal
meghatarozott elemi Bézier-gorbékkel kozeliteni a darabokat, majd e darabokat
Osszeillesztve kozeliteni a teljes gorbét. Ez a kell6képpen sima kozelité gorbe a
szplajngorbe.

A szplajn-feliileteket hasonldéan kapjuk: elemi Bézier-négyszogfeliiletekbdl alli-
tunk Ossze differencialhato feliileteket.

3.3.1. Definicié. Az T = [ug, ux] X [vo, v;] zart téglalapon paraméterezett S felii-
let dsszetett Bézier-négyszogfelilet vagy szpldjnfeliilet, ha létezik az T téglalapnak
olyan ug < uy; < -+ < Up_1 < U €S Vg < vy < -+ < y_1 < v felbontisa
Tpg = lur,ups1] X [vg,vg+1] téglalapokra, hogy S minden Zy , téglalapon Bézier-
négyszogfelillet, az Sy 4(u,v) = S(u(usi1 —uyp) +up, v(vgy1r — ug) + ug) paraméte-
rezéssel.
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Az u; és vj értékeket toréspontoknak nevezzik. Az Sy 4 feliiletet (f, g) indext
elemi feliiletnek, az S(ug,vy) = Sf,4(0,0) = S5_1,4-1(1,1) pontokat pedig csomd-
pontoknak nevezzik. Az S(uy,-) és S(-,v,) gorbéket csomdgorbéknek nevezzik.

A felépitésben hasznalt elemi Bézier-négyszogfeliiletek fokszamanak megfe-
leléen hivjuk a szpléjn-feliileteket bikvadratikusnak, bikubikusnak stb. Erdemes
megfigyelni, hogy a bilinearis szpldjn-felilletnek nincs igazan értelme.

A kovetkezOkben arra keresiink egyszerii feltételeket, hogy miként lehet ki-
sebb Bézier-négyszogfeliileteket (ezeket foltoknak, angolul: ,patch”-eknek is hivjdk)
meghatarozott simasaggal egyméashoz illeszteni.

Definidljuk az x(u, v) elemi felilletet az [uy_1,us] ¥ [vg, vg41] és az y(u, v) elemi
felitletet az [uy,usy1] X [vg, vg41] tartomdny felett. Legyen {p; ;}o<i<m, o<j<n) @
»bal oldali” @, {p; ;}(m<i<m+q, 0<j<n) Pedig a ,jobb oldali” y elemi feliiletdarab
kontrollhaléja.

Az x és y elemi feliiletek a kozos x(uy,v) = y(uy,v) hatdruk mentén ponto-
san akkor r-szer differencialhatéak, ha v szerinti 0] x(us,v) = 0]y(uys,v) parciélis
derivaltjaik minden v mellett megegyeznek. A Bézier-négyszogfeliiletek hatargorbéi
menti derivaltakbol

n

4771! 1 " 7,0 n _ar _ar
(m —r)! (Af_1> : OA Py B} (v) = O1@(uy, v) = 91y(us,v)
=

! 1 " = T n
N (mri r)! (Kf) Z A™p,, ;B (v)
i=0

adddik, ahol Ay = uyy; — uy. Mivel a B} (v) polinomok linedrisan fiiggetlenek, az
egylitthatoknak meg kell egyezni, ezért

1 r 1 T
<Af71) Dpy—rj Ay Pmj J 0,1, N

Ezzel bebizonyitottuk a kévetkez6 eredményt.

3.3.2. Tétel. Két elemi Bézier-feliilet akkor és csak akkor illeszkedik r-szer diffe-
rencidlhaté mddon, ha a Bézier-hdlé minden sora (oszlopa) olyan kontrollpoligont
alkot, amely r-szer differencialhato dsszetett Bézier-gorbéhez vezet.

Az egyszeresen differencialhato illeszkedés feltétele tehat
(Af—l + Af)pm,j = Afpm—l,j + Af—lpm-‘,-l,ﬁ

amelyet a 3.3.1 4bra mutat.
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3.3.1. Abra. Két Bézier-feliilet egyszeresen differencialhaté illeszkedése.

Eredménytink birtokdban képesek vagyunk szpldjn-feliileteket el6allitani.
Ezt illusztralandd, aldbb 4 x 4 kontrollponthoz tartozé bikubikus (mindkét val-
tozéjdban kobos) elemi Bézier-felilletdarabokbél éllitunk Gssze egy bikubikus
szplajn-feliiletet, amely 3 x 3 uniform moédon paraméterezett elemi bikubikus Bézier-
négyszogfeliletbdl all.

3.3.2. Abra. Bikubikus szpléjn-feliilet hatarolégérbéinek eléallitasa.

A madszer leirasa.

1. El6szor az interpoléacios pontokat vessziik fel, melyeken tehat a kontrollhald
és a feliilet is dtmegy. (A 3.3.2 dbran ezeket a pontokat telt korok jelzik.)

2. Ezt az elemi feliiletdarabok hatarolégorbéihez tartozé kontrollpontok meg-
keresése koveti. Ezt pontosan ugyantgy tessziik meg, mint a kubikus Osszetett
Bézier-gorbéknél, ugyanis a hatarolégérbék maradék kontrollpontjainak megkeresé-
se soran azok a tobbi hatarologérbe kontrollpontjaitdl teljesen fiiggetleniil valaszt-
hatdk ki. (Ezeket a 3.3.2 dbréan iires korok jelzik. Az egyszer(ibb dbrézolas kedvéért
a tovabbiakban csak a sikbeli A 3.3.3 dbrdn kévetjik az algoritmus menetét.)

3. Sorrél sorra haladva fejezziik be a hidnyz6 kontrollpontok megkeresését. Az
els6 és masodik sornal tovabbra is Ggy jarhatunk el, mint a gérbék esetében. A meg-
1év6 pontokhoz tigy keressiik meg a kontrollpontokat, mint egy kubikus szplajngérbe
interpolécids pontjaihoz. (A 3.3.3 dbrdn ezeket a pontokat nyilheggyel jeloltik — a
szabadon véalaszthatdkat telttel, a kovetkezményként adéddakat tiressel. A nyilhegy
irdnya a médszer haladési irdnyat is mutatja.)
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3.3.3. Abra. A bikubikus szplajnfeliilet el64llitdsanak térképe.

4. A kovetkez6 sort tgy kapjuk meg, hogy fliggélegesen haladva nézziik meg
azt, hogy annak a pontnak az el6allitasdhoz a fiiggbleges Bézier-gorbéknél a kobos
szpldjn milyen pontja tartozik. (A 3.3.3 dbrdn nyilak jelzik, hogy melyik pont melyik
pont ,kovetkezménye”.) Vannak ,kritikus” pontok, melyek két pont kévetkezményei
is lehetnek, ezeknél bizonyitanunk kell, hogy mindkét iranybdl ugyanaz a pont &ll
eld. (A 3.3.3 4bran ezek a pontok csillaggal vannak jelolve.)

Legyen a feliilet egy pontja a, legyenek a1, as, a3, as a hatarol6 kontrollpoligon
a-hoz legkozelebb es6 pontjai, és tegyiik fel, hogy a mddszerrel mar megkaptuk az
as 3, a1z és as 4 pontokat. Uniform paraméterezés mellett a differencidlhatésig

miatt
a;+as az+tay

2 2

a modszeriink — ezt persze szintén a differencidlhatésag elvarasa motivalja — miatt

pedig
aio+azs a3+ asy
—= =2 & a —_ =

2 5 2

as =

Médszeriink akkor nem vezet Gsszelitk6zéshez, ha

aiqstass | aio+aiy
ay = ———2" és ap = —=—2—
2 2
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egyszerre teljesiil. Valéban, eddigi képleteinket hasznalva
ay — a3 =a3 —az =0az4 — ay 2,

adddik, amely alapjén a kérdéses egyenldségek egymds kovetkezményei. (Természe-
tesen tetszoleges paraméterekkel is bizonyithattunk volna, és a kontrollpontokat is
lehetett volna mds sorrendben eldéllitani.)

5. A kovetkezo sort ugyanigy kapjuk meg, mint az els6t, a rakovetkez6t ennek

eredményeképpen, és igy tovabb. -

A fentiek preciz tisztdzasa, a bikvadratikus szplajn-felilletek eléallitdsa, és a
Bézier-négyszogfeliileteknél is 1étez6 polarforma-elmélet kidolgozdsa a sok technikai
részlet okan ezuttal az érdeklédo olvaséra marad.
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Fuggelék

F.1. A projektiv geometria alapfogalmai

A projektiv sikot viszonylag egyszerii modon szarmaztathatjuk az euklideszi sikbdl.
Az euklideszi sikot kib&vitjiik Gjabb pontokkal — az idedlis pontokkal, melyek egy
egyenest alkotnak — az idedlis egyenest. A projektiv sik egyenesei az idedlis egye-
nesbol és a kozonséges egyenesekbdl allnak. A kozonséges egyeneseket az euklideszi
sik egyeneseibdl gy szarmaztatjuk, hogy egy-egy idedlis pontot hozzajuk adunk.
Két egymassal parhuzamos euklideszi egyeneshez ugyanazt az idealis pontot adjuk,
igy az idealis pontok lényegében az irdnyoknak feleltethetok meg. Ez a konstrukcié
biztositja azt, hogy a projektiv sik barmely két kiillonb6z6 egyenese pontosan egy
pontban metszi egymast.

A haromdimenziés euklideszi tér origén athaladé egyenesei segitségével elké-
szithetd a projektiv sik egy modellje (F.1.1 dbra). A projektiv sik pontjai legyenek
az origén athaladd egyenesek. A projektiv sik egyenesei legyenek az origdt tartal-
mazdé sikok. Vegyiik a haromdimenzios euklideszi térben az x3 = 1 sikot! Az ezen
stkot metsz6 egyenesek lesznek a projektiv sik kézonséges pontjai, a z3 = 0 sikba
simulék az idedlis pontok. A x3 = 0 sik reprezentalja az idedlis egyenest.

L3

297

4

F.1.1. Abra. A projektiv sik egy modellje.

Egy projektiv pont koordinatai legyenek az azt reprezentalé euklideszi egye-
nes egy iranyvektoranak koordinatai. Ilyen médon egy projektiv pontnak végtelen

85
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sok koordinataja lehet, melyek viszont egy konstans szorzé erejéig egyértelmiien
meghatarozottak. Innen az elnevezés: homogén koordindta. Hasznalva a homogén ko-
ordinatakat, modelliinkben a kézonséges pontok azok lesznek, melyeknek harmadik
homogén koordinataja nem 0, idealis pontok azok lesznek, melyeknek a harmadik
homogén koordinitdja 0. Ha egy kozonséges pont euklideszi koordinataja (z,y),
akkor a homogén koordindtdja [z,y, 1]. Forditva, ha egy kozonséges pont homogén
koordinataja [x1,xe, x3], akkor az az (x1/x3,x2/x3) euklideszi pontnak felel meg.

Az egyenesek homogén koordinatéi az egyenes pontjait leiré lineéris egyenlet
egylitthatdi lesznek. Ennek megfeleléen egy @ = [x1, z2, 23] pont akkor és csak akkor
illeszkedik az w = [ug, ug, us] egynesre, ha (u,x) = 0, azaz ujx, + usxs + uzxsz = 0.
Idedlis egyenes az lesz, melynek elsé két koordinataja 0, hiszen ebben az esetben
illeszkednek ra az idedlis pontok.

Az egy egyenesre illeszked6 pontok Osszességét pontsornak nevezzik. Az u
egyenes pontsordnak egyenlete (u,x) = 0 (ahol u rogzitett, x viltozd).

Az egy pontra illeszkedd egyenesek Osszességét sugdrsornak nevezzik. Az x
pont sugdrsoranak egyenlete (u, ) = 0 (ahol x rogzitett, u valtozo).

Az x = [z, 22, 23], Yy = [y1,Y2,Y3], 2 = [21, 22, 23] pontok akkor és csak akkor

tartoznak egy pontsorhoz, azaz akkor kollinearisak, ha det (zi zg fz/g ) =0.
1 2 3

Az u = [ug,us,u3], v = [v1,v9,03], W = [wy,ws,ws] egyenesek akkor és
csak akkor tartoznak egy sugarsorhoz, azaz akkor haladnak &t egy ponton, ha
det(ifi s Zg") =0

w1 w2 w3

Ha két haromszog csticsait paronként egymashoz rendeljiik, vizsgalhatjuk, hogy
a megfeleld csucsparok egy ponton athaladé hirom (egyméstél nem feltétleniil
kiilonb6z3) egyenesen vannak-e, s hogy a megfelel§ oldalegyenesparok egy egyenes
harom (egymdstol nem feltétleniil kiilonb6z8) pontjan haladnak-e &t.

F.1.2. Abra. A Desargues-tétel.
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Az el6bbi esetben a két haromszoget pontra nézve perspektivnek, az utébbi
esetben egyenesre nézve perspektivnek mondjuk. A pontot, illetve egyenest a pers-
pektivitdas centrumdnak, illetve a perspektivitdas tengelyének nevezziik.

Az euklideszi tér kordbban latott kibévitésével kapott projektiv stkon igaz a
kovetkezo.

Desargues-tétel. Két hdromszdg akkor és csak akkor perspektiv egy pontra nézve,
ha egy egyenesre nézve is perspektiv.

Desargues tétele természetesen akkor is igaz, ha a centrum idedlis pont, illetve
a tengely az idealis egyenes.

Ha két haromszog tengelyesen perspektiv, akkor sem szogeik, sem oldalaik
hossza, sem azok ardnya nem feltétleniil azonos. Az a mennyiség, mely ebben az
esetben is invarians marad, a kettdsviszony.

Legyen A, B, C és D egy kozonséges egyenes négy kiillonbozé pontja. Az
(ABC) AC AD
(ABD)  CD DB
értéket az A, B, C', D pontok kettésviszonyanak nevezziik. Felhivjuk a figyelmet,
hogy a definicioban szerepld tavolsagok eldjelesek, vagyis az egyenesen adott egy

(ABCD) =

tetszoleges irany — ettdl az érték nem fiigg.
Négy, egy ponton athaladé a, b, ¢, d egyenesre (egy sugdrsor négy kiillonboz6

elemére) a kettésviszonyt
sin(ac) sin(ad)

sin(ed) ~ sin(db)

definialja, ahol az egyenesek altal bezart iranyitott szogek szinuszai szerepelnek.

(abed) =

Pappos-tétel. Ha a, b, ¢, d eqy kézdnséges tartéponti sugdrsor négy eleme, €s eqy,
a tartéponton dt nem haladd egyenes ezeket a kozonséges A, B, C, D pontokban
metszi, akkor (ABCD) = (abcd).

F.1.3. Abra. A Pappos-tétel.

Pappos tétele miatt a centrélis (tengelyes) perspektivitds kettdsviszonyt tarto.
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A kettOsviszonyt tarté leképezéseket projektiv transzformdcioknak nevezzik.
Ennek megfeleléen a centralis perspektivitds (a kozéppontos vetités) is megbrzi a
kettésviszonyt.

A kettdsviszony fogalmat arra az esetre is konnyen kiterjeszthetjiik, amikor a
kettOsviszonyt meghatarozé elemek kozott idealis pontok, egyenesek is szerepelnek.
Ezt csak tgy érdemes megtenni, hogy Pappos tétele ekkor is érvényben marad-
jon. A homogén koordindtdkat hivjuk segitségiil. Jelolje [z] egy pont homogén
koordinatajat. Egy egyenesen minden pont el6all két kiillonb6z6 pontja linearis kom-
bindcidjaként, ezért négy tetszbleges pont egy egyenesen mindig felirhaté [z], [y],
Mz + p1y], [Aex + poy] alakban. Az altaldnositott kett8sviszonyt a

p1 B2
M A2
értékkel definidljuk. Egy sugédrsor négy elemére ugyanigy fogalmazhaté meg az
altalanositott definicid, mint pontok esetén — a homogén koordinatak hasznala-
taval. Belathatd, hogy ez valéban dltalanositas, azaz kdzonséges térelemekre a két
definicié ugyanazt az értéket szolgaltatja. Kénnyen lathatéak a kett6sviszony alabbi
tulajdonséigai:
e ha A, B, C egy kozonséges egyenes hiarom koézonséges pontja, D pedig az
egyenes idedlis pontja, akkor (ABCD) = —(ABC),
(ABCD) = (CDAB) = (DCBA) = (BADC),
(ABDC) =1/(BACD),
(ABCD) = 1 akkor és csak akkor, ha A = B vagy C' = D, és
ha (ABCDl) = (ABCDQ), akkor D1 = D2.
Egy pontsor négy eleme, illetve egy sugarsor négy eleme harmonikus négyest alkot,

ha kettésviszonyuk —1.

Madsodrendi; gorbének azokat a gorbéket nevezziik, melyek homogén koordina-
taira Zij:l ai;x;x; = 0 teljesiil, ahol a;; = aj;. A kipszeletek mind mésodrendi
gbrbék. A masodrendl gorbék tulajdonsdgainak vizsgalataval, azok osztélyozasaval
ugyanakkor igazolhat6, hogy minden mésodrendii gérbe kupszelet (amennyiben az
elfajulé kipszeleteket is ezek kozé soroljuk).

A mésodrendii gorbék idedlis pontjait ugy kaphatjuk meg, hogy z3 helyébe 0-t
frunk, majd megoldjuk az {gy kapott masodfoki egyenletet a1 /zo-re. A megolddsok
szamatol fiiggben az egyenletnek 0, 1, illetve 2 idealis pontja van. Ezeket elliptikus,
parabolikus illetve hiperbolikus masodrendii gérbéknek nevezziik, mivel a neviikknek
megfelel6 kipszeletek is ilyen tipustak.

A kupszeletek perspektiv képe is kiipszelet, igy minden olyan tulajdonsig, mely
kettdsviszony segitségével megfogalmazhat6, minden kipszeletre (korre, paraboléra,
ellipszisre, stb.) igaz marad. Ezt hasznaltuk a parabola 3-érinté tételében.
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F.2. Miivészet

A kiillonb6z6 korok miivészete szamara a festmények, a szobrok és egyéb mialko-
tdsok mas-mas lizenetet hordoznak. Az egyiptomiak szaméra elsésorban nem az
volt fontos, hogy a valésag olyan forméban jelenjen meg, mint ahogy az a szemlélé
retinajan érzékelhetd. Tipikus az egyiptomiaknal, hogy az emberek testrészei kiilon-
b6z nézépontokban latszanak. Az emberek méretét nem az hatarozza meg, hogy
ki kisebb, ki nagyobb, vagy ki van kozelebb, illetve tavolabb, hanem az, hogy az
alkoté kit tekintett fontosabbnak. A perspektiva szabélyainal nagyobb sullyal estek
latba a vallasi és kultikus szempontok.

Az bkori gorogok és romaiak szédméra sokkal fontosabbd valt az élethli abrazolas.
A képeken, vazakon szamtalan jele van a perspektivaval kapcsolatos megfigyelések-
nek, de sem olyan mualkotéds, sem olyan kényv nem maradt rank, amelybdl arra
lehetne kovetkeztetni, hogy rendszerezett, atfogd ismeretekkel rendelkeztek volna az
abréazolds tudomanyardl. A Rémai Birodalom 6sszeomlaséval a bizanciak elfordultak
ezektdl az eredményektol, és visszakanyarodtak az isteni szimbélumokhoz.

A reneszénsz miivészete hozott attorést. Filippo Brunelleschi (1377—1446),
aki késobb a firenzei dém kupolajanak tervezojeként valt innepelt épitésszé, hires
wkukucskalo” kisérletei segitségével mutatta be elscként a perspektivikus abrazoléas
alapelveit. Brunelleschi tigy igazolta kisérletei helyességét, hogy az altala készitett
festményre lyukat furt (melyet késébb enyészpontnak neveztek el). Az arca elé emelte
a festmény festetlen oldalat, a lyukon keresztiil belenézett a masik kezében tartott
tiikorbe, mely visszatiikrozte a festményt. A lyukon keresztiil pontrél pontra 6ssze
lehetett vetni a képet a képen dbrazolt valdsaggal. A legels® geometriai szempontbdl
is igényes, rank maradt, ilyen tdrgyd mi szintén firenzei miivész, Leon Battista
Alberti munkéja (A festészetr8l, 1435).

Andrea Mantegna (1431—1506), nagy észak-italiai mester nemcsak a perspekti-
va szerkesztésének elveivel volt tisztaban, hanem azzal is, hogyan kell ezt felhasznalni
arra, hogy mély hatast gyakoroljon a kozonségre. Ennek mintapéldaja ,,A halott
Krisztus siratdsa” cimii festménye, melyen a halott Krisztust a nézépont miatt dra-
mai révidiilésben lathatjuk. A festmény perspektivikus hatésa olyan tokéletes, hogy
Ugy tinik, mintha a holttest kdvetné a képtol tavolodd nézot.

Leonardo da Vinci (1452—1519) mar nemcsak a perspektiva tudatos szerkesz-
tését hasznalja ki, hanem annak tudatos megszegését is. Az utolsé vacsora cimi
festményen a perspektiva szabalyai tobb ponton sériilnek, de ez nem zavard, hanem
szuggesztiv ereji.

Diego Velazquez (1599—1660) spanyol fest6 szamtalan tudomdanyos értekezést
tanulméanyozott at, melyek nem multak el nyomtalanul festményein. Az aranyok, a
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szin, az arnyékhatasok mind-mind magabiztos ismeretekrol tettek tanibizonysagot.
Képein még azt is sikeresen oldotta meg, amikor perspektivikusan kellett dbrazolni
tikorbél visszatikrozédé alakokat.

A holland Pieter Jansz Saenredam 1648-ban olyan élethiien festette meg a St.
Bavo templomot, mintha az fényképezogéppel késziilt volna. Francesco Borromi-
ni 1653-ban olyan mdédon készitette el a rémai Palazzo Spada folyoséjat, hogy a
perspektivahatasok keltésével azt imitalja, mintha az nagyon hosszu lenne.

A fényképezogépek koranak bekdszontével a miivészetben hattérbe szorult az
a torekvés, hogy a vdszonra a vald vildg minél élethiibb mésa kertiljon. A miivészek
olyan perspektivakat kezdtek el keresni, melyek egyénileg az ¢ vildgukat képezi le.
Ily médon az egyiptomi alkotdsokhoz hasonléan ismét megjelent egy abran tobb —
a valosdgban egymadst kizaré — perspektiva. Az ezzel az eszkozzel é16 alkotdk koziil
taldn a leghiresebb Pablo Picasso (1881—1973), aki més kubistdkhoz hasonléan a
rajzlap sikjat tobb egyéni nézépontnak megfelel6 darabra torte szét.

M. C. Esher olyan perspektivakat eszelt ki, melyek els6 ranézésre redlisak,
de jobban szemiigyre véve ellentmondésosak. Ezt 6 maga el is nevezte lehetetlen
perspektivanak.

Az 1960-as évek végére a tomegkommunikacids eszkézok — a film, a fotogréfia,
a képregény, a reklam — olyan széles korben alkalmaztdk a perspektivikus képeket,
hogy azok a hétkoznapi vizudlis nyelv részévé valtak. A szamitégépek dobbenetes
tempdju fejlédése lehet6vé tette, hogy a televizidban lathatd képi kisérleteknek,
effektusoknak csak a képzelet szabjon hatart.

F.3. Informatika

A vildg minden olyan szoftvere hasznélja a Bézier-mdédszert, mely grafikat jelenit
meg. Az AutoCAD a CADKey programokkkal szdmos épiiletet, autot terveztek, a
Micrografx és a CorelDraw abrait sok djsag, iidvozlSlap, reklamképein lathattuk.
Mindent tudnak az abrazolasi médokrdl azok a programok is, amelyek formaélis
matematika végzésére is alkalmasak, mint példaul a Mathematica vagy a Maple.

F.3.1. Abra. Az ze=% ¥ feliilet képe egy téavoli perspektivabdl, melyet a
Maple szerkesztett a —2 < z,y < 2 tartomanyon.
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Ezek nemcsak arra alkalmasak, hogy egy bonyolult fiiggvény hatarozatlan integraljat
kiszamoljak, hanem arra is, hogy az igy kapott fliggvényeket axonometrikus vagy
perspektivikus abrazolasi médban megjelenitsék.

Az el6bb emlitett programok nem alkalmasak arra, hogy azokon a Bézier-
modszert lehessen kozvetleniil tanulmanyozni, ezért kozoljiik az alabbi demonstra-
cibés programot, melyet ki-ki szamitastechnikai ismeretének megfelel6en fejleszthet
tovabb. A program Maple-ben késziilt, de nyelve a C-ben programozdk szamara is
érthet6 kell legyen.

> #egyszerli Bézier-gdrbe véletlenil generalt kontrollpontokkal

> #Véletlen pontok generaldsa a sikon a [0,10]x[0,10] tartoményon:

fok:=3;#a gbérbe rangja
for i from O to fok do
for j from 1 to 2 do
veletlen:=rand(10) ;Bezierpont[i,j]:=veletlen()
od;
od;

V V V V V V

\"

Kontrollpoligon:=

Vv

[seq([Bezierpont[i,1],Bezierpont[i,2]],i=0..fok)]:

\

finom:=100; #a gdérbe finomsaga

v

#A gorbe elkészitése (de Casteljau-algoritmussal):

for k from 0 to finom do
deCasteljau:=Bezierpont:
for 1 from 0 to fok-1 do
for i from 0 to fok-1-1 do
for j from 1 to 2 do
deCasteljauli,jl:=evalf ((1-k/finom)*deCasteljauli,jl+
(k/finom)*deCasteljauli+1,j])
od;
gorbe [k] :=[deCasteljauli, 1] ,deCasteljauli,2]];
od;
od;
od:

V V V V V V V V V V Vv VvV

v

Beziergorbe:=[seq(gorbe[k] ,k=0..finom)]:

> plot(Beziergorbe,Kontrollpoligon,-1..10,-1..10,color=black);
> #Kirajzolja a kontrollpoligont és a Bézier-gdrbét
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F.4. Polarformak

e sz

ismert de Casteljau-algoritmus, illetve a Bézier-gérbék és a pohnomok kozotti Ossze-
fliggések természetesen addédnak.

F.4.1. Definicié. Egy f: R" — R leképezés szimmetrikus, ha véaltozéit permutalva
a fliggvény értéke nem valtozik, azaz f(x1r,...,%nx) = f(x1,...,2,) tetszOleges
m € S, permutaci esetén.

F.4.2. Definicié. Egy f: R — R* leképezés affin, ha megérzi az affin kombinaciét,
azaz tetszbleges a € R esetén f(az + (1 — a)y) = af(z) + (1 — o) f(y).

Egy f: R® — RF leképezés multiaffin (vagy més néven n-affin), ha minden
valtozdjaban (mind az n valtozdjaban) affin.

F.4.3. Lemma. Ha az f: R — RF leképezés affin, akkor
£(s)— £(r) _ £y) ~ F()

s—r y—x

barmely s # r és y # x valés szamokra.

Bizonyitas. Az affinitdst kihasznalva

F0) = 1) = F (=g + Ta) = (T + Ty

y—x y—x r—y r—y
_r—x y—r JU_s—y . T —

= T @) - L )+ )
= U6~ S@),

ahogy allitottuk.

Erdemes megfigyelni, hogy az y = 1 és = = 0 esetben
f(r) = f(s) = (r—s)(f(1) = f(0))

adédik, amiért a multiaffin leképezések minden valtozéjukban parcidlisan derival-
hatéak.

F.4.4. Lemma. Ha f: R™ — R szimmetrikus n-affin leképezés, akkor

f(wl,...,:cn):ifi< Z ka)

i=0 TC{1...n} kel

valamely egyértelmi f; € R konstansokra.
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Bizonyitas. Az allitds n = 0 és n = 1 esetén nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy n > 2
és 0,...,n — 1 esetén igaz az allitas.

Legyen fl*!(zy,...,2n_1) = f(21,...,%n_1, ). fI* nyilvin szimmetrikus (n—
1)-affin leképezés, ezért feltételezésiink értelmében

f“(ml,..wfvnfﬁ:Zfi[o]( Z Hﬂfk)a
i=0 IS0 -1y kel
n—1
f”(xl,...,xn_1)=Zfi[1]( Z H.%‘k)
i=0 1C{1. -1} kel

Az affinitds miatt

xnf[l](ml, cesTp—1)+ (11— xn)f[o](xl, ceeyTp—1)
== 5an(mlw oy Tn—1, ]-) + (]- - xn)f[o](xla- .. 7mn7170)
= f(xlw"amn—l;xn ! 1+(1 —ZEn) O) = f(xla"'axn—lazn)a

amib6l

f(xlv"'a‘rnflvxn) - xnf[l]($1,...7$n,1> + (1 _xn)f[o](xlv"wxnfl)

n—1

=Sl =7+ Y TTe):

=0 IC{1,..., n—1} kel
il

- M O O hai >,
vagyis az f; = 0] '
fO ’ ha 7= 0,

vényt, ami igazolja az allitast.

} egyitthatok eléallitjak az f fuge-

]
A lemma alapjan az olvasé konnyen igazolhatja a kovetkezd eredményt.

F.4.5. Tétel. Az f: R™ — R szimmetrikus n-affin leképezések (n + 1)-dimenzids
vektorteret alkotnak, melynek bdzisa

{bi(xl,...,xn): Z Hmk:izo,l,...,n}.

IC(1,...,n} kel
[1]=4

Az alabbi tétel ramutat a multiaffin szimmetrikus leképezések és a polino-
mok kozti szoros kapcsolatra. Itt polinomnak neveziink minden olyan P: R — R*
fliggvényt, melynek minden koordinataja a valtozé algebrai polinomja.
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Viragzasi alapelv. Tetszbleges n-foki F: R — R* polinomhoz pontosan egy olyan
f: R" = R¥ n-affin szimmetrikus leképezés létezik, melyre F(u) = f(u,u, ..., u).

Bizonyitas. Nyilvan elegendé a k = 1 esetben bizonyitani, hiszen ennek koordina-
tankénti alkalmazasa adja a kivant eredményt.

Az n-fokt polinomok tere épp ugy (n + 1)-dimenziés vektortér, ahogy elébbi
tétellink szerint az n-affin szimmetrikus leképezések tere is, ezért elég belatnunk,
hogy a baziselemekbdl képzett b;(z,...,z) polinomok bazist alkotnak az n-foku

polinomok terében. Minthogy b;(z,...,z) = (?) x', ezzel az &llitast igazoltuk. -

Példaképpen, han = 3, k = 1, és F(t) = 9> + 3t% — 6t + 4, akkor a tétel szerint
egy haromvaltozos polarformara van sziikségiink, melynek dltaldnos alakja:

f(tl, tg, tg) = atltgtg —+ b(tltg —+ tltg + t2t3) —+ C(tl + tz + tg) —+ d
Az a=9,b=1, c= -2, d= 4 paraméterek behelyettesitése adja az F' polinomot.

F.4.6. Definicio. Az f leképezést az F polinom polirformdjinak hivjuk. Az F
polinomot pedig az f leképezés diagondlisanak nevezzik.

Mig a polarformabdl a polinom eldallitasa trivialis, addig a forditott irany
viszonylag bonyolult eljaras. Mas fontos kovetkezmények mellett erre is megoldést
kinal a kovetkez6 eredmény.

F.4.7. Tétel. Legyen F eqy n-foku polinom, f a hozzd tartozé poldrforma, a < b,
és fi = f(a,...,a,b,...,b) minden 0 < i <n esetén. Ekkor
—_———

n—it 7

F(m):ifiB?(:i:Z), x € [a,b],
i=0

ahol B} az i-edik n-foki Bernstein-polinomot jeldl.

Bizonyitas. Legyen t = 7==. Ekkor x = tb+ (1 —t)a, és 0 < t < 1, ezért az f

multiaffinitasat és szimmetridjat kihasznélva
F(z)=f(z,...,z) = f(tb+ (1 = t)a,...,tb+ (1 — t)a)
=tf(b,tb+ (1 —t)a,...,th+ (1 —t)a)+
+(1=-t)f(a,tb+ (1 —t)a,...,.tb+ (1 —t)a)
=t{tf(b,b,tb+ (1 —t)a,...,tb+ (1 —t)a)+
+(1—t)f(bya,tb+ (1 —t)a,...,th+ (1 —t)a) }+
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+ (1 =t){tf(a,b,tb+ (1 —t)a,...,th+ (1 —t)a)+
+ (1=t f(a,a,tb+ (1 —t)a,...,th+ (1 —t)a)}
=t2f(b,b,tb+ (1 —t)a,...,tb+ (1 —t)a)+
+2t(1 =) f(b,a,tb+ (1 — t)a, ..., tb+ (1 — t)a)+
+ (1 —=t)?f(a,a,tb+ (1 —t)a,...,th+ (1 —t)a)

=> (T.l)ti(l — )" f(b,... b, a,...,a),
e (3 H/—/

ahogy allitottuk. -

Eredménytink szerint a polarforma n+1 helyen felvett értéke mar meghatarozza
a diagonalis polinomot, ami viszont meghatarozza az egész polarforméat barmely
argumentumok mellett. Osszefoglalva: a polarforméat a tételben megadott formaji
n + 1 pontja egyértelmiien meghatarozza!

F.4.8. Tétel. Legyen F egy n-foki polinom, és f a hozzd tartozé poldarforma. Ekkor
tetszdleges a # b szdmokra

fla,z,...,2) — f(byz,...,x)

1) —
Fl(z)=n p—-

Bizonyitas. A definiciobdl kiindulva

F(x) :}Ew  Jim f(t,.--,ttj;(m,...,m)
= lim ((f(t""’t)7f(x’t""’t))+(f($, oo t) = flaymt, o ) e
t—x PR
..-|—(f(x7...,x7t)—f(xw..,x)))’
t—x

Mivel a kiilonbségek tagjainak argumentumaiban paronként csak egy eltérés van,
t — x, és a valtozok sorrendje nem szamit, ebbdl

F/(.’E) = n lim f(t,ﬂf,...,x)—f(x’x7.__’x)

t—zx t—x

adédik, amibdl legels6é lemmank alapjan az allitds azonnal kovetkezik. -

Ebbdl teljes indukcidval kaphatjuk meg a magasabb rendii derivalt formulajat.
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F.4.9. Tétel. Legyen F egy n-foki polinom, és f a hozzd tartozé poldrforma. Ekkor
tetszéleges a # b szamokra

F(k)(ac) = mmZ(—l)if(a,...,a,b7...7b7x,...7x).

Figyeljiik meg, hogy a magasabb derivalt formuldjaban szereplé tagok egyen-
kénti ismerete meghatdrozza magat a polarformat!

F.4.10. Tétel. Az n-foki F' és G polinomok akkor és csak akkor illeszkednek s-ben
(-szer differencidlhats (C*) médon, ha f és g poldrformdjukra

f(Ul,...,Ug,S,...,S):g(ul,...,Ug,S,...,S)
—— ——

n—~ n—~
barmely uy,...,ur € R esetén.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel értelmében a megadott feltételbdl azonnal kovetkezik az
{-szer differencidlhato illeszkedés.

Ha az illeszkedés f-szer differencialhaté, akkor el6z6 eredménytink formulajat
minden 0 < k < £ esetre felhaszndlva, arra kovetkeztethetiink, hogy barmely a # b
esetén

fla,...;a,b,...;b,x,....x) =g(a,...,a,b,....b,x,...,x)
—— —— — —— —— ——
k—i i n—k k—i i n—k
minden 0 < i < k < ¢ mellett. Az F.4.7. tétel, illetve az utdna taldlhaté megjegyzés

ebbdl mér igazolja az allitast. -

F.5. Bernstein-polinomok

A Bernstein-polinomok a matematika szinte minden dgaban jelentOs szerepet jat-
szanak. Mi most csak néhany, szimunkra fontos tulajdonsagra tériink ki. Miel&tt
belemélyednénk, sziikség van néhany jelolésre.

Konvencié. Egy egész szamokbdl osszedllitott i = (iy,...,1,,) m-elemd vektort
m-dimenzios indezvektornak neveziink. A p; jelolést egyszeriien a Di i rovi-
ditéseként értelmezziik. Az indexvektor abszolut értékén az |i| = iy + -+ + i,

nt ; ardnyt értjliik. Haszndlni fogjuk még az

il
iyl

Osszeget, variacidjén az (7) =
i* = (0,...,0,1,0,...,0) jelolést, ahol kizardlag a k-adik elem nem nulla, és ép-
pen 1. Hasznunkra lesznek még az x = (1,0,0), y = (0,1,0) és z = (0,0, 1) konstans

indexvektorok.
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Figyeljiik meg, hogy i = 27:1 ieif, ha a skalarral val6 szorzast és az Gsszeadast
a vektoroknal megszokott médon értelmezziik.

F.5.1. Definicié. Legyen az u = (uq,...,u,,) vektorra uy + -+ + u,, = 1, az
i=(iy,...,1,,) indexvektorra |i| = i; + - - +i,, = n. Ekkor a
n\ r i
Bn = =L
rw = (1) 1+

polinomot az (m — 1)-dimenziés n-edrendii Bernstein-polinomnak nevezzik. Fel-
tessziik, hogy Bf'(u) = 0, ha barmely index negativ, vagy nagyobb, mint n lenne.

Konvencié. Legtobbszor az egydimenzids Bernstein-polinomokkal dolgozunk, ezért
ezekre alkalmazni fogjuk az egyszertibb B (t) = (7)t!(1—t)"~* jeldlést, ahol ¢ € [0,1]
és 0 < i < n egész szam.

Amikor fontos utalni az dltaldnosabb értelmezésre, akkor gyakran baricentrikus
Bernstein-polinomokat emlitiink.

A kétdimenziés negyedrendli baricentrikus Bernstein-polinomokat a

U4

43w duw?
6v2w? 12uv?w  6ulv?

3 2

dvwd  12uvw? 12u2vw  4udv

w? dyw?® 6ulw?  4udw u?
piramis forma szemlélteti, ahol u = (u,v,w) és u+v+w = 1.

F.5.2. Tétel. A baricentrikus Bernstein-polinomok eleget tesznek a
Bi'(u) = ZukBl”:l,}(u)
k=0

rekurzionak, és egységbontdst adnak, vagyis
0<Blu)<1, é Y Blu)=1
li|=n

Bizonyitas. A rekurzié a definici6 és a jol ismert

(=) -2 ()

Osszefiiggés kévetkezménye.
A tobbvaltozds binomidlis tételbdl pedig azonnal kévetkezik az egységbontés

tulajdonsaga. -
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A Bernstein-polinom 0; parcialis derivaltja nyilvan a

n! n—r
(n—m)! By (w)

alakot 6lti, ahol [j| = 7, és 0; = 0 "‘8j Ebbél kénnyen adodik a Bernstein-
polinomok altaldnos irdnymenti derlvaltja

9B (u) =

F.5.3. Tétel. Ad=(dy,...,dn) baricentrikus irdnyvektorra (dy + - - - + dy, = 0)
D4Bl (u) = n_r|ZBT VB (u).
lil=r
Bizonyitas. A formula vizsgalatat az r = 1 esettel kezdjiikk. Ekkor nyilvan
DaB"(u Z d0, B (u Z d0y Bl (u) = = 1 ] ||Zl B (u).

Teljes indukciés bizonyitasunkban most DZHBi"(u) kiszamitasa a cél az allitas
szerint feltételezett formuldbdl. Ezt a

Dy B (u)
= DaDyB} (w) = Da(( =5 D0 B (@B (w)
"lil=r
- n_r|ZB d)DaBi"" (u) = n_r,ZBT Zdza B (u
lil=r lil=r
! n—r—
- e L
jl=r
:M;(lz d.Bj (d)) B} ()
s
m ;
T+1 n—r—1
(n-r-—1 'z; (”Z_ 1 D (d)>Bi—1—¥ (u)
! "ok
- ﬁ > (X ) B @By w
U kl=r+1  £=1
= (n_’r — Z Bi—ﬁ-l Bini—kr—l(u)

|k\—r+1

levezetés adja, egyben az allitast igazolva.
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A tovabbiakban csak az egydimenziés Bernstein-polinomokkal foglalkozunk.

F.5.4. Tétel. A Bernstein-polinomok a kévetkezd elemi tulajdonsdigokkal rendelkez-

nek:
By (t) = (1= t)B} 71 (t) + tB] 5 (1), En: %B?(t) =t
=0
;illBZﬂl() tB}(t), (1—nj_1>Bf“(t):(1—t)Bf(t)7
0=, ()R (e=xl)me

" (tto) ZB” )Bi(to).

Bizonyitas. Az elsd allitas igazoldsihoz a binomialis egyiitthatoknak a Pascal-
haromszoghél ismert Osszefiiggését kell kihasznalni. A masodik képlet helyessége
azon mulik, hogy a kivételektdl eltekintve %(7;) = (z 1) A kovetkez6 kettd allitas
a definicié alapjan nyilvanvalé.

A hatvanyra bontéast a

Bp(t) = <Z>t"”‘(1 — k= (Z)tk(—l)"k(t — 1)k
S
~E e =S

j=k
levezetés bizonyitja. A forditottjat a
nj n\ e /n—1\ . . . n\ .
B (t) = t* 1 -0 = t*
- ()mo=()rz(Gr)raorr=()

egyenlGség mutatja.
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A szorzat szétbontdsat a definicié és a binomidlis tétel felhasznaldsaval a

n

Bji(tto) = <k> (tto)* (1 — tto)" "
B <Z> (ho)" i (7;:;]3(1 — )"t —tto) "

i=k
o 5 (1) (-
- :k CL) - </Zf> foll— )" = Zzn;Bi(to)Bf( ),

képlet bizonyitja.
F.5.5. Tétel. A Bernstein-polinomok a [0, 1] egy egységbontdsdt adjak, vagyis
0<BMt) <1, és » Br(t)=1,
i=0

és bdzist alkotnak a [0,1] intervallumon értelmezett n-foki polinomok vektorterében,
vagyis tetszdleges a [0, 1] intervallumon értelmezett P polinom egyértelmiien elddll
mint az n-edrendd B Bernstein-polinomok linedris kombindcidja.

Bizonyitas. Az elsé 4llitds a binomidlis tétel miatt trividlis, de kovetkezik a bari-
centrikus Bernstein-polinomok egységbontas tulajdonsagabdl is.

A bézis tulajdonsig az elemi tulajdonsagok kozt felsorolt hatvanyfelbontasbol
és annak forditottjabol mar kovetkezik, de kozvetlen szamoldssal is megmutathato.

Legyen tehat P(t) = -7 p;t’ egy n-fokd polinom, és keressiik azokat az
egyiitthatokat, melyre P(t) = >, _, s By (¢).

A Bernstein-polinom hatvanyfelbontasaval 6sszevetve

P(t) = éaké (Z) (7;_ :) (—1)i k47 — g;ak <Z> <?_ :) (—1)i k4

kovetkezik, amibdl az

p; = ijak <Z> (?:’,j)(—l)jk (0<j<n)

k=0
egyenletrendszer adddik az ay szdmokra. Mivel ennek az egyenletrendszernek a

matrixa alulrél trianguléris, és a f64tlé elemei nem nulldk, a rendszer determindnsa

nem nulla, tehat pontosan egy megoldasa 1étezik. Ez igazolja az allitast. -
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Egy-két Bernstein-polinom grafikonjanak felrajzolasa utdn azonnal feltiinik,
hogy e polinomok a [0, 1] intervallumon ,harang alaktak”, vagy pontosabban a B}
grafikonja az i/n kozelében nagy értékeket vesz fel, attdl tdvolodva pedig rohamosan
csokkendket. Azt is megfigyelhetjiik, hogy minél nagyobb a polinom foka, ez a
viselkedés annal erételjesebb, szinte ,hegyesedik” a grafikon.

F.5.6. Definicid. A fenti jelenséget a Bernstein-polinomok szikilésének nevezzik.

F.5.7. Tétel. A Bernstein-polinom derivdlt- és integrdlfigguényeire

d ax n & N
—B*(t)=n (B }(t)— B! Z_Brt) = — Z _1)k—ipgn—Fk
dt 7 (t) Tl( i—1 (t) 2 (t))’ dtk ) (t) (TL _ k)' j:o( ) =7 (t)7
és
t 1 n+1 o 1 1
B'(t)dt = B"(1), B (t)dt = .
| B 1 2 BT | B

Bizonyitas. A derivaltra vonatkozé formuldt kozvetlen szamolédssal a szereplé szor-
zat derivalasabdl adodo tagok iigyes csoportositasaval, vagy az altalanosabb bari-
centrikus iranymenti derivalbél igazolhatjuk.

Ugyanigy tehetiink a magasabb rendi derivalassal is:

LTI —j .
o= (1) 3 (550) (Gt -0)

=0
B (n>§k3 L o i Uk A O R TE
i) &= ) (n—i—k+j)
k
- o D DB
=0

A k =1 esetben azt latjuk, hogy %B?(t) =n(B7'(t) — Bl '(t)), amiért

n+1 n+1

%( > B?(t)) =(n+1) > (Bfy(t) = B} (1)) = (n+1)B}(t)

Jj=i+1 j=i+1

is igaz. Ebbol azonnal kévetkezik az elsé integralos formula, hiszen ¢t = 0-ban a két
oldal megegyezik.

A maésodik integralos formula az eléz6 specidlis esete a t = 1 pontban. Ezzel
minden allitast belattunk. -
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F.5.1. Példa és feladatok

F.5.8. Példa. Szamoljuk ki a derivalt felhasznalasa nélkiil a Bernstein-polinomok
integréljat!

Megoldas. Legyen by = [ B'(t) dt. Ekkor

b = /01 (?)ti(l —t)nide
- (" ti(1—t)" At — " A S L 7
()] ()]

n ‘b?_l_i—kl "

i n—i Y
amit dtrendezve b7, = %b?*l - ?;11 b adédik. Vildgos, hogy b? = bl = 1, és

¢ =1/(n+ 1) minden n nemnegativ egészre.
Feltételezve most, hogy fol Bt)dt =1/(n+1), az n és i szerinti teljes induk-
ciobol az kovetkezik, hogy
oo 1 (m+1)—-(G+1) 1 1
T In i+1 n+l n+1’

tehat fol Br(t)dt = 1/(n + 1), ahogy vartuk. .
F.5.9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a B} Bernstein-polinom maximuma i/n-ben
van, és szamitsuk ki e maximum értékét! Mi torténik e maximummal, ha n — oo,
és i/n — X valamely adott A\ konstansra?

F.5.10. Feladat. Bizonyitsuk be a baricentrikus Bernstein-polinomok bazis tulaj-
donsagat!

F.6. B-szplajnfiiggvények

A B-szpldjnfliggvényeket (,,basis spline functions”) mar régen hasznéltdk a mate-
matikdban — Lobacsevszkij példaul a valdszinliségszamitasban —, aztan 1946-ban
alkalmazta Oket statisztikai adatok simitdsdhoz Schonberg, ezzel elinditva a mo-
dern approximdciéelmélet kutatasat. Masfel6l egy (k + 1)-dimenzids szimplexnek
az egydimenziés egyenesen parhuzamos vetités soran keletkezo rontgenképe is B-
szplajnfiiggvény (NF), ha a szimplex homogén anyaghoél késziilt, és a réntgenkép
vildgossaga a vastagsaggal aranyos.

Mi az 1970-es évek elején de Boor, Cox és Mansfield altal kidolgozott médon,
de igen roéviden targyaljuk a B-szplajnfliggvényeket.
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F.6.1. Definicié. Az illeszkedési pontok egy novekvo tg < t1 < ... < ty_1 < tm
szamsorozatot hatdroznak meg, melyeket csomdpontoknak, az ezekbol alkotott T =
(to,t1y - -y tm—1,tm) vektort csomdpontvektornak nevezziik.

A T csomépontvektorhoz tartozé i-dik k-adrendi (k-fokd) (normalizalt) NF
B-szpldjnfiiggvényt az

NO() = 1, hat; <t <ti,
’ 0, egyébként

0 hat, =1,

k - R 7 i+k+1;

N; (t) = tt h—1 tigpi1—t k—1 /1.1, 2
U NET(t) L NI N(E),  egyébként

tigp—ti 't titrt1—tit1  t+1
rekurzioval definidljuk.
Ha a csomépontok egyenlé tavolsidgra helyezkednek el, akkor uniform B-

szpldjnokrol beszéliink.

A70 A7l a7l
NS N N,

F.6.1. Abra. Uniform és nem uniform B-szplajnfiiggvények.

F.6.2. Megjegyzés. Ha a csomodpontvektor

alaku, akkor az N*(t) B-szplajnfuggvény a B! (t) Bernstein-polinom lesz, vagyis a
B-szplajnfiiggvények a Bernstein-polinomok altaldnositdsai.

F.6.3. Tétel. Az N} B-szpldjnfiiggvények egységbontdst alkotnak a [ty,t,] interval-
lumon, vagyis

Nf(t)=0, hat<t; vagy tipri1 <t,
NF(@#) >0, hat; <t<tipe1, és

n—1
SONF(t) =1, hat€ [ty tn].
=0
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Bizonyitas. A k£ = 0 esetben az allitas nyilvanvald, ezért elég teljes indukciéval
megmutatni, hogy ha k esetén teljesiil az allitas, akkor k + 1 esetén is.
Az allitas elsé két sora nyilvanvald, a harmadikat a

n—1
SONIH) =
=0

t—1t; t; —t
( NE(t) + 2SN @)

M |

 \bipkyr — b tivk+2 — Lit1
n—1 ¢ ¢
—t Litkto — k
=y — " )+ >y —————N,
iz:; tivke1 — b N Z tivkto — tH—l e (t)
n—1 n
t—1; t; —t
_ Z i le (t) + Z i+k+1 Nzk (t)
=0 ti+}€+1 — tz i1 ti—‘,—k-‘rl - ti
n—1
t—t; t; —t
= Z (71]\[;“@) + l+k+71le(t))+
= tivke1 — b tivks1 — &
t—1t t —t
+ 70]\[(1;@) + %Nr’f(t)
tr+1 —to tnykt2 —

- N = SN -
=1 1=0

levezetés igazolja a t € [tg41,t,] intervallumon. Ezzel a bizonyitds teljes. -

Egy B-szpldjnfiiggvény derivaltja, a Bernstein-polinomokhoz hasonléan, ala-
csonyabb fokszamu B-szplajnfiiggvények segitségével allithato eld.

F.6.4. Tétel. Az N} B-szpldjnfiigguény derivdltja

k
Nk 50| _ Nz+11() )
tivk =t Tivkr1 —lig1

(VB (t) = ko (-

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. A k = 1 esetben koénnyen belathato,

hogy
N9 NO
(Nil)/(l‘) — 7 (I) _ z+1(x) )
tiv1 — 1t tit2 —tiq1

Tegytik fel, hogy (k — 1)-re igaz a formuldnk! Ekkor nyilvan

NEF(t) — NF
t—x t—=x
(t—t)NF ()~ (z—t;)NF " (2) I (tirnr1 =N (O —Fipw1—2)NE (@)
— lim tigrt1—tiqa
tox t—x

tivr—ti
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ti(N} (@) = Nf (1) + ¢ENF~H(t) — aNF ()

s (t —x)(titr — ti) "
i tivkt (NS5 () = NI (@) — NS () + 2 NES (2)
t—z (t — l’)(ti-i-k-i-l - ti+1)
_ HOEY @)+ @NE @) tivk 1 (NFGY) () — (@Nf (2)
tick —t; tivks1 — tit
_ @ t)(ET) (@) + N () (ke — z)(NFSY (2) = NG ()
tivk — t tivkr: — tiv1

Hasznélva az indukcios feltevést, vagyis a derivaltak helyébe behelyettesitve a felté-
telezett képletet,

NP2 NI (@) k-1
V(e = BT DS — ma ) A N @)
’ Livk — ti

NEZE@)  NEDA(@) b
(ti+k+1 - x)(k - 1)(ti+:iti+1 o tri+kj:12—ti+2) B Ni"‘ll (I)

9

tivkr1 — tiva

adddik, amit az Ni’ﬂr_l? egyitthatoiban atrendezve, a

tith+1 = T —ti 1_ T —ti41 )~ ( _ti+k—$)
tivkr1 —biv1 Loy — b titk+1 — Lit1 Livk — ti
_tiyk— T — i1

Livk — T titk+1 — tig1

azonossag alapjan az
Wy - BTSN ) + S NG @) + N
Z - Livk — i
(k- 1)(%]\[#_2(33) 4 MN]C—Q(%)) + N»k_l(x)

tipk—tiy1” i+1 tiggtr—tiyo ™ +2 i+1

titk+1 — tit1
eredmény kovetkezik, ahol a zardjelekben a B-szplajnfliggvények rekurziv képletét
felismerve teljessé valik a bizonyités. -
Ha a csomoépontvektorban a t és t,, kozotti minden csomoépont multiplicitasa

egy, ahogy eddig feltételeztiik, akkor érvényes az alabbi.

F.6.5. Kévetkezmény. Az NF B-szpldjnfiiggvények (k — 1)-szeresen folytonosan
derivdlhatéak a [tg,t,] intervallumon. (Ha a differencidlhatésig negativ mértéki,
azt ugy kell értelmezni, hogy a gorbe nem folytonos.)
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F.6.6. Megjegyzés. Az F.6.1. 4bra nem uniform B-szplajnfiiggvényeket dbrazold
grafikonjan két csomépont egybeesik, és lathatdlag a differencidlhatésag csorbat
szenved. Ez altaldnosan is igaz. Ha a csomépontvektorban ¢-szer szerepel a ¢ csomo-
pont, akkor ¢-ben a differencidlhatosig foka (k — 1)-r6l (k — £)-re csokken, a tartd
hossza pedig (k + 1)-161 (k — ¢ 4 2)-re rovidiil.

F.6.7. Megjegyzés. A B-szplajnfiiggvényeket alacsonyabb fokszamui B-szpldjnok
simitasaként is felfoghatjuk, mert uniform B-szplajn esetén

t
NE(t) = / NFY(z)da.
t—(t1—to)

A derivaltra vonatkozd eredménytinket felhasznédlva nagyon egyszerii bizonyitas az
olvasora marad.

A most kovetkez6 eredmény magyardzza, hogy miért B-szplajn, azaz , basis-
spline” az NF fiiggvények neve.

F.6.8. Tétel. Az N¥ B-szpldjnfiigguények bdzist alkotnak a [ty,t,] intervallumon
értelmezett (k — 1)-szer differencidlhaté, a T csomdpontvektor szakaszain k-foki
polinomidlis fiigguények vektorterében.

Bizonyitas. Legyen PF a [ty,t,] intervallumon értelmezett (k — 1)-szer differencidl-
hato, a T' csomépontvektor szakaszain k-rendii polinomialis fiiggvények vektortere.
Nyilvdin N} € Pk.

A Pk tér dimenziéjanak kiszamitédsdhoz figyeljitkk meg, hogy a [ty,t,] interval-
lumot a T csomépontvektor n — 1 — k belsé pontja tori szakaszokra, és a dif-
ferencidlhatésagi feltétel egyediil ezekben a pontokban megszorité. Mivel ezen
pontok mindkét oldaldn az elsé (k — 1) derivalt meg kell egyezzen, a polinomok
0,...,k — 1 fokbeli egyiitthatéi is meg kell egyezzenek, vagyis csak a legmaga-
sabb fokszdmu tagok egylitthat6i térhetnek el. Eszerint csak a [tg,tx+1] interval-
lumon vélaszthatunk szabadon a k-fokd polinomok (k + 1)-dimenziés terébél, a
[tht1,th2l, - ooy bkt (n—k—1), tn] intervallumokon mér csak a legfelsé foku tag sza-
badsagaval rendelkezé polinomok egydimenzids terébol valaszthatunk. Eszerint

k+(n—k—1)
dimPp=(k+1)+ Y 1=(k+1)+{n-k-1)
i=k+1

I
B

Minthogy supp N¥ = [t;,t;1r+1], nyilvan éppen n darab (i = 0,...,n — 1)
B-szpldjnfiiggvény nem nulla a [tk, t,] intervallumon. Mivel a dimenzié is n, elegendd
belatnunk, hogy az {NF},— 0.m=1 B-szplajnfiiggvényrendszer fliggetlen.

Tegytik fel, hogy ZZ o cZ *(t) = 0 valamilyen ¢; egyiitthatokkal. A fentiek
értelmében be kell latnunk, hogy ezek az egyiitthaték csakis nullak lehetnek.
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de
Ha t € [t;,tj41] (persze k < j < n — 1), akkor feltevésiink szerint f(t) 2

f ik G %(t) = 0, hiszen az ebben a szummdiban nem szereplé B-szplajnok
elttinnek a [t;,¢;41] intervallumon. Ebbél viszont supp f = [t;_k, t;] adédik.

Eszerint f benne van a [t;_g,t;] intervallumon értelmezett (k — 1)-szer dif-
ferencidlhaté, a T' csomoépontvektor szakaszain k-rendli polinomidlis fliggvények
vektorterében, mikézben a ¢;_j és ¢; pontban az f elsé k — 1 derivaltja elttinik.
Ahogy az elején, most is belathatjuk, hogy ennek a vektortérnek a dimenzidja
dim = (k+1)+ 70T 1= (k+ 1)+ (k—1) = 2k. Az f els6 k—1 derivaltjanak
a tj_j és t; pontokban vald eltlinése éppen 2k fiiggetlen egyenletet ad meg, igy a
most latott vektortérbdl f kivalasztasa egyértelmii. Minthogy ugyanakkor a nulla
fliggvény minden feltételt teljesit, amit az f, ebbél f = 0 kévetkezik.

A [tj—p,tj—g+1] intervallumon f(t) = ¢; N, _,(t), hiszen a t&bbi B-szplajn
elt{inik ezen az intervallumon. Csakhogy N j’-ik(t) > 0 az intervallum belsejében,
ezért cj_ = 0. Ezt felhasznalva mar kovetkezik, hogy a [t;_g41,tj—k+o] interval-
lumon viszont f(t) = cj,kHN " rg1(t) érvényes, amiért ¢; 41 = 0 adédik. fgy

lépegetve tovabb, végiil az 6sszes egyiitthatordl kideriil, hogy nulla. -

F.6.9. Tétel. Az NF B-szpldjnok integrdljdra
Light1 — / k
N;(
kE+1

Bizonyitas. Elészor vegyiik észre, hogy k = 0 esetén az allitas teljesiil. A bizonyitas
innentdl teljes indukcioval halad, a rekurziés Gsszefiiggés felhasznalasaval.

e , titkt1 t—t; t;
[ ontwde= [ (N 0+ N )
—00 t;

itk — i tivk+1 — tiv1
ti ti
_ / +k iNk_l(t)dtﬁ»/ +k+1 tl-‘rk-}-ilNk 1( )d
4 tigk —tg " teer tidker —tigr T

/ (M0 MR
t

dt+
ik —ti  titks1 — ti-i—l)

i

—t; titk Lithkt1
+— / NF(t)de + — LR / NEL (bt
tivk —ti Jy bitk+1 = lit1 Ji,y,

tith+1 ¢ t: —t
:/ (Nk) ( )dt+ i+k+1 7

" k k

t tipppr 1 flivee titker — t;
:fN»kt} —f/ NE(#)dt + L 70

FVOL T - Ve
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Atrendezéssel azonnal kapjuk az

N [ e gk — b
(1+ k)/_ooN" ()t = L=

egyenlOséget, ami igazolja allitasunkat. -

Ha egy csomoépontvektorhoz hozzavesziink egy jabb pontot, akkor a kévetkezd
Osszefiiggés lesz érvényes a generalt B-szplajnfliggvényekre.

Bohm-tétel. Legyen adott a T = (tg = t1 = ... = tg—1 = thy. .. by = tnp1 =
tht2 = ... = tytr) csomdpontvektor, és legyen t, € [t;,t;11) valamely egyértelmd
k<j<n—1 indexre.

Legyen a T csomdpontvektor a

ti7 ha Z S j,
ti =< t,, hai=j+1,
ti—1, ha 7+2<1
csomopontokkal adva.

Ekkor a T' csomépontvektor dltal meghatdrozott ]\Afik (t) B-szpldjnfigguények és
a T csomdpontvektor dltal megadott NF(t) B-szpldjnfiigguények kéz6tt érvényes az

NE(t) = af NE(t) + (1 — )N (1)

osszefiliggés, ahol

N

o [l hai<,
o =
0, haj<i,

és k> 1 esetén

1, hai<j—k,
k * —Ulg . . .
o = tf+kfti, haj—k<i<j,
0, ha j < i.

Bizonyitas. A definici alapjan nyilvin NF = ]\7{“ minden i < j —k — 1, és NF =
NfH minden j + 1 <14 esetén, ezért a tovabbiakban j — k <7 < j.
A k = 0 esetben az allitds trividlis, ezért feltételezve az

NE() = af T INEN () + (1 - o HNES )
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teljesiilését minden ¢ esetén, teljes indukciés bizonyitasunk kulcsa az

A

NE(t) = af NE(t) + (1 = )N (1)

igazolasa j — k <i < j és k > 1 esetén.

A rekurziés azonossag utan az indukcids feltevést hasznélva

t—t; t; —t
NE(t) = — v ‘Nik_l(t) + LNﬁﬁl(t)
t’LJrkJ -1 tz+k+1 - t7,+1
t—1 k—1 x7k—1 k—1\ x7k—1
= tin :ti (ai N7+ (= o )N (t))"’

bitkt1 =1 0 p1 ok k—1y Xrk—
+ - - ‘ (ai+11Ni+11(t) + (1 - ai+21)Ni+21 (1))
tivks+1 — tig1

Ugyanakkor, amit bizonyitanunk kell, az az

k k xrk E Rk
N (t) = ai N7 (t) + (1 — o’y )N (2)
t—t; - ti —t
= o (N0 + N (1) +
tivk — s titk+1 — tit1
bighyr =t op_ bivhyz =t op_
+ (1 - a§+1)(4A - = Ni+11(t) 4 Ni+21(t))
tivksr1 — tiv1 tivkso — tiyo

egyenléség, igy elegendd ellenérizniink, hogy

tivk — t

t—1 k-1 S ek N
— (1 — + —a;

Livk — ti( i) tivki1l —tig1 T

g Litk+1 — 1 ) titky1 — 1
17 N E——e—

= -
tivk+1 — tit1

+(1*Oé?+1 ~ )
tivkr1 — tiv1
t. k 1_t _ f k g—t

i+k+ (1—Oék 1):(1 kl)/\l++

) - QG
tivks+1 — tip s !

tivkero — tivo

Az ellen6rzés egyszerl szamolassal bizonyitja allitasunkat.

A most kovetkezd dbra jol mutatja a csomépont beszirdsakor torténé valto-
zésokat a B-szplajnokndl. Leovashato a}, és a bizonyitott Osszefiiggés is azonnal
latszik.
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tia £ bt tiv2

F.6.2. Abra. Csomépont besziiras elséfokii B-szplajnok esetén.

F.7. Tovabbi eloismeretek

E szakasz célja olyan, inkdbb az azonnali elérhetéség kényelmét szolgald vegyes
ismereteknek a konyvhoz csatolasa, melyeket az anyag targyalasa kozben altalanosan
ismertnek tételeztiink fel, de talan néhany olvasénak mégis 1j.

F.7.1. Matrixok és determinansok

F.7.1. Tétel. Ha C és D a diagondlis A és a vele felcserélheté B négyzetes mdatriz-
szal azonos rendd mdtrizok, akkor det (4 B) = det(DA — CB).

Bizonyitas. Mivel A és B felcserélhetd matrixok, teljesiil az

A B\ (A7 -B\ _ I 0

C D 0 A ) \CcA™' DA-CB
azonossag. A determindnsok kifejtési, szorzéas-, és ismét a kifejtési tétele értelmében
tehat

aei (A BY _aee (A B aw (A B e ] 0
“Ne p)7%Ne )V o a)7%Necar pa—cB
— det(DA — CB),

ami igazolja az allitast. -
F.7.2. Definici6. Ha az n x n-es A matrix elemeire |a; ;| > |a; 1|+ -+ + |a;i—1] +
|@iit1] + - - + |ain| minden lehetséges i esetén, akkor az A métrixot diagondlisan
domindnsnak nevezziik.
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Diagonalisan dominans matrixok tétele. Ha az A mdtrixz diagondlisan domindns,
akkor az A madtriz invertdlhatd, és

Gy, ahol a; = |a; 4| — a1 —- - —
|aii—1| = lagiva| = = |ain].
Bizonyitas. A bizonyitdst Moricz Ferenc jegyzetébél mésoljuk ide.

Legyen fi ; = ai;/a;. Ekkor | fis[—|fi, —fiimal=1fiirl == finl = 1.
Ha A az F = (f; ;) métrix egy sajatértéke, melyhez (v1,...,v,) egy sajatvektor,
ahol |v;| = max; [v;], akkor persze a Mv; = 377, fi jv; alapjén

[Allvi| = ’me Z | fig Z | fiiDlvil = [vil,
j=1

J#f J¢7

amiért |[A| > 1. Mivel ez F' barmely sajatértékére igaz, nyilvan | det F'| > 1, amibél
az allitas kozvetleniil kovetkezik. -
F.7.3. Definici6. Az (n + 1) x (n + 1)-es A métrixot Vandermonde tipusinak
nevezziik, ha elemeire a; ; = t;, vagyis

.t
to th
to tn

Vandermonde-matrixok tétele. Ha az A mdatriz Vandermonde tipusi, akkor

det A = H (tj — ti).
0<i<j<n
Bizonyitas. A Vandermonde-métrix determindnsa egy olyan (n + 1)-valtozds po-
linom, melynek fokszdma 0+ 1+ --- +n = n(n+ 1)/2, és barmely két kiilonb6z6
valtozéjanak egyenlGsége esetén nulla. Ez utébbibdl és az algebra alaptételébdl
azonnal kovetkezik, hogy a determindns a [[o<; ;<,(¢; — ;) polinom t5bbszorse.
Mivel ennek is (%) = n(n + 1)/2 a fokszdma, a két polinom csak konstans szorzéban
térhet el. Mivel a determindnsban a t3t1 - -7~ %t" tag egyiitthatéja nyilvan +1, és
a polinomban ugyanennek a tagnak szintén +1 az egyiitthatdja, a szorzo csak +1

lehet, ami igazolja az allitast. -

F.7.2. Vektor-vektorfiiggvények analizise

Ebben a részben az f: R — R™ tipusi, ugynevezett vektor-vektorfiiggvényekrsl
szolunk.
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Ha z; a fiiggetlen és f; a fliggd valtozok jele, akkor az ilyen fiiggvényeket az

f@)=flxr, ..., xe) = (f1(xr, o sxe)y e ooy fn(x1, -y me)) = (f1(2), - - frn(2)).

alakokban frhatjuk, ahol z = (z1,...,7,) € R’.
Az f teljes derivaltja az = helyen az az egyértelmi linedris D: R — R™
leképezés, melyre

i @+ y) = f@) = Dyl _

0.
y—0 Yl

Ha mindkét téren adott egy bézis, akkor D megfeleltethetd egy m x £ (m sor és
£ oszlop) tipust, szintén D-vel jelolt métrixnak, a fenti formuldban pedig az y
vektort mint [ magas oszlopvektort kell szerepeltetni. Ha D létezik, akkor az f
fiiggvényt differencidlhaténak mondjuk, és f/ vagy f jeloli a D leképezést, illetve
annak matrixat. Ha f(x) = Dz egy linedris leképezés, akkor konnyti latni, hogy
f'=D.Hag: R™ — R, és f: R® = R", akkor a lancszabdly szerint

(fog) =(fog)-g=1f9)-7,

ahol (f o g) egy n x m tipusd, f'(g) egy n x £ és g’ egy ¢ x m tipusi méatrix a
megfelel6 bazisbontasban.
Az f parcidlis derivaltjai a

lim fi(zla"'axj7xj +t,$j+1,...,17[) 7fi(zla"'axj—laxjvxj-‘rly"'amé)
t—0 t

hatérértékek. Ha ezek léteznek, akkor a hatarértéket 0; f; jeloli, és az f fiiggvényt
parcidlisan derivalhaténak nevezziik.

Ha f(z) = Dx egy linedris leképezés, akkor nyilvan 0, f; a D leképezés matrixa
i-edik soranak j-edik eleme.

Fontos tudni, hogy a parcidlis derivaltak 1étébdl még a folytonossidg sem kovet-
kezik, és még a folytonossag mellett sem kovetkezik a parcidlis differencidlhatosagbdl
a derivalhatésdg. Ugyanakkor a derivalhatosagbol kovetkezik a parcidlis differenci-
alhatosag, és ekkor a megfelel6 bazisbontasban

D;; =0;f;

a derivalt i-edik soranak j-edik eleme. Megforditva, a derivalhatdsdg kovetkezik
abbdl, ha a parcidlis derivaltak mind folytonosak, és ekkor a fenti képlet ugyancsak
helyes [19, 9.21. tétel]. A parcidlis differencidlds nyilvanval6, de nagyon fontos
tulajdonsaga, hogy a kiilonb6z6 indextii derivalasok sorrendje szabadon felcserélheté.
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F.7.3. Differencialgeometriai alapismeretek

Ebben a részben felsoroljuk a kényvben hasznélt differencidlgeometriai alapfogal-
makat. Tessziik ezt pontos definiciok és bizonyitds nélkiili tételek sorozataban,
mikoézben igyeksziink értelmez6 megjegyzésekkel segiteni az olvasé dolgat.

F.7.4. Definici6. Az r: (a,b)(C R) — R3 differencidlhaté fiiggvény grafikonjat
eqyszeri, gorbeivnek nevezziik, ha r injektiv, inverze folytonos, és # # 0. Az r
fliggvény a hozza tartozé gorbe egy paraméterezése.

Egy ponthalmazt differencidlhato gérbének neveziink, ha minden pontjanak
létezik olyan kornyezete, melyben az egyszerii gérbeiv.

Az olvasé egyszerii helyettesitéses integraldssal igazolhatja, hogy az alabbi
definicié helyes, vagyis az ivhossz fliggetlen a paraméterezéstol.

F.7.5. Definicié. Egyszerli gorbe t; és ty paraméterti pontjai kozti iwhosszin az

fttf |7(t)|dt értéket értjiik, ahol r a paraméterezd fliggvény.

Egy gorbét rektifikdlhatonak neveziink, ha a kozelité poligonok hosszanak léte-
zik szuprémuma. Ekkor a gorbe hosszan ezt a szuprémumot értjiik. Differencialhaté
gorbe esetén ez megegyezik a fenti definiciénkban szerepld értékkel.

Az s = [;|i(s)|ds dsszefiiggést derivalva kapjuk, hogy ha 7 fvhossz szerint
paraméterez, akkor |7(s)| = 1, ahol s az {vhossz.

F.7.6. Definici6. Az ivhossz szerint paraméterezett r gérbe s paraméterii egységnyi
érintdje t(s) = 7(s), a gorbileti vektora 7(s), a gorbiilete k(s) = |#(s)|, és a normdlisa

n(s) = #(s)/k(s).

A definiciébdl adédé differencidlegyenlet megoldasaval nyilvanvaléva valik,
hogy egy gorbe akkor és csak akkor egyenesdarab, ha k = 0. Az (r(s),7(s)) = 1
azonossag derivaldsdbol adddik, hogy #(s) L7 (s), vagyis a gorbiileti vektor meréleges
az érintore.

F.7.7. Definici6. Az r: T(C R?) — R? leképezés képterét elemi feliiletnek hivjuk,
ha T nyitott, dsszefiiggd, r injektiv, C'°, inverze folytonos, és ha az R? u,v-vel
van koordinatézva, az oir = %Z és Oor = g—z érint6 vektorok minden pontban
fliggetlenek.

Az r az elemi felillet paraméterezése, inverze a koordinatazasa, r: T a
koordindta-kornyezete. Az r(.,v) és r(u,.) gorbéket a felillet paramétervonalainak
nevezzik.

Differencidlhato felileten, olyan térbeli ponthalmazt értiink, melynek minden

pontja rendelkezik olyan gémbkornyezettel, melyben a ponthalmaz elemi feliilet.
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F.7.8. Definici6. A o: T' — T (T',T C R?) diffeomorfizmust, melyre det ' # 0
sehol sem, az r: T — R? elemi feliilet dtparaméterezésének nevezziik. A vele nyert
j paraméterezés r o p: T" — R3.

Az r o p tényleg paraméterezés, amit az Oszetett fliggvények derivalasara vo-
natkoz6 lancszabaly garantal. Ugyancsak ebbdl kévetkezik, hogy az dtparaméterezés
nem véltoztatja meg a paramétervonal érintSinek sikjat (hisz abbdl linedris kom-
bindcidként alakul ki az 4j), vagyis az F' felillet P pontjaban a paramétervonalak
érintéi mindig ugyanazt a sikot feszitik, melyet érintdsiknak neveziink, és Tp(F)-fel
jelolink.

F.7.4. Baricentrikus koordinatazas

A héromszogek koordindtazasianak legkényelmesebb eszkoze a baricentrikus (stly-
ponti) koordindtézas. Tekintsiink egy a, b és ¢ csticsit hdromszoget és egy negyedik
p pontot az euklideszi sikon. Ekkor pontosan egy olyan u, v, w valés szaimhérmas
létezik, melyre p = ua +vb+we és u+v+w=1.

b

p v/0

/ /\ (0,0,1) (1,0,0)
C a

F.7.1. Abra. A baricentrikus koordindta-rendszer elemei.

F.7.9. Definicié. A p pont a, b, ¢ haromszogre vonatkozd baricentrikus koordind-
tajin az u = (u,v,w) valés szdmhdrmast értjiikk. Az a, b, ¢ hdromszoget a baricent-
rikus koordindtarendszer referencia-hdromszégének nevezziik.

Két pont kiilonbségeként el6allé vektorok baricentrikus koordindtajara persze
d+e+ f = 0. Ezeket baricentrikus irdnynak, vagy baricentrikus vektornak nevezzik.

Mivel a baricentrikus koordinatak egyértelmiien meghatarozzak a pontot, tobb-
nyire azonositani fogjuk a p pontot az u koordinataval. Jegyezziik meg még, hogy
a baricentrikus koordinatazas affin invaridns, vagyis nem valtozik a parhuzamost
tart6 transzforméciok hatasara.

A baricentrikus koordindtak haszndlataval viszonylag egyszertien definialhat-
juk az iranymenti derivaltak fogalmat. Legyen wq, us két baricentrikus koordinata,
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d = u; — us egy baricentrikus irdny. Az x(u) felilet d irdny szerinti derivéltja az
u pontban:
Dgx(u) = do1z(u) + edoz(u) + fOzz(u).

Ennek az a geometriai tartalma, hogy az u(t) = u+td egyenesen értelmezett & (u(t))
térgérbének, mely az x feliilet része, milyen irdanyt lesz az érintGje. Indexvektor
segitségével tomorebben is felirhatjuk:

Dgx(u Z Oix(u

lil=1

Meg kell jegyezniink, hogy Bil (d) annak ellenére j6l definialt, hogy d +e + f = 0.
Anal6g moédon irhatjuk fel a magasabb rendii derivaltakat is:

Dhx(u Z Ojx(u

li|=r

ahol B{" a baricentrikus Bernstein-polinom. Példaként az r = 2 eset:

0z
ou

0*x 0’z 0*x 0%z 0%z
2 2
2d +288d€+288 df+ e+288 ef+ f

Dg(u) =
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Jelolések és konvencidok

és (.,.) — skaldris szorzds B! — az i-edik n-fokd Bernstein-
R — valés szamok polinom
vektor — vektorok félkovér betiivel NF —az i-edik k-foki  B-
index — indexvektorok aldhuzott szplajnpolinom
egyenes betilivel Kk — gorbiilet
o — figgvényosszetétel T — gorbe torzidja
0; — az i-edik valtozd szerinti 4. — asorbdl egyediil az ¢ indexti
parcidlis derivalas elem hianyzik
t — gorbe egységnyi érintdje Sp — az n-rendii permuticiok
n — gbrbe normalisa szimmetrikus csoportja
B — Bézier-gorbe 0i,; — a Kronecker-delta, mely 1,

hai=j,és0,hai+#j

Konvenciok

A i=(j,k,1) indexvektor jelolés értelmezése alapjén p; jelentése egyszeriien
Pj k- Hasznéljuk az [i| = j+k+1 jelolést és az r = (1,0,0),y = (0,1,0), 5 = (0,0, 1)
konstans indexvektorokat, valamint az i = jr + ky + [3 irasmodot, ahol a skalarral
val6 szorzast és az Osszeaddst a vektoroknal megszokott médon értelmezziik.

A B-szplajn csomépontvektorarol gyakran feltessziik, hogy elsé k darab és az
utolsé k darab eleme megegyezik, és m = n + k, azaz tg = t1 = ... = tp_1, és
tht1 =tpt2 = ... = tptk-

Minden képletet szigorian balrél jobbra olvasunk, és az els6 értelmezhet6 részt
azonnal értelmezziik. Az operatorok minden mas miiveletnél elébb hajtandok végre,
0; % megegyezik a (9;f)? formulaval, de df + g és O(f + g) nem egyezik meg.

Amikor ez nem okozhat félreértést, ugyanazon a néven jeloljik egy fliggvény két
paraméterezését. Mas széval az f(x) az f(x(t)) jelolés roviditése is lehet, amennyiben
az x(t) fliggvényt a szévegkornyezet meghatarozza.

Amikor ez nem okozhat félreértést, a fliggvényegyenleteknél az azonos para-
métereket elhagyjuk. Més széval az f(z) = g(x) egyenletet az f = g jeloléssel
roviditjiik, azzal, hogy ilyenkor a paramétereket mindig a szévegkornyezet altal
meghatarozott azonos pontban vessziik.

119

Ver.: 2020:05:02:00:32:48 © Kurusa A. (1994-2020) — Szemd&k A. (1996-1999)


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

120 JELOLESEK £S KONVENCIOK

Gorog betiik

név kisbetli nagybetiit verzid név kisbetii nagybetii verzid
alfa @ ni v

béta I3 kszi £ =

gamma ~y r pi T II

delta § A ré P 0
epsilon € 5 szigma, o by S
zéta ¢ tau T

éta n iipszilon v T

theta 0 S} 0 fi 0] d )
iota L chi X

kappa K » pszi P v

lambda A A omega w Q

mi I

Goétikus betiik

név kisbetii nagybetl név kisbetii nagybeti
a a 2A n n N
b b B 0 0 9)
c c < p p B
d 0 D q q 9
e ¢ ¢ r v R
f f T S 5 S
g g (6] t t T
h b H u u |
i i J v v Py
J j J w 1o 2
k t R X r X
1 r e y y D)
m m m Z 3 3

Héber betiik

név betu

alef N
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Név- és targymutato

A

affin leképezés, 92
alapsik, 2
atparaméterezés, 114
axonometria, 13
alaptétele, 16

B

baricentrikus
Bernstein-polinom, 97
irany, 114
koordinatak, 114
vektor, 114
beforgatés
Monge-féle ~, 25
perspektivikus ~, 2
Bernstein-polinom, 97
Bézier-, 37
~poligon, 39
~pontok, 39
~gobrbe, 39
felosztasa, 44
polarformaéja, 47
rangja, 39
rangemelése, 43
~halo, 77
~héaromszogfelilet, 72
~négyszogfeliilet, 78
bilinearis interpolécié, 77
bilinearis interpolalt, 77

Boehm csomépontbeszurasi tétele, 64
Boehm-tétel, 108

B-szplajnfeliilet, 80
B-szplajnfiiggvény, 103
B-szplajngorbe, 61

C

ciklografia, 9

csomogorbe, 81

csomopont
Osszetett Bézier-gorbéké, 53
B-szpldjné, 61
négyszogfeliileté, 81
B-szplajnfiggvényé, 103
~vektor B-szpldjnfiiggvényé, 103
~vektor B-szpldjné, 61
~beszuras, 64

D

de Boor-
~algoritmus, 63
~poligon, 61
~pont, 61
~-Cox-rekurzié, 62

de Casteljau-, 37
~algoritmus, 69, 78
~ ~ haromszogfeliileté, 72
~ ~ négyszogfelileté, 78
~eljaras Béziergorbékre, 39
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de Casteljau-pont inverzi6é gémbre, 31
Bézier-gorbéké, 39 ivhossz, 113
haromszogfeliileté, 72
négyszogfeliileté, 78 K

Desargues-tétel, 87 képkozéppont, 2

diagondlis, 94 képsik

~an dominéns, 110 nyomparosé, 13
~ ~ matrixok tétele, 111 perspektivé, 2

differencidk, 45 ~tengely, 2

differencialhato feliilet, 113 kettésviszony, 87

differencialhaté gorbe, 113 koincidenciasik, 22

distanciakor, 9 kontrollhal6, 72, 77

kontrollpoligon, 39, 68

E kontrollpont, 39, 61, 68, 77

Eckhart-féle eljaras, 15 kontiregyenes, 22

egyszeri gorbeiv, 113 kontursik, 22

elemi feliilet, 113 kobos Gsszetett Bézier-gorbe, 54

érintd, 113 koztes pontok, 54

~sik, 114 kvadratikus Osszetett Bézier-gorbe, 54

F L

féhomloksik, 2 Lagrange-gorbe, 35

latéhatar, 2

G lokalitas, 44

Gauss tétele, 18

gbémbi szog, 29 M

gorbiilet, 113 masodrendl gorbe, 88

~i vektor, 113 mérészamos vetitérendszer, 11
metrikus alapszerkesztés, 25

H Mobius-racs, 4

harmonikus négyes, 88 Monge-féle

hiperbolikus paraboloid, 77 alapszerkesztések, 24

homogén koordinata, 86 nyom, 22

transzformaécio, 26

| szerkesztése, 26

idedlis egyenes, 85 vetitorendszer, 21

idealis pont, 85 multiaffin leképezés, 92

indexvektor, 72, 96
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Név- és targymutatd

N
normalis, 113
NURBS, 80

nyomparos vetitérendszer, 8
nyom, 8
~héaromszog, 13
~képvonal, 9
~pont, 8
~vektor, 9
~vonal, 8

o

osztopont, 45

osztott gorbe, 45

osztott kontrollpoligon, 45

o
Osszetett Bézier-gorbe, 53

kobos ~, 54

kvadratikus ~, 54
Osszetett Bézier-négyszogfeliilet, 80

P
Pappos-tétel, 87
parabola 3-érinté tétele, 37
paraméterezés, 113, 113
paramétervonal, 113
perspektiv

egyenesre nézve ~, 87

pontra nézve ~, 87
perspektivikus vetitérendszer, 2
perspektiv kép, 2
perspektivitas

alaptétele, 3

centruma, 87

tengelye, 87
Pohlke-tétel, 16

~ varians, 19
polarforma, 94

polinomidlis gorbe, 41
projektiv sik, 85
projektiv transzformacio, 88

R
raciondlis Bézier-gorbe, 68
kontrollstilya, 68
referencia-haromszog, 114
rektifikalhat6 gorbe, 113
rendezbegyenes, 22
rotécio, 25
szerkesztése, 26
rovidiilés, 14

Sz

szempont, 2

szemsik, 2

szimmetriasik, 22
szimmetrikus, 92
szplajnfeliilet, 80
sztereografikus projekcio, 29
sziikiilés, 101

T
targysik, 2
tenzorszorzatfeliilet, 78
téréspont, 53, 81

U
uniform B-szpldjn, 103

\'

Vandermonde-matrix, 111
virdgzasi alapelv, 94
vizuélis folytonossig, 54

X

T1,2-egyenes, 21
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Ujak

Még nem besorolt mutatdok
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