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A cimben szerepl$ felfogasban a matematikai tomografia nem més, mint a
Radon-transzformacio, a modern integralgeomeria, a geometriai analizis, az
analitikus tomografia és a geometriai tomogréfia bizonyos szempontok alapjan
jol elkiiloniilg, mas szempontok alapjan nagyon is atfedé témakoreinek kozos

megnevezése.

Ebben a dolgozatban a szerzé ezen teriiletre es§ néhany kedvenc eredménye,
és az azok megértéséhez sziikséges matematikai hattér minimalista leirasa
szerepel.
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MATEMATIKAI TOMOGRAFIA 1

1. Bevezet6

Talan éppen 1895-ben, amikor Wilhelm Conrad Réntgen felfedezte a
Réntgen-sugdrzdst', kaphatta meg Otto Zoll doktorandusz David Hilbert
kérdését, hogy van-e az S? gombfeliileten olyan nem gdmbi metrika,
amelynek minden geodetikusa zart és egyforma hosszi. Zoll pozitiv
valaszt® tartalmazé disszertacidja éppen abban az 1901-es évben késziilt el, amikor
a Rontgen-sugérzas felfedezéséért Rontgen megkapta a vilag els6 fizikai Nobel-dijdt.
| Hilbert egy masik doktorandusza, az osztrak Paul Georg Funk 1911-es

disszertaciojaban azt mutatta meg [18], hogy ha a gémbi ds metrika

e?ds (g; € C°°(8?)) deformécidja® minden ¢ esetén Zoll-metrika, akkor

% ‘0 paratlan fiiggvény?, vagyis %(m)‘g = —%(—x)‘o.

Hilbert tanacsara Funk megismerte Hermann Minkowski egy joval ko-
rabbi cikkét [55], amelyrdl kideriilt, hogy Funk megoldasa dontd lé-
pésének egy specialis esetét mar tartalmazza. Ezt a lépést ma Funk-

transzformdcionak nevezziik.?

Az F Funk-transzformécié az n-dimenziés® R™ tér egységsugara B gombjének
S" ! feliiletén értelmezett folytonos f: S~ — R fiiggvényhez azt az Ff: S*~! —
R fiiggvényt rendeli, amelyre

Fflu)= /Lmsnil f(v)dv,

ahol u't az u egységvektor ortogonalis komplementer altere az R™ térben, dv pedig
az (n — 2)-dimenziés ut N S"~1 gémbfeliileten a természetes felszinmérték.

1.1. Funk-tétel. Az F Funk-transzformdcié magja a pdratlan figguények tere.

Ha ezt tekintjiik a modern integrélgeometria elsd lépésének, akkor a ma-
sodik lépésnek a szintén osztrak Johann Radon azon 1917-es munkajat
kell tekinteniink, amelyben 2-dimenzidéban, majd egy bizonyos altalano-
sitas utan 3-dimenzioban is invertalta [60] a Funk-transzformécié6 — ma

méar Radon-transzformdcionak nevezett — analogjat.
A d-dimenzids Radon-transzformdcic az S(R™) Schwartz-féle figguénytér’ egy

IEzt a vilag nagyobbik része X-sugarzasnak hivja.

2Nem gémbi, de forgsinvarians metrikak [74].

3Minden 2-dimenziés Riemann-metrikdhoz van izotermikus koordindtakornyezet.

4Minden paratlan p fiiggvényhez van olyan Zoll-féle g¢, amelyre % o = p. Lasd [30].

5A jelzett torténetre tekintettel sokan Funk-Minkowski- vagy Minkowski-Funk-transzformaciorol
beszélnek.

SFunk maga csak az n = 3 esetet vizsgalta, nalunk n € N természetes szam.

"Ezt a végtelenszer differencialhato fiiggvények C°(R™) terének azon elemei alkotjak, amelyek

minden rendi derivaltjukkal egyiitt minden polinomnél gyorsabban tartanak 0-hoz a végtelenben.
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2 Kurusa A.

f fiiggvényéhez azt az Ry, f: G4™ — R fiiggvényt rendeli, amelyre
Rinf(0) = [ f(a)de, (11)
g

ahol G a d-dimenzios affin alterek G%" affin Grassmann-sokasdgdinak egy eleme,

dx pedig a d-dimenzids természetes mozgasinvarians (felszin) mérték a G affin
altéren. A jobb atlathatosag érdekében az (n —1)-dimenzios Radon-transzforméaciot,
amelyet sokszor csak Radon-transzformdcionak neveznek, réviden R = R,,_; ,,, az
1-dimenziés Radon-transzformaciot, amelyet Réntgen-transzformdcionak hivunk®,
réviden X := Ry ,, jeldli.

1.2. Radon-tétel®. ([60],[48]) A Radon-transzformdcid injektiv, és

f®) = 27" ntn(—Ly) T (/S Rf(G(u, x)) du), (1.2)

ahol du az 8"t mozgdsinvaridns (felszin) mértéke, G(u,x) az a hipersik, amelynek
normdlisa az u egységuektor, és dtmegy az x ponton, L, = div o grad pedig a Laplace-
operdtor az R™ téren.

Fontos felfedezést tett 1931-ben Gustav Herglotz, aki észre vette [45], hogy (1.2)
jol alkalmazhato parcialis differencialegyenletek megoldésara, mert a ,szabalyosabb”
[72] parcialis differencialegyenletek megoldasait egyvaltozos differencislegyenletek
megoldésaibol lehet vele eléallitani [41, 1.7.b].

Jelents eredményt bizonyitott 1938-ban Fritz John [49], amely szerint a ma
mér John-egyenletnek nevezett ultrahiperbolikus

(03 + 02 - 02 —0HF =0 (1.3)
differencialegyenlet megoldastere a Pliicker-koordindtdkon keresztiil éppen a d-
dimenzi6és Radon-transzformacio képtere.

Aztan az Gj'° integrdlgeometria elméletének kiépiilése az 1960-as években,
majd robbanésszeri fejlédése a 70-es évektdl kezdve nagyon sok 4j eredményt és
kérdést hozott felszinre.

Az alkalmazasok iranyabol nem lehet emlités nélkiil hagyni Allan McLeod
Cormack 1963-ban és 1964-ben megjelent munkait [11], amelyek az orvosi diagnosz-
tika tudomanyat teljesen megujité komputertomogrdfia kialakuldsahoz vezettek. Az
alkalmazas és a hozza sziikséges matematika sulyat is jol mutatja, hogy ez a kuta-
tas 1979-ben Cormack-nak Sir Godfrey Newbold Hounsfield-del megosztott orvosi
Nobel-dijat hozott.

8 A nemzetkozi szohasznalat szerint ez az X-sugar-transzformaécio, amely a sikon megegyezik a
Radon-transzformacioval.

9Radon maga csak az n = 2,3 eseteket vizsgalta, nalunk n € N természetes szam.

10 Morgan Crofton és tarsai mar dolgoztak [14] egy akkor geometriai valdszintiségnek, késébb
integralgeometridnak, ma maéar sokszor klasszikus integralgeometridnak mondott teriileten.
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MATEMATIKAI TOMOGRAFIA 3

Az elmélet oldalan az 1960-as években elindult szisztematikus kutatasok koziil
meg kell emliteni a ma mar klasszikusnak mondhaté modszereket és eredménye-
ket létrehozo Sigurdur Helgason [33,34,36], Israel Moiseevich Gelfand [22,23] és
D. Ludwig [51] munkait. A vizsgalt Radon-transzformaciok altalanos elméletének
kidolgozasara is torténtek lépések: Helgason 1966-ban [35] bemutatott egy csoport-
elméleti dupla fibrdcids modellt, majd 1969-ben Gelfand és tarsai is kidolgoztak [24]
egy még altalanosabb, a mértékek kompatibilitdsara épiilé dupla fibraciés modellt.
Ezek mind a mai napig inkdbb keretként szolgalnak, hiszen méar a csoportelméleti
modellrdl is ,kétséges, hogy képes lenne az individualis eredményeket egy kozos
elméletben megfogalmazni” [44, 71. oldal legals6 bekezdése].

Késébb olyan Radon-transzforméciok kutatasa is megkezd6dott — talan az
addigra nyilvanvalo gyakorlati alkalmazhatosag miatt is —, melyek mar nem mozgés-
invarians mértékekre épiiltek. Az Rg,n dltaldnositott Radon-transzformdcid, amelyet
d =n — 1 esetén egyszeriien R* jelol, az S(R™) tér!! f: R™ — R fiiggvényéhez azt
az Rg,n f: G%™ — R fiiggvényt rendeli, amelyre

R! /() = /g f (@) g () de, (1.4)

ahol G € G*", u: G x R™ — R pedig egy ,kellen szabélyos”'? silyfiigguény.
Az ilyen transzforméaciok vizsgalatanak teriilete Andrew Markoe [53] kényve ota az
analitikus tomogrdfia nevet viseli.

A vizsgalt fliggvények halmazat a konvex tartomanyok indikatorfiiggvényeire
sziikitve jelentGsen valtoznak a vizsgalathoz sziikséges modszerek. Az f integralha-
t6 fiiggvény d-dimenzids pdarhuzamos Riontgen-képének nevezzik az Rg,n f:G—R
valos fiiggvényt, ahol G € G,,_q,,, valamely (n — d)-dimenziés altér, és Rdg,n flx) =
Rinf(x + G1), ahol G+ € G4, a G ortogonalis komplementer altere. Barmely
x € R" pontra az [ integralhato fliggvény d-dimenzids divergens Rontgen-képeinek
nevezziik az R, f: Ga,, — R val6s fiiggvényt, amelyre minden G € Gg,p, esetén
RZ,.f(G) = Ranf(x + G). A klasszikus integralgeometriaban mér kordbban is
vingéltak ehhez kapcsolodo konvex geometriai problémakat [5,6], de nagyon mo-
tivalonak bizonyult P. C. Hammer 1961-ben feltett tjszert kérdése'® [32], hogy
mennyi 1-dimenziés Rontgen-kép kell egy konvex siktartomany beazonositasahoz'4.
Az ilyen kérdésekkel foglalkozo teriilet Richard J. Gardner [20] konyve 6ta a geo-
metriai tomogrdfia nevet viseli.

11 Persze mas fiiggvényterek is alkalmazasra keriilhetnek.

12Egy kiilon fejezetet is elfoglalhatna, hogy milyen ,anomaliak” léphetnek fel bizonyos esetekben.

13A Steiner-szimmetrizdcio kapcsan Giering [25] mar kordbban is tett ebbe az iranyba lépéseket.

14Parhuzamos kép esetében négy jol valasztott irany kell és elég is [19]. A divergens kép esete még
nyitott, mert bar tudjuk, hogy négy elég [73], de gyakran ketts is elegends [16].
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Szintén ide tartozo, de megint csak alapvetGen méas modszereket igényls kérdést
tett fel a klasszikus integralgeometria Crofton formuldja kapcsan Hugo Steinhaus
1954-ban [68]: meghatarozhato egy rektifikilhato sikgorbe az egyenesekkel vett met-
szésszamai alapjan? Ha az egyeneseken a # szdmldlo mértéket alkalmazzuk, akkor
Steinhaus-nak ez a kérdése a C := Rffz Crofton-transzformdcié [17] invertalhatosa-
gat célozza a sik 1-dimenziés ponthalmazainak indikatorain'®.

A fentiektdl teljesen eltérs jellegti'® kérdések is az integralgeometria részét ké-
pezik. Erre itt csak kettd, bizonyos értelemben megoldott, de mindenképpen szép pél-
da kovetkezik: (1) Egy ,elegendéen szabalyos hatard” D C R? Jordan-tartomanyra
azt mondjuk, hogy Pompeiu-tulajdonsdgi, ha van olyan folytonos, nem triviélis
f: R? — R fiiggvény, amelynek minden ®(D) tartomanyon elttinik az integralja
minden ® mozgas (vagy izometria stb.) esetén. Még 1929-ben Dimitrie Pompe-
iu tette fel a kérdést [70], hogy milyenek a Pompeiu-tulajdonsagt tartomanyok.
Azt sejtette, hogy csak a korlap ilyen, de a Pompeiu-problémdra maig nincs teljes
megoldas, habar azt tudjuk, egy valodi ,;sarokkal” rendelkez konvex test biztosan
nem Pompeiu-tulajdonsagu [9]; (2) Egy konvex test (kompakt konvex halmaz belsd
ponttal) kovariogrammjan azt a valds fiiggvényt értjiik, amely megadja minden el-
tolashoz az eredeti és az eltolt test metszetének térfogatat. Georges Matheron vette
fel 1986-ban a kérdest [54], hogy a kovariogram meghatarozza-e a testet. Matheron
sejtésének megfelelgen mar tudjuk, hogy a sikban a kovariogram meghatarozza a tes-
tet [2]. Magasabb dimenzioban azonban ez csak a testek sokkal sziikebb halmazéra
teljestil [4].

Habar a modern integralgeometria 6nmagaban is érdekes és értékes teriilet, ime
egy személyes izlés szerint valogatott, hivatkozasokkal ellatott lista néhany kiemel-
ked6en szép alkalmazéasarol: mozgasinvarians differencidlegyenletek megoldéasa szim-
metrikus tereken [37,38], az Osszes projektiv metrika eléallitasa [69], John-egyenlet
a Yang—Mills-elméletben [3, p. 79], izospektral szimmetrikus Riemann-sokasagok
merevsége [21] és Rényi Alfréd egy gondolata a Tarski-féle lefedési problémdval
kapcsolatban [61].

Befejezésképen pedig csak utalunk a mind a mai napig rendkiviil lendiiletesen,
sokrétiien és szertedgazoan fejl6ds elmélet néhany, egy-egy teriileten meghatéarozo
konyvére: Gelfand modern integralgeometriarol [22, 23], Helgason sokasagok Radon-
transzforméacioirol és differencidlegyenleteirsl [42-44], Gardner geometriai tomogra-
fiarol [20], Markoe analitikus tomografiarél [53], Kuchment komputertomografiarol
[50], és igy tovabb [58,64].

15Crofton klasszikus eredménye [14, 75. bekezdés a 786. oldalon|, vagyis a metszési formula
[56, Theorem 3.16 a 31. oldalon| szerint C atlaga éppen a gorbe hosszat adja.
16Nem alacsonyabb, hanem azonos dimenziés objektumokon torténik integralas.
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2. A Radon-transzformacié képtere

A 6 eredmények érthetd ismertetéséhez el6bb néhany klasszikus eredményrdl kell
sz6t ejteni. Ezekhez sziikséges az

Sn—l X R > (w,r) — {$ cR": <33,0J> — 7,.} — g(w,,r) e Gn—l,n

kétszeres — hiszen G(w,r) = G(—w,—r) — feddleképezés, amelynek segitségé-
vel minden F: G"~ 1" — R fiiggvényt azonositunk az F: 8" ! x R — R fiigg-
vénnyel, amelyre F(w,r) = F(—w,—r) = F(G(w,r)). Ennek értelmében az R
Radon-transzformacio (1.1) definicidja az

Rf(w,r):/< @, (2.1)

formét 6lti, ahol d a mozgasinvarians (felszin) mérték a G(w, ) hipersikon. Azonnal
latszik, hogy minden k € N természetes szadmra

/ Rf(w, )y dr = [ f(y)(y.w)* dy (2.2)
R R™

az w koordinataban k-homogén polinom. Maésfelsl az 1- és n-dimenzioés Fourier-
transzforméciot is a * szimbolummal jeldlve

RF(sw) = [ Rftwure™™ dr= [ flype ) ay = ) (23)

adodik!”. Minthogy a Schwartz-tétel [15, 140. oldal] szerint a Fourier-transzformécio
a Schwartz-tér bijektiv transzformécioja, azt latjuk, hogy a Radon-transzformacié
az S(R™) teret az S(G"~1™) tér azon Sy (G"~1") alterébe képezi, amelyben 1évé
F fliggvényekre

/ F(w,r)r* dr az w koordinataban k-homogén polinom'® (2.4)
R

minden k£ € N esetén.

2.1. Helgason-féle Swartz-tétel. ([41, Theorem 2.4])
Az R Radon-transzformdcid folytonos S(R™) — Sy (G"~1™) bijekcio.t?

17Ezt sokan Fourier-, vagy centrdlis/kézponti szelet-tételnek nevezik.

18Ezt momentum-feltételnek nevezziik.

19A bizonyitasban az n-dimenziés Fourier-transzformacié inverzét hasznalva a (2.3) egyenletre
azt kell igazolni, hogy a jobb oldalon ad6dé fliggvény az origoban is sima. Ehhez sziikség van a
fiiggvény erds nulldhoz tartasara: van olyan nem trivialis C°°(R?) fiiggvény, amelynek minden
egyenesen nulla az integralja! Lasd [1] vagy [44, Theorem 3.6].
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Vilagos, hogy ha az f € S(R™) fiiggvény eltiinik valamely o € R, sugara oB"™
gémbon kiviili minden pontban, akkor Rf(w,r) is elttinik minden r > o értékre.
Ennek forditottja is igaz.

2.2. Helgason-féle tartététel. ([44, Theorem 2.6]) Ha az f € C(R™) figguény
olyan, hogy f(x)|x|* minden®’ k € N esetén korldtos, és Rf eltinik valamely B
gombét nem metszd hipersikokon, akkor az f fiiggvény eltinik a B gémbon kivil.

Ezt a Helgason-féle Swartz-tétellel Gsszevetve tjabb képtérleirast kapunk. Le-
gyen K egy konvex test, SK(R") = {f € S(R") : f(x) = Ohax ¢ K} és
SK(Gn=tn) = {f € Sx(G" 1) : f(w,r) =0 ha G(w,r) N K = 0}.

2.3. Helgason-féle Paley—Wiener-tétel?!. ([41, Theorem 2.10]) Bdrmely K konvex
test esetén R: SF(R™) — S (G™~1™) bijektiv.

A tovabbiakban n > 2, a d € N természetes szamra pedig 0 < d < n — 1.

Az d-dimenziés Radon-transzformacio jelentsen eltér a fentiekben bemutatott
((n—1)-dimenziés) Radon-transzformaciétol, amelynek nyilvanvalo jele, hogy G%™ =
ISO(n)/(ISO(d) x O(n — d))?? miatt dimR" = n < (d+ 1)(n — d) = dimG*",
amiért a d-dimenziés Radon-transzformacio esetében Ry, (S(R™)) sokkal sztikebb
kell legyen, mint S(G%™).

Tekintsiink egy f € D(R"™) fiiggvényt??, legyen G € G, ennek ortogonélis
komplementer altere pedig G+ € Gp—d,n. Ekkor minden w € G esetén

poesl@) = [ Ranf(@ ) dy= [ fw de=n), @5)

ahol p; nyilvan az w € R" egy k-rendben homogén polinomja, pg Lk pedig ennek
megszoritdsa a G altérre minden k € N esetén. Jelolje D(G®") a C>°(G%") kom-
pakt tartoju elemeinek terét. Legyen Dy (G%™) az olyan I € D(G%") fiiggvények
tere, amelyekre?* minden k € N természetes szam esetén létezik olyan k-rendben
homogén py ;. polinom, amelyre

[ F@+w) e dy = o (26)

appy megszoritasa a G térre.

20Mind kell, mert az f(z,y) = (x + y2) ~° integralja minden egységkoron kiviili egyenesen nulla.
21Ez a [41, Theorem 2.10] némi pontositasa az erésebb [41, Theorem 2.6] allitas alkalmazasaval.
22150(n) az R™ izometridinak csoportja, O(n) pedig az ortogonalis csoport.

23D(R™) a kompakt tartoja, végtelenszer differencialhaté fiiggvények tere.

24Ez a (Helgason-féle) momentum-feltétel a d-dimenziés Radon-transzformacioéra.
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2.4. Helgason-féle képtértétel®®. ([44, Theorem 6.3]) A2R4,,: D(R") — Dy (G%™)
transzformdcid bijektiv.

Jegyezziik meg, hogy Ry, (S(R™)) sziikebb az Sy (G%™) térnél [27].

Legyen G(xg, T1,...,xq) € G%™ minden altalanos helyzetii (d+1) pontbol &llo
Ty, x1,...,xq € R™ pontrendszer esetén az azt tartalmazo egyértelmd d-dimenzios
affin altér. Ezzel a paraméterezéssel a d-dimenziés Radon-transzformécio az

d
Ranf(xo,...,xq) = / f(:c)da::/ f(:co—&-Zti(a:i—wo))\detU;1|dt,
G(xo,...,xa) R i=1

alakban jelenik meg?®, ahol dz az G(xo,x1, ..., zq) felszinmértéke, U, az R" egy
olyan automorfizmusa, amely az {x; — ©¢};=1,... 4 fliggetlen vektorrendszert orton-
ormalt rendszerbe viszi, t = (t1,...,tq) € RY, végiil dt az R? térfogatmértéke.
Mivel | det U;1| éppen az {x; — o }i=1,. a4 vektorok altal feszitett paralele-
pipedon vol{x; — xo}i=1,.. 4 térfogata, ami az X = Ry ,, esetén éppen |x; — x|, a
differencialasok és az integralas(ok) feleserélésével a kovetkezd adodik.

2.5. John-feltétel. ([KA91, Lemma 2.1]) Ha f € S(R") és F' = Ry, f, akkor

(Ord e — 000, 0) F(xo,...,@a) 0. 2.7)

vol{x; — xo}ti=1....d

ahol0 < i < j <d, 1 <k <e<nés 0y az i-edik x; paraméter k-adik xf
koordindtdja szerinti parcidlis derivdlds.

2.6. Ekvivalencia-tétel. (Kurusa [KA91, Theorem 3.1]) A D(G%") fiigguényeken
a (2.6) momentum-feltétel és a (2.7) John-feltétel ekvivalens.

Ez az eredmény 50 évvel a John-tétel utan sziiletett, és az (1.3) John-egyenlet
altalanositasahoz vezetett. A (2.7)-rendszerben lathato jelentds ,redundancia” le-
kiizdéséhez el6bb a koordinatazasban rejlé redundanciat érdemes célba venni. Egy
{ egyenes Pliicker-koordindtdi

pik = det (xi x’“) és  q; = det (xj 1) : (2.8)

Yi Yk Yj

ahol ® = (21,...,2,) é8s ¥y = (y1,...,yn) az £ egyenes kiilonb6z6 pontjai,
1<i<k<né1l<j<mn. Jolismert [KA0O9], hogy ezeknek a p; := p;,, és

25Helgason-féle Paley—Wiener-tétel d-dimenziés Radon-transzformaciora.
26Ebben a felfogasban Ranf egy G%™ feletti principalis fibralt nyalabon van értelmezve, az R?
affin csoportjaval mint strukttra-csoporttal. Ez teljesiil az Ry, f/| det U !| fiiggvényre is.
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g; koordinatdknak a belsé ardnyai nem fliggenek az x és y valasztésatol, csak-
is az £ egyenestSl. Az egyenesek sokasaganak Pliicker-koordinatazasa utén a 2.6
ekvivalencia-tétel azt jelenti [KA91, Theorem 4.2]?7, hogy egy F € D(R*) fiiggvény
akkor és csak akkor megoldésa az (1.3) John-egyenletnek, ha létezik olyan f € D(R?)
fliggvény, amelyre

3
Ry 3f(2,y) = (Z( ))1/2 <p1+q2 —p2+q1 p1— ¢ —:m—ql)
1, ) ) ) .
P a3 a3 a3 a3

Bar létezik Pliicker-koordinatazas®® d > 1 esetre is, a 2.6 ekvivalencia-tétel
dtparaméterezése magasabb dimenziéban is csak a d = 1 esetben tértént meg.

2.7. Altalanositott John-egyenlet. (Kurusa [KA91, Corollary 4.3]) Az F €
D(R2("=1)) fiigguény akkor és csak akkor megolddsa az (ultrahiperbolikus)

( 0? 02

— F yeeoyLn—1; geee s Yn— :0 1§ 7k§ -1 2.9
0z 0y, 8yk6xe) (21 Tn—13Y1 Yn—1) ( e n—1) (2.9)

parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek, ha van olyan f € D(R™) fiigguény, hogy

" g2

“q

)%F(Pl +q Pn—1+Gn-1 D1 —q1 Pn—1— qnfl)

dn qn dn an
ahol p; és q; (1 <i<mn—1) a tetszdleges { egyenes Pliicker-koordindtds.

Természetesen mas jellegti képtér-jellemzések is sziilettek: t&bb més probalko-
zés utdn Grinberg [29] megmutatta, hogy a momentum- és a John-feltétel egyiitt
pontosan jellemzi az Ry, (S(R™)) képteret minden d < n esetén, majd Gonzalez
csoportelméleti modszerekkel bizonyitotta [26], hogy a John-feltétel?® egyediil is
jellemzi a d-dimenzios Radon-transzformaciot.

Osszefoglalva differencialhaté fiiggvényekre: a d = n — 1 esetben a momentum-
feltétel, a d < n — 1 esetben pedig a John-feltétel irja le a képteret altalaban.
Kompakt tartoju fiiggvények esetén a két feltétel ekvivalens, ellenkezs esetben a
John-feltétel a szigorubb.

Sok mas téren is sikeriilt meghatarozni a képteret, amelyekrdl a tovabbi feje-
zetekben még lesz szo6.

27Ez éppen John eredménye [49].
28 A (2.8)-ben jelzettnél jelentGsen bonyolultabb eljarassal, lasd [KA09, V.2 szakasz].
29Valojaban egy azzal ekvivalens negyedrendd differencislegyenlet.
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3. Radon-transzformacié Riemann-sokasagokon

A differencidlhato sokasdg nyelvén a Rontgen-transzformacié egy Riemann-
sokasdgon nem mas, mint megengedett fiiggvények integralasa a geodetikusokon. En-
nek megfelelGen, a d-dimenzids Radon-transzformécio egy n-dimenzios M™ Riemann-
sokasagon olyan d-dimenzios N ¢ M"™ alsokasdgain®® integral, amelyek barmely
Gy € N? pontjukon 4thaladé minden olyan G(s) C M" geodetikust tartalmaznak,
amelynek G(0) € Tg,M" érintGje a Gy = G(0) pontban az N? alsokasag T¢, N¥ érin-
t&terében van. Az igy elképzelt fiiggvénytranszformaciot d-dimenzios totdlgeodetikus
Radon-transzformacionak nevezziik.

A d-dimenzits totalgeodetikus Radon-transzformaciot méar a hatvanas évek
Ota vizsgaltak konstans gorbiiletd tereken [22,23,33,34].

Nagyon eredményes megkozelitésre vezetett a gombi harmonikusok nem euk-
lidészi tereken valé alkalmazasa®' 1991-t6l elébb a hiperbolikus, aztan a gdmbi,
majd a forgassokasagokon [KA91h, KA92 KA93|. Ezek a vizsgalatok ravilagitottak,
hogy a totélgeodetikus Radon-transzforméciok kozotti analogidkat a terek kozotti
geodetikus kapcsolat®® okozza. Kideriilt, hogy e kapcsolat alkalmazasa a totalgeode-
tikus Radon-transzformaciora sok j informaciot eredményez [KA94, BCK97]. Az az
ebbdl eredd felismerés, hogy a Radon-transzformacié egyes tereken kénnyebben ke-
zelhetévé valik a tér valamely mas térrel valo kapcsolatanak felhasznalasaval, hamar
hozott Gjabb eredményeket més tereken is [KA97, KA0O], és ma mar altalanosan
alkalmazott modszer. A tovabbiakban néhany konkrét eredményt ismertetiink.

Egy (F", (,)) teljes Riemann-sokasigot forgdssokasdgnak>® neveziink az O €
F™ bdzisponttal, ha az F™ sokasdag O pontot fixen hagyo izometridnak csoport-
ja a ToF™ érintGtéren az O(n) ortogonélis csoportot indukalja [47, §3]. Egy F”
forgéssokasagot meghataroz a v: Ry — R méretfiggvénye, amely azt adja meg,
hogy az O kozéppontid, r > 0 sugart geodetikus géomb mekkora sugara euklide-
szi gbmbbel izometrikus. Forgéssokasagon természetes polarkoordinatazéast ad az
Expy(rw) — (w,r) leképezés, ahol w € ToF™ = R™ egységnyi és r > 0.

A d-dimenzi6s totalgeodetikus alsokasagok sokasagat jelolje G4F", és hasz-
naljuk az |X| és |G| jeloléseket az X € F" pont illetve G € G4 alsokasag O
alapponttol mért tavolsaganak jellésére. Legyen ¢ > 0 az a legnagyobb szam,

30 Az ilyen alsokasagokat totdlgeodetikusnak nevezziik.

31 Az R™ térben ezeket elGszor talan Ludwig hasznalta [51], de 6 a Lax—Phillips parost emliti az Stlet
forrasaként. Az alkalmazhatésag kulcsa a Funk—Hecke-tétel [65]. Durvan mondva ez azt allitja,
hogy egy megfelels sikhulldimfiiggvény vetiilete egy gdombi harmonikusra (konstans szorz6tol
eltekintve) éppen a sikhullamot definialo fiiggvény vetiilete a megfelels Gegenbauer-polinomra.

32 A Beltrami-tétel miatt az euklidészi térrel ilyen kapcsolatban csak a konstans gorbiiletii terek
lehetnek [KA99, Beltrami-tétel a 143. oldalon].

331lyenek példaul a konstans gorbiiletii terek, és a forgasfeliiletek is.
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amelyre G"~1F" elemeit egyértelmten jellemzi az O alapponthoz legkzelebbi G
pontjuk, ha |G| < #**. Innentdl

‘ csak azon X pontokat tekintjiik a forgassokasag elemének, amelyekre | X | <i. ‘

Az F™ forgassokasagon értelmezett, minden G € G*F" alsokaségon integralhato
f valos fliggvény d-dimenzids totdlgeodetikus Radon-transzformdltja az az Rqpn f
valos fliggvény, amelyre

Rien (@) = [ FX)dX.
g
ahol dX a G természetes, az 6roklott Riemann-metrika altal adott felszinmértéke.

3.1. Tart6tétel forgassokasagokra. (Kurusa [KA92, Theorem 3.1]) Legyen f €
L2 (F™) kompakt tartoji és r € (0,7). Ha minden |G| > r esetén Rypn f(G) = 0,

akkor f(X) =0 minden | X| > r esetén.

Legyen X az F™ forgassokasag egy pontja, G}_l’w pedig a G"1F" sokasag ra

illeszkedd elemeinek sokasaga. A G}fl’w elemeinek normalis vektorai duplan fedik
le a TxF™ egységgombfeliiletét, igy ez atviszi az utobbi természetes felszinmértékét
a G}_l’F sokasagra, amelyet jel6ljon dx.

Ha F € C(G" "), akkor azt mondjuk, hogy az F" sokasagon értelmezett

Rioaw PO = [ P@)axg
X
fliggvény az F dudlis totdlgeodetikus Radon-transzformdltja.
Az n-dimenzids, konstans k gorbiileti
K7 terek is forgassokasagok. Ezeken van
egy | vetitd fligguény is, amelyre a
i Expo(rw) = pie(r)w leképezés3® geo-
detikus kapcsolatot hoz létre. Konkrétan:

LK s ] v [ o [ |
H"™ —1 | sinhr | tanhr | oo
R™ 0 T T 00

S™ (P™) || +1 | sinr | tgr |w/2

Ez lehet6vé teszi az Gsszes konstans gor-
biiletd K} tér egységes kezelését.
Innentdl ebben a fejezetben xk € {—1,0,+1}. ‘

34Gombfeliileten példaul i = /2 az injektivitdsi sugdr.
35Tttt w € 81, és a ToK™ teret azonositottuk az R™ térrel.
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3.2. Tétel. (Kurusa [KA92, Theorem 4.8]) Legyen f € C*(K?), & = % + rk?
(k € N) és R:=Rp—1xn valamint R* :=R},_, x.. Han > 3 pdratlan, akkor

21n

01038 (R (R, ) fu () () (h>)(w ).

f@,t) = 0—1)“’ ()

Ha n > 2 pdros, akkor

_ 2277 d = LA Y—
J@8) = (-1)F 0201 5n,2(R ( <Rf(w h)m»(w,t)uﬁ (t)),
ahol .

HolF) () = —— [ Pl —— gy
H ’ v2(h) J_;, T un(r) = pw(h)

E képletek nem csak az egységességiik miatt értékesek, hanem mert igazoljak
a Radon-transzformacié invertalasdnak kordbban csak euklidészi esetben bizonyi-
tott azon tulajdonsagat, hogy paros dimenzidéban egyetlen pontbeli fliggvényérték
meghatéarozasahoz is a teljes téren kell ismerni a Radon-transzformaltat®”

3.3. Tétel. (Kurusa, [KA94, Theorem 2.1]) Legyen d € {1,....,n — 1} és f €
L2(R"™), amelyre supp f C B”, amennyz'ben k= —1. Ekkor a [, inverzével definidlt

gt i M) = f(@)(1+ klz|?) S figguényre
Runf(G) = (1+KIG1") 2Ry xng(iin 1 ().

A 3.3 tétel lehet6vé teszi a kiillonb6z konstans gorbiiletd tereken elért ered-
mények Osszevetését, illetve kiterjesztését mas konstans gorbiilett terekre.

3.4. Tartététel konstans gorbiiletii terekre. (Kurusa [KA94, Theorem 3.1 és 3.2])
Legyen r € (0,7), d € {1,...,n— 1} és g € C(K?) olyan, hogy minden G € G*"
esetén R, x.g(G) =0, amennyiben |G| > r. Ha
(0) d< n— 2, tovdbbd
(1) 8" 5w limy; (g(w, r)vET(r)) korldtos és szimmetrikus,
vagy
(k) d =n—1, tovdbbd
(17) k=—1, és S" ' 2w lim,; (g(w, r)vI+(r)) korldtos, vagy
(17) k>0, és minden w € S"! és m € N esetén g(w,r)u™(r) korldtos,
akkor g(X) = 0, amennyiben | X| > r.

36 Cauchy-féle féérték integralas szerint.
37TEzt azzal fejezik ki, hogy az inverzformula globdlis.
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Ez a tétel a d = n — 1 euklidészi esetét kivéve minden mas téren korabban
ismert tartotételek szignifikdns javitasa3®. A hiperbolikus tér esetében, teljesen 1j
és meglepé®® eredményeket adott. Jelenleg is a leger&sebb ilyen jellegt allitas a
konstans gorbiiletd sokasagokon®.

Végiil egy jobb oldali*! inverziés formulat emlitiink. Ez az S(G"~1") tér
végtelen csokkenési feltételérsl minddssze (n — 2)-szeres fogyasra javitja a [67, The-
orem 8.1] kdvetelményeit, és jol mutatja, hogyan hat vissza a gorbiilt tereken végzett
vizsgalat az euklidészi téren ismert Radon-transzformacios eredményekre.

3.5. Tétel. (Berenstein—Casadio-Tarabusi-Kurusa [BCK97, Theorem 4.4])
Ha F € C®(G" 1), F(G) = O(|G|™™), és F teljesiti a (2.4) momentum-feltételt

minden k € {0,...,n — 2} esetén, tovdbbd barmely G € G*" és x € R™ wdlasztdsra
d\7 F te) — F(G—t
lim (7)] (Grtm) —FG=t2) o inden j € N mellett,
t—oo \dt t—m

akkor
n—1
27 "7!""R(~Ly) 2 R*F =F.

38 A gombfeliileten egy korabban elégtelen feltételek mellet igazolt tartotételt [39,40] korrigalt.

39Minden korabbi eredmény a fiiggvény minden polinomnal gyorsabb cskkenését kivetelte.

40 Arra, hogy euklidészi és igy a gémbi esetben sem lehet csdkkenteni a megkivant feltételeken, az
origé koriil kisimitott f(x,y) = (z + y2) "> fiiggvény a példa [44, Remark 2.9, §2].

1 Ossze kell hasonlitani az (1.2) formulaval.
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4. Altalanositott Radon-transzformaciékrol

Habar a 3.3 tétel mutatja, hogy az elmélet szempontjabol is jelentGsek lehetnek, azért
az (1.4) altalanositott Radon-transzformaciok kutatasat elsésorban mégis inkabb
az alkalmazéasok [50] indukaljak.

Az alkalmazésok szempontjabol legfontosabb kérdések az elméletben mas miatt
is vizsgalt invertalhatosag??, tartotételek?? és képtérjellemzések?* mellett megjele-
nik egy merében 4j kérdés is, amelyet azonositdsi problémdnak hivunk. Ebben
arra keresik a valaszt, hogy az altalanositott Radon-transzformacié milyen kiilsd
tulajdonsagai alapjan azonosithato be a definialé silyfliggvény.

Els6 tételiink ennél specialisabb, de késébb tovabbi példakat fogunk latni.

4.1. Tetel. (Kurusa [KA90, Theorem 2|) Legyen P: C.(R™) — C.(G™ 1) egy nem
eltind linedris fligguénytranszformdcio, amely teljesiti az alabbi feltételeket:
(i) P(foU)=PfoU minden U € O(n) és f € C.(R"™) esetén;
(ii) P(fo(6I))=6"""Pfo(6I) minden 6 € Ry és f € C.(R™) esetén, ahol I az
identikus leképezés;
(ili) Pfy(w,r) =Pf(w,r + (w,y)) minden x,y € R* és f € C.(R") esetén, ahol
f(@) = fl@+y);
(iv) amennyiben a kézos tartdji f, fi,..., fr, - € Co(R™) figguényekre fr, — f
lokdlisan egyenletesen, akkor P fi, — Pf.
Akkor P konstans szorzo erejéig az R Radon-transzformdcio.

Azt mondjuk, hogy az R* altalanositott Radon-transzformacio

(1) exponencidlis*, ha Hg(w,p)(®) = p1(G(w, p)) exp((p2(w), x)),
(2) eltolds invaridns, ha R* fu(w,p) = v(x, G(w, p))R*f(G(w,p + (w, x))),

ahol py € C*°(G"~ 1), ua: Sn-1E5Rn e C®R"x G 1) és fo(y) = f(x+y)

minden x,y € R" esetén.

4.2. Tetel. (Kurusa [KA91t, Theorem 3.1]) Egy R* dltaldnositott Radon-
transzformdcio akkor és csak akkor exponencidlis, ha eltoldsinvaridns.+¢

2Ha a sulyfiiggvény szigortian pozitiv és analitikus, akkor (1.4) injektiv [7] szerint, de ha a
silyfliggvény csak C°, akkor (1.4) nem injektiv [8] szerint.

43Ha a sulyfliggvény pozitiv és analitikus, akkor a kompakt tartoju C' fiiggvényekre [10] bizonyitja
a tartotételt, mas fliggvényosztalyra azonban [66] ellenpéldat ad.

44Guillemin és Sternberg megmutatta [31], hogy majdnem minden A&ltalanositott Radon-
transzformacio képtere egy alkalmas parcialis differencidlegyenletrendszer nulltere.

45Pontosabban Kurusa-féle exponencialis Radon-transzformaciérél beszéliink [53, Definition 5.48].

46 A 4.2 tétel nem Gncélt pontositasa és altalanositasa a [46,59] eredményeknek, mert tartotétel és
inverzios formula bizonyitasat adja [KA91t] a ,single-photon emission tomography” technikiban
megjelend exponencialis Radon-transzformacié [52, 66| esetére.
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Legyen adott az R™ tér valamely (d + 1)-dimenziés G € Gyt alterében
minden ¢ € [0,00) valos szamra egy d-dimenzios S; hiperfeliilet. Ezek halmazat
jelolje S és legyen S; 4 = ¢(S;) minden 1-determinansi ortogondlis ¢ € SO(n)
linearis transzformaciora. A d-dimenzids S; 4 feliileteket szirmoknak, a szirmok
S = {S; : t € [0,00)} halmazét alapnak, ezek GSn = U¢€SO(n)¢(‘§) uni6jat
virdgnak nevezziik*”.

Az S alapi R” S n dltaldnositott Radon-transzformdcio®®

, amelyet d = n — 1
esetén egyszertien R“ jelol, a minden szirmon integralhato f: R™ — R fiiggvényhez

azt az Rg e GS™ — R fiiggvényt rendeli, amelyre

- /g f(@)pg () da, (4.1)

ahol G € GS’"49, e GS" xR" » R pedig egy ,kelléen szabalyos” silyfigguény®®
Legyen L2 (R") = {f € L*(R") : || < m = f(x) = 0} minden m > 0 valds
szdmra, tovabba L2(R™) = J,,-o L2, (R™).
4.3. Tétel. (Kurusa [KA93s, Theorem 2 és Theorem 3|)
Ha C olyan gorbe az R? sikon, hogy
(i) az O origdtdl legtdvolabbi C pontja az origétdl 1 tdvolsdigra van,

(ii) a C pontban a gorbilete k > 1,

(iil) wvalamely 0 < e esetén minden origd korili, 1+ -ndl nagyobb sugari kort
legfeljebb kettd pontban metsz, €s ezek az origotol vett r tdvolsagukkal az O
kézépponti poldrkoordindta-rendszerben (r,o(r)) és (r,¥(r)) paraméterezéssel
Tendelkeznek a (141-5’ 1] szakaszon,

(iv) jlﬁ AL € (1)) és (1) =9(1) =0,
akkor a C = {tC :t € 10,00)} alapi® Radon-transzformdcid teljesiti, hogy

(1) Rg: L2, (R?) — L2(R?) folytonos,

(2) ha f € LZ(R?) és Ry f(x) = 0 minden |z| < m esetén, akkor f € LZ (R?)
és

(3) Rg injektiv az L2(R?) téren.

Ez az allitas egyrészt ramutat [71, Proposition 2.2] egy pontatlansagara, méas-

részt bizonyos értelemben a legjobb, mert a kiovetkezd példa szerint nem igazan
lehet altalaban sokkal jobb eredményre szamitani.

47 A klasszikus térbeli Radon-transzforméacié esetén a virag az osszes sik sokasaga, az alap a sikok
parhuzamossagi osztalyai, a szirmok az egyes sikok.

18Fyz egy atfogo lefrasa sokat vizsgalt specialis Radon-transzformacioknak, mint [12,13] stb.

49Ez azt jelenti, hogy G = S, = $(St) valamely, esetleg t&bb ¢ € SO(n) és t € [0, 00) esetén.

50 A konstans 1 sulyfiiggvényt nem jeloljiik, és a dimenziot is elhagyjuk, ha nem specifikus.

517 GC2 virdgot szimmetrikusnak mondjuk, ha ¢ = .
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Legyen k > 5 természetes szam, és tekintsiik a
S mellékelt abran lathato S gorbét, amelyet egy
0.5 sugart kor egy 27 /k sz0gl ive és egy ezzel
ok koncentrikus 1 sugara kor két 7/k hossza ivei

1 alkotnak sugarakkal 0sszekdtve. Ekkor az

0, har <1,

f(?“,oz):{ 2

e cos(ka), har > 1.

fiiggvény L?(R?) eleme, az S csak az (iii) feltételt nem teljesiti, mégis Rs f(x) = 0,
ha |z| < 2.

A 4.3 tétel magasabb n > 3 dimenziora is kiterjeszthets. Legyen C; minden
t € [0,00) valos szamra olyan gorbe valamely 2-dimenziés G € G, ,, altérben,
amelynek C; € C C G egy az O origdtdl legtavolabbi pontja, és amely ebben a
G sikban szimmetrikus az OC} tengelyre. Minden ¢ € [0, 00) valos szamra legyen
a (n — 1)-dimenzios S; feliilet az, amelyet a C; gorbe sarol az OC; tengely koriili
forgasokra. Végiil legyen S = {S; : t € [0,00)}. Az igy nyerhets (n — 1)-dimenzios
GSn viragot forgdsvirdgnak nevezziik®2, C pedig ennek generdld gérbéje. Az olyan
forgasviragokat, amelyekre C;s = sC; minden s € [0, 00) esetében, konform virdgnak
mondjuk. Vegyiik észre, hogy egy (n—1)-dimenzios GSn forgasvirag minden szirmét
meghatérozza origotol legtavolabbi pontja, tehat?® SP~1 x Ryo & R™ & GSn,

Definialjuk még minden m > 0 és k € Z szamra az

LR, %) = {f: R" 5 R: f(@)|el*/? € LAR™)},
Lh,(RY, %) = {f e *R",7*) : |z| <m = f(=) =0},
és L2(R™,r%) = U,,20 L2, (R™, %) fiiggvénytereket.
4.4. Tétel. (Kurusa [KA93s, Theorem 5|) Ha az (n — 1)-dimenzids GS™ konform
virdg generdlo gorbéje eleget tesz a 4.3 tétel feltételeinek, és a megfeleld v fiigguényére
—f% € C[("“)/zl((%ﬂ, 1)), akkor
(1) Rg: LZ,(R™,r"=3) — LZ(R™,r~"~1) folytonos,
(2) ha f € L2(R™,r"3) és Rgf(x) = 0 minden || < m esetén, akkor f €
L2, (R",r—n=1)
€s
(3) Rg: LZ(R™, ") — LZ(R?,r—"~ ') injektiv.

52 A sikban ennek a szimmetrikus virag felel meg.
53 A 0 pontban megfelel§ korrekcidkkal értve.
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A 4.3 (2) és 4.4 (2) tartotételek és a 4.3 (3) és 4.4 (3) képtérleirasok nyilvan
altalanosithatok a szirmokon ,kell6en szabalyos” silyfiiggvények esetére is. Egy
szigortan pozitiv p: GSn x R = §n1 x R>o x R" — R fliggvény

e forgdsinvaridns silyfigguény a GSn forgdsvirdagon, ha pg, (Px) = py, ()
minden ® € SO(n),t e R, w e S" 1 és x € S, ; esetén, és
o konform sulyfiggvény a GSn konform wirdgon, ha forgasinvarians, és

P pt (PZ) = pi ¢ () minden p > 0 esetén.

A kovetkez§ tételek azt mutatjak, hogy a stly és bizonyos mértékig a virag is
meghatarozhato a megfelel6 Radon-transzformacio tulajdonsagaibol.

4.5. Tetel. (Kurusa [KA13, Theorem 3.1 és Theorem 3.4]) Legyen f € L?*(R"™)
olyan, hogy minden o > 0 esetén az f,: S"~! 3w f(ow) fiigguény

(i) gyengitett hiper Pompeiu-tulajdonsagt®™, amennyiben n > 3,

(ii) fo1 fo(w)dw # 0 és az fo(cos(€ + B),sin(€ + B)) = fo(cos&,sing) véges sok

megolddsa van a £-ben barmely 5 € (—m, 1| esetén, amennyiben n = 2.

Ha f a GSn forgdsvirdg minden szirmdn integrdlhato, és a g(x) := || f(x) fiigg-
vény barmely ¢ € N mellett teljesiti, hogy

(iii) Rgg((ﬁa},r) = Rlg®(@,r) minden ® € SO(n) esetén,
akkor u forgdsinvaridns.

4.6. Tetel. (Kurusa [KA13, Theorem 3.4]) Legyen a kompakt tartéji f € L2(R™)
fiigguény olyan, hogy

(i) a gombi harmonikusok szerinti f(tw) = >, fim(@OYE™(w) sorfejtésében

szerepld fi.m egyiitthatdk linedrisan figgetlenek az L*(R) térben.

Ha f a G5" konform virdg minden szirmdn integrdlhats, és a g(x) = |z|° f(x)
fiigguény barmely £ € N mellett teljesiti, hogy

(ii) (a) Rig(®w,r) = Risg®(@,r) minden ® € SO(n), és

(b) Rlg(w,pr) =p" 'Rsg,(@,r) minden p > 0 esetén,

akkor u is konform.

4.7. Tétel. (Kurusa [KA13, Theorem 4.3|) Legyen a differencidlhatd GSn konform
virdg nem onérinté®®. Legyen ezen a p olyan silyfiigguény, amelyhez van olyan
folytonos, a mdsodik vdltozdjdban szigorian monoton v: Rﬁ_ — R fiiggvény, hogy a
fro.r (@) == v(1, phy () sulyfigguény konform.

Ha az F(w,r) = R f(w,r) figguény ismert az ismeretlen f = S Oy + L
fiiggvényre, ahol £ € L*(R™), 1 <m € N és &4, az x; € R™\ {0} pontra koncentrdlt
Dirac-mérték, akkor a C generdld gorbe, és a p sulyfiigguény is kiszdmithatd.

54f ¢ L2(SP1) és f6gomboknek egy stiri halmazan csak a trivialis p € C(S?~2) sulyfiiggvényre
teljesiil Pyp(®) := Jen—2 p(w) f(®w) dw = 0 minden ® € SO(n — 1) esetén.
55Egy virdg onérintd, ha két szirma érinti egymast.
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5. Takarasi szam

Ha az f fiiggvény nem jol vagy egyaltalan nem integralhat6 a D konvex tartomanyt
metszd hipersikokon®®, akkor f meghatarozasanak problémajara az analitikus to-
mografia tartétételek (példaul 2.2, 3.1, 3.4,4.3(2), 4.4(2) stb. tételek) soraval valaszol,
ami lehetévé teszi az f meghatérozasat a D tartomanyon kiviil. Az f fliggvény tarto-
manyon beliili viselkedésének meghatarozasahoz mas modszerek kellenek, amelyeket
a geometriai tomografia témakorébe sorolunk.

Multigorbének®” nevezziik parametrikus gérbék egy véges r 7 halmazat. Egy
multigdrbe tagjai olyan véges hosszusaga r;: [a;,b;] — R (j € J) gorbék, ame-
lyeknek paronként nincs kozos iviik. Egy multigérbét akkor neveziink valamilyen
tulajdonsagtnak, ha minden egyes tagja rendelkezik az adott tulajdonsaggal®®.

Egy 7: [a,b] — R™ gérbe nyomdn azt a Trr ponthalmazt értjiik, amely az
T értékkészletében van. Az v, multigorbe nyomdn a tagjai nyomanak Trr , :=
Ujej Trr; uniojat értjiik.

Egyenes sulynak neveziink egy szigortian pozitiv, folytonos @: G'" — R,
fliggvényt. Sulyozott takardsi szamnak mondjuk a

Myg(P) =5 [ (T 0UPw)a((P,w)dw, (5.1)
Sn—l

szamot®, ahol T = Trr ;, /(P,w) a P ponton w € S"~! iranyvektorral 4tmend

egyenes és # a szamlaléo mérték®®. A P pontot forrdsnak, a 7 halmazt objektumnak

a M., hozzérendelést takardsi figgvénynek nevezziikb!.

5.1. Abra. Zart konvex sikgdrbe takarasi szama a latoszégének duplaja. Tobb

ilyenbdl all6 multigérbe takarasi szama ezek latoszogei 6sszegének dupléja.

56 A CT-alkalmazasokban ez egyaltalan nem ritka eset.

57Hasonl6 konstrukcié a [63] cikkben is talalhato.

58Egy multiszakasz (multikér) olyan multigérbe, amelynek tagjai kizarélag szakaszok (korok).

59Ha T konvex és a stly konstans 1, akkor a [20] konyvben ezt pontvetiiletnek, a [KK95] cikkben
pedig drnyékképnek vagy a sikban egyszertien ldtdszognek nevezik.

60 Az altalunk vizsgalt esetekben ez majdnem mindeniitt véges szam.

61Valojaban ez a C := R?n Crofton-transzformacié atlagolasa
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Régzitett v > 0 esetén azon P pontok halmazét, ahol M, (P) = v, a T
v-izoptikusdnak nevezziikk. Azon P pontok halmazat, ahol MT;@(P) = MT,@(P)7 a
T és T' ekvioptikusdnak nevezziik.

Szamos olyan eredmény ismert®?, ahol forrasok egy S és objektumok egy O
halmazarél az deriil ki, hogy az O 5 T — Mt 5|s leképezés injektiv.

Green 1950-ben bizonyitotta [28], hogy a sikban csak akkor van a kortdl eltérs
zart konvex gorbe, amelynek v-izoptikusa kor, ha a v teljesit bizonyos feltétele-
ket vagyis az ilyen v esetén vannak nem kor alakt zart konvex gérbék, amelyek
ekvioptikusa kor.

5.1. Altalanositott Green-tétel. (Kurusa [KA12i, Theorem 3.1]) Kiilonbizd zdrt
konvex gorbéknek akkor és csak akkor lehet kozds v-izoptikusa, ha 1 —v /7 raciondlis
szdm, €s legegyszeribb alakjiban a szdmldlo pdratlan.

Nitsche 1990-ben mutatta meg [57], hogy ha egy zéart konvex gorbének két
koncentrikus kor is az izoptikusa, akkor az maga is egy kor.

5.2. Nitsche-tétel barmely dimenziéban. (Kurusa & Odor [KO15i, Theorem 5.1])
Ha R™-ben (n # 3) egy konvex testnek egy gombbel két kizis izoptikusa van, akkor
az gomb.

D>\ Dy

5.3. Nitsche-tétel sikbeli multigérbékre.

(Kurusa [KA16m, Corollary 7.1]) Legyen a

D1 C Dy koncentrikus korlapok kozéppontja

O. Ha egy Dy belsejében lévd, konvex (nem

feltétlendil korldtos) tartomdnyokat hatdrold,

egymdst legfeljebb elsd fokban érintd, a teljes \
egyenesen analitikus gorbék megszoritasabol

dlle multigorbének a Do \ D1 gytrd minden

O kozépponti kore izoptikusa, akkor az egy
multikor. 54

Kincses Janossal bizonyitottuk [KK95], hogy ha a sikban két konvex kom-
pakt sokszog ekvioptikusa tartalmaz egy, a sokszogek uniojat koriilvevs analitikus
gorbét, akkor a sokszogek egybeesnek. Algebrai geometriai eszk6zokkel, az tgyne-
vezett Apolloniusz-gorbéket vizsgalva a gorbe analitikussdganak feltételét 7-szeres
differencialhatosagra sikeriilt redukalni [KA13p].

62A [17, cross integral|, a [62, weighted back projection] és a [KA96u, generalized visual angle]
valdjaban takarasi szamok.

63Az 1 — v/m nem olyan racionalis szam, amelynek legegyszertibb alakjaban a szamlalo paratlan.

64Ez valojaban az 5.5 tétel kozvetlen kovetkezménye.
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5.4. Teétel. (Kurusa [KA96u, Theorem 1], [KA96n, Theorem 1, Theorem 3] és
[KA12s, Theorem 2.1]) Legyenek a sikban Cy, Co, Fi és Fo zdrt tartomdnyok C?
hatdrral 1igy, hogy a szigorian konvexr, kompakt Fi €s Fo tartomdnyok a C; N Cy
metszet belsejében vannak. Ha a OCy és OCo hatdrgorbék

(a) wvalamely pontban nem nulla szogben metszik egymdst,
vagy

(b) wvalamely idedlis pontban érintik egymdst
és OC1 U OCqy 1észe az F1 és Fo ekvioptikusdnak, akkor Fi1 = Fo.

//862

Sajnos az 5.4 tételnek egyel6re nem ismert magasabb dimenzids altaldnositésa,

0C1 U 0Cy

és az sem ismert, hogy mi a helyzet, ha C; és Cy kompaktak és 9C; N 9Cy = 0
(példaul ha Cy és Co koncentrikus korok).

Do\ Dy

5.5. Tétel. (Kurusa [KA16m, Theorem 6.2])
Ha a Dy C Dy konvex lemezek kézti Do \ Dy
gyiri része a konvex: (nem feltétlendl korldtos)
tartomdnyokat hatdrold, egymdst legfeljebb el-
sd fokban érintd, a teljes egyenesen analitikus
gorbék megszoritasabol alle X,y C Dy multi-
gorbék ekvioptikusdnak, akkor X =Y.
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