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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.1. Bevezetés

Van olyan targy, amelyet kdrbefotdzva minden
kép egyforma lesz? J

Persze!

Példaul barmely gémbét ugyanolyannak la-
tunk vele koncentrikus barmely gdémbfelilet
minden pontjabol!
Csak a gébmb ilyen? )

Nem!

Az ellipszis is ugyanolyannak latszik
megfeleld kér minden pontjabdl!

S6t, akar 6ssze is lehetne téveszteni a korrel!
GeoGebra

A
]

Valéjaban minden alakzatot kdrbe lehet tgy
jarni, hogy mindvégig egyformanak lassuk! J

Az ilyen Gtvonalat izoptikusnak hivjuk ) ; L
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.1. Bevezetés

A konvex, zart, korlatos K alakzat pontbeli latészégének nevez-
z(ik a k(ilsé P pontbdl kiindul, a K alakzatot érinté két félegyenes
altal bezart szoget. Ennek iranyitatlan nagysagat M,.(P) jeldli,
melyet a K alakzat P pontbeli latészégmértékénekvagy (puszta
lustasagbol) egyszeriien latészégnek neveziink.

A K tartomany y-izoptikusanak nevezzik azon pontok K := {P :
M,.(P) = y} halmazét, melyekbdl az alakzat y € [0,7) sz6g alatt
latszik. A K™ halmazt ortoptikusnak hivjuk.

Vilagos, hogy

0 haK” = K¥, akkor y = 3, <I>
@ a K minden kiilsé pontja a |J,ejo.» K halmazban van. 20°
Ezek alapjan szokas elfogadni a K™ := 9K definiciot.
Kérdések.

@ Milyenek az izoptikusok? Konvexek? Metszhetik sajat magukat?

Milyen megoldasai vannak a K” = £# egyenletnek?

Van olyan gérbe, amely egyetlen tartomanynak sem izoptikusa?
Milyenek azok a tartomanyok, melyeknek van kézds izoptikusa?
... és ha két k6z6s izoptikusuk van?

... és ha a kozbs izoptikus egy kor?

© 060606°0
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.2. Szakasz izoptikusai

Keriileti szogek tétele. Legyen adott egy y € (0, 7) sz6g és egy AB szakasz. Ekkor létezik
olyan P pont, melybdl az AB szakasz y sz6g alatt latszik. Az AB szakasz y-izoptikusa az
A, B és P pontokra illeszked6 kérnek az a zart kérive, valamint annak az AB egyenesre vett
tiikérképe, amely az AB egyenesnek a P ponttal megegyez6 oldalan van.

Bizonyitas. A szinusztétel értelmében az AB szakasz f felezd merélegesén az a P pont,
mely a T = f N AB ponttél d(T, B) ctg(y/2) tavolsagra van, igazolja az els6 allitast.

A szakasz végpontjaiban mutatkozé értelmezhetetlenség miatt szokds az izoptikusokat
béviteni a torlédasi pontokkal.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.2. Szakasz izoptikusai

A

S 120° 70° |60°

Mivel egy y sz6gh6z tartoz6 latokdriv és a szakasz bezart sz6ge éppen x — 1y, vilagos, hogy
@ vy < /2 esetén a y-izoptikus “behorpad” az x = 0 koordinata kézelében,
@ az ortoptikus pontosan a Thalesz-kér,
@ vy > /2 esetén pedig a y-izoptikus konvex.

Vegylik észre, hogy a definicié értelmében A és B minden izoptikusnak pontja.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.3. Konvex sokszdg izoptikusai

A kerlleti sz6gek tétele értelmében a P konvex sokszég P” izoptikusa kérivek unidja.

y>n/3 y=mn/3 v<n/3

@ Egy szabalyos k-oldali P sokszog P*"~D/" izoptikusa éppen a P koré irt kor, csak a
csuicsok hianyoznak beldle.

@ A kerUleti szdgek tétel szerint egy # konvex n-szdg torlédési pontjaival lezart izop-
tikusa pontosan akkor kér, ha a sokszdg szabalyos. Ez a kér éppen P*/".

@ Egy P konvex n-szdg y-izoptikusa pontosan akkor konvex, hay > m — n/n.

@ Egy P konvex n-szbg y-izoptikusa pontosan akkor sima, ha P szabdlyos, és y =
7 — x/n, vagyis P a P korulirt kore.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.4. Ellipszis izoptikusai

Tétel. Ellipszis ortoptikusa olyan kér, melynek k6zéppontja az ellipszis kozéppontjaba esik. J

Bizonyitas. Legyen az ellipszis nagy- és kistengelye rend-
re 2a és 2b hosszusagu, az F fokusz tavolsaga az O kzép-
ponttdl pedig c. Ekkor Pitagorasz tétele szerint ¢? + b* = a?.
Tekintstink most egy olyan P pontot, melyen keresztll az
ellipszishez hizott e és f érintdék merblegesek egymasra.

¢ Jeldlie F¢ és F' rendre az F merSleges vetiileteit az e és f
. rr z —_ 4
érintdkre, és legyen u = FF, v = F'F°.
—
Mivel FF°PF' egy téglalap, /P = u, és d(F,P) = |v|.
Ezek szerint!
\Pol* + |Fol*

= |Po = Fol* + 2P0, Fo) = [Fy — F)P* + 2P0, Fo) = IFoP +|FL P + 2((Po, Fo) — (F5, F,))

_ — s —>
= |F5P + |FP + 2(OF +u, OF —u) — (OF,OF)) = |F5* + |FL > + 2((v,u) — (u,u))
= IFoP + P,

vagyis d(0, P) = |Pp| = Va? + > — ¢ = Va? + b2, hiszen F¢ és F/ az ellipszis fokérén van.
[

1 A formulaban a differencialgeometridban okkal megszokott Ap = BA jelélést hasznaljuk.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.4. Ellipszis izoptikusai

Tétel. ([11]) Az a > b tengelyekkel biré

)C2 y2

a? - »
egyenlet(i E ellipszis y- és (r — y)-izoptikusa

=1

E 0% +y2 —a® —b*)? = 4B (P —a®) +a*y) ctg y.

? Az izoptikusok szimmetrikusak a tengelyekre.
/// Ha a = b, akkor az egyenlet az x*> + y* val-

tozoéra vezet, vagyis az izoptikus — ahogy
vartuk — egy kor.

Ha y = /2, akkor az ortoptikus kér x> + y> = a® + b> egyenlete adodik.

Hay = 0 és x > 0, akkor a (/a? + b? ctg?(y/2),0) ponton megy &t a y-izoptikus.

Az x = +Ja® + b? ctg?(y/2) egyenest a y-izoptikus pontosan akkor metszi, ha y = 0 vagy
y? = 4ctg? yctg 2(a tgl - b*tgy). Ennek csak cos? > 5 /2 esetén van megoldésa.

Tehat a y-izoptikus akkor és csak akkor nem konvex, hacos} > 4/ % GeoGebra

Eszerint b > a/ V2 esetén minden izoptikus konvex, b < a/ V2 esetén a kicsi szégekhez
tartoz6 izoptikusok nem konvexek.

Tétel. ([12]) Ellipszisek kbzés izoptikusa csakis kér lehet. J
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlétlenségek 2.1. K7 = L

Kiilbnb6z6 konvex alakzatoknak akkor és | Ha 1 — y/m raciondlis, és a legegyszeriibb
csak akkor lehet k6zds y-izoptikusa, ha | alakjaban szereplé szamlalé paratlan, akkor
1 — y/n raciondlis szam, és legegyszer(ibb | vannak olyan nem kér konvex alakzatok,
alakjaban a szamlalé paratlan. melyek y-izoptikusa kér.

Bizonyitasi vazlat, ha K" az egységkér. Legyen a K ta-
maszfliggvénye? h. Ekkor

(x) m—y=arccos h(p)+arccos h(p + m — y).

Ebbdl kivonva ugyanezt a ¢ + m — v, szogre kiderll, hogy h

a 2(m —y) szOgre is periodikus.  GeoGebra

Ha 1 - y/x irracionalis, akkor a k egész szamokra vett
2k(mr — vy) (mod 27) szdgek a (0,2n) intervallumban sirin
helyezkednek el®, igy mivel i folytonos is, adddik, hogy h
konstans.

Ha 1 — y/n racionalis és legegyszeriibb alakja m/n.

Ha m paros, akkor n paratlan, igy 7 —y = "—;‘Z(n —y) — 52n miatt 7 — y is a h perioédusa,
amibdl (x) alapjan kévetkezik, hogy & konstans.

Ha m paratlan, akkor elég kicsi £ > 0 esetén h(p) = sin (§ + £ sin(ng)) egy tdmaszfliggvény,
melyhez tartoz6 K tartomany y-izoptikusa C. =

2A K tamaszfliggvénye az a 2x periodikus pozitiv iig : R — Ry fliggvény, mely a K azon érintéjének orig6tdl mért iigc(¢) tavolsagat
adja, amely merdleges a (cos ¢, sin ¢) vektorra és atmegy a /gc(¢)(cos g, sin ¢) ponton.
~Minden irracionalis szam 1/2m-nél iobban kozelithet6 m nevezoili tortekkel.
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlétlenségek 2.2. K71 =C = yK72

Ha a K konvex alakzat valamely két izoptikusa koncentrikus kér, akkor K egy Kor. I

Bizonyitas. Legyen K tamaszfiiggvénye h,
a K" és K" koncentrikus kordk sugara
pedig r, és r;.

Elébbi tétel miatt elegendd azt az esetet vizs-
gélni, amikor 1 — y; = mm;/n;, ahol m;,n; € N
és Inko(m;, n;) = 1 (i = 1, 2), tovabba m; parat-
lan.

Mivel

o x (¥) m—y;=arccos ()+arccosm i=1,2),

hp+m—yi)

ah témaszfuggveny perlodlkus a2 -y
szégre is.
A kinai maradéktétel [19] szerint

@ vannak olyan a;, b; egészek, hogy aim; + bin; = 1 (i = 1,2),

@ vannak olyan a, b egészek, hogy an, + bn, = Inko(n;, n) =: c.
Az @ miatt a;(27 — 2y,) + (b; — a;)27 = 21/n;, amiért 2/n; is a h periédusa.
AQ@ miattbff +aﬁ—’2’ = 2 amiért

is a h peridédusa.

nn’ nn/c

Ha n3_;/c paros szam, akkor (x) szerint r; cos ﬂ =h(yp), vagyis K egy kor.
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlétlenségek 2.2. K¥1 =C = yK72

Ha n,/c és ny/c is paratlan szam, akkor (x) koszinuszat véve, majd atrendezés utan né-
gyzetre emelve

. T .
(%) ri2 sin? v = hz(ga) + /12(<p + ) +2cos y,h(go)h(cp + p nz/c) (i=1,2)

/e
niny/c
adodik. E két egyenlet kiildnbsége mutatja hogy h(p)h(e +
szerint kdvetkezik, hogy h2(¢) + h2(p + o

h(p + nm/() is konstans, vagyis K egy Kor.
]

i /C) konstans. Ebbdl (x)
) is konstans. Osszességében tehat h(p) és

Figyeljuk meg, hogy mivel konstansok, nyilvan i(¢) = h(e+ W)’ vagyis mindkettd ugyana-
zon, mondjuk, o konstans. Ebbdl (x) szerint
,  risin’y; 2 Vi

200 = —-— 2 sin?
0 1+ cosy;

kévetkezik, vagyis o = r;sin £ a K kor sugara (i = 1,2). Nitsche tétele pontosithaté:
Tétel. Akkor és csak akkor létezik az r| és r, sugaru koncentrikus r,C és rZC kérékhoz

olyan K konvex alakzat, melyre K"' = r,C és K> = r,C, ha r, smy—‘ = rpsin 7. Ekkor
K = r;sin —C
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenldtienségek 2.3. yK” = K és «(K”)/1(K) becslése

Ha egy konvex alakzat homotetikus* valamely izoptikusahoz, akkor Kor.

O origb, arénya y > 0, és yK” = K.

Legyen C' és FY rendre a K? origbhoz
legkdzelebbi, illetve legtavolabbi pontja. Legyen
C=xC ésF =xF'.

Legyen C és ¥ az origd kdzéppontu kér rendre a
C és F ponton at. Nyilvan C € K € #. Eszerint
azX =C"NOCésY = FYNOF pontokra X € OC’
és F’ € OY. Ebbdl

sy _ d00O) o dO0) _ . _ dOF)  dOF) _ iy
SIn 5 = 36x = 0.0y —X = @0 = dopn —S3
kovetkezik, amiért 1(K?) sin® § = #(K).

A kovetkez0 (nehéz) tétel igazolja az allitast. -

Minden konvex K alakzatra t(%?) sin’ 7 > «(K). Egyenl6ség pontosan a kérékre teljesiil.

4Egyetlen pontbdl kicsinyitett (nagyitott).
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Izoptikusok

3. Altalanositasok 3.1. y-szélesség

A konvex, zart, korlatos K alakzat irany

szerinti szélességének nevezzik az u r
irannyal parhuzamos, a % alakzatot

érint6 két félegyenes o« (u) tavolsagat.

A konvex, zart, korlatos K alakzat y-

szélességének nevezzik a vy szoget

bezaré érintdk k(¢) és k(¢ +m—7) érintési

pontjaibdl kifejezett W értéket,

ahol g(¢) = k(¢) — k(¢ + 1 —y) ésm a sik

normalisa.

Egy konvex tartomany akkor és csak akkor konstans szélességd,
ha allandé 0-szélesség(.

Egy konvex tartomany y-izoptikusanak sin y-szoros kicsinyitettjét
normalt y-izoptikusnak nevezzik. Ezen normdlt y-izoptikusok
v — 0 szerinti hatarértékét normalt 0-izoptikusnak nevezzik.

Tétel. Egy konvex tartomany akkor és csak akkor konstans y-
szélességli, ha normalt y-izoptikusa kor. - GeoGebra J

A bizonyitashoz ki kell szamolni a y-izoptikus gorbiletét. Lasd [1, (5.7)].
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Izoptikusok 3. Altalanositasok 3.2. Magasabb dimenziok

A latékup alakja (nem a helyzete!) és a latdpont kérlli egységgdmbbel vett metszetének
mértéke a sikon meghatédrozza egymast, de a térben ez mar nem teljesdl.

Ha a térben egy konvex test minden pontbdl gémbnek latszik®, akkor az gémb. I

Konvex test akkor és csak akkor homotetikus valamely izoptikusaval, ha gémb.

Ha egy konvex testnek egy gémbbel az R"-ben (n+3) két k6zds izoptikusa van, akkor gémb.

Az R* (n > 3) térben a kézéppontosan szimmetrikus konvex testeket meghatdrozza
parhuzamos vetliletének irany szerinti tertiletfliggvénye.

Kérdések. O Van a térben olyan nem gdmb konvex test, melynek gémb az izoptikusa?
@ Melyik térbeli K testre lesz V(K?)/ V(%) minimalis? J

5Ez azt jelenti, hogy a latokup metszete a latépont koriili barmely gdmbfelilettel egy kor.
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“sz6nem a figye‘me"
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Izoptikusok : Irodalom
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Izoptikusok : Kivonat

Az eldadas kivonata

Van olyan targy, amelyet kdrbefotdzva minden kép egyforma lesz? Persze! llyen példaul a
térben a gomb, de valéjaban minden targy ilyen, csak megfeleléen kell kérbefotdzni!

Azon pontok halmazat, ahonnan egy targy egyazon képet mutat, a targy izoptikusanak
nevezzik.

A sikban egy izoptikus mindig valamely y € (0, 7) sz6gh6z tartozik. Egy konvex K tartomany
v nagysagu sz6ghoz tartoz6 izoptikusat K jeldli, amelyet y-izoptikusnak hivunk.

A latdészog-tétel értelmében egy szakasz minden izoptikusa két kériv unidja, és ez mag-
yarazza a gordg szinhazak és az amfiteatrumok kérives alakijat is.

Théalész tétele azt mutatja, (Tehat egy S szakasz esetén S™? egy kor. A /2 szdghdz tartozd
izoptikusokat ortoptikusoknak is nevezziik.)

Par kérdés, amelyekrdl sz6 lesz:

@ Milyen egy konvex sokszdget adott szdg alatt laté pontok halmaza?

Milyen egy ellipszist konstans szdg alatt laté pontok halmaza?

Mi a helyzet altalaban egy konvex tartoményt konstans szdg alatt l1até pontokkal?
Van olyan gérbe, amely egyetlen tartoméanynak sem izoptikusa?

Milyenek azok a tartoményok, melyeknek van kdzds izoptikusa? ... és ha két k6z6s
izoptikusuk van? ... és ha a kdz0s izoptikus egy kor?

Qo
Qo
Qo
Qo
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Izoptikusok : Felépités

Az eldadas felépitése

@ Konvex alakzatok izoptikusai
o Bevezetés
0 Szakasz izoptikusai
o Konvex sokszdg izoptikusai
o Ellipszis izoptikusai

@ Izoptikus-egyenletek és egyenlotlenségek
oK=L
0 K =C =K
0 YK =K és t(K?)/t(K) becslése

@ Altalanositasok
0 y-szélesség
o Magasabb dimenziék
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