
Izoptikusok
(Az egyformaság látszata)

Kurusa Árpád
Bolyai Intézet, Szegedi Tudományegyetem

http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

Egyetemi Tavasz 2018, SZTE TTIK Bolyai Intézet
2018 április 14., Bolyai terem, 13.40

http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa
http://www.math.u-szeged.hu/~horvath/etavasz.htm


Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.1. Bevezetés

Van olyan tárgy, amelyet körbefotózva minden
kép egyforma lesz?

Persze!

Például bármely gömböt ugyanolyannak lá-
tunk vele koncentrikus bármely gömbfelület
minden pontjából!

Csak a gömb ilyen?

Nem!

Az ellipszis is ugyanolyannak látszik
megfelelő kör minden pontjából!

Sőt, akár össze is lehetne téveszteni a körrel!
GeoGebra

Valójában minden alakzatot körbe lehet úgy
járni, hogy mindvégig egyformának lássuk!

Az ilyen útvonalat izoptikusnak hívjuk
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.1. Bevezetés

K

•

P
M
K

(P)
A konvex, zárt, korlátos K alakzat pontbeli látószögének nevez-
zük a külső P pontból kiinduló, aK alakzatot érintő két félegyenes
által bezárt szöget. Ennek irányítatlan nagyságát M

K
(P) jelöli,

melyet a K alakzat P pontbeli látószögmértékénekvagy (puszta
lustaságból) egyszerűen látószögnek nevezünk.

A K tartomány γ-izoptikusának nevezzük azon pontok Kγ := {P :
M
K

(P) = γ} halmazát, melyekből az alakzat γ ∈ [0, π) szög alatt
látszik. A Kπ/2 halmazt ortoptikusnak hívjuk.

Világos, hogy

ha Kγ = Kβ, akkor γ = β,
a K minden külső pontja a

⋃
γ∈[0,π)K

γ halmazban van.

Ezek alapján szokás elfogadni a Kπ := ∂K definíciót.

Kérdések.

Milyenek az izoptikusok? Konvexek? Metszhetik saját magukat?

Milyen megoldásai vannak a Kγ = Lβ egyenletnek?
Van olyan görbe, amely egyetlen tartománynak sem izoptikusa?
Milyenek azok a tartományok, melyeknek van közös izoptikusa?
. . . és ha két közös izoptikusuk van?
. . . és ha a közös izoptikus egy kör?
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.2. Szakasz izoptikusai

Kerületi szögek tétele. Legyen adott egy γ ∈ (0, π) szög és egy AB szakasz. Ekkor létezik
olyan P pont, melyből az AB szakasz γ szög alatt látszik. Az AB szakasz γ-izoptikusa az
A,B és P pontokra illeszkedő körnek az a zárt köríve, valamint annak az AB egyenesre vett
tükörképe, amely az AB egyenesnek a P ponttal megegyező oldalán van.

Bizonyítás. A szinusztétel értelmében az AB szakasz f felező merőlegesén az a P pont,
mely a T = f ∩ AB ponttól d(T ,B) ctg(γ/2) távolságra van, igazolja az első állítást.
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A szakasz végpontjaiban mutatkozó értelmezhetetlenség miatt szokás az izoptikusokat
bővíteni a torlódási pontokkal.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.2. Szakasz izoptikusai

S

A

B

150◦ 120◦ 90◦ 70◦ 60◦ 50◦

Mivel egy γ szöghöz tartozó látókörív és a szakasz bezárt szöge éppen π−γ, világos, hogy
γ < π/2 esetén a γ-izoptikus “behorpad” az x = 0 koordináta közelében,
az ortoptikus pontosan a Thálesz-kör,
γ > π/2 esetén pedig a γ-izoptikus konvex.

Vegyük észre, hogy a definíció értelmében A és B minden izoptikusnak pontja.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.3. Konvex sokszög izoptikusai

A kerületi szögek tétele értelmében a P konvex sokszög Pγ izoptikusa körívek uniója.

γ > π/3 γ = π/3 γ < π/3

Egy szabályos k-oldalú P sokszög Pπ(n−1)/n izoptikusa éppen a P köré írt kör, csak a
csúcsok hiányoznak belőle.
A kerületi szögek tétel szerint egy P konvex n-szög torlódási pontjaival lezárt izop-
tikusa pontosan akkor kör, ha a sokszög szabályos. Ez a kör éppen Pπ−π/n.
Egy P konvex n-szög γ-izoptikusa pontosan akkor konvex, ha γ ≥ π − π/n.
Egy P konvex n-szög γ-izoptikusa pontosan akkor sima, ha P szabályos, és γ =

π − π/n, vagyis Pγ a P körülírt köre.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.4. Ellipszis izoptikusai

Tétel. Ellipszis ortoptikusa olyan kör, melynek középpontja az ellipszis középpontjába esik.

O

u

v

b

F c a
e

f

Ff

Fe

P Bizonyítás. Legyen az ellipszis nagy- és kistengelye rend-
re 2a és 2b hosszúságú, az F fókusz távolsága az O közép-
ponttól pedig c. Ekkor Pitagorasz tétele szerint c2 +b2 = a2.
Tekintsünk most egy olyan P pontot, melyen keresztül az
ellipszishez húzott e és f érintők merőlegesek egymásra.
Jelölje Fe és Ff rendre az F merőleges vetületeit az e és f

érintőkre, és legyen u =
−−→
FFe, v =

−−−→
Ff Fe.

Mivel FFePFf egy téglalap,
−−→
Ff P = u, és d(F,P) = |v|.

Ezek szerint1

|PO|
2 + |FO|

2

= |PO − FO|
2 + 2〈PO,FO〉 = |Fe

O − Ff
O|

2 + 2〈PO,FO〉 = |Fe
O|

2 + |Ff
O|

2 + 2(〈PO,FO〉 − 〈Fe
O,F

f
O〉)

= |Fe
O|

2 + |Ff
O|

2 + 2(〈
−−−→
OFf + u,

−−−→
OFe − u〉 − 〈

−−−→
OFe,

−−−→
OFf 〉) = |Fe

O|
2 + |Ff

O|
2 + 2(〈v,u〉 − 〈u,u〉)

= |Fe
O|

2 + |Ff
O|

2,

vagyis d(O,P) = |PO| =
√

a2 + a2 − c2 =
√

a2 + b2, hiszen Fe és Ff az ellipszis főkörén van.

1A formulában a differenciálgeometriában okkal megszokott AB =
−→
BA jelölést használjuk.
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Izoptikusok 1. Konvex alakzatok izoptikusai 1.4. Ellipszis izoptikusai

Tétel. ([11]) Az a ≥ b tengelyekkel bíró

x2

a2 +
y2

b2 = 1

egyenletű E ellipszis γ- és (π − γ)-izoptikusa

(x2+y2−a2−b2)2 = 4(b2(x2−a2)+a2y2) ctg2 γ.

Az izoptikusok szimmetrikusak a tengelyekre.
Ha a = b, akkor az egyenlet az x2 + y2 vál-
tozóra vezet, vagyis az izoptikus — ahogy
vártuk — egy kör.

Ha γ = π/2, akkor az ortoptikus kör x2 + y2 = a2 + b2 egyenlete adódik.
Ha y = 0 és x > 0, akkor a (

√
a2 + b2 ctg2(γ/2), 0) ponton megy át a γ-izoptikus.

Az x =
√

a2 + b2 ctg2(γ/2) egyenest a γ-izoptikus pontosan akkor metszi, ha y = 0 vagy
y2 = 4 ctg2 γ ctg γ

2 (a2 tg γ

2 − b2 tg γ). Ennek csak cos2 γ

2 >
a2/2

a2−b2 esetén van megoldása.

Tehát a γ-izoptikus akkor és csak akkor nem konvex, ha cos γ

2 >

√
a2/2

a2−b2 . GeoGebra

Eszerint b ≥ a/
√

2 esetén minden izoptikus konvex, b < a/
√

2 esetén a kicsi szögekhez
tartozó izoptikusok nem konvexek.

Tétel. ([12]) Ellipszisek közös izoptikusa csakis kör lehet.
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlőtlenségek 2.1. Kγ = Lγ

Tétel. (Kurusa, 2013; [12]).

Különböző konvex alakzatoknak akkor és
csak akkor lehet közös γ-izoptikusa, ha
1 − γ/π racionális szám, és legegyszerűbb
alakjában a számláló páratlan.

Tétel. (Green, 1950; [3]).

Ha 1 − γ/π racionális, és a legegyszerűbb
alakjában szereplő számláló páratlan, akkor
vannak olyan nem kör konvex alakzatok,
melyek γ-izoptikusa kör.

Bizonyítási vázlat, ha Kγ az egységkör. Legyen a K tá-
maszfüggvénye2 h. Ekkor
(?) π−γ=arccos h(ϕ)+arccos h(ϕ + π − γ).
Ebből kivonva ugyanezt a ϕ + π − γ, szögre kiderül, hogy h
a 2(π − γ) szögre is periodikus. GeoGebra

Ha 1 − γ/π irracionális, akkor a k egész számokra vett
2k(π − γ) (mod 2π) szögek a (0, 2π) intervallumban sűrűn
helyezkednek el3, így mivel h folytonos is, adódik, hogy h
konstans.
Ha 1 − γ/π racionális és legegyszerűbb alakja m/n.

Ha m páros, akkor n páratlan, így π − γ = n+1
2 2(π − γ) − m

2 2π miatt π − γ is a h periódusa,
amiből (?) alapján következik, hogy h konstans.
Ha m páratlan, akkor elég kicsi ε > 0 esetén h(ϕ) = sin

( γ
2 + ε sin(nϕ)

)
egy támaszfüggvény,

melyhez tartozó K tartomány γ-izoptikusa C.
2A K támaszfüggvénye az a 2π periodikus pozitív hK : R→ R+ függvény, mely a K azon érintőjének origótól mért hK (ϕ) távolságát

adja, amely merőleges a (cosϕ, sinϕ) vektorra és átmegy a hK (ϕ)(cosϕ, sinϕ) ponton.
3Minden irracionális szám 1/2m-nél jobban közelíthető m nevezőjű törtekkel.
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlőtlenségek 2.2. Kγ1 = C = χKγ2

Tétel. (Nitsche, 1990; [18]).

Ha a K konvex alakzat valamely két izoptikusa koncentrikus kör, akkor K egy kör.

K

•

π−γi

•

π−γi

h(ϕ+π−γi)
h(ϕ)

O

ri

P
Bizonyítás. Legyen K támaszfüggvénye h,
a Kγ1 és Kγ2 koncentrikus körök sugara
pedig r1 és r2.
Előbbi tétel miatt elegendő azt az esetet vizs-
gálni, amikor 1 − γi = πmi/ni, ahol mi, ni ∈ N
és lnko(mi, ni) = 1 (i = 1, 2), továbbá mi párat-
lan.
Mivel

(∗) π−γi=arccos h(ϕ)
ri
+arccos h(ϕ+π−γi)

ri
(i =1, 2),

a h támaszfüggvény periodikus a 2(π − γi)
szögre is.

A kínai maradéktétel [19] szerint
1 vannak olyan ai, bi egészek, hogy aimi + bini = 1 (i = 1, 2),
2 vannak olyan a, b egészek, hogy an1 + bn2 = lnko(n1, n2) =: c.

Az 1 miatt ai(2π − 2γi) + (bi − ai)2π = 2π/ni, amiért 2π/ni is a h periódusa.

A 2 miatt b 2π
n1
+ a 2π

n2
= 2πc

n1n2
, amiért 2π

n1n2/c
is a h periódusa.

Ha n3−i/c páros szám, akkor (∗) szerint ri cos π−γi
2 =h(ϕ), vagyis K egy kör.
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlőtlenségek 2.2. Kγ1 = C = χKγ2

Ha n1/c és n2/c is páratlan szám, akkor (?) koszinuszát véve, majd átrendezés után né-
gyzetre emelve

(∗) r2
i sin2 γi = h2(ϕ) + h2

(
ϕ +

π

n1n2/c

)
+ 2 cos γih(ϕ)h

(
ϕ +

π

n1n2/c

)
(i = 1, 2)

adódik. E két egyenlet különbsége mutatja, hogy h
(
ϕ
)
h
(
ϕ + π

n1n2/c

)
konstans. Ebből (∗)

szerint következik, hogy h2(ϕ) + h2(ϕ + π
n1n2/c

)
is konstans. Összességében tehát h(ϕ) és

h
(
ϕ + π

n1n2/c

)
is konstans, vagyis K egy kör.

Figyeljük meg, hogy mivel konstansok, nyilván h(ϕ) ≡ h
(
ϕ+ π

n1n2/c

)
, vagyis mindkettő ugyana-

zon, mondjuk, % konstans. Ebből (∗) szerint

2%2 =
r2

i sin2 γi

1 + cos γi
= 2r2

i sin2 γi

2

következik, vagyis % = ri sin γi
2 a K kör sugara (i = 1, 2). Nitsche tétele pontosítható:

Tétel. Akkor és csak akkor létezik az r1 és r2 sugarú koncentrikus r1C és r2C körökhöz
olyan K konvex alakzat, melyre Kγ1 = r1C és Kγ2 = r2C, ha r1 sin γ1

2 = r2 sin γ2
2 . Ekkor

K = r1 sin γ1
2 C.
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Izoptikusok 2. Izoptikus-egyenletek és egyenlőtlenségek 2.3. χKγ = K és t(Kγ)/t(K) becslése

Tétel. (M. G.-Jiménez, E. G.-Arreola & J. J.-Castro, 2015; [15]).

Ha egy konvex alakzat homotetikus4 valamely izoptikusához, akkor kör.

F

K

Kγ

C

O

C

F
γ

γ

X

Y

C′ F′

Bizonyítás. Legyen a kicsinyítés középpontja az
O origó, aránya χ > 0, és χKγ = K .
Legyen C′ és Fγ rendre a Kγ origóhoz
legközelebbi, illetve legtávolabbi pontja. Legyen
C = χC′ és F = χF′.
Legyen C és F az origó középpontú kör rendre a
C és F ponton át. Nyilván C ⊆ K ⊆ F . Eszerint
az X = Cγ∩OC és Y = F γ∩OF pontokra X ∈ OC′

és F′ ∈ OY. Ebből

sin γ

2 =
d(O,C)
d(O,X) ≥

d(O,C)
d(O,C′) = χ =

d(O,F)
d(O,F′) ≥

d(O,F)
d(O,Y) = sin γ

2

következik, amiért t(Kγ) sin2 γ

2 = t(K).
A következő (nehéz) tétel igazolja az állítást.

Tétel. (M. G.-Jiménez, E. G.-Arreola & J. J.-Castro, 2015; [15]).

Minden konvex K alakzatra t(Kγ) sin2 γ

2 ≥ t(K). Egyenlőség pontosan a körökre teljesül.

4Egyetlen pontból kicsinyített (nagyított).
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Izoptikusok 3. Általánosítások 3.1. γ-szélesség

u

K

σ
K

(u)

A konvex, zárt, korlátos K alakzat irány
szerinti szélességének nevezzük az u
iránnyal párhuzamos, a K alakzatot
érintő két félegyenes σK (u) távolságát.
A konvex, zárt, korlátos K alakzat γ-
szélességének nevezzük a γ szöget
bezáró érintők k(ϕ) és k(ϕ+π−γ) érintési
pontjaiból kifejezett |q(ϕ)|−(q(ϕ),q̇(ϕ),m)

|q(ϕ)|3 értéket,
ahol q(ϕ) = k(ϕ) − k(ϕ + π − γ) és m a sík
normálisa.

K

γ k(ϕ)

q
ϕ

Tétel. ([17, Theorem 2.1]).

Egy konvex tartomány akkor és csak akkor konstans szélességű,
ha állandó 0-szélességű.

Egy konvex tartomány γ-izoptikusának sin γ-szoros kicsinyítettjét
normált γ-izoptikusnak nevezzük. Ezen normált γ-izoptikusok
γ → 0 szerinti határértékét normált 0-izoptikusnak nevezzük.

Tétel. Egy konvex tartomány akkor és csak akkor konstans γ-
szélességű, ha normált γ-izoptikusa kör. GeoGebra

A bizonyításhoz ki kell számolni a γ-izoptikus görbületét. Lásd [1, (5.7)].
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Izoptikusok 3. Általánosítások 3.2. Magasabb dimenziók

A látókúp alakja (nem a helyzete!) és a látópont körüli egységgömbbel vett metszetének
mértéke a síkon meghatározza egymást, de a térben ez már nem teljesül.

Tétel. (Matsuura [16]).

Ha a térben egy konvex test minden pontból gömbnek látszik5, akkor az gömb.

Tétel. (M. G.-Jiménez, E. G.-Arreola & J. J.-Castro, 2015; [15] (Térkitöltés!)).

Konvex test akkor és csak akkor homotetikus valamely izoptikusával, ha gömb.

Nitsche tétel általánosítása. (Kurusa & Ódor, 2015; [13] (Térfogatbecslés!)).

Ha egy konvex testnek egy gömbbel az Rn-ben (n,3) két közös izoptikusa van, akkor gömb.

Alexandrov tétele. ([2, Theorem 3.3.6] (Középpontos szimmetria szükséges!)).

Az Rn (n ≥ 3) térben a középpontosan szimmetrikus konvex testeket meghatározza
párhuzamos vetületének irány szerinti területfüggvénye.

Kérdések. Van a térben olyan nem gömb konvex test, melynek gömb az izoptikusa?
Melyik térbeli K testre lesz V(Kγ)/V(K) minimális?

5Ez azt jelenti, hogy a látókúp metszete a látópont körüli bármely gömbfelülettel egy kör.
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Izoptikusok

Köszönöm a figyelmet!
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Izoptikusok : Kivonat

Az előadás kivonata

Van olyan tárgy, amelyet körbefotózva minden kép egyforma lesz? Persze! Ilyen például a
térben a gömb, de valójában minden tárgy ilyen, csak megfelelően kell körbefotózni!

Azon pontok halmazát, ahonnan egy tárgy egyazon képet mutat, a tárgy izoptikusának
nevezzük.

A síkban egy izoptikus mindig valamely γ ∈ (0, π) szöghöz tartozik. Egy konvexK tartomány
γ nagyságú szöghöz tartozó izoptikusát Kγ jelöli, amelyet γ-izoptikusnak hívunk.

A látószög-tétel értelmében egy szakasz minden izoptikusa két körív uniója, és ez mag-
yarázza a görög színházak és az amfiteátrumok köríves alakját is.

Thálész tétele azt mutatja, (Tehát egy S szakasz esetén Sπ/2 egy kör. A π/2 szöghöz tartozó
izoptikusokat ortoptikusoknak is nevezzük.)

Pár kérdés, amelyekről szó lesz:

Milyen egy konvex sokszöget adott szög alatt látó pontok halmaza?
Milyen egy ellipszist konstans szög alatt látó pontok halmaza?
Mi a helyzet általában egy konvex tartományt konstans szög alatt látó pontokkal?
Van olyan görbe, amely egyetlen tartománynak sem izoptikusa?
Milyenek azok a tartományok, melyeknek van közös izoptikusa? . . . és ha két közös
izoptikusuk van? . . . és ha a közös izoptikus egy kör?
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Izoptikusok : Felépítés

Az előadás felépítése

1 Konvex alakzatok izoptikusai
Bevezetés
Szakasz izoptikusai
Konvex sokszög izoptikusai
Ellipszis izoptikusai

2 Izoptikus-egyenletek és egyenlőtlenségek
Kγ = Lγ

Kγ1 = C = χKγ2

χKγ = K és t(Kγ)/t(K) becslése

3 Általánosítások
γ-szélesség
Magasabb dimenziók
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