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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 1. Projektiv-metrikus geometriak

A XIX. szazad végén mar ismertek voltak a Bolyai-féle hiperbolikus, az Euklidészi és az
elliptikus geometria (ezek az ugynevezett ) altalanositasai.

Hilbert-metrika. dy,: H x H — R definiciéja

0, haX=Y,
du(X,Y) =1,
Uin(X, ¥; Hy, Hy)|, haX #7,
ahol H az R" egy nyitott, szigortan konvex, kor- oH

latos tartomanya, és HyHy = H N XY.

Y Minkowski-metrika. d;: R” x R" — R definici-
oja dr(X,Y)=(Y,Iy;X), ahol 7, az indikatrix, az
Iy R" egy nyitott, szigortian konvex, korlatos, cent-
T ralszimmetrikus tartoménya, és Ixly = Iy N XY.
X

Elliptikus metrika. d: P” x P" — R definiciéja d(X, Y)=arccos |(5>(, a/))l, ahol P" pontjai
az S" atellenes pontparijai, (-, -y pedig R**! egy euklidészi szorzasa.

K6zds vonasuk, hogy mind a és a metrikara teljesll a ’
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 1. Projektiv-metrikus geometriak

(@ Hatarozzuk meg az 6sszes olyan folytonos és teljes d metrikat az n-dimenziés P”
projektiv tér (nem feltétlendl valédi) D részhalmazain, amelyben
| Ezek a

(@) Ezek birtokaban tanulmanyozzuk a (D, d) !

igazolta [10], hogy @ D ¢ P"\R""! konvex, vagy ® D = P*\R"!, vagy @ D = P".
Egy ilyen (D, d) part rendre , , illetve tipusunak mondunk.
bizonyitotta [4], hogy formulaja [9] bizonyos projektiv-metrikus sikokon is
érvényes az egyenesek halmazan megfelelé mértéket valasztva.
vetette fel [5], hogy talan minden projektiv metrika elall valamely, a hipersikok
sokasagan adott kvazi pozitiv u “mérték” segitségével ugy, hogy két pont tavolsdgat a
koztiik 1évd szakaszt metszd hipersikok halmazanak u/2-mértéke definialja.
Ezt variaciés modszerrel igazolta a sik esetére [18], majd egyszer{ibb bizonyita-
sok is szllettek a sikra [2, 1], végill adott teljes bizonyitast [19].

Busemann szerint [7]:
“... Hilbert[...] nem volt tudataban ezen metrikak hatalmas mennyiségének, igy

”
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 2. Projektiv metrikak ellipszisei 2.1. A kvadratikussag problémaja

Azon pontok halmaza, melyek két ponttél mért

tavolsagainak &sszege éppen a két pont tavol- F, C F,
saga, az a két pontot 6sszekdtd szakasz.
Ez egy linearis gorbe. F\F,

Természetes varakozas, hogy azon pontok halmaza, melyek két pontt6l mért tavolsagainak
O0sszege valamely, a két pont tavolsaganal nagyobb szam, kvadratikus legyen [13].

Az . . :={P: 2a=d(Fy, P)+d(P, F,)} hal-
mazt ellipszoidnak (ellipszisnek) nevezink,
ha Fy, F, fix pontok, a fokuszok, és a > f :=
d(F,,F>)/2. SZ:Flsz egy gémbfeliilet (kér),
haf = 0.

Az F\ F, szakasz d-metrikus C felezdpontjat
az &y, ,, metrikus centrumanak nevezzuk.

A kvadratikussag egy belsé geometriai fogalom, mert az axiomatikus felépitésben a Desargues-
tulajdonsag a G-terek projektiv térbe val6é természetes bedgyazhatésagot vonja maga utan [6, 11.7.1],
viszont két ilyen beagyazas legfeljebb projektivitasban kilénbdzhet.

* Mely projektiv-metrikus geometriakban vannak kvadratikus ellipszisek? *J
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele

Klasszikus geometriak kvadratikus modelljeinek vetitése adja a klasszikus projektiv metrikakat.

A vie: Ry — R méretfiiggvény olyan, hogy
v()S" ! izometrikus az r > 0 sugari K!
metrikus gombfellilettel.
vetité fliggvény hozza létre a fi.: Expy(rw) —
e (r)w geodetikus kapcsolatot.

LB o[ v [ e [ ]
H" —1 | sinhr | tanhr | o
R" 0 r r 00

ST®") || +1 | sinr tgr | ©/2

A we: [0,i) — Ry

Itt a természetes médon azonositottuk a 7oK} és R” tereket,
és w € 8"! ebben a kett6s értelemben szerepel.
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2. Projektiv metrikak ellipszisei 2.2. A klasszikus geometriak

Folklor tény. A klasszikus projektiv-metrikus
terek ellipszisei kvadratikusak.

Bizonyitas. (Csak hiperbolikus metrika ellipszisére. Lésd [13].)
A kvadratiukus H2 = {(x,y,2) : x2 + y* —z2 = -1, z > 1} modelloen
ametrika d(p,q) = cosh™!(p,q) és k = —1. Legyenf > 0 és a > f,
tovabba F. = (sinh(xf),0, coshf). Akkor C = (0,0, 1).
Barmely P = (x,y,z) € 831F7 Fe C H2 ponthoz van olyan 7 € [0,f],
hogy
att=dFs,X)= cosh™! (+xsinhf + zcoshf),
Ennek cosh-a azt adja, hogy

coshacosht + sinhasinht = cosh(a + ) = zcoshf F xsinhf,

amiért cosht = zcoshf/ cosha és sinh7 = —xsinhf/ sinh a. Ebbdl
2 2

Z X

cosh? a/ coshzf N sinh? a/ sinhzf

=cosh? t — sinh? 1=1

kovetkezik, igy
lanhzf _ cosh? a _ 1= 1anh2f

tanh2a coshzf T 1-tanh?a’

222

A P pont C-centruml (w,r) poléarkoordinatajat hasznalva P =
(sinh  cos w, sinh r sin w, cosh r) adddik, amibdl

1 _ cos? w sin? w
sinh? (w)  sinh?a  (tanh? a — tanh? f) cosh? a -
Minden klasszikus geometridban
1 _ cos? w sin? w
V) @ @@ - 20N - k@)
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 2. Projektiv metrikak ellipszisei 2.3. Korabbi eredmények és egy sejtés

Beltrami-tétel [3]. Ha egy projektiv metrika Riemannian-féle,
vagyis minden “infinitezimalis” gémbfellilete kvadratikus, akkor konstans gérbdilet(.

4

A korabban megadott konstrukciojuk helyett a projektiv-metrikus terek kdzétt a Minkowski-
geometriakat és az Euklidészi geometriat az alabbi, “belsé geometriai” feltételek definialjak:

A Minkowski-geometria olyan parabolikus tipustu projektiv-metrikus geometria, melyben a
metrikus és az affin szakaszfelezd pont minden szakaszra megegyezik. Euklidészinek mon-
dunk egy Minkowski-geometriét, ha minden hipersikra van tlikrézés.

Busemann-tétel [8, 25.4]. Egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor Euklidészi,
ha egy gémbfellilete kvadratikus.

Sejtés (K.A., 2017, [13])
Csak a konstans gorbililetii projektiv-metrikus terekben van kvadratikus ellipszoid.

V.

“A matematikacsinalas milvészete azoknak a specidlis eseteknek a megtalaldsaban all,

amelyek az altalanossag 6sszes csirajat tartalmazzak.” (Hilbert)

Projektiv-metrikus “teszt” terek [6, 11.8.3]. A kompakt gémbbel rendelkez6 nyilt projektiv-
metrikus terek kézil pontosan a Hilbert- és a Minkowski-féle az, amelynek barmely két
egyenese kozti izometria egy projektivitds' megszoritottja.

4

1 Minkowski-metrika esetén ez egy affinitas.
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 3. Kvadratikus gombok (korok)

Tétel (K.A. [13, Theorem 4.1]). Egy Finsler-féle projek-
tiv-metrikus tér akkor és csak akkor klasszikus, ha minden
kicsi gbmbfeliilete (kére) kvadratikus.

Bizonyitasi vazlat. Az SZ;-‘O korokhoz mint ellipszisekhez az O pontot fokuszként
rendeld d,, euklidészi metrikak SZP-O egységgombje, mivel a fékusz izoreciprokalis
pont, “raszorul” az érintd tér indikatrixara, ami ezért kvadratikus, igy a tér Riemann-
féle, amibdl a Beltrami-tétel adja a kivant eredményt.

Egy Minkowski-geometria pontosan akkor euklidészi, ha van egy kvadratikus gémbfelllete (kére). Ez Hilbert-geometriara is atvihetd:

4

Tétel (K.A. [13, Theorem 4.2]). Egy Hilbert-
geometria pontosan akkor hiperbolikus, ha
van kvadratikus gémbfellilete (kdre).

Bizonyitasi vazlat. Legyen a d, euklidészi metrikara 6§;I_FF =

6{'16;0‘0. 1,A,B,J az { = OF és 81 valamint Sf,];F_F metszete.
2 2 . .

Ekkor &2 - ol = LT amibsl ¢0) = e(m) = 0 miatt

#0) = 0 = i(x), vagyis t; || t; L £ L t4 || tp adédik. Van olyan per-
spektivitas, amely megdrzi az utdbbi relaciokat, és utana A =BJ.
Eszerint O = F, és igy 7 minden érintéje merbleges az F és az
érintési pont egyenesére. Tehat I egy kor. ]

Egy Minkowski-geometria pontosan akkor euklidészi, ha van egy infinitezimalis kvadratikus gombfeliilete (kére). Ez Hilbert-geometriara
is atvihetd lehet, de csak annyi ismert, hogy ha minden infinitezimalis gémb (kor) kvadratikusak, akkor a geometria hiperbolikus. J

Tétel (KA. [17]] Egy Hilbert-metrika hiperbolikus, ha két infinitezimalis kére kvadratikus. (sejtés 2016-bol KA & OT)
Otlet. Ekvireciprokalis pontok. [12, Theorem 6.2.14.]
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 4. Kvadratikus ellif idok (ellipszisek) 4.1. Mi i-g iaban

Egy Minkowski-geometria euklidészi, ha van kvadratikus ellipszoidja (ellipszise).

Részletes bizonyitasi vazlat. Mivel egy analitikus ellipszissel rendelkezé Minkowski-geo-
metria analitikus [13, Lemma 3.4]), innentdl I analitikus. Mondjuk az 83;;F1,Fz (F1 # Fy)
kvadrikanak O affin centruma az origd és egyben az I kézéppontja. Ekkor ‘SZ,;F, 5oy d
Euklidészi metrika 6},;0 egységkore. Mivel t4 L F1F, L tg, nyilvan é;(0) = &,(0) = 0.

dr(Fy,E)= %8 és d(E, ) =22,

!

!

Ennek 0-ban vett ¢ sze-
rinti derivaltja és az 7 szim-
metriajabol kdvetkezd ¢ || t;
miatt ; L FiF, L t;. Ezek
szerint t; || t4 || 13 || t;, mert
a parhuzamossag nem fligg
a metrikatol.

Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet) 7/13 2018. 04. 13.



Projektiv metrikak és Beltrami tétele

Legyen € || ta és O € ¢, valamint {C;, C>} =

hogy d%(0,C)) = a* — f* és d,(0,1) =

=1, amiért &¢

4. Kvadratikus ellipszoidok (ellipszisek) 4.1. Minkowski-geometriaban

‘n&

o F Ly Legyen d, olyan Euklidészi metrika,

=& hiszen e kvadrikaknak

dr:F1Fy de;Fy,Fr?

négy kdzds pontja és két kdzds érintdje van. Eszerint és ezen ellipszisek definiciéja miatt

_ ei(a@)
T

el(@) + ex(B) =

ahol 6: ¢ = r(p) — 1. Utdbbibdl lim,_ 5=

Az analitikussag miatt,
ha 6(B) # 0, akkor
limyo 53 =(F2, F1; BY,
ahol k > 2 [13, Lemma 3.4].
Ez ellentmondés, igy
6B) = 0 kovetkezik
elegendden kicsiny B
esetére.

Ugyanakkor fentebbi
képlet miatt 6(8) # 0
akkor és csak akkor,
ha 6(a) # 0.
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ez(ﬂ)

r@)’
oa) _
5B

ex(@)

_6(’8)(3 B) +2a5(8)’
= —(Fz, Fl,B) adodik.

vagyis d(a) =

a+f

a —g£a
8y By =CoiFy Py
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 4. Kvadratikus ellipszoidok (ellipszisek) 4.1. Minkowski-geometriaban

Nézzik a kdvetkez6 abrat!

Természetesen Briir < aa; < Ba; €S Bais1 < i1 < Brio1 €S kdnnyl igazolni, hogy B, — O.
Eszerint elegendéen nagy i € N esetén §(8,;) = 0 adddik, amiért § = 0.
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 4. Kvadratikus ellipszoidok (ellipszisek) 4.2. Hilbert-geometriaban

Egy analitikus Hilbert-geometria hiperbolikus, ha van egy 1/V3-nél nagyobb numerikus
excentricitasu, vagy van két konfokalis kvadratikus ellipszise.

Bizonyitasi vazlat. A Minkowski-esethez hasoni6 eljérés, de bonyolultabb formulak és néhany tovabbi étlet is kell.

o .
Az &) r r, €9y kvgdrlka. A,Z
Fi=F, eset mar kész. Tehat
F, # F,. Messe ¢ := F|F,

101t és &) p ptaz lLAB,J

/ pontokban Az & pr,
,' affin centruma legyen O.
/ [ | _ lte*
/ Ekkor e(y) elprm T )’

igy e0) = e(@ = 0 mi-
J att #0) = 0 = i(r), vagyis
tllty L€ Lty | tp adodik.
Van olyan perspektivitas [13,
Lemma 3.1], amely megbrzi e

- =

relaciokat, és utana IA=BJ.

Eszerint O az IJ, AB és F,F, szakaszok affin kozéppontja. Van tehat egy olyan O kdzép-

pontu, az I, J pontokon atmené C kér a (C, dc) Bolyai-sikkal Sd P ety

JFy YdeiFyLFy
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 4. Kvadratikus ellipszoidok (ellipszisek) 4.2. Hilbert-geometriaban

R(p)

A jobboldali dbra a fenti egyenlet megoldasaira mutatja
az ¢ = sinhf/sinha numerikus excentricitas értékeit
tanhf fuggvényében k = 3,4,5,6,7 esetén. Lathato,
hogy nincs kdzds megoldas kiilénbdzé k értékekre és
£ < 1/ V3 teljesl. u
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1+tanh a_ ( tanh a+tanh f

E kozds ellipszissel becsilheté az
01 és C fokuszokbdl mért radidlis
fuggvényeinek kilénbsége. Az I és
J pontok kdzelében ezek csak akkor

R (@) térhetnek el, ha

tanh a— t.mhf)k 1(1 ldnhf)k 1
I+tanhf

1—tanh a (tanha tanh f )k 1 +( 1+:anhf )k 1

tanh a+tanh f anh f

valamely k € N esetében. Ellenkez6
esetben 07 és C egybeesik az I,J
pontok valamely nyilt kdrnyezetében,
és ebbdl a szégek sorozatanak vizs-
gélataval 07 = C adédik.

2018. 04. 13.



Projektiv metrikak és Beltrami tétele 5. Kvadratikus hiperbolak

Egy Hip, p, = AP : 2a = |d(F\,P) - d(P,F))])
halmazt hyperbolanak hivunk, ha Fy, F, fix pon-
tok, a fokuszok, és 0 < a < d(F,F,)/2 = f. Az
F\F, szakasz C metrikus k6zéppontjat a (Hj;Fl’FZ
metrikus centrumanak mondjuk.

Egy Minkowski-metrika Euklidészi, Egy analitikus Hilbert-metrika hiperbolikus,
ha van kvadratikus hiperbolaja. ha egy hiperbolaja egy affin hiperbola része.

A bizonyitasrol. A Minkowski-geometria esetében ugyanaz a médszer miikodik, mint az
ellipszis vizsgalatakor.
A Hilbert-geometria esetén is ugyanazt a modszert alkalmazzuk, de vannak nem jelenték-

telen kulénbségek:
@ A kvadratikussagbdl nem siker(ilt igazolni, hogy a hiperbola egy affin hiperbola része;

lanhf+lanha)k’]+(lzmhf—l —(k=1)

fAl o A : A l-tanha __ tanh /—tanha tanh f+1

@ A radidlis fiiggvények vizsgalatakor az {7amhd — (et T b T egyenlet
tanh /1 fanh/—tanha +

adodik, melynek nincs megoldasa.

@ AzIésJ egy-egy kdrnyezetében valé egybeesésbdl j6val bonyolultabb médon kévet-
kezik az I = C egybeesés, mert a hiperbola nem veszi kdrbe a fékuszait. [
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele 6. Kvadratikus kupszeletek

| .
4 Fe— Egy Cj,p = (P : 0d({,P) = d({,F)d(F,P)|}
e halmazt kipszeletnek neveziink, ha ¢ egy fix
et egyenes, a direktrix, az F ¢ ¢ egy fix pont,
e

g a fokusz, és o > 0. Egy kupszelet elliptikus,
LeZ " F parabolikus vagy hiperbolikus aszerint, hogy

AN C‘;’f o <d(,F),0=d({,F)vagy o> d{,F).

Egy Mikowski-metrika akkor és csak akkor euklidészi, ha van kvadratikus kupszelete. \

Tamassy és Bélteky igazolta [20, 21], hogy egy Finsler-sokasag akkor és csak akkor euk-
lidészi, ha minden ellipszis egybeesik két vele konfokalis elliptikus kipszelettel, és minden
elliptikus kupszelet egybeesik egy vele konfokalis ellipszissel.

Mivel a klasszikus geometriakban minden ellipszis kvadratikus, ez igazolja az alabbit.

Az euklidészi az egyetlen klasszikus geometria, melynek minden kupszelete kvadratikus. J

Varhato tétel. (KA, 2017, [15]). Varhato tétel. (K.A. 2017, [15]).
Hilbert-geometriaban nincs kvadratikus Hilbert-geometriaban nincs ellipszissel
kupszelet. vagy hiperbolaval egybeesé kupszelet.
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Projektiv metrikak és Beltrami tétele : Kivonat

O Cim: Projektiv metrikak és Beltrami tétele
Kivonat: A projektiv metrikék jellemzdje, hogy a szakaszok pontjaira a végpontoktél mért tavol-
sagok 0sszege éppen a végpontok tavolsaga. Felvetddik a kérdés, hogy a kvadratikus fellleteket
(gorbéket) karakterizalja e, hogy pontjai két fix ponttdl mért tavolsagainak 6sszege allandé. Ha a
fix pontok egybeesnek, akkor ez a probléma a gémbfelliletek (kdrok) kvadratikussagara kérdez.
Az elsé ilyen jelleg(i eredményt Beltrami bizonyitotta 1865-ben: ha egy projektiv-metrikus térben
minden infinitézimalis gémbfelllet (kér) kvadratikus, akkor az a tér a hiperbolikus, az Euklidészi
vagy az elliptikus geometria.
A masodik, és ezidaig utolsé ilyen eredményt Busemann bizonyitotta 1953-ban (vagy korab-
ban.... ): egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor Euklidészi, ha az indikatrixa kvadratikus.
Az el6adas soran ez irany kutatasaim hatterét és néhany friss eredményét mutatom be. Példaul
Busemann elébb emlitett eredményét a Hilbert-geometriakra is igazoljuk.

O Title: Projective metrics and Beltrami’s theorem
Abstract: Projective metrics have the property that the sum of the distances of any point of
a segment from the endpoints is a constant. The question arises if the quadratical surfaces
(curves) Q have the property, that the sum of the distances of any point of Q from two fixed
points is also a constant. If the fix points coincide, then this problem asks about the quadracity
of the spheres (circles).
The first result in this direction was proved by Beltrami in 1865: if every infinitesimal sphere
(circle) of a projective-metric space is quadratical, then the space is either the hiperbolic, the
euklidean or the elliptic geometry.
The second, and so far, the last such result was given by Busemann in 1953 (or earlier.... ): a
Minkowski-geometry is euclidean if and only if its indicatrix is quadratical.
During the talk | present the background and some of the freshest results of my research on
this subject. For example the above mentioned result of Busemann is to be proved for Hilbert

geometries.
Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet) 2018. 04. 13.



Projektiv metrikak és Beltrami tétele : Felépités

Az eldadas felépitése

@ Projektiv-metrikus geometriak

@ Projektiv metrikak ellipszisei
o A kvadratikussag problémaja
o A klasszikus geometriak
o Korabbi eredmények és egy sejtés

@ Kvadratikus gémbok (koérok)

@ Kvadratikus ellipszoidok (ellipszisek)
o Minkowski-geometriaban
o Hilbert-geometriaban

@ Kvadratikus hiperbolak
(© Kvadratikus kupszeletek

Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet) 2018. 04. 13.
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