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Kvadratikus projektiv metrikak 1. Projektiv-metrikus geometriak

A XIX. szazad végén mar ismertek voltak a Bolyai-féle hiperbolikus, az Euklidészi és a
g6mbi geometria (ezek az ugynevezett ) altalanositasai.

Hilbert-metrika. dy,: H x H — R definiciéja

dp(X. ) = 0, haX=Y,
7T T U Inx, Y; Hy, Hy)|, haX # 7,

ahol H az R" egy nyitott, szigortan konvex, kor- oH
latos tartomanya, és HyHy = H N XY.

Y Minkowski-metrika. d;: R” x R" — R definici-
oja dr(X,Y)=(Y,Iy;X), ahol 7, az indikatrix, az
Iy R" egy nyitott, szigortian konvex, korlatos, cent-
T ralszimmetrikus tartoménya, és Ixly = Iy N XY.
X

Elliptikus metrika. d: P” x P" — R definiciéja d(X, Y)=arccos |(5>(, a/))l, ahol P" pontjai
az S" atellenes pontparjai, (-, -y pedig R™*! egy euklidészi metrikaja.

K6zds vonasuk, hogy mind a és a metrikara teljesll a ’
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Kvadratikus projektiv metrikak 1. Projektiv-metrikus geometriak

(@ Hatarozzuk meg az 6sszes olyan folytonos és teljes d metrikat az n-dimenziés P”
projektiv tér (nem feltétlendl valédi) D részhalmazain, amelyben
| Ezek a

(@) Ezek birtokaban tanulmanyozzuk a (D, d) |

igazolta [10], hogy @ D ¢ P"\R""! konvex, vagy ® D = P*\R"!, vagy @ D = P".
A kapott (D, d) parra rendre azt mondjuk, hogy : , illetve
bizonyitotta [4], hogy formuldja [9] bizonyos projektiv metrikakra is
érvényes az egyenesek halmazan megfelelé mértéket valasztva.
vetette fel [5], hogy talan minden projektiv metrika elall valamely, a hipersikok
sokasagan adott kvazi pozitiv u “mérték” segitségével Ugy, hogy két pont tavolsagat a
koztiik 1évd szakaszt metszd hipersikok halmazanak u/2-mértéke definialja.
Ezt variaciés modszerrel igazolta a sik esetére [18], majd egyszer{ibb bizonyita-
sok is szllettek a sikra [2, 1], végill adott teljes bizonyitast [19].

Busemann szerint [7]:

“... Hilbert[...] nem volt tudatdban ezen metrikak hatalmas mennyiségének, igy a probléma
masodik része ... elkertlhetetlenil szikiil az érdekes geometridk specialis vagy specialis
osztalyba tartozé metrikdinak vizsgalatara”.
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga

A projektiv metrikakat az definialja, hogy
(a két pontot 6sszekdtd

szakasz). Adédik a kérdés [14], hogy

Bay &f, k, := (P : 2a = d(F\, P)+d(P, F>)}
halmazt ellipszisnek nevezlnk, ha Fy, F,
fix pontok, a fokuszok, és a > f :=
d(Fy, F»)/2.

A kor olyan ellipszis, amelyre f = 0.

Az F|F, szakasz d-metrikus C felezbpont-
jataz & ., ellipszis metrikus centruma-
nak nevezzik.

* Mely projektiv metrikaknak vannak kvadratikus ellipszisei? * J

Gyengén/erbsen kvadratikusnak neveziink egy projektiv metrikat, ha egy/minden ellipszise
kvadratikus. Ha valamely rogzitett € € [0, 1) esetén SZ;FI P kvadratikus egy/minden (Fy, F,)
pontparra és egy/minden a > 0 esetén, melyre ea = d(Fy, F,), akkor gyenge/erés (e, a)-
kvadratikussagrol beszéllink.
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Kvadratikus projektiv metrikak

2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.1. Klasszikus geometriak

Klasszikus geometriak kvadratikus modelljeinek vetitése adja a klasszikus projektiv metrikakat.

A vie: Ry — R méretfiiggvény olyan, hogy
V(18" izometrikus az r > 0 sugar( K!
metrikus gombfelllettel. A w,: [0,i,) — R,
vetité fliggvény hozza létre a fi.: Expy(rw) —
e (r)w geodetikus kapcsolatot.

LB o[ v [ e [ ]
H" —1 | sinhr | tanhr | o
R" 0 r r 00

ST®") || +1 | sinr tgr | ©/2

Itt a természetes médon azonositottuk a 7oK} és R” tereket,
és w € 8"! ebben a kett6s értelemben szerepel.
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Folklor tény. A klasszikus projektiv metrikak
er8sen kvadratikusak. J

Bizonyitas. (Csak hiperbolikus metrika ellipszisére. Lésd [14].)
A kvadratiukus H2 = {(x,y,2) : ¥2 + y* =22 = =1, z > 1} modellben
ametrika d(p,q) = cnsh’l(p,q) ésk=—1. Legyenf >0ésa>f,
tovabba F; = (sinh(zf), 0, coshf). Akkor C = (0,0, 1).
Barmely P = (x,y,2) € Sfl_h Fi c H? ponthoz van olyan ¢ € [0,f],
hogy 1
a+t=d(Fs,X)=cosh™ (xxsinhf + zcoshf),
Ennek cosh-a azt adja, hogy

coshacosht + sinhasinht = cosh(a + 1) = zcoshf F xsinhf,

amiért cosht = zcoshf/ cosha és sinhr = —xsinh f/ sinh a. Ebbdl
2 2
z X

sinh? a/ sinh? f

- =cosh? 7 — sinh? r=1
cosh? a/ coshz_f

kovetkezik, igy
2_ 2 tanhzf _ cosh? a _ 1= lanhzf

tanh2a coshzf T l-tanh?a’

A P pont C-centruml (w,r) polérkoordinatajat hasznalva P =
(sinh  cos w, sinh r sin w, cosh r) adddik, amibdl

1 _ cos? w sin? w
sinh? (w)  sinh?a  (tanh? a — tanh? f) cosh? a -
Minden klasszikus geometridban
1 _ cos? w sin? w
V@) @ @@ -2 (ON1 - k@)
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.2. Sejtés és korabbi eredmények

Sejtés (K.A., 2017, [14])
Pontosan a konstans gorbiiletii projektiv metrikak kvadratikusak.

Az egyetlen korabbi altalanos eredmény, amely alatdmasztja a Sejtést, az a kdvetkezd.

Beltrami-tétel [3]. Ha egy projektiv metrika Riemannian-féle, vagyis minden ‘infinitez-
imalis” gémbfellilete kvadratikus, akkor konstans gérbliletd.

is lényegében csak egyetlen korabbi, a ma szokasos felfogas-
ban szinte trividlis eredmény [8, 25.4] tamasztja ala a Sejtést.

Gyengén (0, 1)-kvadratikus Minkowski-metrika Euklidészi.

A Sejtés mas specialis esetekben val6 tesztelésére “érdemes” metrikakat tétele
[6] jeloli ki, mely szerint a kompakt gombbel rendelkezd nyilt projektiv-metrikus terek kozul
pontosan a az, amelynek barmely két egyenese kozti izometria
egy projektivitas' megszoritottja.

1 Minkowski-metrika esetén ez egy affinitas.
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.3. Gyengén kvadratikus Minkowski-metrikak

Tétel. (K.A. 2016, [14, Theorem 4.3]) Gyengén kvadratikus Minkowski-metrika Euklidészi. J

Részletes bizonyitasi vazlat. Mivel egy analitikus ellipszissel rendelkezd Minkowski-metrika
analitikus [14, Lemma 3.4]), innentdl I analitikus. Mondjuk 8; FoE> €9Y kvadrika, az O affin
centruma pedig az origb és egyben I kdzéppontja. Ekkor 8d F - €9y d Euklidészi metrika

egységkore. Mivel 1, L F\F, L tg, nyilvan é¢,(0) = &,(0) =

dO

Mivel d;(Fy, E) = %2 és
di(E,F)) = 29 adédik,
Ity )
1 hogy
_al@ + e (B)
ra) @)’
Ennek 0-ban vett ¢
szerinti  derivaltia  és
az I szimmetrigjabdl
kovetkezd #; || t; miatt
t; L F\F, L t;. Eszerint
! i |l ta |l g Il 25, mert
a parhuzamossag nem
figg a metrikatol.
Legyen ¢ a 4 egyenessel parhuzamos egyenes az O ponton keresztll. Legyen C; és C,
ennek metszete az &; ;. ., ellipszissel.

8(1

_ el
driFyFy Sd;O.O
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Kvadratikus projektiv metrikak

2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.3. Gyengén kvadratikus Minkowski-metrikak

Véalasszunk most olyan d, Euklidészi metrikat, melyre d*(0, C)) = a* — f* és d,(O,1) = 1.

Ekkor &7 .+ r,

& , mivel e kvadrikéknak 4 k6zds pontja és 2 kdzods érintdje van.
de;Fy,F

Eszerint és ezen ellipszisek definicidja miatt tehat
el(@) exB) . ex(a)
=2a= o) =-0B)—————,
(@) +ex() = 2a= 0+ O vagyis 8(@) = ~0(B) —m e

ahol ¢: ¢ = r(p) — 1. Utdbbibdl lim,_,o

Az analitikussag miatt,
ha 6(B) # 0, akkor
lim,,_0 %:(Fz, F1:B),
ahol k > 2 [14, Lemma 3.4].
Ez ellentmondés, igy
6B 0 kovetkezik
elegendden kicsiny B
esetére.

Ugyanakkor fentebbi
képlet miatt 6(8) # 0
akkor és csak akkor,
ha 6(e) # 0.

Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet)

@) _

B

~&L = —(F,, Fy; B) adédik.

a _ga
8y Fy Py =CdeiF Fy
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussa 2.3. Gyengén kvadratikus Minkc i-metrikak

Nézzik a kdvetkez6 abrat!

Természetesen Briir < aa; < Ba; €S Bais1 < i1 < Brio1 €S kdnnyl igazolni, hogy B, — O.
Eszerint elegendéen nagy i € N esetén §(8,;) = 0 adddik, amiért § = 0.
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.4. Gyengén kvadratikus Hilbert-metrikak

Egy Hilbert-metrika Bolyai-féle hiperbolikus, ha @ gyengén (0, a)-kvadratikus (a > 0),
vagy ® gyengén (s, a)-kvadratikus analitikus (¢ > 0, a > 1/ V/3), vagy © van két konfokdlis
kvadratikus ellipszise.

Bizonyitasi vazlat. A mdédszer hasonlé a Minkowski-esethez, de bonyolultabb formulak és
néhany tovabbi 6tlet is kell. Mondjuk SZI;F] F, €9y kvadrika és O az affin centruma.

Ha F; # F,, akkor legyen
¢ = F|F,, ellenkezd eset-
ben ¢ = OF,. ¢ metszi 0I-
teés & p ptazLABJ
pontokban. Alkalmas pro-
jektivitas utan az érintdkre
till 2all 2l

Ha F, = F,, akkor ebbdl
O = F; kovetkezik, ezzel
igazolva az allitast a (0, a)-
kvadratikussagra.
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.4. Gyengén kvadratikus Hilbert-metrikak

Ha F#F,, akkor egy C kérre a (C, dc) Bolyai-sikkal & . =& r r,-
E kozds ellipszissel becsilheté az
2(B) 0T és C fokuszokbol mért radialis
flggvényeinek kilénbsége. Az I és
R(p) J pontok kdézelében ezek csak akkor
R () térhetnek el, ha

' — a
8’/I§FI JFr T adc;Fu F

tanh a—tanhf \k—1 / 1—tanhf \k—1
1+tanha _ ( tanh a+tanhf) ( 1+lanhf) +1

l—tanhg (tnha—tanhf k=1 I-tanhf k-1
( tanh a+tanh f ) +( l+[anhf)

valamely k € N esetében. Ellenkez6
esetben 07 és C egybeesik az I,J
pontok valamely nyilt kérnyezetében,
és ebbdl a sz6gek sorozatanak vizs-
gélataval 67 = C adédik.

A jobboldali dbra a fenti egyenlet megoldasaira mutatja az
& = sinh f/ sinh @ numerikus excentricitas értékeit tanh f figg-
vényében k = 3,4,5,6,7 esetén. Lathatd, hogy nincs kdzds
megoldas kiilonbdzd k értékekre és & < 1/ V3. u

Sejtés. (KA & OT 2016). Egy Hilbert-metrika hiperbolikus, ha két infinitezimalis kore
kvadratikus. \
SR I N

Otlet. Ekvireciprokalis pontok. [12, Theorem 6.2.14.]
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.5. Hiperbolak

Egy Hip, p, = AP : 2a = |d(F\,P) - d(P,F))])
halmazt hyperbolanak hivunk, ha Fy, F, fix pon-
tok, a fokuszok, és 0 < a < d(F,F,)/2 = f. Az
F\F, szakasz C metrikus k6zéppontjat a Wj;pl’pz
metrikus centrumanak mondjuk.

Egy Minkowski-metrika Euklidészi, Egy analitikus Hilbert-metrika Bolyai-féle,
ha van kvadratikus hiperbolaja. ha egy hiperboléja egy affin hiperbola része.

A bizonyitasrol. A Minkowski-geometria esetében ugyanaz a médszer miikddik, mint az

ellipszis vizsgalatakor.
A Hilbert-geometria esetén is ugyanazt a médszert alkalmazzuk, de vannak nem jelenték-

telen kulénbségek:
@ A kvadratikussagbél nem sikertilt igazolni, hogy a hiperbola egy affin hiperbola része;

nnhfﬂanha k=1 tanh =1 y~*=1
fAl o A : 73 1—-tanha tanh /= lanha tanhf+1
@ A radidlis fiiggvények vizsgalatakor az |- ‘ (i) v )T egyenlet
tanh f+1 tanh f—tanha +

adodik, melynek nincs megoldéasa.

@ AzIésJ egy-egy kdrnyezetében valé egybeesésbdl j6val bonyolultabb médon kévet-
kezik az I = C egybeesés, mert a hiperbola nem veszi kdrbe a fékuszait. [
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Kvadratikus projektiv metrikak 2. Projektiv metrikak kvadratikussaga 2.6. Klpszeletek

¢ 7 Egy C%,, = (P : 0d(¢,P) = d(¢,F)d(F,P)|)

C halmazt kipszeletnek neveziink, ha ¢ egy fix

A7 egyenes, a direktrix, az F ¢ ¢ egy fix pont,

g a fokusz, és o > 0. Egy kupszelet elliptikus,

LeZ F parabolikus vagy hiperbolikus aszerint, hogy
RN ce, 0 < d((,F), 0 =d(,F)vagy o > d(¢, F).

Egy Mikowski-metrika akkor és csak akkor euklidészi, ha van kvadratikus kupszelete. \

Tamassy és Bélteky igazolta [20, 21], hogy egy Finsler-sokasag akkor és csak akkor euk-
lidészi, ha minden ellipszis egybeesik két vele konfokalis elliptikus kipszelettel, és minden
elliptikus kupszelet egybeesik egy vele konfokalis ellipszissel.

Ez és a klasszikus geometriak erds kvadratikussaga igazolja a kdvetkez6t.

Az euklidészi az egyetlen klasszikus geometria, melynek minden kupszelete kvadratikus. J

Varhato tétel. (KA, 2017, [16]). Varhaté tétel. (K.A. 2017, [16]).
Hilbert-geometriaban nincs kvadratikus Hilbert-geometriaban nincs ellipszissel
kupszelet. vagy hiperbolaval egybeesé kupszelet.
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Kvadratikus projektiv metrikak : Kivonat

O Cim: Kvadratikus projektiv metrikak
Kivonat: A projektiv metrikék jellemzdéje, hogy a lineéris szakaszok pontjaira a végpontoktél
mért tavolsagok 6sszege éppen a végpontok tavolsaga.
Felvetédik a kérdés, hogy a kvadratikus gorbéket is karakterizalja e, hogy pontjainak két fix pont-
tél mért tavolsagait 6sszeadva egy allandét kapunk. Az ilyen projektiv metrikékat kvadratikusnak
hivjuk, és az a sejtésem, hogy pontosan a konstans gorbiilet( projektiv metrikadk kvadratikusak.
A sejtést korabban csak Beltrami 1865-6s Busemann 1953-as tétele tAmasztotta ala, melyek azt
allitjak, hogy ha egy projektiv metrika Riemann-féle, vagyis minden infinitezimalis gémbfelllete
kvadratikus, akkor konstans gérbdletd, illetve egy Minkowski-metrika akkor és csak akkor euk-
lidészi, ha egy gdmbfellilete kvadratikus.
Az eléadas a sejtés hatterét és az azt aldtdmaszté néhany eredményemet mutatja be réviden
szo6lva a bizonyitasokrol is.

@ Title: Quadratic projective metrics
Abstract: Projective metrics have the property that the distances of any point of any linear
segment from the endpoints sum up to a constant, the distance of the endpoints.
The question arises if the quadratic curves has a similar property, namely, the distances of any
point of a quadratic curve from two fixed points sum up to a constant, bigger than the distance of
the fixed points. Such projective metrics are called quadratic, and it is my conjecture, that exactly
the projective metrics of constant curvature are quadratic.
Previously only Beltrami’s theorem from 1865 and Busemann’s theorem from 1953 supported
the conjecture. These theorems state respectively that if a projective metric is Riemannian,
i.e. every infinitesimal sphere is quadratic, than it is of constant curvature, and a sphere of a
Minkowski-metric is quadratic if and only if the metric is Euclidean.
The talk describes the background of the conjecture and presents some new supporting results
of mine with some words about the proofs.
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Kvadratikus projektiv metrikak : Felépités

Az eldadas felépitése

@ Projektiv-metrikus geometriak

@ Projektiv metrikak kvadratikussaga
Klasszikus geometriak

Sejtés és korabbi eredmények

Gyengén kvadratikus Minkowski-metrikak
Gyengén kvadratikus Hilbert-metrikak
Hiperbolak

Klpszeletek
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