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Kvadratikus projektiv metrikak T
Kurusa Arpad

Korabbrol ismert metrikak Sejtés (K.A., 2017, [10])

A hiperbolikus tavolsag altalanositasa a Pontosan a konstans gorbuletu projektiv metrikak kvadratikusak.

dy: H X H — R Hilbert-metrika. Definicioja

(X, Y) = 0, haX =Y,
T T\ ingx, Y; Hy, Hy)|, ha X # Y,

ahol H az R” egy nyitott, szigorian konvex,

korlatos tartomanya, és HyHy = H N XY.

Az Euklideszi tavolsag altalanositasa a
dr: R"XR"—R Minkowski-metrika. Definicioja

A sejtést alatamaszto korabbi eredmenyek

Az eddig egyetlen altalanos eredmény a kovetkezo:
Beltrami 1865-ben igazolta [1], hogy ha

- egy projektiv metrika Riemann-fele, vagy-
is minden infinitezimalis” gémbfelllete
kvadratikus, akkor konstans gorbdiletd.
Ennek forditottja sokkal eroteljesebben

OH

Y

Y dr(X,Y)=(Y,Iy; X), ahol I, az indikatrix, az R" teljesul, mert ezen metrikak minden ellip-
4 7 egy nyitott, szigordan konvex, korlatos, cent- o . szisekvadratikus. - |
X ralszimmetrikus tartomanya, és Ixly = IxNXY. A projektiv metrikak kozul a ket legfontosabb a Hilbert- és a Minkowski-

fele, hiszen Busemann 1970-ben bebizonyitotta [4], hogy a kompakt
gombbel rendelkezo projektiv metrikak kozul éppen ezekben projekii-
vitas barmely ket geodetikus kozti izometrikus rakéepezes.

Az eddig egyetlen, a sejtéest alatamaszto specialis eredményt Bus-
emann igazolta 1953-ban [6, 25.4], mely szerint egy Minkowski-metrika
akkor es csak akkor euklideszi, ha egy gbmbfelllete kvadratikus.

A gOmbi tavolsag altalanositasa a d: P* x P* — R elliptikus metrika.

Definiciéja d(X, Y) = arccos [(OX, 0?)\, ahol P" pontjal az &" atellenes
pontparjai, (-, -y pedig R*"! egy euklidészi metrikaja.

Hilbert IV. problémaja
A matematikusok 1900-ban tartott vilagtalalkozojan Hilbert 24 olyan
problémat vetett fel amelyeket a matematika kdvetkezo évtizedének
tekintetében a legfontosabbnak vélt [9]. Az altala mar ismert metrikak
altalanositasaként fogalmazta meg a IV. problémat, ami mai fogalma-
zasban a kdvetkezo két feladat:
@ Hatarozzuk meg az 0sszes olyan (a szokasos topologiara nezve)
folytonos és (Cauchy-értelemben) teljes d metrikat az n-dimenzids
P" projektiv tér megfeleldo D részhalmazain, amely teljesiti a szigoru
haromszdg-egyenlotlenséget.
@ Tanulmanyozzuk az ilyen metrikak altal adott geometriakat!

A sejtest alatamaszto eredményeim
Bar az alabbiak sikban értendok, az ellipszoidok sikmetszetekkel valo
karakterizacioi miatt tetszoleges dimenziora kiterjednek.

@ Egy Hilbert-metrika akkor és csak akkor hiperbolikus, ha egy kére
Kvadratikus [10, Theorem 5.1].

© Egy Minkowski-metrika akkor és csak akkor euklidészi, ha egy el-
lipszise kvadratikus [10, Theorem 4.3].

© Egy Hilbert-metrika akkor és csak akkor hiperbolikus, ha két kbzds
fékuszokkal rendelkez6, vagy egy 1/ V3-nal nagyobb numerikus ex-
centricitasu ellipszise kvadratikus [10, Theorem 5.5].

Az elso feladat megoldasait projektiv metrikaknak nevezzUk.

Projektiv metrikak meghatarozasa Kérdés (K.A. 2015)

Hamel, aki Hilbert tanitvanya volt, 1903-ban mar kozolte is az elso
eredmeényt [8], mely szerint pontosan harom eset lehetseges:

@ D ¢ P*\ R" konvex, mely esetben d-t mondjuk,

@ D =P"\ R"”, mely esetben d-t mondjuk, €s

@ D =P" mely esetben d-t mondjuk.
Fontos |épést legkbdzelebb Blaschke tett 1936-ban [2], aki Crofton-
formulajat [7] altalanositva mutatta ki, hogy a sik minden projektiv met-
rikajahoz van olyan mérték az egyenesek halmazan, mellyel teljesul a
Crofton-formula, vagyis egy gorbe hossza éppen az ot metszo egye-
nesek halmazanak mertéke.
Busemann vetette fel 1961-ben [3], hogy talan minden projektiv met-
rika eloall valamely, a hipersikok sokasagan adott kvazi pozitiv u ,,mér-
tek” segitségével ugy, hogy két pont tavolsagat a koztuk 1évo szakaszt
metszo hipersikok halmazanak u-mértéke definialja.
A projektiv metrikak Busemann-féle eloallitasanak lehetoségét eloszor
1973-ban egyedi modszerrel Pogorelov bizonyitotta a sik esetére [12],
majd 1986-ban Z.l. Szabo integralgeometriai eszkdzokkel adott teljes
bizonyitast [13]. Azota a sik esetére mas megoldasok is szlletett.
Talan Busemann sem hitte, hogy ilyen sokfele projektiv metrika létezik,
mert 1976-ban a kdvetkezot irta [5]: ”... Hilbert [...] nem volt tudata-
ban ezen metrikak hatalmas mennyiségének, igy a probléma masodik
resze ... elkertlhetetlenll szikll az érdekes geometriak specialis vagy
specialis osztalyba tartozo metrikainak vizsgalatara.”.

Probléma (K.A. 2015)

A projektiv metrikak jellemzoje, hogy a linearis gorbek pontjaira a vég-
pontoktol mert tavolsagok 0sszege eppen a vegpontok tavolsaga. Ado-
dik a kérdés, hogy a kvadratikus gorbéket karakterizalja e, hogy pont-
jainak két fix ponttdl mert tavolsagait 0sszeadva egy allandot kapunk.

Egy SZ;Fth = {P : 2a = d(F,P) + d(P, F»)}
halmazt ellipszisnek nevezunk, ha Fy, F; fix
pontok, a fokuszok, €s a > f = d(F, F»)/2.
A kor olyan ellipszis, amelyre f = 0.

@ Mely projektiv metrikakra teljestl, hogy ellipsziseinek vala-

mely csoportja kvadratikus?
Az ilyen projektiv metrikakat kvadratikusnak hivjuk.

Az ellipszis esete utan természetesen vetodik fel, hogy a kvadratikus
gOrbéket talan jellemzi, hogy pontjainak két fix ponttol mert tavolsagait

kivonva egy allandoét kapunk.
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Valaszok a kérdeésre
Bar az alabbiak sikban értendok, az ellipszoidok sikmetszetekkel valo

karakterizacioi miatt tetszoleges dimenziora kiterjednek.
@ Ha egy Minkowski-metrikus sik egy hiperbolaja kvadratikus, akkor

euklidészi[11, Theorem 4.3].

Egy Wg;Fl,Fz = {P : 2a = |d(F{,P) — d(P, F»)|}
halmazt hyperbolanak hivunk, ha Fy, F, fix
pontok, a fokuszok, és a € (0,d(Fy, F»)/2).

@ Mely projektiv metrikakra teljestil, hogy hiperbolainak vala-
mely csoportja kvadratikus?

©Q Ha egy Hilbert-metrikus sik egy hiperbolaja éppen a metszete egy
euklidészi hiperbolaval, akkor hiperbolikus [11, Theorem 5.6].

Par sz0 a bizonyitasokrol. A kvadratikussaga alapjan olyan Euklidészi illetve
hiperbolikus metrikat keresink, melyben a gorbe ellipszis vagy hiperbola. Ennek
megtalalasa utan a projektiv metrikatol valo elteréseét kell becsuini.
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