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Differencialhaté gorbék 1. Gorberovidulés

Hogyan alakul egy rugalmas szalag, ha elengedjik? Tegylik mézbe, hogy lelassuljon a
'véltqzés:va szalag pontjainak sebességvektora mindig az ottani gérblleti vektorral egyenlé.

Tétel (Grayson, 1987). Ha egy egyszerii zart gérbe gy mozog, hogy minden pontjanak
sebességvektora a gbrbe ottani gorblileti vektordval egyenld, akkor a mozgas kézben a
g6rbe sosem lesz 6natmetszd és véges idbn bellil konvex lesz.

Tétel (Gage & Hamilton, 1986). Ha egy konvex gdrbe ugy mozog, hogy minden pontja-
nak sebességvektora a gérbe ottani gérblileti vektoraval egyenl6, akkor konvex marad, egy
pontra zsugorodik, az alakja pedig egy kérhdz konvergal.

Angol
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Differencialhaté gorbék

A koétél- vagy lancgérbe a
két végénél fogva felfug-
gesztett lanc sajat sulya
alatt felvett alakjat irja le.

S~
Az egyensuly feltétele az,
hogy a haté erdk osszege
minden pontban az érintd ira-
nydba mutasson. Ha egy f
valés fliggvény grafikonja irja
le a gérbét, azt kapjuk, hogy

oYL+ (") = £cf" (%),

ahol o a slriség, ¢ pedig a
fliggesztési pontok kdzott viz-
szintes irdnyban ébredd er6.

Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet)

h=t(a,b)/l(a,b)

\ Ifa,b }(,,/

ta,b)

) b
f fx)dx

Tehat f2(x) =

2. Lancgorbék

Ugyanerre jutunk, ha olyan f fliggvényt
kereslink, mely grafikonjanak barmely ive
alatti terllet aranyos az iv hosszaval,
vagyis van olyan & > 0 konstans, hogy
az f fuggvény értelmezési tartomanya-
: nak barmely [a, b] intervallumara

b
=t(a,b)=h-l(a,b) = hf V(' (x))? + Ldx.

R2((f' (x))> + 1), ami a lanc egyensulyi helyzetét

leir6 egyenlet. Egy megoldas az f = h. Egyébként pedig

+1

h

__ &by (amcogh (@))
VR =1 S\ )

X—cC

vagyis f(x)= hcosh (T) ahol c tetszbleges konstans.

Mivel minden lancgdérbe hasonlé egymas-
hoz és a kupolak stabilitasanak fizikai felté-
tele ugyanaz, mint a lancok egyensulyanak
feltétele, az allva maradt kupoldk mind ha-
sonlék egymashoz.

« A rémai Szent Péter Bazilika kupolaja.
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Differencialhaté gorbék

A sik egy gorbéje logaritmikus
spirédl, ha egy rogzitett pon-
ton, a pdluson atmend minden
egyenest fix 8 szégben metsz.

A pblusnal polarkoordinata-
zasban & — r(¢) altal paramé-
terezett gbrbére teljesil, hogy
(P ©ue+r@ug, r§)ue)
I (©yug+rEug| - r€)
ahol ug = (cos &, siné) és u; =
uzqpn. E differencidlegyenlet
megoldasa
r(&) = ae® € (a # 0).
Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet)

3. Alland6 szogii spiralok 3.1. Logaritmikus spiralok
Egy spiral centralis nagyitadsa a p6lusbél ugyanaz, mint elfor-
gatésa a polus korll, ami az ilyen alakd organizmusok sza-
mara Iehetove te32| hogy alakvaltozas nélkil névekedjenek.

A szlnyogok replilési irdnya éalland6é B szdget zar be a
fénnyel. Emiatt egy pontszerli szinyog végtelen sokszor
megkeril egy lampat. Repiilési ideje a lampaba o tavolsag-
bol konstans v sebességgel mégis véges 2, mert sebes-
segvektoranak nagysaga a lampa felé vcosp.

Ha egy szabalyos négyszdg csu-
csaibél indulé hangyak ugy Uldo-
zik egymast, hogy mindig az éraja-
ras szerinti iranyban kévetkezé han-
gya felé masznak, akkor logaritmi-
kus spiralok mentén haladnak.

) Angol
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Differencialhaté gorbék

A o sugarl gémbfelllet egy
gorbéje loxodroma, ha egy
régzitett ponton, a pdluson

atmend minden fékort fix 8
sz6gben metsz.

fvhossz szerinti r paramétere-

zésben a gorbe koordinatai
ri(s)=ocos (%3) cos A(s),
r(s)=0cos (%3) sin A(s),
r3(s)=psin (%3)

amennyiben r(0) = (1,0,0) és
A(s) = tgBlntg (s“’sﬁ + ﬁ)

20
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3. Alland6 szogii spiralok 3.2. Loxodromak

on

cosp?
+om

2cosf

A loxodroma hossza ¢ =

mert a polusokat az s =
ivhosszaknal éri el.

Mivel a gdmbfelllet sztereo-
grafikus vetitése szdgtarto,

minden loxodroma sztereo-
grafikus képe logaritmikus
spiral.

Habar Mercator még 1569-
ben készitette térképét, az
altala alkalmazott

(L) - Q(/l, lntg(% + g))

leképezést, ahol A a hosz-
szUsagi és ¢ a szélességi fok, mindmaig hasznaljak a tengeri
navigacioban, mert szdgtartd, amiért kdnnyli meghatarozni
hova jut az allandé iranyba haladé hajé.

\A loxodromak egyenesek a Mercator-tipusu térképeken.

A parhuzamos egyeneseket konstans szégben metsz6 gor-
bék éppen az egyenesek, vagyis az egyenesek az idealis

ponthoz tartozo logaritmikus spiralok. =
4/7 2017. 02. 21.
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Differencialhaté gorbék 3. Alland6 szogii spiralok 3.3. Csavarvonalak

A csavarvonal a logaritmikus spirélbdl és az egyenesbdl keletkezik a sik kipos illetve hengeres feltekerésével”.

A kipos csavarvonal a
2a nyilasszégl kup al-
kotoéit B szgben metszd
gbrbe:

r(t) = oe(cost,sint, d),

ahol d = ctga és ¢ =
sin @ ctg 5.

A hengeres csavarvonal
a o sugaru hengerfellilet
alkotéit B szdgben met-
sz8 gorbe:

r(t) = (ocost,psint,ct),
ahol c=octgp és b=2nc
a menetemelkedés.

Kapos csavarvonal gérbi- Hengeres csavarvonal teljesiti a kdvetkezoket:
lete és torzioja aranyos. (0) ivhossz szerinti paraméterezésben '
ssinf8 . ssinf
Példak a valosagban. r(s)=(e cos o oS s cos )

A DNS szerkezete —

Rugok &s | novények (1) barmely pontjat barmely masik pontja-

ba lehet mozgatni Ggy, hogy a gdrbe és
iranyitasa megmarad;

(2) az egyforma hosszl ivekhez tartoz6
hurok hosszai egyformék;

(3) konstans a goérbllete és a torzidja:
Q . N
k(s) = QZTCZ és 7(s) =

ahol ¢ = b/(2n).

2+t

Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet) 5/7 2017. 02. 21.


https://hu.wikipedia.org/wiki/csavarvonal

Differencialhaté gorbék 3. Alland6 szogii spiralok 3.3. Csavarvonalak

Tétel. Az (1), (2) és (3) tulajdonsdgok barmelyikét teljesité gérbe csavargérbe. )

(1)=(2). Az a gorbét invariansan hagy6 mozgas, amely a két azonos hosszu iv kezd6pont-
jait egymasba viszi, az ivek masik végpontjait is egymasba viszi, hiszen nem valtoztatja a
gorbeivek hosszat, mert tavolségtart6. Eszerint az ivek altal feszitett hirok végpontjai is
egymasba mozognak, igy hosszuk megegyezik.

(2)=(3). A feltétel szerint a harok p(s, h) = r(s + h) —r(s) vektoraihoz
létezik egy f flggvény, melyre 2f(h) = (p(s, h),p(s, h)). Ennek h sze-
rinti derivaltjai f = {¢,p), f” = (kn,p)+1, f""" = {kn+k(tb—«t),p), majd
FO =—i? + (kn+k(th—«t)+kth+xth—kt*n—2xikt—K’n, p). Ebbdl a kons-
tans «(s) = /= (0) érték jon ki, amiért f© = -k +k(th—(t>+K*)n, p).
Ennek derivaltja

FO = k (tb— (T + ), t)4x{(th =3t + (T2 +£*)(kt—Th), p).

- - 7
=0

Tovébb derivalva a i = 0 helyen, azt kapjuk, hogy f"2(0) = k(tb—3ttn+(t>+&*)(kt—7b), ).
A mer6legesség miatt ebbél a konstans 7(s) = +/[f©(0)—f*)(0)/f™(0) érték adbdik.
A (3) tulajdonsagbol kdévetkezik, hogy csavarvonallal van dolgunk, !
mert a gérbék alaptétele adja, hogy a konstans « goérbllettel és kons- wﬂ
tans 7 torziéval rendelkezd egyetlen goérbe az a csavargdrbe, melyre ﬂw "
0 = 7' €s ¢ = 7, hiszen ennek gorbilete és torzidja « és 7. ] 9 o

\

Angol
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Differencialhaté gorbék 3. Alland6 szogii spiralok 3.4. Altalanositasok és feladatok

Nézzlk a térgdrbék alabbi tulajdonsagait:

Utmutatasok.
Ar- Az elsb tétel bizonyitasat az (A) = (B)
Q Vvan (?Iyan nem nEJII.a ngtor, amellyel a gor il aiedielutys
be minden Q erlntOJe, vagy 9 normali- Minden |épésben a Frenet-formulakat
: I = haszndljuk. Példaul az utols6 Iépésben
sa,vagy @ binormdlisa egyforma szdget o AT s S
zar be; sinat = 0 igy cosakn — sinatn = 0 =
cosat +sinab = 0 = cosaf + sinab = v,
PA A Arhir 4 . ahol v egy konstans vektor.
e Atorzié és a gorbulet aranyos, A masodik tétel bizonyitdsahoz legyen A
L.os P az a fuggvény, melyre ry(o(s)) — ra(s) = Als)n(s), és
© A torzié és a gérbiilet valamely konstans Al e A e,
egyutthatés linedris kombindacidja konstans.
(Ezek a Bertrand-goérbék.) Bonusz probléma.
. . , ‘. 09)
Bizonyitsuk, az alabbi tételeket! Mi a csuda ez? w

Tétel. A (1) tulajdonsag mindharom esete ek-
vivalens a (2) tulajdonsaggal.

Tétel. Ha az ivhossz szerint paraméterezett r,
és ry gorbékhez van olyan o: R — R leképe-
zés, melyre nx(o(s)) |l r2(o(s)) — ri(s) Il ni(s)
minden s paraméterre, akkor (3) mindkét gér-
bére érvényes.

Ezek a Bertrand-péarok.

Angol
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Differentiable curves 1. Curve shortening

How an elastic band’s shape evolutes if left alone? Put it in honey to slow down the evoluti-
on: the velocity vector of every point is the curvature vector at the point.

Theorem (Grayson, 1987). If a simple closed curve moves so that the velocity vector of
every point equals to the curvature vector at the point, then it will never form self intersec-
tions, and it will become convex in finite time.

Theorem (Gage & Hamilton, 1986). If a convex curve moves so that the velocity vector of
every point equals to the curvature vector at the point, then it remains convex, shrinks to a
point, and its shape converges to a circle.

Hungaran
A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 1/7 21/02/2017
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Differentiable curves

A catenary curve describes
the shape that a chain or cable
assumes under its own weight
when hanged up at its ends.

The equilibrium condition is
that the sum of forces acting is
parallel to the tangent at every
point.  If the graph of a real
function f describes the curve,
we obtain that

o1+ (" (x)? = +cf” (%),
where ¢ is the density, c is the

horizontal force between the
mounting points.

h=t(a,b)/l(a,b)

\\k

Ifa,b) /,//

ta,b)

) b
f fx)dx

2. Catenary curves

We get the same by looking for such func-
tion f that has the property that the area
under any arc of its graph is proportional
to the length of the arc, i.e. there is a
constant 2 > 0 such that for every interval

: [a, b] in the domain of f we have

b
=t(a,b)=h-l(a,b) = hf V(' (x))? + Ldx.

Thus f2(x) = h*((f' (x))>+ 1), which describes the equilibrium

of the chain.
+1

h

One solution is f = h. Otherwise we have

= —(f(x)/h)’ = (arccosh (f(_x)))'
OGSO h )l

X—cC

i.e. f(x)= hcosh (/—) where c is an arbitrary constant.
1

A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 2/7

As the catenaries are all similar to each ot-
her and the physical stability condition for a
dome is the same as the equilibrum condi-
tion for the chains, the cupolas that did not
collapse are all similar to each other.

«— Dome of the St. Peter’s Basilica in Rome.
Hingaan

21/02/2017
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Differentiable curves
A logarithmic spiral is a pla-
ne curve that intersects every
straight line passing through a
point, the pole, at a fix angle .

Parameterized at the pole in
polar coordinates by & +— r(é),
the curve satisfies

(F(©ug+r@ug, r§ue)

cosfB=

where u; = (cosé,siné) and
u; = Ugrp. The solution of
this differential equation is

r(&) = ae* P (a # 0).

A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 3/7

I @ug+r@ut|-r@

3. Spirals of constant angle 3.1. Logarithmic spirals
Applying central scaling to a spiral at its pole results the
same as rotating it around the pole, that allows organ-
isms of this spiral shape to grow without changing shape.

Mosqwtos flight paths close constant angle g with the light.
Because of this, a point-like mosquito rounds a lamp infinitely
many times. However its flight time to the lamp from distance
o with constant velocity v is finite — gﬁ, because the magni-
tude of its velocity vector toward the lamp is v cos 3.

If ants in vertices of a regular poly-
gon of order four are chasing each
other so that each of them crowls
allways towards the ants next to
itself in the clockwise direction, then
they move along logarithmic spirals.

Hungarian
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Differentiable curves

A rhumb line is a curve on
the sphere of radius o inter-
secting every great circle pas-
sing through a point, the pole,
at a fix angle .

Coordinates of the curve in arc

length parameterization are
ri(s)=ocos (%3) cos A(s),
r(s)=0cos (%3) sin A(s),
r(s)=osin (Z2F),

provided r(0) = (1,0,0) and

A(s) = tanS1n tan (s C;Zﬁ +1).

A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 4/7

3. Spirals of constant angle 3.2. Rhumb lines

The length of a rhumb line is
(=7, because itreaches the
poles at arc lengths s= %
As the stereographic projec-
tion of the sphere preserves
angles, the stereographic pic-
ture of rhumb lines are loga-
rithmic spirals.

Although Mercator made
his map in 1569, his type
of projection

T ¢
(L) v—»g(/l,lntan(z + E))
where A is the longitude
and ¢ is the altitude, is still in use in maritime navigation, be-
cause it preserves angles, hence it makes easy to determine

where the boat of permanent direction arrive at.

\Rhumb lines are straight lines on maps of Mercator-type.

The curves intersecting parallel straight lines under constant
angle are the straight lines, i.e. the straight lines are the lo-
garithmic spirals belonging to the ideal points.

Hungarian
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Differentiable curves

3. Spirals of constant angle 3.3. Helices

Helices are created from logarithmic spirals and straigh lines when the plane is rolled up” conically or cylindrically, respectively.

sin @ cot S5.
Conic helix has proportio-
nal curvature and torsion.

Examples in reality.
The structure of DNA —
Coil springs and | plants

A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged)

A conical helix is a curve
on the conic of angle 2a
intersecting the sides at
a fix angle g:

r(t) = oe(cost,sint, d),
where d = cota and ¢ =

A (cylindrical) helix is a
curve on the cylinder of
radius o intersecting the
sides at a fix angle g:
r(t) = (ocost,psint,ct),
where c=pcotf and b=
2mc is the pitch.
Cylindrical helix satisfies the following:

(0) In arc length parameterization

ssin ssin
r(s):(g cos 'B,g sin ﬂ,s cos,B).
© o

(1) its any point can be transferred to its
any other point so that the curve and its
orientation remains preserved;

(2) the lengths of the chords belonging to
arcs of equal length are equal;

(3) curvature and torsion are constants:

© |
= ———and ==, |
K9 = s and ) =
where ¢ = b/(2n).
A
5/7 21/02/2017
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Differentiable curves 3. Spirals of constant angle 3.3. Helices

Theorem. Any one of the properties (1), (2) and (3) implies that the curve is a helix. )

(1)==(2). The motion u that leaves the curve invariant and takes the starting points of two
arcs of equal length into each other also moves the corresponding closing points into each
other, since, being distance preserving, it keeps the length of the arcs. This ensures that
the chords of the arcs have equal length.

(2)=(3). By the condition there is a function f for the vectors
p(s,h) =r(s+h)—r(s) of the chords such that 2f(h) = (p(s, h), p(s, h)).
The derivatives of this with respect to h are f* = (t,p), f = (kn,p)+1,
f" = (kn+x(th—«t),p), and f©) = —k? + (kn+i(th—kt)+kth+Kktb—kT’n—
2«it—«*n,p). This implies that «(s) = +/—f@™)(0) is a constant, hence
f = -k +1(tb—(t*+K>)n, p). Derivative of this is
SO = k(30— (T +n, O+ (tb=3rtn+(1? +K7)(kt —7h), ).
[ —
=0

Further differentiation at 4 = 0 gives f*?(0) = «k(tb—3ttn+(t>+«*)(xt—7h),t). By perpendi-
cularity of vectors this results in the constant 7(s) = /f®(0)—f*)(0)/f™(0).

)

It follows from property (3) that we have a helix, because the main
theorem of curves implies that a curve having constant curvature «

and constant torsion 7 is exactly the helix with o = -/ and ¢ = 1, wﬂﬁ')
because the curvature and torsion of this helix is k és . S 3 o

N
-\

Hungaran
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Differentiable curves 3. Spirals of constant angle 3.4. Generalizations and excercises

Look at the following properties of curves:

Hints.
. PO . . Split the proof of the first theorem into
@ There is a non vanishing vector with which stop5 (A) = (B) = () = ) o (A)
every one of the curve’s @ tangents, Every step can be taken by using Fre-

. net’s formulas. For example, in the last
or @ normals, or @ binormals closes step cosax — sinat = 0 for a constant
equa| angIeS' angle a, hence cos akn — sinatn = 0 =

’ cosat +sinab = 0 = cosat + sinab = v,
. . . where v is a constant vector.
9 The curvature and torsion are proportlonal, In the proof of the second theorem, let A
X . . be the function for which r; (o(s))—r;(s) = A(s)n(s) holds,
© A linear combination of the curvature and and use Frenets formulas.
torsion with constant coefficients is cons-
tant. (These are the Bertrand curves.) Bonus problem.
Prove the following theorems! What on earth is this? =

Theorem. The three cases of property (1) are
all equivalent with property (2).

Theorem. If the curves r, és r, are parame-
terized by arc length and there is a function
o: R — R such that ny(o7(s)) || r2(o(s)) —ri(s) ||
n,(s) at every parameter s, then (3) holds for
both curves.

These are the Bertrand pairs.

Hungaran
A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 717 21/02/2017
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Differentiable curves
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