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Projektiv metrikak 1. Torténetet és elméleti alapok

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan folytonos és teljes d metrikat az n-dimenziés P" projektiv
téren, amely teljesiti a szigori haromszdg-egyenldtlenséget és minden P pont egy {X :
d(P,X) < o} kérnyezete nyilt halmaz. Tanulmanyozzuk ezeket!

Legyen D egy ilyen projektiv metrika tartdja. Pontosan harom eset lehetséges:
hiperbolikus (D ¢ P* \ R” konvex), parabolikus (D = P" \ R") és elliptikus (D = P").

Konstrukcio (Busemann 1961, [3]; a Crofton-formula [7] Blaschke [2] 4ltali kiterjesztése az alapja )

Legyen u egy kvazi pozitiv! “mérték” a hipersikok sokasagan.
Egy goérbe hossza legyen a metsz6 hipersikok halmazanak /2 mértéke.

Busemann konstrukciéja minden projektiv metrikat kiad.

Busemann [5]: ”... Hilbert [...] nem volt tudatadban ezen metrikdk hatalmas mennyiségének, igy a probléma méasodik része ... elkerll-
hetetlenil sziikil az érdekes geometridk specidlis vagy specidlis osztalyba tartozé metrikainak vizsgalatara. ”.

1 Nem feltétleniil mindenditt pozitiv, de barmely nem kollinearis ABC pontharmasra az AB U BC kétélet metsz6 hipersikok “mértéke”
pozitiv, és a B ponton atmend hipersikok “mértéke” nulla.
Angol
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Projektiv metrikak 2. Példak: Hilbert-, Minkowski- és elliptikus metrikak

Hilbert-metrika. dy, : H x H — R definiciéja

dp(X.Y) = 0, haX =17,
T T\ U Inx, v; Hy, Hy)|, haX # Y,

ahol H az R" egy nyitott, szigortan konvex, kor- oH
latos tartomanya, és HyHy = H N XY.

Y Minkowski-metrika. dr: R” x R" — R definici-
7 Oja d;(X,Y)=(Y,Iy;X), ahol I, az indikatrix, az
Iy Y R" egy nyitott, szigordan konvex, korlatos, cent-
AT ralszimmetrikus tartomanya, és Ixly = Iy N XY.
X

Elliptikus metrika. d: P" x P" — R definiciéja d(X, Y)=arccos |(§)(, O_Y>>|, ahol P" pontjai
az S" atellenes pontparjai, (-, -) pedig R™*! egy euklidészi metrikaja.

4

A kompakt gémbbel rendelkezé projektiv metrikak kdzil pontosan a Hilbert- és a Minkowski-
metrika az, amelyben barmely két geodetikus kézti izometrikus raképezés projektivitas.?

<

2Minkowski-metrika esetén ez egy affinitas.
Angol
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Projektiv metrikak

3. Ellipszisek, hiperbolak és kupszeletek

Az ellipszisek, hiperbolak és kupszeletek metrikus konstrukciok.

Egy Wj;Fn,Fz = {P :

2a = |d(F,P) — d(P,F,)|}

EQy &)y , := (P : 2a = d(F,P) + d(P,Fy)}
halmazt ellipszisnek neveziink, ha Fi, F, fix
pontok, a fokuszok, és f := d(Fy,F»)/2 < a.
A kér olyan ellipszis, amelyre f = 0. Az F\F,
szakasz C metrikus kdézéppontjat az
metrikus centrumanak mondjuk.

a
6d1F| )

halmazt hyperbolanak hivunk, ha Fy, F, fix pon-
tok, a fokuszok, és 0 < a < d(F,F,)/2 = f. Az
F\F, szakasz C metrikus kézéppontjat a Hy . ..

metrikus centrumanak mondjuk.

)
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Egy Cﬁw = {P : od(¢,P) = d(¢, F)d(F,P)|}
halmazt kipszeletnek neveziink, ha ¢ egy fix
egyenes, a direkirix, az F ¢ ¢ egy fix pont,
a fokusz, és o > 0. Egy kupszelet elliptikus,
parabolikus vagy hiperbolikus aszerint, hogy
o<d(,F),o=d(, F)vagy o > d((,F).

Angol
2017. 02. 21.



Projektiv metrikak

4. Klasszikus metrikak ellipszisei és hiperbolai

Klasszikus geometriak kvadratikus modelljeinek vetitése adja a klasszikus projektiv metrikakat.

A vie: Ry — R méretfiiggvény olyan, hogy
v()S" ! izometrikus az r > 0 sugari K!
metrikus gombfellilettel.
vetité fliggvény hozza létre a fi.: Expy(rw) —
e (r)w geodetikus kapcsolatot.

LB o[ v [ e [ ]
H" —1 | sinhr | tanhr | o
R" 0 r r 00

ST®") || +1 | sinr tgr | ©/2

A we: [0,i) — Ry

Itt a természetes médon azonositottuk a 7oK} és R” tereket,
és w € 8"! ebben a kett6s értelemben szerepel.
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Folklor tény. A klasszikus projektiv metrikak
ellipszisei és hiperbolai is kvadrikak.

Bizonyitas. (Csak hiperbolikus metrika ellipszisére. Lasd [11].)
A kvadratiukus H2 = {(x,y,2) : x2 + y* —z2 = -1, z > 1} modelloen
ametrika d(p,q) = cosh™!(p,q) és k = —1. Legyenf > 0 és a > f,
tovabba F. = (sinh(xf),0, coshf). Akkor C = (0,0, 1).
Barmely P = (x,y,z) € 831F7 Fe C H2 ponthoz van olyan 7 € [0,f],
hogy
att=dFs,X)= cosh™! (+xsinhf + zcoshf),
Ennek cosh-a azt adja, hogy

coshacosht + sinhasinht = cosh(a + ) = zcoshf F xsinhf,

amiért cosht = zcoshf/ cosha és sinh7 = —xsinhf/ sinh a. Ebbdl
2 2

Z X

cosh? a/ coshzf N sinh? a/ sinhzf

=cosh? t — sinh? 1=1

kovetkezik, igy
lanhzf _ cosh? a _ 1= 1anh2f

tanh2a coshzf T 1-tanh?a’

2_2

A P pont C-centruml (w,r) poléarkoordinatajat hasznalva P =
(sinh  cos w, sinh r sin w, cosh r) adddik, amibdl

1 _ cos? w sin? w
sinh? (w)  sinh?a  (tanh? a — tanh? f) cosh? a -
Altalaban ellipszisre és hiperbolara is
1 _ cos? w . sin? w
RO@) i@ W@~ g ()1 - 0@) -
2017. 02. 21.



Projektiv metrikak 5. Projektiv metrikak kvadratikus gombokkel

Mely projektiv metrikakra teljesil, hogy gy, sok vagy az dsszes altala meghatarozott kor,
ellipszis vagy hiperbola kvadratikus?

v

Hilbert a geodetikusokat rendelte a 1-rendli (lineéris) gorbékhez. Ez a probléma az ellipszist és hiperbolat rendelné a 2-rendli
(kvadratikus) gorbékhez.
Definicié. (KA 2015).
Valamely ¢ € [0, 1) U (1, o) szamra egy d projektiv metrikat erésen e-kvadratikusnak mon-
dunk, ha minden a > 0 és olyan F,, F, pontokra, amelyekre ea = d(F,,F,), az SZ;FI,FZ
ellipszis vagy ‘H;Flfz hiperbola kvadratikus.
Erésen kvadratikusnak nevezzuk a metrikat, ha erdésen e-kvadratikus minden € > 0 esetén.
Véqgul egy metrika gyengén kvadratikus, ha van egy kvadratikus ellipszise vagy hiperbolaja.

W

Ha egy projektiv metrika Riemannian-féle, akkor a harom klasszikus geometria egyike.

A Riemmann-feltétel szerint minden infinitezimalis gémbfeliilet kvadratikus, vagyis ez az infinitezimalisan erés 0-kvadratikussag.

Egy Minkowski-metrika akkor és csak | Egy Hilbert-metrika akkor és csak akkor Bolyai
akkor euklidészi, ha egy gémbfeliilet | hiperbolikus metrikdja, ha egy gémbfeliilet
kvadratikus. kvadratikus.

Angol
Kurusa A. (SZTE TTIK Bolyai Intézet) 5/7 2017. 02. 21.



Projektiv metrikak

6. Kvadratikus projektiv metrikak

Egy Minkowski-metrika akkor és csak
akkor euklidészi, ha egy ellipszis
kvadratikus.

v

Egy Minkowski-metrika akkor és csak
akkor euklidészi, ha egy hiperbola
kvadratikus.

<

Nyitott kérdések. O Egy gyengén kvadratikus projektiv metrika klasszikus?
kvadratikus projektiv metrikak klasszikusak? @ Az er6sen kvadratikus projektiv metrikak

klasszikusak?

Egy analitikus Hilbert-metrika Bolyai hiperbo-
likus metrikdja, ha egy 1/ V3-nal nagyobb ex-
centricitasu ellipszis kvadratikus.

v

Varhato tétel. (KA & KJ 2017, [14]).

Egy analitikus Hilbert-metrika Bolyai hiperbo-
likus metrikéja, ha egy V3-nal kisebb excen-
tricitasu hiperbola kvadratikus.

v

0 Az &

v

Egy Hilbert-metrika akkor és csak akkor Bolyai hiperbolikus metrikaja, ha két infinitezimalis

kore kvadratikus.

v
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Projektiv metrikak 7. Kupszeletek projektiv metrikaban

Egy Mikowski-metrika akkor és csak | Egy Mikowski-metrika akkor és csak akkor eu-
akkor euklidészi, ha van kvadratikus kup- | klidészi ha van egy centrélszimmetrikus kup-
szelete. szelete.

Ha egy Minkowski-metrikdnak van nem parabolikus kvadratikus kupszelete, akkor az centralszimmetrikus, igy a bal oldali tétel kdvetkezik
a jobb oldalibél a nem parabolikus esetben. Minkowski-metrikakban a centralszimmetrikus kipszeletek ellipszisek!

Egy Finsler-sokasdg akkor és csak akkor euklidészi, ha minden ellipszis egybeesik két
olyan elliptikus kupszelettel, amelyek fokuszai az ellipszis két fokuszaba esnek, és minden
elliptikus kupszelet egybeesik egy olyan ellipszissel, mellyel k6z6s fékusza van.

Ez és a klasszikus geometriak erds kvadratikussaga igazolja, hogy a klasszikus geometriak kézill egyedil az euklidészi geometria olyan,
hogy minden kupszelete kvadratikus.

Varhaté tétel. (KA, 2017, [12]). Varhaté tétel. (KA, 2017, [13]).
Hilbert-metrikdban nincs kvadratikus | Hilbert-metrikaban nincs olyan kupszelet, amely
klpszelet. ellipszissel vagy hiperbolaval esne egybe.

V.

Nyitott kérdések. Mennyire hatarozzak meg a projektiv metrikdkat mas metrikus kon-
strukciok? @ Mi a helyzet a regularis poligonokkal? (Korchméros 2016, Potenza) @ A

Ptolemaiosz-egyenldtlenség csak a klasszikus metrikakra teljestl? [10] @ stb. v

”
Angol
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Projective metrics 1. History and theoretical basis

Determine every continuous and complete metric on the projective space P" of dimension
n, that satisfies the strict triangle inequality and has an open neighborhood {X : d(P, X) < o}
of every point P. Treat them thoroughly.

Let D be the support of such a projective metric. Then there are exactly three cases:
hyperbolic (D ¢ P* \ R" convex), parabolic (D =P" \ R"), and elliptic (D =P").

Construction (Busemann 1961, [3]; based on Blaschke’s extension [2] of the Crofton-formula [7])

Let 1 be a quasi pozitive® “measure” on the manifold of the hyperplanes.
Let the length of a curve be the measure 1/2 of the set of intersecting hyperplanes.

Busemann’s construction gives all the projective metrics.

Busemann [5]: ... [Hilbert] was not aware of the immense number of these metrics, so that the second part of the problem ... has
inevitably been replaced by the investigation of special, or special classes of, interesting geometries. "

3Not necessarily positive everywhere, however for any non-collinear triple ABC of points the “measure” of the hyperplanes intersecting

the double egde AB U BC is positive and the “measure” of those hyperplanes passing through B is zero.
Hungaran
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Projective metrics 28E: ples: Hilbert, Mir i and elliptic metrics
Hilbert metric. dy, : H x H — R is defined by

du(X,Y) = 0, fX=Y,
T T U Inx, v Hy Hy), WX # Y,

where H is an open, strictly convex, bounded do- oH
main in R” and HyHy = H N XY.

Y Minkowski metric. d;: R" x R" — R is defined
7 by dr(X,Y)=(Y,Iy; X), where I, the indicatrix, is
Iy Y an open, strictly convex, bounded, centrally sym-
T metric domain in R” and Ixly = 7x N XY.
X

Elliptic metric. d: P xP" — R is defined by d(X, Y)=arccos [(OX, OY)|, where the points
of P" are the diagonal point pairs of S" and (-, -) is an Euclidean metric of R"*!.

y

Among all projective metrics with compact spheres those of Hilbert and of Minkowski are
the only ones such that any isometry of one geodesic on another or itself is a projectivity.*

4It is an affinity in case of Minkowski metrics.
Hungaran
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Projective metrics 3. Ellipses, hyperbolas and conic curves

Ellipses, hyperbolas and conic curves are metric constructions.

Aset&, . = (P :2a=d(F,P)+dP,F))
where F1,F2, the focuses, are fixed points and
f = d(F\,F,)/2 < a, is called ellipse. The
ellipse is called circle if f = 0. The metric mid-
point C of the segment F F;, is called the met-

a
ric center of & . 1. .

7,{41

Fi.F>

A set WjF B, = AP 2a = |d(F\,P) — d(P, F>)l},
where F; and F,, the focuses, are fixed points

and 0 < a < d(F,F,)/2 = f, is called hyper- 5
bola. The metric midpoint C of the segment F,F, /

is called the center of ‘i-{“};FhF2

¢ Fe— Aset S, := (P : d((,P) = d(¢,F)d(F,P)|},
C where ¢, the directrix, is a fixed straight line,
eRE p F ¢ ¢, the focus, is a fixed point, and o > 0,
/// is called conic curve. A conic curve is el-
L {i\ --17 F liptic, parabolic, or hyperbolic, according to
NN e o < d{,F), 0o =d{F)oro > d{F), re-

N £l spectively.

Hungaran
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Projective metrics

4. Ellipses and hyperbolas of classic metrics

Projecting the quadratic modells of the classic geometries gives the classic projective metrics.

The size function v,: R, — R is such that
v(S™! is isometric to a metric sphere of
radius r > 0 in K!. The projection function
ue: [0,1,) — R, makes geodesic correspon-
dence by fic: Expy(rw) = u(rw.

LB o[ v [ o [ |
H" —1 | sinhr | tanhr | o
R" 0 r r )

S" (P || +1 sinr tgr /2

Here we identified the space 7oK} with R” by the natural way,
and used w € S"~! in both senses.

A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 4/7

Folkloric fact. Ellipses and hyperbolas of the
classic metrics are quadratic curves.

Proof. (Only for ellipse of hyperbolic metric. See [11].)
In the quadratic model H? = {(x,y,2): 22 +y2 -2 =-1,z21) the
metric is d(p,q) = cosh"!(p,q) and k = 1. Fixf > 0and a > f, and
let F1 = (sinh(%f), 0, coshf). Then C = (0,0, 1).
For any point P = (x,y,z2) € Sf“,? P C H2 there is a ¢ € [0,f] such
that _1 .
a+t=d(Fs,X)=cosh™ (xxsinhf + zcoshf),
Taking cosh gives

coshacosht + sinhasinht = cosh(a + ) = zcoshf F xsinhf,

hence cosh = zcoshf/ cosha and sinh 7 = —xsinhf/ sinha. Hence
2 2

Z X

2 o2
- =cosh” t — sinh” t=1
cosh? a/ coshzf sinh? a/ sinhzf

follows, and so 2, 5 2,
tanh”f cosh®a 1 - tanh”f

tanhZa coshzf T l-tanh?a’

2
=X

Using the C-based polar coordinates (w,r) of P, we have P =
(sinh r cos w, sinh r sin w, cosh r) , which results in

1 _ cos? w sin? w
sinh? r(w)  sinh?a  (tanh? @ — tanh? f) cosh® @ -
In general for ellipse and also for hyperbola:
1 _ cos? w sin? w
RO@) @) @ - 2N - k@)
Hungarian
21/02/2017



Projective metrics 5. Projective metrics with quadratic spheres

Which projective metrics are such that orne, many or all of its spheres, ellipses, or hyperbo-
las, are quadratic?

v

Hilbert assigned the geodesics to the 1-st order (linear) curves. This problem would assign the ellipses and hyperbolas to the 2-nd order
(quadratic) curves.

Definition. (AK 2015).

A projective metric d is called strongly e-quadratic for an € € [0, 1) U (1, o) if for every a > 0
and pair of points F, F,, such that ea = d(F}, F»), the ellipse 83;1,1 el hyperbola szFl,Fz is
quadratic.

It is called strongly quadratic if it is strongly e-quadratic for every & > 0.

Finally, we say that it is weakly quadratic if it has a quadratic ellipse or hyperbola.

If a projective metric is Riemannian, then it is one of the three classic geometries.

By the Riemmannian condition every infinitesimal sphere is quadratic, i.e. this is strong 0-quadraticity infinitesimally.

A Minkowski metric is Euclidean if and | A Hilbert metric is Bolyai’s hyperbolic metric if
only if it has a quadratic sphere. and only if it has a quadratic sphere.

Hungarian
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Projective metrics

A Minkowski metric is Euclidean if and
only if it has a quadratic ellipse.

6. Quadratic projective metrics

An analytic Hilbert metric is Bolyai’s hyper-
bolic metric if and only if it has a quadratic
ellipse of eccentricity larger than 1/v/3.

A Minkowski metric is Euclidean if and
only if it has a quadratic hyperbola.

An analytic Hilbert metric is Bolyai’s hyper-

bolic metric if and only if it has a quadratic
hyperbola of eccentricity smaller than V3.

v

Open questions. @ Is a weakly quadratic projective metric classic? @ Are the e-quadratic
projective metrics classic? @ Are the strongly quadratic projective metrics classic?

V.

A Hilbert metric is Bolyai’'s hyperbolic metric if and only if it has two infinitesimal spheres

that are quadratic.

V.

A. Kurusa (Bolyai Institute, University of Szeged) 6/7

Hungarian

21/02/2017



Projective metrics 7. Conic curves of projective metrics

A Mikowski metric is Euclidean if and | A Mikowski metric is Euclidean if and only if it
only if it has a quadratic conic curve. has a centrally symmetric conic curve.

If a Minkowski metric has a non-parabolic quadratic conic curve, then it is centrally symmetric, so the theorem on the left follows from the
theorem on the right for the non-parabolic case. In Minkowski metrics centrally symmetric conic curves are ellipses!

A Finsler space is Euclidean if and only if every ellipse coincides with two elliptic conic
curves such that their focuses are the two focuses of the ellipse, and every elliptic conic
curve coincides with an ellipse such that they have a common focus.

<

This and the strong quadraticity of the classic geometries imply that among classic geometries only the Euclidean geometry is such that
all conic curves are quadratic.

Expected theorem. (AK, 2017, [12]). Expected theorem. (AK, 2017, [13]).

A Hilbert metric does not have quadratic | A Hilbert metric has no conic curve that coin-
conic curve. cides an ellipse or hyperbola.

v

Open questions. How much a projective metric is determined by other metric contructions?
@ How about regular polygons? (Korchmaros 2016, Potenza) @ Ptolemaic inequality holds

09)

only in classic metrics? [10] @ etc. ~

Hungarian
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