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Projektiv metrikak ellipszisei 1. Projektiv metrikak

Adjuk meg és osztélyozzuk az n-dimenzids P" val6s projektiv tér valamely D részhalmazan
értelmezett azon metrikékat, melyek teljesitik a szigord haromszdg-egyenlétlenséget.

4

Harom osztaly van: elliptikus  parabolikus hiperbolikus
D kiterjedése: | D =P" D=P"\R" D ¢ P"\ R" konvex
fébb metrikak | gémbi | Minkowski-féle Hilbert-féle
Busemann-konstrukcio (Busemann, 1961, [3]); crofton-formula [6] Blaschke-kiterjesztése [2]

Legyen u egy kvazi pozitiv' “mérték” a hipersikok halmazan
Gorbe hossza := 6t metsz6 hipersikok halmazanak u-mértéke/2.

A Busemann-konstrukcié minden projektiv metrikat eléallit.

Busemann [4]: "... It is clear from Hilbert's comments that he was not aware of the immense num-
ber of these metrics, so that the second part of the problem ... has inevitably been replaced by the
investigation of special, or special classes of, interesting geometries.” .

1 Nem feltétlendl mindentitt pozitiv, de barmely nem kollinearis ABC pontharmasra az AB U BC halmazt metsz hipersikok “mértéke”
pozitiv, a B ponton atmend hipersikok “mértéke” pedig nulla.
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Projektiv metrikak ellipszisei 2. Metrikus ellipszis, hiperbola és kupszelet

Az 83;F1,F2 :={P:2a = d(F,,P)+d(P, F,)} ponthalmazt, ahol F,
és F, a (fokusz)pontok és a > d(F, F,)/2, metrikus ellipszis-
nek, F; = F, esetén metrikus kérnek nevezzik.

Az F|F; szakasz C metrikus felezépontja az &, . centruma.

A ‘HjﬂF2 :={P :2a = |d(F,,P) — d(P, F,)|} ponthalmazt, ahol F,
és F, rogzitett (fokusz)pontok és 0 < a < d(Fy, F»)/2, metrikus
hiperbolanak nevezzUk.

Az F|F, szakasz C metrikus felezépontja a (HZ:FI,FZ centruma.

s A Cg;” = {P : od((,P) = d(¢, F)d(F, P)|} ponthalmazt, ahol F
(fokusz)pont, ¢ (vezér)egyenes és o > 0, metrikus kupszelet-
nek? nevezzilk. Ezt aszerint nevezzik elliptikusnak, parabo-
likusnak illetve hiperbolikusnak, hogy o < d(¢{,F), o = d({,F)
vagy o > d((, F).

Kérdés. Milyen projektiv metrikakra teljesil, hogy metrikus
) : vagy kvadratikus? J

2Taméssy és Bélteky igazolta [17, 18], hogy egy Finsler-tér akkor és csak akkor euklidészi, ha @ metrikus ellipszisei egybeesnek az el-
liptikus metrikus kupszeleteivel, vagy, @ metrikus hiperbolai egybeesnek a hiperbolikus metrikus kipszeleteivel. Masfel6l G. Horvath
és Martini bizonyitotta [8, Proposition 1 és Proposition 2], hogy ha egy Minkowski-sik indikatrixdban szakasz van, akkor a metrikus
ellipszisek (hiperbolak) és elliptikus (hiperbolikus) metrikus kipszeletek osztalya nem esik egybe.
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Projektiv metrikak ellipszisei 3. Projektiv metrikak kvadratikus gémbokkel

Ha geodetikusan kapcsol6dé Riemann-terek egyike konstans gérbliletli, akkor mind az.

Kévetkezmény. Ha egy projektiv metrika infinitezimalis gémbjei kvadratikusak®, akkor az
elliptikus, euklidészi, vagy Bolyai-féle.

w

Minkowski-metrika Hilbert-metrika
Az adr: R" xR" — R flggvény, melyre Az ady: H x H — R figgvény, melyre

dr(x,y) = inf{d > 0 : (y —x)/d € I} PR {0,

1 o ’
ahol 7, az indikatrix, egy nyilt, szigorGan 3ini@.q:x.p)l|. hax #y,
konvex, kdzéppontosan szimmetrikus, kor- | ahol H egy nyilt, szigordan konvex halmaz
latos tartomany az R” térben. az R” (n > 2) térben és pqg = H N xy.

v

Ha egy Minkowski-metrika valamely | Ha egy Hilbert-metrika minden “elég kicsi”
metrikus gémbje kvadratikus, akkor a| metrikus gbémbje kvadratikus, akkor a
metrika euklidészi. | metrika Bolyai-féle.

hax =y,

v

3Ezt a tételt elészor Nagy Péter emlitette nekem.
Ezek a Riemann-féle projektiv metrikak, melyek Beltrami tétele szerint konstans gérbiletliek.
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Projektiv metrikak ellipszisei 4.K

g iak ellig

Az n-dimenziés konstans « € {-1,0, 1}
gorbulett K! terek v,: Ry, — R
méret fliggvénye azt adja meg, hogy
az r > 0 sugarl geodetikus gém-
bk mekkora sugaru euklideszi gémbbel
izometrikusak. A u.: [0,i) — R,
vetité fliggvény pedig a fi,: Exp,(rw) —
1w leképezéssel® geodetikus kapc-

solatot hoz létre, vagyis
Kr | «

VK ‘ /’LK ‘ lK ‘
H" —1 | sinhr | tanhr | o
R" 0 r r o |

S*(P") || +1 | sinr tgr | m/2

Az &, , CK; metrikus ellipszis egyenlete a centrumaban felvett (w, r) poldrkoordinatakkal

1 _cos*w . sin® w
(r(w)  via)  ((a) — 2O - k(@)

Klasszikus geometriak hiperboldi is kvadratikusak [14], igy [17, 18] kovetkeztében a klasszikus ge-
ometriak kupszeletei csak az euklidészi esetben lehetnek mind kvadratikusak.

[13].

SitweslesarT, oK teret azonositottuk az R” térrel.
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Projektiv metrikak ellipszisei 5. Ellipszises projektiv metrikak

Ha egy projektiv metrika megfeleld metrikus ellipszise
kvadratikus, akkor klasszikus geometria metrikaja?

v

Ha egy Minkowski-metrikus sik valamely metrikus ellipszise kvadratikus,
akkor a metrika euklidészi.

Elérehaladott szami-
tasok [13] azt lat-
szanak igazolni, hogy
amennyiben egy
Hilbert-metrikus

e(p;,) konvex siktartomany
valamely elég nagy

Ay metrikus  ellipszise
kvadratikus, akkor az
Bolyai-metrikus
ellipszis.
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Projektiv metrikak ellipszisei 6. Hiperbolas és kupszeletes projektiv metrikak

Ha egy projektiv metrika megfelelé metrikus hiperbolaja
kvadratikus, akkor klasszikus geometria metrikaja?

Ha egy Minkowski-metrikus sik valamely metrikus hiper-
bolaja kvadratikus, akkor a metrika euklidészi.

A bizonyitas az ellipszisnél hasznalt modszer adaptacidja.

Ha egy projektiv metrika megfeleld metrikus kupszelete®
kvadratikus, akkor az a metrika euklidészi?

Ha egy Minkowski-metrikus sik valamely metrikus kup-
szelete kvadratikus, akkor euklidészi.

A bizonyitds a megfelel6 affin egyenlet, majd a koordinatak
kiszamitasa utani nem teljesen trilkkmentes szamolas.

6Tudjuk, hogy [8, Theorem 1 és Theorem 4], hogy Minkowski-sikon az elliptikus metrikus kipszelet konvex gérbe, a hiperbolikus
metrikus kupszelet két konvex gorbe, eldbbi pontosan akkor szigorian konvex ha az indikatrix is szigortan konvex, utébbi pedig
ha tartalmaz egy szakaszt, akkor az indikatrixban is van szakasz. Tovabba [8, Theorem 5], szerint Minkowski-sikon a parabolikus
metrikus kipszelet konvex gérbe, mely pontosan akkor tartalmaz szakaszt, ha az indikatrixban is van szakasz.
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