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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 1. Kelj Fel Jancsi megismerése 1.1. Jancsi tulajdonsagai és triikkje

Kelj Fel Jancsi tulajdonsagai

A Kelj Fel Jancsinak (innentdl egyszerlien Jancsinak)
vizszintes sikon (példaul asztal lapon)

@ cegyetlen stabil egyensulyi helyzete van (ahogy a képen),

@ egyetlen instabil egyensulyi helyzete van (forditva, mint a

képen),

A Jancsi éppen ezek miatt érdekes jaték, hiszen
egyensulyi helyzeteiben barmilyen kis mozgasi ener-
giat kapva vagy egyensulytalan helyzeteiben magara
hagyva a stabil egyensulyi helyzetébe mozog, vagyis
mindig felkel.
A Jancsi trikkje az, hogy a stabil helyzetbeli legalsé
pontja (a kek rész)

@ egy gombsapka,

@ ami joval sulyosabb mint a tobbi része.
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 1. Kelj Fel Jancsi megismerése 1.1. Jancsi tulajdonsagai és trikkje

Amitol a Jancsi felkel

Nyugalomban [évo test egyensulyban van, ha a témegkézéppontja az alata-
masztasi pontjan atmeno figgoleges vonalra esik. Ez a helyzete
@ stabil, ha barmely iranyu csekély kimozditas hatasara emelkedik a tomegkézeppont, és
@ instabil, ha valamely iranyu kis kimozditas hatasara nem emelkedik a tomegkdzéppont,
hiszen kimozditdsa miatt rendre no illetve csbkken a helyzeti energiaja.

A Jancsi also részének sulya joval nagyobb minden tObbi része 0sszesitett
sulyanal, ezért a tomegkdzeppontja a kek gombsapka szimmetria-tengelyén,
a sapka gombolyl részéhez kozel esik.

@ Egyensulyi helyzeteinek alatamasztasi pontjai ezért csak fell-
letének a szimmetria-tengellyel vett metszetei lehetnek.

@ Az a stabil egyensulyi helyzet, amelynél a tomegkbzéppont az
alatamasztasi ponthoz kdzelebb van, mig a masik instabil.

@ Altaldban a Jancsi helyzeti és mozgasi energiaja mindaddig
egymasba alakulgat, ameddig a Jancsi nem kerul nyugalomba
a stabil egyensulyi helyzetében. A Jancsi mechanikai energia-
jat a gordulési surlodas fogyasztja, igy ez be fog kdvetkezni.

(Elvben a Jancsi kaphatna pont akkora mozgasi energiat, amely az instabil helyzetébe 16kné ...)
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 1. Kelj Fel Jancsi megismerése 1.2. Hip-hip-hiip, Jancsi-triikk!

Jancsi trukkjét hasznosito eszkozok

Vitorlazas

Kotéltanc Kinai szobraszat
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.1. Mono- és mono-mono-statikussag

Eszrevételek és egy tétel
Figyeljuk meg, hogy

@ ha egy targy egy vizszintes lapon van, akkor a lap a targy egy érintd sikjaban van,

@ egy targy tdOmegkdzéppontja mindig a konvex burkanak belsejében van, ezért a
tdmegkbdzéppontjanak a konvex burok minden érintdjétdl mért tavolsaga pozitiv,

@ atdmegkdzéppont s tAvolsaga egy adott irdnyban |évo és arra merdleges érintotol
f az irany folytonos fliggvénye, és

@ mivel az iranyok halmaza kompakt, és kompakt halmazon folytonos faggvény fel-
veszi szélsoértékeit, az s fliggvény felveszi legkisebb és legnagyobb értékét.

Teétel. Ha egy targy konvex burka nem gémb, akkor van legalabb egy stabil
es egy instabil egyensulyi helyzete.

Bizonyitas. Ha egy targy s fliggvénye nem konstans, akkor az s fliggvénynek van mini-
mum- és maximum-helye. Ha ezeket az iranyokat a targyhoz régzitjik és ugy tesszik a
targyat egy vizszintes sikra, hogy az eldbbi vagy utébbi merdleges legyen a sikra, akkor az
eldbbi esetben stabil, az utébbi esetben pedig instabil helyzetbe keril a targy. Elég tehat
belatni, hogy az s fliggvény akkor és csak akkor konstans, ha a targy konvex burka gémb,

tdmegkdzéppontja pedig annak kdzéppontja. Indirekt eljarassal ez kdnnyen igazolhato.
u
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.1. Mono- és mono-mono-statikussag

A fogalom és a problema

Definicio. Egy targyat mono-statikusnak hivunk, ha vizszintes sikon egyet-
len stabil egyensulyi helyzete van. Mono-mono-statikusnak nevezzuk, in-
stabil egyensulyi helyzete is csak egy van.

A Jancsi tehat egy mono-mono-statikus targy, mely igazolja, hogy a téte-
linkben szerepld becslésben egyenldség is lehetséges. Jancsi konstrukcidja
és tétellnk bizonyitasa alapjan tovabbi mono-mono-statikus targyak készithetdk agy, hogy
egy szigoruan konvex testben a tdmeget ugy osztjuk el, hogy a tomegkdzéppontnak az
érintoktol vett tavolsaga pontosan egy-egy érintonél legyen minimalis, illetve maximalis.

Kérdés. Van olyan egyenletes sulyeloszlasu (homogén) konvex targy,
amelynek csak egy stabil és csak egy instabil egyensulyi helyzete van?

Jancsitrikkje erre nem valaszol, de a ,szokasos” targyak kozt sem talalunk
valaszt, hiszen a téglanak 6 stabil és 8 instabil, a hengernek 2 stabil és oo
instabil, a kipoknak legalabb 2 instabil egyensulyi helyzete van, stb. stb. stb..
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.2. Sikban nincs mono-statikussag!

Sikbeli konvex tartomanyok egyensulyi helyzetei |

Minden kérlaptdl kiilbnbb6zo konvex siktartomanynak legalabb két stabil
egyensulyi helyzete van.

Bizonyitas. Tekintsiik az O tdmegkdzéppontnak a $ tartomany érin-

toitol mért tavolsagat, mint a #(«) érintd (cos a, sin «) nor-
malisanak a — s(a) fuggvényet. Legyen tovabba o(«)
a normalis talppontjahoz a #(«) érinton legkdzelebbi érin-
tési pont tavolsaga az O ponttdl.

Ha o(a) a o (lokalis) szélsdértéke, akkor a 1

t(a) érintd merdleges az O pontbdl az érintési +

pontba huzott egyenesre, tehat s(a) = o(a). s(a) Ha)

Ha s(a) az s (lokalis) szélsdértéke, akkor a t(a) Oe¢ ola) -\ 4
érintd a normalis talppontjdban érinti a B tarto- O o) T~

manyt, tehat o(a@) = s(a).

Ebbol kdvetkezik, hogy ha a az s-nek akkor és csak akkor szélsoérték-helye, ha p-nak is
szélsoérték-helye.
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.2. Sikban nincs mono-statikussag!

Sikbeli konvex tartomanyok egyensulyi helyzetei Il

Sot, mivel s(a) < o(a@) minden a esetén érvényes, azt kaptuk, hogy
@ ha a a o maximum-helye, akkor az s-nek is maximum-helye,

@ ha a az s minimum-helye, akkor a p-nak is minimum-helye.

Lehet egy a@ az s-nek maximum-, a po-nak mini- Ha)
mum-helye? Tételezzik fel, hogy ez a helyzet.
@ Mivel o(@) minimélis és B konvex, a t(o) @ \
érintési pontjanak kozelében $ hatara a
t(a) €s az O kbzéppontu, o(a) sugaru C kor s(a)
koze esik.

@ Mivel s(a) maximalis, az a-hoz elég kbdzeli
minden S esetén a #(8) érintd metszi a C-t. 0O O

Ugyanakkor, ha y € (8, @), akkor a t#(y) érintd csak a #(B3), #(a) érintok és a C kor kdzbtti
pontjaiban érintheti a B tartomanyt, ami lehetetlenné teszi, hogy #(y) messe a C kort. Ez
az ellentmondas igazolja, hogy ha a az s-nek maximum-helye, akkor a p-nak is maximum-
helye. Korabbi kdvetkeztetéslnk alapjan pedig kimondhatjuk, hogy

a o ugyanott és ugyanolyan szélsoértékekkel rendelkezik, mint s.
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.2. Sikban nincs mono-statikussag!

Sikbeli konvex tartomanyok egyensulyi helyzetei Il

Tegyik fel innentdl, hogy
az s flggvénynek a [—n, rr) intervallumban egyetlen minimum-helye ay;,.
valamint tegyUk fel az x-tengely valasztasa miatt éppen apni, = —7.

Mivel az s folytonosan fligg az a sz6gtél és 2x-periodikus, s rendelkezik maximum-hellyel is
a [—m, ) intervallumban. Legyen s...x €S smin aZ s legnagyobb és legkisebb értéke.

Tegyuk fel, hogy s a [—x, ) intervallum a; < a, pontjaiban is felveszi az s..x értéket.
Minthogy az s-nek csak egy minimum-helye van, az [a,, a,] intervallumon nem lehet Ujra
minimum-hely, ezért s az (a4, a,] intervallumon konstans s,,., értéku.

TegyUk fel, hogy m < a, — a;. Ekkor az x-tengellyel a; széget bezard ¢ egyenes felsd félsik-
janak metszete a B tartomannyal egy om.x = Smax Sugaru félkérlap, mig az also félsikjanak
B-vel vett metszete e félkdrlap masik fele altal lefedett, mert o azon a részen sem lehet
nagyobb, mint o.x, de a o(—m) = o(@min) = Smin = Omin €rt€K annal biztosan kisebb.

B

Smax Smax

Smin Smin

-7 a a, T —7T ar T
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.2. Sikban nincs mono-statikussag!

Sikbeli konvex tartomanyok egyensulyi helyzetei IV

Tehat a, — a; < m, és igy az s fuggvény a [—x, x] intervallumon azzal irhaté le, hogy a
[—7, a1] intervallumon szigoruan monoton ndvekedd, az [a,, a,] (esetleg egyetlen pontot
tartalmazd) intervallumon konstans s... értékll, az [a,, ] intervallumon pedig szigoruan
monoton fogyd, valamint s(£7) = spin.

a; @ Minthogy o ugyanott és ugyanolyan szélsdértékekkel

Omax || rendelkezik, mint s, a o figgvény ugyanazokkal a jel-
lemzdkkel rendelkezik, mint s, amiért o grafikonja az

P a-tengellyel parhuzamos minden egyenest pontosan
két pontban metsz, melynek a o-tengellyel vett p met-

Omin szete az (0min, Omax) iNtervallumba esik. Jeldlje ezen

7 B, metszetek abszcisszajat a, < .

TekintsUk azt az f: [omin, Omax] — R flggvenyt, melyre f(p) = B, — a,. Vilagos, hogy f
folytonos, f(omin) = 27 €S f(omax) = @ — a1 < m. Folytonos fliggvény Darboux-tulajdonsagu,
ezért 1étezik olyan p € (Omin» Omax), Melyre f(p) = «.

Ez azt jelenti, hogy az x-tengellyel «, szOget bezaro ¢, egyenes olyan, hogy minden az
O tdmegkdzépponton atmend ¢ egyenes a B tartomanyt az ¢, felso félsikjaban hosszabb
szakaszban metszi, mint az £, also félsikjaban.
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.2. Sikban nincs mono-statikussag!

Sikbeli konvex tartomanyok egyensulyi helyzetei V

g Eszerint a 8 tartomany és az {, felso félsikja metsze-
tének az O tdmegkdzéppontra vett kdzéppontos tUkor-
képe lefedi a B tartomany és az ¢, alsé félsikja metsze-
tét, mégpedig ugy, hogy biztosan vannak a tikoérképnek
olyan pontjai, melyek nem esnek 8-be, mert

—Q

Q(_ﬂ') = Q(a’min) = Smin = Omin < Omax-

Ez ellentmond annak, hogy O a tdmegkdzéppont, és az tétel igazolast nyert.
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.3. Térben van mono-mono-statikussag is!

Mono-statikus konvex poliéderek |

Habar semelyik tetraéder sem mono-statikus (Dawson, 1985), azért létez-
nek mono-statikus konvex poliéderek.

El0sz6r 1969-ben mutatott Conway és Guy
egy mono-statikus konvex poliédert. Ez egy

19 lapu levagott végl henger, melynek ke-

resztmetszete kinai legyezére emlékeztet. \ AN
Sokaig az volt az elfoga- Sokan keresnek ke-
dott vélekedés, hogy nin- vesebb lapd mono-

csen olyan mono-statikus
konvex poliéder, amely-
nek 19-nél kevesebb lapja
lenne, de Bezdek Andras dertlt, hogy az is-
2011-ben eldallt egy mind- mert mddszerek nem
0ssze 18 lap altal hatarolt vezetnek eredmenyre
mono-statikus gulaval. (Minich, 2012).
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.3. Térben van mono-mono-statikussag is!

Mono-mono statikus konvex test: a Gomboc |

e Homogén mono-mono statikus testet nem nehéz késziteni,
— amit a baloldalon lathaté Barba-papa is mutat. Konvex
mono-mono-statikus test készitése mar joval bonyolultabb.

Az elsO mono-mono-statikus konvex testet Arnold biztata-
sara Varkonyi Péter és Domokos Gabor fedezte fel 2006-
_ ban. Ez a Gombdc!

Az egyelore nem ismert, hogy létezik-e mono- _ &
mono-statikus konvex poliéder. f g)
Varkonyi és Domokos azt sejtik, hogy van

ilyen, és sok lapja van, mert azt vallaltak, hogy J
10000/k dollart fizethek a mono-mono-statikus

konvex poliéder elso felfedezbjének, ahol k a -

reménybeli mono-mono-statikus konvex poli-
éder lapjainak szama. A Gomboc
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi 2. Mono-statikus homogén konvex testek 2.4. Természetben mindketto elofordul

Mono-mono-statikussag a termeészetben

T e —

Lapos teknovel kbnnyebb asni, de sokkal nehezebb talpra allni...
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi : Fogalmak és tételek

Nem definialt fogalmak listaja |

kompakt halmaz: korlatos zart halmaz;

konvex halmaz: barmely két pontjanak szakaszat is tartalmazza a halmaz;
konvex gorbe: egy konvex ponthalmaz hatarolé gérbéjének 6sszefliggo része;
konvex burok: a ponthalmazt tartalmazé 6sszes konvex halmaz metszete;
gombsapka: barmely sikkal kettévagott gdmb mindkét darabija;

tomegkozéppont: az a pont, melybdl a test pontjaiba mutaté vektoroknak a végpont-
jukban [évd tdmeggel sulyozott 6sszege nulla;

folytonossag: egy leképezésnek az a tulajdonsaga, hogy barmely P ponthoz tarto
barmely pontsorozat pontjainak képei a P képéhez tartanak;

@ simasag: egy tartomany hatara szakaszonként sima, ha véges kivételtdl eltekintve
minden pontjdban egyetlen érintdje van és az folytonosan fligg a hatarponttdl;

normalis (merbleges): olyan egységnyi vektor, amely merdleges a birtokosara;

homogén: egyforma, azonos; a sulyeloszlas homogén, vagyis egyenletes egy targy-

ban, ha a targy barmely darabjanak sulya aranyos e darab térfogataval;

@ periodikus: egy valds f flggvény periodikus, ha van olyan pozitiv p szam, melyre
f(x + p) = f(x) minden x esetében;

@ Darboux-tulajdonsag: egy valds f fiUggvény Darboux-tulajdonsagu, ha minden x < y

és fo € [f(x),f(y)] esetén van olyan z € [x, y], melyre f(z) = fo;
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi : Fogalmak és tételek

Nem bizonyitott segedtetelek |

Tétel. Ha a konvex B test egy O pontja konstans s tavolsagra van a test minden érintojétol,
akkor B az O pont kértili s sugartu gémb. J

Bizonyitas. Legyenek a B test 08 hataranak M és M olyan pontjai, melyekre d(G, M) =
maxpeys d(G, P) és d(G,M) = minpeys d(G, P) (ilyenek léteznek, mert konvex test hatara
kompakt). Mivel az M és M pontok szélsdértékhelyek, a B testnek az M és M ponto-
kon atmend érintdi rendre merdlegesek a GM és GM egyenesekre, amiért s = d(O, M) <

d(0, M) = s. Eszerint d(G, P) = s minden P € 48 pontra.
=

Tétel. Egy homogén targy témegkdzéppontjan atmend minden sik felezi a targy térfogatat. J

Bizonyitas. Mivel sulyozott kbzepek sulyaik szerinti sulyozott kbzepe éppen a teljes rend-
szer sulyozott k6zepe, a testnek a sik kiilbnb6z06 oldalara esd részei tdomegkdzéppontjaba
a test tdomegkdzéppontjabol mutatd vektorok dsszege nulla, vagyis ezen vektorok egymas

ellentettjei, ami azt jelenti, hogy sulyaik egyenloek.
u
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi : Referenciak
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi : Referenciak
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi : Referenciak
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GOMBOC: Az igazi Kelj Fel Jancsi : Referenciak
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