Modell médszer az integral-geometriaban

KURUSA ARPAD*

Szinapszis. Ramutatunk a differencidl-geometriai modellek alkalmazdsdnak
lehetdségeire a Gelfand—Helgason tipusu integrél-geometria tertiletén.

1. Kodszontés

Mindenekel6tt nagyon koészondém a meghivast és a lehetdséget, hogy az
orszag egyik legnevesebb egyetemén az engem mostandban érdeklé matematikarol
beszélhetek.

Kilon koszonom Béacsé Sandor és Nagy Péter kozremiikodését, és remélem,
hogy ez az el6adas csak az els6 1épés az intézeteink kozott Nagy Péter személyében
mar amugy is 1étez6 kapcsolat egyiittmiikodéssé valé tovabbfejlesztésében.

A kovetkezOkben arrdl fogok beszélni, hogyan jelentek meg a differencidl-
geometriai modellek a modern, Gelfand-Helgason tipust integral-geometridban.

2. A problémakor attekintése

A Gelfand-Helgason tipusu integral-geometriaban olyan integral-transzformé-
ciokat vizsgdlunk, ahol az integralas az alapsokasdg alacsonyabb dimenziés al-
sokasagain torténik.

A felmeriilé problémdak legtébbje leirhaté az el6szér Gelfand altal vizsgdlt
diagrammal (1. &bra), ahol a Z = {(x,y) : © € y} incidencia-sokasdg az X és az
Y sokasagok felett is principdlis fibralt nyalab a

x(z,y) == és Ty (z,y) =y

Eléadas, Debrecen, 1996. februar 15., 17:00-17:50.
AMS Subject Classification (2000): 44A0.
* Az OTKA F/016226-0s OTKA pélyézat tdmogatdsaval a debreceni kollégék felkérésére

Kézirat. actaform© FYX Bt 12/8,/2004.
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projekcidkkal. A vizsgalt integral-transzforméciok, vagy mai neviikén Radon
transzforméciok, a fibrumokon értelmezett p, és p, mértékekkel a

Rf(y) = / G () X R
R F(y) = / vty () FY R

képletek szerint értelmezettek. Megfigyelhet6, hogy R és R* definicidja teljesen
analég és R*R az X-en értelmezett fiiggvényeket ugyancsak X-en értelmezett
fliggvényekbe képezi.

A

TG TG

1. abra

A diagram legegyszeriibbnek tiin példdja az R™ n-dimenziés Eukliedeszi téren
definidlt Radon transzformécid, melyre X = R™ és Y = G(k,n) a k-dimenzids
hipersikok Grassmann-féle sokasaga. A természetes mértékek ekkor a klasszikus
Radon transzforméaciot definidljak, melynek &ltalanositdasaibdl indult ki a maéra
elméletté terebélyesedett vizsgalatok legtobbje.

Természetesen igen sok matematikai konstrukciéban vizsgalhaté hasonld
modon keletkez6 integrél-transzformacié. Komoly kutatasok igyekeztek kvalitativ
valaszt adni arra a legfontosabb kérdésre, hogy milyen mértékek esetén invertalhato
a klasszikus és mas diagramokhoz tartozé Radon transzformacio.

Erre vonatkozdan jelentds eredményeket hozott a mikrolokdl-analizis alkal-
mazasa, melyet Guillemin javasolt. Ezen eredmények immaéar a konvex geometria
tertiletére is behatoltak, mivel az invertalhatdsagot a mértékekre szabott meglepGen
gyenge feltételekkel is garantaljak.

A sziikséges feltételek ilyen gyengesége mutatja, hogy az invertalhatésagban,
és igy az egész Radon transzformacié viselkedésében a diagramban szerepld terek,
kiilonosen az incidencia-sokasag szerkezete igen jelentOs.

A kvantitativ eredmények mindezideig alapvet&en a diagram specifikumainak
megértésébol indultak ki. Minden teret, amelyen inverzformula felirdsa, vagy
a transzformacié részletesebb megértése volt a cél, kiilon-kiilon kellett vizsgélat
targyava tenni. Ezen a teriileten Helgason neve érdemel feltétlen emlitést.
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Sok kiilénbozo tér esetében azonban a kapott formuldak nagyon hasonlénak
mutatkoztak. Az ezek altal sugallt analégia azonban a hittérben maradt, mikézben
mind nyilvanvalébbé valt az incidencia-sokasédg szerkezetének meghatarozé fontos-
saga.

Magam voltam, aki néhany évvel ezel6tt a Bolyai sikon szamolgatva a Radon
transzformacidval felismertem, hogy az igen bonyolult incidencia-sokasag vizsgélata
helyett, érdemesebb a terek egymaéshoz valé viszonyaval foglalkozni.

Mara a probléma ilyetén megkozelitése az alabbi “filozéfiai” tételben foglal-
haté Ossze:

Két incidencia-sokasdg lényegében azonos, és igy a definidlt Radon transz-
formdcick viselkedése is megegyezik, ha az éket meghatdrozo alsokasdg-rendszerek,
mint sokasdgok egymdsban modellezhetdek.

Nem vitas, hogy a legtobb fogalom ebben az allitasban egyaltalan nem jol
definidlt. Egy hasonlé értelmii de matematikailag korrekt allitdshoz tisztazni kel-
lene a hasznélt fliggvénytereket és az incidencia-sokasagok hasonlosagat is.

Mindazonaltal ez az elgondolds mar munkaképes kutatasi programokat képes
indukalni, amelyekre az aldbbiakban fogunk latni példakat.

2. Konstans gorbiiletii Riemann terek

A Kklasszikus Radon-transzformaciot konnyen altaldnosithatjuk, ha az in-
tegralokat az egyenesek helyett geodetikusokon vessziik. Ilyen altalanossdg mellett
a gémbi Radon transzformacié az els6 1épés, a masodik pedig a negativ konstans
gorbiiletli sokasagok vizsgalata. Az eredetivel egyiitt ezt Osszeségében gy mond-
hatjuk, hogy a (totdlisan geodetikus) Radon transzformdcié vizsgdlata konstans
gorbiiletit tereken.

Felismerve, hogy a konstans gorbiiletli terek geodetikusai a projektiv modell-
ben egybeesnek, bebizonyitottam, hogy a konstans gorbiiletii tereken vett Radon-
transzforméciék egymaésbol szamolhatdak, amit a kdvetkezd tétel ir le.

Tétel. Legyen f € L*(R™) és g(i— ' (z)) = f(x)(1+r|z[?)4D/2, ahol ji a konstans
gorbiilett terek kozti geodetikus-tarto vetités. Ekkor

Reg(f='(€)) = V1 + KIEPRF(E),

ahol ¢ € G(d,n), és k = —1,0,+1 és R, a k konstans gorbiiletdi téren vett
totdalgeodetikus Radon transzformdcid.
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E kapcsolat révén barmely téren elért eredmény atvihetd barmely masikra, igy
a messze legtobbet vizsgalt Eukliedeszi eset tudasanyaga a tobbi térre is ismertté
valt. Sajnos Beltrami tétele szerint ilyen geodetikus kapcsolat 6rokiti a konstans
gorbiiletet, igy ez az egyszerii megkozelités egyszerre ellotte teljes municiéjat.
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