Korrekcidk és kiegészitések a

‘Bevezetés a geometriaba’

cimi konyvhoz

KURUSA ARPAD

Kivonat. Sajnos minden kényvben vannak hibak és hidnyossagok, akdrmennyire

gondos is az el@allitas, hiszen — bar ez elvi ellentmondéasnak tiinik egy véges

sok karaktert tartalmazé kényvben :-) — hiba és kiegésziteni valé minden javitas

utédn marad minden kényvben.
Ebben a dokumentumban az eddig felfedezett hibak és hidnyossagok,

valamint kiegészitések vannak.

Kérem, hogy aki barmely silyossidga tovabbi hibat is talal e kényvben,

azt jelezze a kurusa@math.u-szeged.hu elektronikus levelezési cimemre.

1. Korrekciék

A hiba helyét egy a® vagy ap alakt koordinata adja meg, melyek jelentése:

ab,
Qp,

az a sorszamu oldalon feliilr6l sorban a b-edik sorban,

az a sorszamu oldalon alulrél sorban a b-edik sorban.

Régebbi adatokkal valé kompatibilitas érdekében b < 0 esetén a’ := a_y.

hely

it

1311

1312
1317

hiba — javitdsa 16°
rajzolja — rajzolta 16716
7= 20°¢
ellentmondasmentesség — el- 2172
lentmondés-mentesség (végig)

AC és BD — BC és DA 2371
nyitot — nyitott

hogy amennyiben a — hogy a 2413
Kongruencia tétel 2512
— Kongruencia-tétel 27t
(F,Q) = (P, Q") 2771
kongruencia tétel 2910
— kongruencia-tétel 355

kiviili — kiviil

az PQ egyenes — a PQ) egyenes
L az pont — L az a pont
tétele mindkét — tétele miatt
mindkét

egyenes parhuzamosak — egye-
nes parhuzamos

SZorzasi — szorzas

az Q— — a @ —

az To6 — aTpG

az Tp6 — aTp6

A e tétel — E tétel

az ToS — a Tp6

Ver.: 2015:05:20:13:32 © Kurusa A. (2015.03.31 — 2015)



362
36°

36°

3922
39°°

40~8
4078
417°
4312
4313
4613
467

50°
5113

51—12
52—15
5315
53711
5412
552
567
56°
583
587
583
59fejl.

6010

az H(0) = a (0)
osztoviszony tarté — osztovi-
szonyt tartod

valamint egy tetszéleges a kép-
tér — valamint a képtér
centralis — centralisan
sajatértékének — sajatértékei-
nek

inverziik — inverzeik

alakiak, — alakiak.

az Tp6 — aTp6

megadja és — megadja, és
teljesiilnek — teljesiil
mindegyik — mindegyike
minden a nyitott — minden nyi-
tott

ekvivalencia relaci6 — ekviva-
lenciarelacio

esik — essen

lépésrél-lépésre — 1épésrél 1é-
pésre

atmegy — atmenne
ekvivalencia relaci6 — ekviva-
lenciarelacio

paritaruk — paritasuk
végezziik a — végezziik, a

a XilXiz — azZ XilXiz

Pasch axioma — Pasch-axioma
poligonok, a — poligonok a

es$ pontja — esd, pontja

mert, ha — mert ha

metszheti — metszhetné

— \section{Euklidészi metrika}
tg) és — tz) és

d(P,Q)+ — (d(P,Q)+

1.6 Torott ... — 2.1 Euklidészi
metrika (61 és 63 oldalon is)

E és F helyett rendre F, és F,

7114
72!

736
73—12
73710

746

75!

77—11
770
798
7913
7914
7916
872
89°
924
96+

96!

merdélegessége — merdleges

az ,csak akkor” — a ,csak ak-
kor”

a ,akkor” — az ,akkor”
belatashoz — belatasahoz
Vegyiik — Vegyiink

merdlegek — mer6legesek

az TpS — a Tp6

irdnyvektora n — irdnyvektora,
n

tiikrozések — tiikrozések.
hagyja mikézben — hagyja, mi-
kozben

hagyja mikézben — hagyja, mi-
kdzben

izometria, minden — izometria
minden

Fixpont tételek — Fixpont-
tételek

vagy a — vagy

akkor elébbi — akkor az elébbi
maésrészt — masfelsl

amelyre — amelyekre
igazolasadhoz, legyen — igazola-
sdhoz legyen

az tételt — a tételt

tipusai — tipusa

eljarni — eljarni.

identikus — identitas

szorzata. — szorzataként.
szorzatara — szorzata

vannak a — vannak, a

abraban hy — c4

, mondjuk, — , mondjuk
vannak elrendezve — helyezked-
nek el

valamint szigorian monoton —
torlendd
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9817
99~ 7
100!
102715
1088

10914
111~ ™

1132
11516

1157

118!
1207
1227

12210

12210
123°
1258

125%°
1282
12813

1343
1353

13510
1378
13770
13810

13878

u pedig — v pedig

A, B,C — ABC

A, B, C — ABC

kiilon kiilon — kiilon-kiilon
egy olyan ugyanolyan — egy
ugyanolyan

(-1)-szeresét — (-1)-szeresére
tekintsiink — tekintsiik
kapcsolatok, — kapcsolatokat,
Gallai-Sylvester tétel — Gallai—
Sylvester-tétel

a Q pont — a P pont ezutdn
az egész bizonyitdsban @ helyett
PZ-J‘ haszndlandé — az dbrdban
18

tiikrézése — tiikrozésének
homotécia, és — homotécia és
hogy — ha

haromszogekben — haromszog-
ben

1evs, < — 1évs <

a (A1 — az (A

metszéspontja, mint — metszés-
pontja mint

egymas. — egymast.

tébb mint — tobb, mint
ponthalmazt, méasodrendi —
ponthalmazt masodrend
ponthalmaz, a — ponthalmaz a
ez a tétel és bizonyitdsa a
133. oldali elsd tétel utdn kellene
kovetkezzen

ay? — az y?

azt —at

els6 két abraban S — S
baloldali 4braban — AT, YT,
XT és XY pirossal

a 81 — az Si

139!
13913
141°

141!
14278
142712
144"
144"
14413
1462
1477
14777

14776

14815

14814

14813

148713

149!
1494
152273
1547
1547

1546
15475

155712
15579
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alap-sikkal — sikkal

metszi — metsz

baloldali 4bran — F5 feljebb, X
jobbra, A; jobbra fel, Ay balra
fel, ICq le, S balra

Tehét, a — Tehat a
kipszeletet — kupszeletnek
pontjanak — pontjainak
mondjuk, az — mondjuk az
eredménye, — eredménye.
teljes sor — torlendd
egyenlGszari — egyenld szara
kisebb mint — kisebb, mint
kor pontosan — kor, a szakasz
végpontjaitol eltekintve, ponto-
san

szakasz két végpontja derékszog
— szakasz derékszog

hiszen — hiszen az A’ = CD N

BB’ pontra
L dA0) . d(ALP)
helyette: AC.B) — aPBE")

d(A’,P) _ d(A’,P) _ d(A’,D)
d(P,B) ~ d(B,P) _ d(D,B)"

Ezzel — Eszerint d(A".C)

d(C,B)
d(D,C)
d(D,B)—d(C,B) — d(C,B)’

— d(A0)
bizonyitottuk, a — bizonyitot-
tuk. A
kor melyek — kor, melyek
kér melyek — kor, melyek

amivel

igy téglalap — igy a téglalap
érintéket és a — érintSket, a
szOgét mindig — szogét pedig
mindig

meg. Az — meg, ezért az

a tételt bizonyitja — bizonyitja
a tételt

az® —ad

az® —-ad
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1556
15573
156!
15710
15713
1577°
15773
15817
15813
1602
16112
1672
1717
171!
1722
1724
1751
180'7

18113
1861
191t
19112

192!
192!
1937
196'2
19678
202"
202"
21773
2186
22010
223°

2257
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az® —ad

d — .

Azd - A D

ponto — pontot

oldalal — oldalak

allitunk — allitjuk

nevezziik — neveziink
hasonl6éan — hasonl6

végetlen — végtelen

al —vazl

az® —ad

ponton. — pontra.

ABB'B — ABB'A’

ABB'B — ABB'A’

ABB'B — ABB'A’

ABB'B — ABB'A’

ami — amit

merdlegesnek, irdnyvektoraik —
merGlegesnek, ha iranyvektoraik
fixponttétel — fixpont-tétel
fixponttételek — fixpont-tételek
0-dimenziésnak — 0-dimenzids
(1-dimenziés lapnak) — 1-di-
menziés lapnak

relacio, és ha — relacié. Ha
Lasd a 2.1 allitast.

masodikban — maéasodikba
azoban — azonban

ketté vagunk — kettévagunk
tobbszordsei — t6bbszordse
bizonyitas. — bizonyitésa.
belsején — relativ belsején
sem nem — sem

belseje. — relativ belseje.

— \section{Metrikus affin geo-
metridk transzformacioi}

— 6.1 Metrikus
affin geometridk transzformécioi

5.3 Konvex ...

230°
23617
2375

23817
23814
23813

2403
2427

24911
2644

2667

27479
28310

28314
28315
2844
2948
304°
3059,10
30510,11
3058

3061
30612

306

3067°

E és F helyett rendre Eg és Iy,
nem mas mint — nem mas, mint
Minkowski-féle — Minkowski-
féle.

euklidészi és — euklidészi, és
euklidészi és — euklidészi, és
Gram—Schmidt eljarasnak —
Gram—Schmidt-eljarasnak
altalanosabba — altaldnosabb
kovetkezik, ami vagyis — kovet-
kezik, vagyis

van. — vannak.

szubaditivitdas — szubadditivi-
tas

Gram—Schmidt eljaras —
Gram—Schmidt-eljaras

teriilet és — teriilet- és
Hahn-Banach tétel — Hahn—
Banach-tétel

egy egy — egy-egy

K pont : —» K :

gorbe — gorbét

logaritmus fiiggvény — expo-
nencialis fliggvény

Dedekind axiéma — Dedekind-
axioma

metsz6 ~, 3 — metsz6 ~, 3, 168
metsz6 ~, 3 — metszd ~, 3, 168
normélisa, 30 — normaélisa, 30,
62

ellentmondasmentesség —
ellentmondas-mentesség (végig)
tipust, 235 — gémbszert, 235
Hahn—-Banach tétel — Hahn—
Banach-tétel

egyenlGszaria — egyenls szari
(végig)

egyenlGoldali — egyenls oldala
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(végig és eldbbi elé) 310° szabadszogé — szabad szogé
309~ beszirni: relativ belss (végig és eldbbi elé)

310° szabadvektoré — szabad vekto- 311° felter — féltér
ré (végig)

A fentieket magam és segitGkész emberek talaltak. Koszonom nekik, hogy nem
csak felfedezték, de meg is irtak nekem a hibékat.

2. Pétlasok

2.1. Allitas. (192') Ha egyetlen €l sincs befestve, akkor az dsszes lap ismerds az
6sszes tébbi lappal.

Bizonyitas. Vegyiik a tetszdleges 3-dimenzios P politop barmely két lapjat, ezeken
pedig egy-egy, egymastol kiillonb6zs Py és P, pontot. Ez a két pont és a politép egy
bels6 pontja egyiitt meghataroz egy S sikot. Ez a sik egy 2-dimenzios P’ poligonban
metszi a P politopot. A P’ poligon élei osszekotik a Py és P, pontot és végig a P

politép lapjain haladnak. Ez bizonyitja az allitast. -

3. Kiegészitések

3.1. Cimlapi abra

A konyv cimlapjan szereplS abra egy origd kézéppontu egy-
ségnyi sugari kor koré rajzolt szabalyos haromszogbdl induld
rekurziv rajzolas eredménye. Minden lépésben az utoljara
megkapott szabalyos n-szog koriilirt kore koré egy szabalyos

L\

(n+1)-szdget rajzolunk ugy, hogy egyik cstcsa az a-tengelyre
esik. Az abra alapjan indokolt az a feltételezés, hogy akar-
meddig is folytatjuk a rajzolast, a megrajzolt korok sugara
nem 1ép tul egy véges hatart.

Most azt fogjuk bizonyitani, hogy minden kor sugara kisebb mint kilenc.

Ha az n-szog koriili kor sugara ¢,_1, akkor 0,1 = g, cos (3—2) Eszerint a

02 := 1 meghatarozast elfogadva

02 0205  On-1 T o s . ( . (ﬂ))*l
—_— = ... = COS —~ COS —/...CO8 —, Vagyls O, = HCOS - .
On 0304  On 34 n Pl k
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6 Kurusa A.

Az vilagos, hogy a o, sorozat szigorian monoton névek-
v6, ezért a lim,, o 0, létezéséhez elég igazolni, hogy a
0n, sorozat korlatos.

o Akar tablazatkezelvel is kivitelezhetd kalkulacio

azt mutatja, hogy o, értékei sosem érik el a 9-et. Most
ezt fogjuk bizonyitani. Vilagos, hogy

2
cos:r:(:OSQEfsin2£ :17231112E >1fx—,
2 2 2 2
amelybdl
1 1 2 2k? w2
< 5 = = =1 +
cos(m/k) 11— % 2—(mw/k)?  2k% — x? 2k2 — 72

kovetkezik. Ezt a korabbi formulédnkkal 6sszevetve

. 2
lim o, < limy, s 0 HZ:erl (1 + ﬁ)

n=r00 [T, cos(m/k)
adodik minden m > 3 természetes szamra. Ugyanakkor

ﬁ (”%)fm’( Z %QLjﬂ)geXp( Z k2i/?’>2>

k=m+1 k=m+1 k=m+1

o
“oolis 3 (5w

2

~ew (T3 (. Z =) <o (T)

Az m = 172 esetben egy tablazatkezel6vel kiszamithato, hogy [],- 5 cos™(7/k) <
8,46 és exp ( 5 2) < 1,061. Eszerint

le on < 8,46 - 1,061 = 8.97606 < 9,

amely igazolja allitdsunkat. Precizebb szamolés azt mutatja, hogy lim,,_, ., 0, értéke
nagyjabol 8,6989 és 8,699 kozott van.

3.2. Konvex halmazok elvalasztasa

Bar a konyvben kozolt Hahn—Banach-tétel a létezd legélesebb feltételek mellett
biztositja a konvex halmazok elvalasztasat, az altalunk vizsgalt véges dimenzios
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KORREKCIOK ES KIEGESZITESEK A BEVEZETES A GEOMETRIABA KONYVHOZ 7

esetben geometriai bizonyitas is létezik, mely eszerint ugy is felfoghato, mint a
Hahn—Banach-tétel egy bizonyitésa véges dimenziés térben.

Egy halmazt zdrtnak neveziink, ha az elemeibdl képzett barmely konvergens
sorozat hatarértéke is a halmazhoz tartozik. Egy halmaz lezdrtjanak mondjuk azon
pontok halmazat, melyek az elemeibdl képzett valamely konvergens sorozat hatéar-
értékei. Egy H halmaz lezartjat H jeloli.

Vilagos, hogy konvex halmaz lezartja is konvex, hiszen ha K egy konvex halmaz
és K® K> e K, akkor léteznek rendre ezekhez konvergalé K¢ és K7 konvergens
pontsorozatok a K halmazban, melyekre tetszéleges A € [0,1] esetén a K = AK +
(1-MK & ltal adott K* sorozat elemei is a K halmazban vannak, és konvergalnak
a K = Ky +(1— )\)f(go altal adott K°° ponthoz, mely a konvergencia miatt
KC eleme.

3.1. Tétel. Ha két nem fdires konver halmaz metszete tres, akkor létezik olyan
hipersik, melynek eqyik zdart féltere az egyik, mdsik zdrt féltere pedig a mdsik konvex
halmazt tartalmazza.

Bizonyitas. Legyenek adottak a nem iires, idegen X és ) konvex ponthalmazok.
Legyen K :={K : Ko = Xp — Yo, X € X, Y € YV}. Ez egy konvex halmaz,
hiszen tetsz6leges 0 < A < 1 esetén

AKo + (1= NKp = A(Xo — Yo) + (1 = M) (X5 = Y5)
= (AXo + (1 = XN)X}) — (\Yo + (1 = NYY).

Vilagos, hogy O ¢ K, hiszen Op = Xo — Yo esetén X =Y kovetkezne.

Tegyiik fel elgszor, hogy O ¢ K. Ekkor az F.6 szakasz els§ tétele értelmében
van olyan H hipersik, amely elvalasztja az O pontot és a K konvex zart halmazt.

Most azt tegyiik fel, hogy O € K. Ekkor O € 9K = K\ K, amiért minden i € N
szdmhoz van olyan P; ¢ K pont, melyre d(O, P;) < 1/i. Az F.6 szakasz elsd tétele
értelmében tehéat van olyan H; hipersik, amely elvalasztja a P; pontot és a K konvex
zart halmazt. A H; hipersikok n; egységnyi normalisainak végpontjai a kompakt
egységgomb-feliileten helyezkednek el, ezért van olyan végtelen m;, részsorozat,
amely konvergens valamely n egységvektorhoz. Legyen H az az O pontot tartalmazé
hipersik, melynek n egy normalisa.

Ha a K,K € K pontok a H két kiilonb6zs nyilt félterében vannak, akkor
elég nagy j € N szamra a H;, hipersiknak is kiilonboz6 nyilt féltereibe esnek, ami
ellentmondas. Ez igazolja, hogy a H hipersik olyan, hogy egyik zart félterében
tartalmazza a K konvex zart halmazt.

Osszefoglalva: van olyan H hipersik, mely egyik H+ zart félterében tartalmazza
a K konvex zart halmazt, méasik H~ zart félterében pedig az O pontot.
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8 Kurusa A.

Legyen n a H hipersiknak az az egységnyi normalisa, mely a H* féltér-
be mutat. Ekkor {(Kp,no) : Ko = Xo — Yo, X € X, Y € Y} > 0, ami-
ért (Xo,no) > (Yo,np) minden X € X é Y € Y pontra. Minthogy ezen
egyenlStlenség mindkét oldala a masik egy-egy véges értéke altal korlatozott, a
bal oldal als6é és a jobboldal fels§ hatira véges egy-egy véges szam, melyekre
infxex(Xo,n0) > supycy(Yo,no). Legyen k ezen szdmok atlaga.

Az a H hipersik, mely atmegy a kno végpontjan és parhuzamos a H hipersik-
kal, nyilvan olyan, melynek l1étét a tétel allitja. -

Ha a 3.1 tételben az egyik konvex halmaz nyitott, akkor a bizonyitasban
szerepld K halmaz is nyitott, igy a bizonyitasban adédo H hipersik ugyan tovabbra
is tartalmazhatja az O pontot, de K teljes egészében a H hipersik egyik nyilt
félterébe esik. Ebbol adodik a Hahn—Banach-tétel konyvben (283. oldalon) megadott
geometriai alakja.

Kurusa A, Szegedi Tudomanyegyetem TTIK, Bolyai Intézet, Geometriai Tanszék Szeged,
Aradi vértanuk tere 1 e-mail: kurusa@math.u-szeged.hu
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