Projektiv-metrikus Réntgen-transzformaciok
azonositasa
Projektiv metrikak hatarmerevsége

Kurusa Arpad

http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa

Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet, Magyar Tudomanyos Akadémia
https://www.renyi.hu/
Bolyai Intézet, Szegedi Tudomanyegyetem
http://www.math.u-szeged.hu/

M Rzay 1(PQ) = dm(P, Q) 0
N

Az Uj tételek Odor Tiborral kdz6s munka eredményei.
A munkat az NKFIH tdmogatta a K 116451 és KH_18 129630 szamu projektekkel.
BME Matematikai Intézet G ia inariuma, Budap 2019. marcius 5, 10:30
A multimédia-tartalomhoz Adobe PDF Reader sziikséges.



http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa
https://www.renyi.hu/
http://www.math.u-szeged.hu/
https://users.renyi.hu/~geza/GeoSzem/
http://get.adobe.com/reader

Projektiv metrikak hatarmerevsége

1. Radon-transzformacié 1.1. Altalanos definicié

Altalanositott Radon-transzformacioé definicidja

Legyen S, az R" tér S,,, hiperfellileteinek
egy halmaza, ahol w € S"! és t € [0, ).
Az § = Uyt Si halmazt virdgnak, az
S... hiperfellleteket sziromnak nevezziik.

Az S minden elemén integralhat6é f: R" —
R fliggvény Radon-transzformaltja
RS’J(‘U’ 1= Igwtf(x)ﬂw,t(x) dx,

ahol dx a szirom természetes felszin-
mértéke, a ., suly pedig egy szigortan
pozitiv folytonos fliggvény a szirmon.
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A “klasszikus” F%,HV1 Radon-transzformaci6 es-
etén a H,, = {x : (x,w) = t} szirmokbdl a
H = {H,, : w € S, t € [0,00)} virag all
0ssze, a suly pedig egyszer{ien 1.

H w,t

A “dudlis” Ry, Radon-transzformacié esetén
az S,; = {x : (tu, — x,x) = 0} szirmokbdl az
S ={S,,:we S, te[0,00)} virag all 6ssze,
a suly pedig eqgyszerlien 1.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 1. Radon-transzformacié 1.2. Jellemzés és azonositas
Jellemzés és azonositas ha a virag ismert

Invarianciakkal. [20] bizonyitotta, hogy az R,H,# Radon-transz-
formacidkban a u . Eltéré nézdpontbdl [10] egy kicsit altalanosabb ered-
ményre jutott. [21] igazolta, hogy a Ry, Radon-transzformaciokban
au . Ugyanezt forgasinvarians viragok esetére [11] bizonyitotta.

Kép altal. [7] bizonyitotta hogy az R,, Ho az
) — RH#f leképezés injektiv a kompakt tart6ju nem radidlis f disztriblcidk halmazan.

[22] megmutatta, hogy a u az Ry, f figgvénybdl, ha f egy kom-
pakt tart6ju nem radialis fliggvény. o

Dirac-teszttel. [16, 17] igazolta hogy egy R,
7 egy szorz6 erejéig az R, Pf fuggvenybol az f tartéjaban, ha az f
tesztfliggvényrdl tudjuk, hogy véges sok Dirac-mérték 6sszege. [4] altalanositotta

Natterer eredményét altalanos sulyokra.

Valaszthato tesztfliggvénnyel [11]. Egy konformalis Rg , Radon-transzformacié ismert
szimmetrikus viraggal , ha a kompakt
tartéju f € L*(R?) radidlis fliggvénynek nincsenek eltlind momentumai.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 1. Radon-transzformacié 1.2. Jellemzés és azonositas
Azonositas ha a virag ismeretlen

Invarianciakkal. [6] igazolta, hogy | Hatarmetrikaval. [14, 15]
a“ ” Radon-transzformacio éppen a | bizonyitotta, hogy az R" térben Rg1
meghatarozza az S viragot, ha a szirmok
operator. Mas nézépontbél ugyanez [9]. egy Riemann-metrika total-geodetikusai.
~ Tovabbi friss eredmények: [13, 18, 23].

Dirac-teszttel [11]. Ha a konformalis S virag
differencialhatd és nem 6nérintd, és F(w, r) =

Rs#f(a), r) ismert az ismeretlen f =", 6., +& Yo
fliggvényre, ahol ge L*(R") és Oy, a Dirac-mér- 7
ték az x; pontban, akkor az S virag meghata- oM

X
Felvetédik, hogy az dnérintés és a szir-
mok legfeljebb egypontos metszése fon-
tosabb szerepet jatszhat az azonositas-
ban mint azt a differencialhatésag lat-
ni engedi. Ez motivalta, hogy

rozhaté, és u,, .(x;) kiszdmithato, ha x; € S,

Valaszthat6é tesztfliggvénnyel [11]. Egy
konformalis Rs Radon-transzformacié is-
mert szimmetrikus sullyal rekonstrualhaté

CR7 CB I = 7 MRl e 61 L és jomagam vizsgalni kezdjik a projek-

e
pakt tartoju f € L*(R) radidlis faggvenynek | i, meyrikak fiiggését hatarmetrikajuktol
nincsenek eltlind momentumai. [12].
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikdak 2.1. Definici6 és példak

Az Euklidészi tér egy konvex, nem feltétlenll valédi M részhalmazan értelmezett folytonos
metrikat, melynek geodetikusai az M hurjai projektiv metrikanak' neveziink.

Beltrami tétele [3] szerint a Riemann-féle projektiv metrikék gérbilete konstans. )
ime két Finsler-féle, a quadratikus esetet kivéve nem Riemann-metrika.
//// \\ Y Minkowski-metrika. dr: R" x R"* — R definicidja
(/ ).(/QJ/. d;(X,Y) = (Y,Y;;X), ahol I, az indikatrix, az R" egy
3 Y nyitott, szigortan konvex, korlatos, centralszimmetrikus
X[\ e . . q P
N tartomanya, 7y az X-re szimmetrikus eltoltja, és X;Y; =
T IxNXY.
Hilbert-metrika. dy: M x M — R definiciéja Y
0, haX =Y, 4%
duX,Y) =
[In(X, ¥: Xp(, Yp0|/2, haX # 7Y,
ahol M az R" egy nyitott, szigorian konvex, korlatos Xu X IM

tartomanya, és XY = Mn XY.

A legtdbb projektiv metrika nem Finsler-féle.

Hilbert 1V-es problémajanak megoldasai [19, 1, 2, 24] szerint a projektiv metrikak el6al-
lithatok a , igy . l

1 Az elliptikus eset szandékosan maradit ki.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.2. Blaschke-Busemann-konstrukcio

Blaschke—-Busemann-konstrukcio |

Maz R" egy kompakt konvex nem Ures tartomanya. P* jeléli a P ponton athaladé hipersikok
halmazat. Egy u: 2™ — R, mérték p-tipusu ha R

@ u(P) =0 (u definit),
@ u(Uyepg X) > 0 (u pozitiv), és

@ 1(Uxerg X" N Uyegr Y*) > 0 (u szigord)
minden nem kollinearis P, Q, R € M esetén.

Blaschke-Busemann-konstrukcio [5]. Ha u: 2" — R, egy p-tipust mérték, akkor
d(P, Q) = p(Uxepg X*)/2 altal definialt d: Mx M — R, fliggveény egy projektiv metrika.

Proof. Ha u: 2" — R, egy p-tipust mérték, akkor @ miatt d(P, Q) = u(Uyxpg X*)/2 nem
negativ, és (@ miatt pontosan akkor tiinik el, ha P = Q. Raadasul @) miatt a

2d(P, Q) +2d(Q. R) = U XU U Y*) = uf U Z')+u({XY : X e PQAY € OR})

XePQ YeQR ZePR
= 2d(P.R) + ( U X' N U Y*) > 2d(P.R)
XePQ YEOR

haromszdg-egyenlétlenség is teljestl. Végil @) miatt d folytonos is.
[ ]
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.2. Blaschke-Busemann-konstrukcio

Blaschke—-Busemann-konstrukcio Il

Egy € polaritas a P ponton &tmend minden e hipersik e(e) pdlusat a P pont e(P) polaris hiper-
sikjara viszi, ezért az M-et elkerlld hipersikok pdlusainak M* konvex, nem ires korlatos
halmaza komplementer az M* hipersikjai p6lusainak halmazahoz.

NN
w@(P)
/ N
a 0
€(P)

Az e polaritas a PQ szakaszhoz az

ePQ) = |, 556X =y €0 =2 ECeP). €(Q)).
kétélet rendeli. Ezt a polaris p = €(P) és ¢ = €e(Q) hipersikok
hataroljak, és a Blaschke—Busemann-konstﬂggié u mértékére
(2.1) Ho e(E(e(P), €(Q))) = u(PQ).
A Blaschke—Busemann-konstrukcioban ez d(P, Q), ezért az M* komplementerén keresiink

megfeleld pozitiv u mértéket. A sikon az ebbdl ad6dé u o € automatikusan p-tipust mérték.

- “€(e)
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon

Hatarmetrika kiterjesztése projektiv metrikava I

A haromszég-egyenlttlenség miatt, mivel barmely nem elfajulé konvex O(PQRS) négyszog
X = PRN QS atlés pontja az M eleme, minden d: M x M — R, projektiv metrika teljesiti a
(2.2) d(P,R)+d(Q,S)—d(P,S)—d(Q,R) >0,
négysz6g-egyenlbtlenséget, ahol egyenléség akkor és csak akkor teljesil, ha O(PQORS) sza-
kassza fajul.

Kiterjesztési tétel [12]. Ha a folytonos, korlatos 6: OM x OM — R, metrika teljesiti a
(2.2) négysz6g-egyenlbtlenséget minden konvex, nem elfajulé, az dM-be irt O(PQRS) négy-
szdgre, akkor van olyan d: M x M — R, projektiv metrika, melynek 6 a megszoritottja.

Bizonyitasi vazlat. Konstrualni kell egy p-tipust uz: 2 — R, mértéket, amelyre 6(P, Q) =
#(Uxepg X™)/2 minden P, Q € dM esetén.
El6sz06r egy v halmazfliggvényt készitlink a sikon, ami generalni fogja a i o € mértéket.

q = €(0)

A dM minden PQ hurjara legyen
(2.3) V(E(e(P), €(Q))) := 6(P, Q).
Ez (2.1) miatt elkerilhetetlen. E@sg)
Az M*-et nem tartaimazé olyan kétéleket, .
amelyek hatarol6 egyenesei érintik az M*-et, p=eP) &P, q) (PO
tamaszkétélnek nevezzik.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon

Hatarmetrika kiterjesztése projektiv metrikava Il

Ha az A(ABC) haromszég p = AB = €(P), ¢ = BC =
€(Q), és r = CA = €(R) oldalegyenesei olyanok, hogy
&P, q), E(q,r), és E(r,p) is tamaszkétél, akkor a p, g, r
egyeneseken Kivil 2x, ,zc) = X P eg.n X e EMi-
att a (2.3) értelmében legyen
(2.4) v(A(ABQ)) := (6(P,Q) + 6(Q,R) — 6(P,R))/2.
Ez nem negativ a haromszdg-egyenldtlenség miatt. Az
ilyen haromszdgek a tdmaszharomszdgek.
Legyen O(ABCD) egy konvex négyszég, a p = AB
€(P), g = BC = e€(Q), r = CD = €(R), és s = DA =
€(S) oldalegyenesekkel. Ha &(p,q), E(q,r), &E(r,s),
és &E(s,p) is tdmaszkétél, akkor a O(ABCD) négyszdg
X =ACNBD,Y =pnr, és Z = gNs atlés pontjai
az A(YBC), A(ZDC), A(YAD), és A(ZAB) tAmaszharom-
sz6geket alkotjak, igy (2.4) értelmében legyen

2v(O(ABCD)) := v(A(YAD)) + v(A(ZAB)) — v(a(YBC)) — v(a(ZCD))

=6(P, Q) + 6(R,S) — 6(R, Q) — 6(P, S).

Ez nem negativ a négyszdg-egyenldtlenség miatt. Az ilyen négyszdgek a tdmasznégyszdgek.

(2.5)
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon

Hatarmetrika kiterjesztése projektiv metrikava lli

Legyen Q a tdmasznégyszdgek halmaza. Legyen a Q-t tartalmazé legkisebb félgy(rl R.
Ekkor R elemei olyan paronként diszjunkt, zart # poligonok uniéi, amelyeknek minden oldal-
egyenese az M* érintdje.

Mivel a P € R poligon minden oldalegyenese Legyen & az M* tartomany C ¢ M* ponton
az M érintbje, ezek a P poligont véges sok &thaladé r és g tamaszegyenesei ltal alko-
paronként diszjunkt Q € Q (i = 1,...,n) né- tott nem tamaszkétél. 82 ennek az a sikne-

gyszogre vagjak. Ezért legyen gyeda, melynek M* nem része. Legyenek s
(2.6) V(P) = Y, v(Q). és p az M* olyan parhuzamos tdmaszegye-
Mivel minden R € R halmaz paronként dis- nesei, melyek kozé esik a C pont. Csticsos
zjunkt, zart P, € R (j = 1,...,¢) poligonok savnak nevezzik az & és az s és p kozti
unidja, a v definidlasat ezzel zarjuk: sav Lc,; metszetét, tovabbd D., = r N s és
(2.7) Y(R) = 5i V(P). Be=anp.
+
8C
B‘?‘l 'CC;S

r

i

AII:t/uk hogy ves = v Ireys ahol Fic s ={R: R 5> R C L), kiterjesztheté mértékké L. -re.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon

Hatarmetrika kiterjesztése projektiv metrikava IV

A vc,, halmaz-fliggvény nyilvan additiv és o-szubadditiv is. A o-végességét kell igazolni.
LegyenekaD; € CD., ésB; € CB. (i = 1,...,0) pontok 4| ot

—_— _, —_— c
olyanok, hogy rendre CD., = iD;D., és CB,, = iB;B.

Legyen s; = €(S;) és p; = e(P;) az M* olyan érintdje, Bw b AiLC;S
melyre rendre D; € s; # r és B; € p; # q. Ha ezek

metszéspontjia A; = p; N s;, akkor UX, 0(4;B,CD;) = ™ <
O(ABCDy) és U2, O(A;B;CD;) = L. Eszerint ‘ i) p

Zves(Leyw) =2 lim ve, (B(ABCDy)) =2 lim v(O(ABx CDy))
= im (6(Pi, R)+6(Q, S)=6(Pi, $1) = 6(Q, R) =6(P, R) +6(Q, $)=6(P, §)=6(Q. R) <o,

ahol P = limy_e Py, S = limy_e0 Sk, ¢ = €(Q), r = €(R), p = €(P), s = €(S), és § folytonos.

A Caratéodory-tétel [8, Theorem 1.53] értelmében tehat a vc kiterjed egy o-véges uc.
mértékké az L., Borel-halmazainak o(Rc.,) o-gylrijére.

Vilagos, hogy uc.(0(ABCD)) = v(O(ABCD)) minden a R¢, gydriiben lévé o(ABCD) né-
gyszdégre, amiért minden uc., mérték egyforma értéket vesz fel minden a csucsos savjaik

metszetében 1évd O(ABCD) négyszdgre. Vagyis mindezen mértékek egyenléek a csucsos
savjaik kéz6s Borel-halmazain.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon
Hatarmetrika kiterjesztése projektiv metrikava vV

Eléz6ek alapjan a u mérték kdvetkezd definicié helyes: Egy adott B Borel-halmaz yu mértékét
ugy kapjuk, hogy feldaraboljuk kisebb részekre, melyek mar egy-egy Lc.; cstlicsos sdvba
esnek, aztan ezeknek a megfelel6 uc., altal adott mértékeit 6sszeadjuk.
A bizonyitas befejezéséhez mar csak ellendrizniink kell, hogy § annak a d projektiv metrika-
nak a hatarra valé megszoritasa, melyet a Blaschke—Busemann-konstrukcio készit a u
mértékbdl.
Legyen O(ABCD) egy tdmasznégysz6g a p = AB = €(P), ¢ = BC = €(Q), r = CD = €(R), és
s = DA = €(S) oldalegyenesekkel. Ekkor
O(P, Q) + 6(R,S) — 6(R, Q) — 6(P, S)
= 2v(0(ABCD)) = 2v¢,(Q(ABCD)) = 2uc.o(A(ABCD)) = 2u(A(ABCD))
=d(P,Q) +d(R,S) - d(R,Q) - d(P,S),
ahol az elsd és utolsd egyenléséget a (2.5) levezetés igazolja. Amennyiben Q — R és
S — P az iménti egyenléségben, akkor a ¢ és d folytonossdga az 26(P,R) = 2d(P,R)

egyenléségre vezet, ami teljessé teszi a bizonyitast.
[

A Caratéodory-tétel unicitasi részébdl nem kovetkezik a kiterjesztési tétellinkben szerepléd
projektiv metrika unicitasa, mivel a v definiciéjanak egyértelmiisége nem igazolt.
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon
A hatarmetrika meghatarozza a projektiv metrikat |

Hatarmerevség [12]. Minden projektiv metrikat meghataroz a hatarmetrikaja. J

Bizonyitasi vazlat. Egy d: Mx M — R, projektiv metrikahoz a Kiterjesztési tétel szerint
van olyan p-tipusi u: 2 — R, mérték, melyre d(P, Q) = u(E(e(P), €(Q))). Eszerint a d
meghatarozasahoz elegendd a u meghatarozasa a 6 hatarmetrikabol.

A (2.3), (2.4) és (2.5) formulak alapjan a Legyen Q a tamasznégyszdgek halmaza, R
u értékét a tamaszkétéleken, tamaszharom- pedig legyen a legsziikebb félgyr, ami tar-

szOgeken és tAmasznégyszdgeken talmazza. Ekkor az R minden eleme olyan

2u(E(E(P), €(Q))) = (P, Q), paronként dIS.Zjunkt zart poligonok umola;
., melyeknek minden oldalegyenese az M

2u(A(ABC)) = 6(P, Q) + 6(Q,R) — 6(P,R), és érintsje.

2u(0(ABCD)) Ezek a P poligont véges sok paronként dis-

=2(6(P, Q) + 6(R, S) — 5(R, Q) — 6(P, S)) zjunkt @ € Q (i = 1,...,n) négyszogre
adja, ahol P, O, R, S € OM. vagjak, ezért u(P) = i, n(Qy).
Mivel minden R € R halmaz paronként diszjunkt, zart #; € R (j = 1,.. ., {) poligonok uniéja,
uR) = ij:l H(P;). adédik. Ugyanakkor a u mérték o-véges minden L., csicsos savon,
igy ott meghatarozzak az R elemein felvett értékei a Caratéodory-tétel [8, Theorem 1.53]
unicitasi allitasa miatt. -
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Projektiv metrikak hatarmerevsége 2. Projektiv metrikak 2.3. Hatarmetrika a sikon

A hatarmetrika meghatarozza a projektiv metrikat Il

A hatarmetrika megszoritasaival élesitheté a hatarmerevségi tétel ... Legyen N egy kom-
pakt konvex tartomany az M belsejében, A pedig egy dsszefliggd nyilt iv a IM hataron.
Tébb eltérd mddon is lokalizalhatjuk a hatarmetrika

megszoritasanak hatésat . ..

Tétel [12]. Ad: Mx M — R, projektiv metrikat az N
tartomanyon meghatarozza hatarmetrikajanak az N
tartomanyt elker(ilé hdrokra valé megszoritasa. N

Tétel [12]. Ad: M x M — R, projektiv metrikét a \
M\ N tartomanyon meghatarozza hatarmetrikadjanak M

az N halmazt nem metsz6 hurokra valé megszoritasa.

A
Tétel [12]. A d: M x M — R, projektiv metrikat \
a ConvA tartomanyon meghatarozza hatarmetrikaja- M

nak az A ivrél indulé hurokra valé megszoritasa.
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@ Cim: Projektiv-metrikus Réntgen-transzforméaciok azonositasa
Kivonat: A tomografikus médszer kiindulé pontja az alkalmazott eszkéznek, vagyis maganak
a tomografikus transzforméaciénak az ismerete. A Rodntgen-sugarzas esetén ezt koran sikerilt
meghatarozni, de vannak olyan esetek, mint példaul a SPECT (single particle emission com-
puted tomography), ahol nem lehet az alkalmazott Réntgen-transzforméaciét elére meghatarozni.

Az &ltalanositott Radon-transzformaciok elméletében ezek az azonositasi problémak a megszo-
kottdl jelentésen eltéré matematikat igényelnek, és mara eljutottak a Riemann-metrikak hatar-

merevségi vizsgalatdhoz, melyet napjainkban leginkdbb a féldtani és ‘marstani(!)’ vizsgalatok
motivalnak.

Az eléadas gyors attekintést ad az azonositasi problémakrél, és beszamol az Odor Tiborral
végzett kdz8s kutatasrél a projektiv metrikak hatarmerevsége tekintetében.

O Title: Identification of projective-metric X-ray transforms
Abstract: The starting point of the tomographic method is the knowledge of the applied de-
vice, i.e. the tomographic transformation itself. In the case of X-ray radiation, this has been
determined early, but there are cases such as single particle emission computed tomography
(SPECT), where the X-ray transformation used cannot be predetermined.

In the theory of generalized Radon transformations, these identification problems require much
different mathematics than usual and have now reached the investigation of the boundary-metric
rigidity of the Riemann metrics, which is today motivated mainly by geological and ‘'marsologi-
cal(!)’ studies.

The presentation gives a quick overview of identification problems and reports on the joint re-
search with Tibor Odor regarding the boundary-metric rigidity of projective metrics.
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Az eldadas felépitése

@ Radon-transzformacio
o Altalanos definicio
o Jellemzés és azonositas

@ Projektiv metrikak
o Definicio és példak
o Blaschke—Busemann-konstrukcio

o Hatarmetrika a sikon
O Kiterjesztési tétel
@ Unicitasi tételek
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