Utoljdra mdédositva: Szeged, 2012. Mdrcius 28.

Korrekcidk és kiegészitések
az Euklidészi geometria konyvhoz

Sagnos minden konyvben vannak hibdk és hidnyossdgok, akdrmennyire gondos
az elddllitds. Ebben a dokumentumban ezek talalhatoak, pontosabban az eddig
felfedezettek, hiszen — bdr ez elvi ellentmonddsnak tinik egy véges sok karak-
tert tartalmazd konyvben :-) — korrigdlni és kiegésziteni vald minden javitds

utdn marad minden kényvben.

Kérem, hogy aki bdrmely siulyossdgu tovdbbi hibdt is taldl e kényvben, azt

jelezze a kurusa@math.u-szeged.hu elektronikus levelezési cimemre.

Korrekcidk az Euklidészi geometria konyvben

A korrekei6 helyét egy a® vagy as alaki koordindta adja meg, melyek jelentése:

a’, az a sorszami oldalon feliilr6l sorban a b-edik sorban,
ap, az a sorszamu oldalon alulrdl sorban a b-edik sorban.

Régebbi adatokkal valé kompatibilités érdekében b > 0 esetén a =% := ay.
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hiba — javitdsa

biztosit — teremt

két kiilonbozé — egy megjegyzés: Lasd a K.7. tételt.

P pont megelézi a P pontot — P pont megelézi a () pontot
irdnyitasidben — iranyitdsdban

nyfilt — nyilt

6\6" — &\67\¢

&* osztalyon — & U g halmazon

&* osztalyon — & U g halmazon

PR szakaszon —+ PR zart szakaszon

Q éQ, —Q_éQ,

Tekintsiitk — Valamely Q) € Q pontra tekintsiik

Ha ... hivjuk. — Torlendd.

paralelogramma. — paralelogramma, valamint minden nem az AB
egyenesre esd Z,T pontra BCZT akkor és csak akkor paralelogramma,
ha DATZ is paralelogramma.
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St és egy g egyenes idedlis pontjat ¢'. — S'. Egy g egyenes ¢
parhuzamossagi osztalyat a g egyenes idedlis pontjanak nevezziik.

g’ idedlis egyenesen — S ideslis egyenesen

g* idedlis egyenesen — S° idedlis egyenesen

egybeesik az S7 és Sy stkok — egybeesik az Sy és S3 sikok

S3 egyenes metszete —> S3 sik metszete

atmegy a P ponton és parhuzamosak — atmegy a () ponton és
parhuzamos

affin stk — affin tér

hiszen ez ez a pont — hiszen ez a pont

érdemes beszirni: — Vegyiik észre, hogy (P, Q) £ (R, S) akkor és csak

akkor, ha (P, R) X (Q, S).

pontot a jobboldali dbrén, amelyre — pontot (nem kollineédris P, Q, R
ponthdrmasra a jobboldali d4brdn ldthatd), amelyre

Q@ pontra és ... legyen Xp(n,Q) ... melyre — Tetsz8leges P pontra és
ra illeszkedd e egyenesre legyen Xp:N x e — e olyan, hogy

anlR R SQnJrl — (anbR) L (Sv Q’ﬂ+1)

pont. Tegylik —> beszirds: pont, és S € @17, valamint R € Q,,_17T,
mert a @, STR paralelogramma &tléinak M = RSNQ, T metszéspontja
azt mutatja, hogy T és a ); pontokat tartalmazd, az ST egyenes-
sel parhuzamos PQ egyenes az ST egyenes kiilonbozé oldaldn vannak.
Tegyiik

Az Xp monotonitdsa miatt ebbél P = Xp(0,R) = Xp(1,R) = --- =
Xp(n,R) = P kévetkezik — Az Xp els6 argumentuma szerinti szigord
monotonitdsa miatt ebbél P = Xp (0, R) = Xp(n, R) = P kovetkezik
Xp mésodik — Xp els6

coo=Xp(n,Q% és — -+ = Xp(n, Q") valamint

érdemes beszirni — Eszerint minden nem elfajulé PR szakasz esetén
pontosan egy olyan T pont van, amelyre (P,T) & (T,R). Ezt a T

pontot a PR szakasz affin felez6pontjdnak nevezziik. Korabban lattuk,
hogy ez az a pont, amely barmely PR 4tl6ji paralelogramma atléinak
metszete, ami lehetévé teszi, hogy a Desargues-tulajdonsag feltételezése
nélkiil igazoljuk, hogy minden PR 4tl6ji paralelogramma atléinak met-
szete ugyanazon pont. Ez a pont tehat definidlja az affin felezOpontot a
Desargues-tulajdonsag feltételezése nélkiil.

hatdra. — hatdra, ahol @ = J,cq Q<r = {Xp(¢,Q) : 0 < ¢ < Q}.

Minden A € R, és ... . — Athelyezés a -12. sorba ”"Ez igazolja ...” elé.
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annak tulajdonsdgai megmaradnak, vagyis Xp(\, @) szigorian monoton
fiige mind a A € R szdmtdl, mind a Q ponttdl, és Xp(A, Xp(u, Q)) =
Xp(A - p1,@Q). — annak monotonitdsa megmarad, vagyis Xp(\, Q)
szigoriian monoton fiigg mind a A € R szamtél, mind a @ ponttol.
Minden A € R és ... . — Beszurds K.13. Tétel, és , Eredményiink
érvényessé teszi kovetkezd definicionkat.” és maodositds: Definicié. Min-
den AeRés.... U’jsor.

Ez igazolja a kovetkez6 tételt. — A korabbiak figyelembe vételével e
definiciébol azonnal kévetkezik a kovetkezé tétel.

(1) ... . — Torlés. (Bizonyitdsat lasd K.16. Tétel)

(2) .... (3) .... — felcserélve dtsorszamozds: (1) ... . (2) ... .
(Bizonyitasat 1dsd K.14. Tétel)

Az eddigiek alapjan .... — Beszirds a sor elé: A szabad vektor valds

szammal valé szorzasa harmadik tulajdonsdgédnak bizonyitasahoz el6bb
a parhuzamos szel6k tételét altalanositjuk. K.15. Tétel. K.16. Tétel

a val6ssal valé szorzas bijektiv leképezés. — a kovetkezo tétel szerint
barmely P # @ pontok esetén az Xp(-,Q):R — PQ leképezés, melyre
A= Xp(A,Q), bijektiv.

akkor — akkor A+ pu =1 és

So ... To — végig helyettesiteni kellene: ToS ... ToT

A jelolés ... egymdshoz rendelése. —> tordini a szakasz végéig
parhuzamosak — parhuzamos

véges — torlendd

megegegyzik — megegyezik

képe az az a’z + V't = ¢ — az az agz + byt = ¢,

, mert —» , hiszen

ap(z —x0) + byt —yo) = ¢ — ap(z — o) +bp(t —yo) =0

tehat fi,.,)(A) = A — tehdt f(A) = A

— beszurni: El6bbi két tételiink értelmében minden koordinatatransz-
formécié alakja olyan, melyet el6bbi tételiink allit, de ennek forditottja
is igaz. Léasd Tétel K.8.

Nyilvanvald, hogy ... — egész mondat dtfogalmazdsa: Nyilvanvald,
hogy a ¢ tengelyes affinitds barmely tengelyén adott u vektor a
¢ sajatvektora, melyre p(u) = Au teljesiil a tengelyhez tartozé A
sajatértékre, és ez a A legfeljebb egyetlen tengely esetében lehet nem 1.
Vilagos, hogy ... — egész mondat dtfogalmazdsa: Eszerint egy tengelyes
affinitds pontosan akkor forditja meg az iranyitast, ha az egyetlen nem
1 sajatértéke negativ szam, igy példdul az affin tiikrozések is iranyitast
valtok.
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Két origoét fixen hagyo tengelyes — Két metszé tengelyli tengelyes

Ha az origdt fixen hagyé — Ha az affinitasok tengelyeinek metszete az
O pont, akkor valasszuk az O pontot origénak. Ha a

sor végére beszurando: és ha

ez a sor torlendd

Az O origét — Elb246 bekezdést folytatva: Az O origdt

Az O origoét fixen hagyo kozéppontos titkrozések — ezeket rendszerint 7o
jeloli — — Uj bekezdésbe: Az affin kozéppontos tiikrozések
transzforméciok. — transzformdciok. beszirds: Az O pontot fixen
hagyé affin kézéppontos tiikrézéseket rendszerint 7o jeloli.

A ¢ transzforméciot — A ¢ affin transzformaciot

minden R pontra — minden R ¢ PQ pontra

a tétel elé beszirds —> Definicibnkban a ¢ transzforméciora tett
affinitdsi megkotés elhagyhatd, ha olyan pontokra is definidljuk a ¢
leképezést, mely a PQ egyenesen van, példaul ugy, hogy R € PQ pont
esetén R’ € P'Q’ és valamely S ¢ PQ pontra RS || R'S’, ahol §" = ¢(5).
Ebben az esetben bizonyithatd, hogy minden S ¢ PQ pontra RS || R'S’
és ¢ egy affinités.

a nullat fixen tartja — az origdt fixen tartja

mint elemében — minden elemében

tipusi lesz és a sorrendtdl fiiggetlen. — tipusi és a sorrendtdl fliggetlen
lesz.

neveziik — neveziink

Metrikus — Darboux-metrikus

és \--- A miatt — és igy a Darboux-tulajdonsag miatt A--- A, amiért
hogy minden — hogy Darboux-metrika esetén minden

metrikus — Darboux-metrikus

at kell helyezni a 72. oldal aljdra és elé besziurni — Egy metrikat
Darbouz-tulajdonsdginak mondunk, ha tetszbleges nyilt PR szakasz
esetén minden A € (0,d(P, R)) valés szamhoz van olyan Q € PR pont,
melyre d(P,Q) = A. Egy Darboux-tulajdonsigi metrikat Darboux-
metrikdnak is neveziink.

felezdépontja — metrikus felezépontja

nevezziink — neveziink

bijektiven — torlendd

— torlendd

Ezek szerint, ha — Ha

= d(e(P), Q) — - =d'(p(P), Q)

utolsé allitds. — utolsé allitdsa.
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metrikus — Darboux-metrikus

d(0", X1_;) = o(X;) — Xi_; = (X))

V| — |vla

definitségnek — definitségének

alternativ bizonyitds — Minthogy a nullvektor norméja 0, f(0,0) = 0,
tehdt d = 0. Mivel f(x,y) = 1 megolddshalmaza gémbtipusi, minden
az origdn atmeno egyenessel pontosan két kozos, egymdssal ellentétes
pontja van, ami azt jelenti, hogy minden A\, u € R szdmra az f(z, A\x) =
1 és f(uy,y) = 1 egyenleteknek az x és y véltozékban pontosan két,
egymaéssal ellentett megoldasa van, vagyis ezen mésodfoki egyenletek
linearis tagjainak egyiitthatoi nullak, diszkriminansaik pedig pozitivak.
Eszerint b+ Ac = 0 és pub+ ¢ = 0 minden A\, u € R szamra, amibdl
b = ¢ = 0 kovetkezik. Ezt felhasznalva a diszkrimindnsokra 0 < aq; +
2Xa12 + N2agy 65 0 < p2a11 +2paq2 + ags adoédik minden A, p € R esetén.
Ezekbol viszont az itt megjelené masodfoki polinomok diszkrimindnséara
a%27a11a22 < 0 kovetkezik. Végilla A = 0 = pesetbol 0 < a11 és 0 < ass
adodik.

Ha f(--- — Legyen f(---

flz,y) = = (I\/@ﬂ/ 232 )2 + (yi“w”““ragz)2 — flz,y) =

2/amn 2Van
2 — 3 \2
= (ova +y )+ (yath)

fa,y) = fpxo, wyo) = 12 f(xo,90) = p* — f(pa, py) = 1 f(z,y)
\/(1’0 — 1’1)2 + (IO — 561)2. — \/(1}0 — 1’1)2 + (yo — y1)2.

egyenest0l. — beszurds: egyenestol, de a definici6 elfogaddsdhoz még
igazolnunk kell, hogy 7.(P) nem fiigg az O pont vélasztasatdl sem. Ez
kézvetlendil kévetkezik a 88. oldal utolsd bekezdésének formuldjabol, mely
bekezdést éppen ezért érdemes lenne a 88. oldal tétele elé masolni.
[(Te(P))o = (7e(@))o)| — [(Te(P))o — (1e(Q))o)|?

|Po — Qol — |Po — Qo)I?

Ko6z6s egyenesre meréleges egyenesek merolegesek. — K06z0s egyenesre
meroleges egyenesek parhuzamosak.

Xo(\, P)Xo(\, P) — Xo(A, P)XZ5 (A, P)

X affinitds — x, homotécia

azonossagot — (PQR)=(p(P)p(Q)¢(R)) és (SRQ)=((S)p(R)»(Q))
azonossagokat

; £ g d(e(5),0(Q))
képletsor végére beszirni — 4(5.Q)

olyan &lland6 A\ € R — olyan A\, € R
konnyen kiszamolhatja — konnyen felirhatja
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ésaz —> és a

affinitds matrixa — ¢ affinitas ¢ linedris része

behelyettesitéssel. —— behelyettesitéssel és a norma hasznalatéval,

de(Ple@) — e(P)p(@) _ 16
’ |

\PQ) \PQ

vetddik a kérdés, hogy ez az e — A fligguény mennyiben hatdrozza meg

hiszen A\, = Megjegyzés: fel-

magdt a @ affinitist. A valasz a K.9. tételben van.

pontot akkor — pontot, akkor

L= TeTeTg —> L= TeTfTy

P=¢(P) — P#¢(P)

két tengelyes tiikrozés — két centralis tiikrozés

— ide eldre hozni a lap aljan 1évo , egyértelmi reprezentalas” tételét
és utdna beszurni a K.2. Tételt.

ezért a fixpont-tétel értelmében € = id, — ezért a K.2. Tétel értelmében
e =1id,

tehat « = ¢ eltolds. — tehat ¢« = 7o centralis tiikrozés.

A fixpont tétel (3) pontja — A fixpont-tétel (4) pontja

pozitiv egyiitthatés dilatacidkat — pozitiv A egytitthatés Oy di-

latacidkat
Ad(M,Q) Ad(M,P)
XOLQ) — 7 MOLQ)

2 Tétel elé beszirds: Az is igaz, hogy a mer6legességet tarté affinitdsok

homotéciak. Ennek az affinitasok matrixos alakjabol valé bizonyitasa az
olvaséra marad.

Ps 75 Pé — P3 = Pé

1/)”':id N 1/)/// :id‘A

a g, —> anem az f egyenesen lév6 g,

af, —azf,

ig sorok beszirdsa — (fy,9.) # (fo, f_) és (fi,hy) = (fy, f), vagy
(f+»g+) = (f+7f+) €s (f+ah+) € P;frv vagy (f+79+) € ,P; és (f+7h+) =
(f+»f+>7 vagy

af, —azf,

1g sorok beszirdsa — (fy,9,.) = (fo, f_) és (fi, hy) # (fy, f), vagy
(f+»9+) € P]Jfr és (f+7h+) = (f+a f+)v vagy (f+7g+) = (f+»f+) és
(fi,hy)e ”Pfﬂ vagy

tétel belattuk. — tételt belattuk.

hidnyzik a @ pont — a @ pontnak az OP* egyenesen kell lennie
kovetkezménye, a kovetkez6 — kovetkezménye a kovetkezd
tovabbikban — tovabbiakban

alt, — az t,

(© Kurusa 2012. Mdrcius 28.
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(k,iN) — (k,i € N)

a bizonyitasban hasznalt — az imént hasznélt
nN —neN

aaP@Q — a PQ

szogmértékekkel — szogmértékek

¢ =<(BFA) — p=<(BAA)

S

atmené koroket — atmend minden kort
részekre — részre

bontja — bont

transzformacié . — transzformacio.

d#0— D #0

Tétel. — torlenddk: a 1 és a x betiik

a Minkowski-metrikus affin — az affin

(#0, 90)BA(3°) + (%0, 50)B () + d — (&0, 90) A (3°) + (%0, 90) () + d

+(#,9) ((BA + ABT)(20) + B() )+ — +(@,9)B(24(32) + (1)) +

((3307 QO)BA@S) + (&0, 90)B (%) +d) — ((5?0, QO)A@S) + (20, 90) (%) +d>
egyenlet alkalmas izometrikus — nem azonosan teljesiilé egyenlet a
bels6 szorzasbdl eredd euklidészi metrikara nézve izometrikus
alternativ: “elemi” bizonyitds — K.12 tétel bizonyitasa

teljes bekezdés eldre mozgatdsa — legyen a bizonyitds elsé bekezdése
— egyenletet megkapjuk — torlés — megkapjuk

K —K

Parabolanal — Parabola

masika a K1 — maésika a I3

d(Mp,M¢) = d(B,Mp) +d(Mp,M¢c) — d(C, M¢) =d(B,C) = a, —
d(Mp, Ne) = d(B, Mg) + d(Mp, No) — d(C, No) = d(B, C) = a,
paralelepipedonnak hat csticsa — paralelepipedonnak nyolc csticsa
(+1)F — (+1)7

vektorhalmazhoz — vektorhalmaz

f...illetve f — f... illetve F és ennek megfelelden végig javitani a
formuldkat a 2287 sorig

Fp — f P

fliggvény. ahol — fiiggvény, ahol

f' — f a lap végéig cserélendd

f' — f a bizonyitds végéig cserélendd

A | lennie kell egy x(u,v) vektornak, melyre ...
bizonyitja — K.1. tétel.

»

allitast a kényv nem

(© Kurusa 2012. Mdrcius 28.
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kozt van legkisebb — alsé hatéra pozitiv (nem nulla).

racsot — racsok

...}, csoport —» ...} csoport

beszirds — (0) f korldtos valamely intervallumon, vagy Ekkor a bi-
zonyitds is mddositandd: a sziikséges bizonyitast a K.10. Tétel bi-
zonyitasa adja.

belsejéneknek — belsejének

[Vlg .. |V]la — |v] ... |V]

(u+v,u+v) — (u+v,u—v)

bézisa, akkor — bazisa, valamint

jelenjenek — jelennek

pontok — pont

dimd — 1 dimenziés — (dim d — 1)-dimenzids

barmely O — minden O

c( /\—u2) — f( )\—uz)

affintér — affin tér

geomertidn —» geometrian

A ,ha homogén és additiv, vagyis ...” definicié egyszeribben — , ha
linearis, vagyis ...”.

A, minden linearis funkciondl ilyen” allitast a kényv nem bizonyitja —
K.1. tétel.

az max — a max

az max — a max

ha b o ¢ esetén — ha a o< b és b x ¢ esetén

(HA\A{0},0) — ({0}, %)

(HA\A{0},0) — (H\ {0}, %)

A Py és vo jelolést a kdnyv nem listdzza. — Po, vo — a P ponthoz
illetve v szabad vektorhoz az O pontnal tartozd helyvektor.

Az €l jelolést a konyv mnem listdzza. — el — az tu eltolasvektorhoz
tartozé eltolds, ahol u egységnyi, t > 0.

A @@ jelolést a konyv nem listdzza. — @@ — az O pont koriili o
forgédsszoghoz tartozéd forgds.

Gondolot — Gondolat

Bar ez nem a konyv, hanem a kiadé tévedése, azért legyen itt feljegyezve, hogy
a konyv a Polygon Jegyztettar sorozatdnak nem a 41-edik, ahogy a belsé boritd
mutatja, hanem a 42-edik tagja.

A fentieket magam és segitékész emberek taldltak. Koszondm nekik, hogy
nem csak felfedezték, de tudattdk is velem e hibdkat.

(© Kurusa 2012. Mdrcius 28.
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Kiegészitések az Euklidészi geometria konyvhoz

K.1. Tétel. Barmely V euklidészi vektortéren bdarmely f:V — R nem eltind
linedris funkciondlhoz létezik pontosan egy olyan w € V wvektor, melyre f(u) =
(u, W) minden u € V vektorra.

Bizonyitas. Miel6tt belevagunk, jegyezziik meg, hogy a linedris funkciondlt a konyv
a 278. oldalan definialja.

Unicitds. Ha a w és w' vektorra (u,w) = f(u) = (u,w’) minden u € ¥V
esetén, akkor (u,w' — w) = 0 minden u € V vektorra, igy a w' — w vektorra is,
amiért |w' —w| =0, és igy w —w = 0.

Egzisztencia. Legyen V' = ker f := {v : f(v) = 0} a funkciondl tgynevezett
magja. Ekkor barmely u,v € V' vektorra és A\, u € R szémra

FOU+ pv) = Af(w) + pf(v) =0, & f(0) = f(0-0) =0 f(0) =0,

tehdt V' egy vektortér, vagyis V altere. Legyen ebben a vq, ..., vy egy ortonormélt
bézis, ahol k € N (ilyen a Gram—Schmidt eljards szerint van).

Ha az f nem eltling, akkor van olyan w vektor, melyre f(w) # 0, és amely
eszerint nincs a )V’ altérben. Legyen wt = w — >0 (w, v;)v;. Ekkor w' nyilvdn
nem nulla, nincs a V' altérben, és minden 0 < j < k esetén

k k
<WJ_3VJ'> = <W - Z(wavi>vivvj> = <W,Vj> - Z<wavi><viavj>
i=0 =0

= (W, v;) —(w,v;) =0,

1, hai=j,

.77, Eszerint wl ortogondlis a V' altér minden
0, hai#j, &

hiszen (v;,v;) = {
elemére.
1
Legyen w = J‘C‘EVVI ‘2) w. Ez a vektor is nyilvan ortogonalis a ' minden elemére,

f(w) #0és

(wh,w). = <wl, f(WL)WL> _ fwh) (wh,wh) = f(wh)

w2 o wtP

Tetsz6leges u ¢ V' vektorra

IS AN BV SRR
M@ 7w™) = 7™ v =t=1=o
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10 Korrekciok és kiegészitések az Fuklidészi geometria konyvhoz

: 1 _ 1 € ! s 4 ! —
vagyls iy — oW € V', amiért van olyan v € V' vektor, melyre u =

f{(TuL))wJ- + v, amibdl

(u,w)

WL+V,W> =

< f(u)
fwt)
f(u)

kovetkezik. Mivel ugyanakkor minden v € V' esetén nyilvan (v,w) = 0 = f(v),
f() = (-, w) kovetkezik. .

A bizonyitas alapjan a linedris funkciondl magjanak dimenzidja a vektortér
dimenzi6jandl pontosan eggyel kisebb, vagyis dimV = 1 + dim V'.

K.2. Tétel. Az identikus leképezés az egyetlen fizponttal rendelkezd eltolds.

Bizonyitas. Legyen ¢ = 7.7y egy eltolds, ahol e || f.

Ha valamely P pont a ¢ eltolas fixpontja, akkor a fixpont-tétel értelmében
harom eset lehetséges: ¢ az identitds, ¢ = 7, egy tilikrozés, melynek g tengelye
atmegy a P ponton, vagy € = 7,7, ahol g N h = P. Az els6 eset éppen az allitdst
adja, a masodik eset kizart, mert két tiikkrozés szorzata nem lehet egy tiikrozés, igy
elegend6 a harmadik esetet vizsgdlnunk.

Tegyiik most fel, hogy € = 7.7y = 7473, ahol e || f és gNh = P. A forgdsok
egyértelmii reprezentalasdnak tétele értelmében a g tengely helyett vélaszthatjuk a
P pontrailleszkedd ¢’ || e egyenest, melyhez b’ 3 P az az egyenes, melyre ¢ = 77/
és ¢ Nh' = P. Az eltoldsok egyértelmii reprezentalasanak tétele értelmében az e
tengely helyett vélaszthatjuk a g’ egyenest, melyhez f’ || e az az egyenes, melyre
g = Tg' Tf! és g/ || f/. Eszerint Tg'Tfr = TeTf = g = TgTh = Tg'Th’, amiért Tfr = Th',
amiért f' = h’'. Azonban f’ || ¢’ és ' Ng' = P, igy a parhuzamossdgi axiéma miatt
f' = h' = ¢’ kovetkezik, amiért € az identitds, ahogy a tétel 4llitja. -

A 32710 sorban definialt (affin) osztéviszonyrdl a 48 2 sorban taldlhaté tétel
igazolja, hogy pontosan az (affin) osztdéviszonyt tarté leképezések az affinitdsok.
A 787! sorban a Minkowski-metrikdra definidlt metrikus osztéviszonyrdl a
78 ° sorban taldlhaté tétel igazolja, hogy pontosan a metrikus osztéviszonyt
tarté leképezések az affinitdsok. A bizonyitds azon alapszik, hogy a metrikus
osztéviszonyt tarté leképezések tartjak az (affin) osztéviszonyt, mert |(PRQ)| =
d(P,Q)/d(Q, R). Felvetsdik a kérdés, hogy van e a Minkowski-metrikaktol eltérd
metrika, melyre ugyanezen egyenléség teljestiil.
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Kiegészitések az Euklidészi geometria konyvhoz 11

K.3. Tétel. Egy & affin geometridn (affin sik, vagy tér) értelmezett d metrika akkor

és csak akkor Mikowski—féle, ha |(PRQ)| = d(P,Q)/d(Q, R) minden kollinedris
P,Q, R ponthdrmasra.

Bizonyitas. Az ,akkor” irdnyt a 78 '2 sordban taldlhaté trividlis bizonyitds iga-
zolja. Itt ennek forditottjat igazoljuk.

Legyen R # O és Q = Xo(\, R).
Ha A > 1, akkor R elvdlasztja az O és @) pontokat, amiért (ORQ) < 0 és

A _d0.Q) _  dO.R)
o1 (ORQ) = d(Q,R) ! d(Q,R)’
amiért
A
d(Q.0) = d(Q.R) + d(R.0) = ———d(0, R) + d(R,0) = > (0, R)
A—1 -1

A
= o0 ) = A0, ).

Ha A < 0, akkor O elvilasztja az R és (Q pontokat, amiért (ORQ) < 0 és

A _d(0,Q) . d(O,R)
o1 ORQ)= d(Q,R) L= d(Q,R)’
amiért
A
d(Q,0) = d(Q,R) — d(R,0) = %d(o,R) —d(R,0) = —=1—d(O,R)
-1 -1
A

Ha 0 < A < 1, akkor @ elvélasztja az R és O pontokat, amiért (ORQ) > 0 és

L = (ORQ) = d(0,Q) d(O, R)

X dQ.R) _ dQ.R) "

amiért

d(Q,0) = d(O, R) — d(R,Q) = d(O, R) —

1-X
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12 Korrekciok és kiegészitések az Fuklidészi geometria konyvhoz

Eszerint minden A € R szdmra d(Xo(A, R),0) = |A\|d(O, R).

Tekintstink egy OPQR paralelogrammat, annak OP oldalegyenesén az X =
Xo(A, P) pontot, ahol A > 0 valés és legyen u = OP és v = OR. Ekkor x :
OX = Au, valamint u+v =0

Legyen Y az a pont, melyre y := OY = u + %v. Ekkor Y € XR N PQ,

hiszen
%ﬁ:¥<ﬁ+oﬁé):ﬁ+ﬁzﬁ,
és A — o0 esetén Y — Q.

R Q

O P XO()‘v P)
A pérhuzamos szelk tétele szerint (XY R) = (XPO) = A, a hdromszog-
egyenlétlenségbdél pedig |d(O, X) — d(R, X)| < d(O, R) kivetkezik. Eszerint

d(Y,R) _ d(Y,R)A _ d(Y,R)(XYR) _ d(X,R)

d(P,0) _ d(P,O)x _ d(P,O)(XPO) _ d(X,0)’

amiért
dY.R) | _[dX,R) | _[dX,R)—dX,0) _|dX,R)-dX,O0)
‘ﬂﬂm_’_wxm_’_’ d(X,0) - d(X,0)

d(O.R) _d(O.R)1

=4d(X,0)  d(P,O) X’

amit a A\ — oo hataratmenettel alkalmazva

d@JD:gﬂﬂOﬂﬂ:ﬂRO)MnﬂKR):ﬂRO)

A—r00 d(P 5 O)
adédik. Eszerint a paralelogrammak szemkozti oldalai egyforma hosszuak, tehat d
egy Minkowski-metrika. .
Ez a tétel tehat a 74* sorban talilhaté indokon tili érdemi magyarazat, hogy
miért érdemes a Minkowski-metrikakkal foglalkozni.
A K.3. tétel tovabb élesithets: egy affin affin geometridn adott metrika akkor
és csak akkor Minkowski-féle, ha barmely szakasz affin felez6pontja megegyezik a
szakasz metrikus felez6pontjaval.
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Kiegészitések az Euklidészi geometria konyvhoz 13

K.4. Tétel. Egy & affin geometrian (affin stk, vagy tér) értelmezett d metrika
akkor és csak akkor Mikowski—féle, ha (PRQ) = 1 esetén d(P, Q) = d(Q, R) minden
kollinedris P,Q, R ponthdrmasra.

Bizonyitas. A , csak akkor” irdnyu &llitas nyilvdnvald.
A forditott, ,,akkor” irdnyu &allitds bizonyitdsahoz tekintsiink két kiilonb6z6

O és P pontot és az
_ d(0,Xo(\, P))
Jo.p(A) = d(0, P)

figgvényt. Vilagos, hogy fo p(0) =0 és fo p(l) =1.

Mivel (OXo(2,P)P) = 1, a feltétel szerint d(O,P) = d(P,Xo(2,P)),
amiért fo p(2) = 2, és teljes indukcidval a metrika additivitdsara épitve ugyanigy
belathaté minden természetes k € N szdmra, hogy fo p(k) = k.

Mivel (Xo(—1,P)PO) = 1, a feltétel szerint d(Xo(—1,P),0) = d(O, P),
amiért fo p(—1) = 1, és igy megint teljes indukciéval a metrika additivitdsan &t
minden természetes k € N szamra adédik, hogy fo p(—k) = k.

Ha ¢ = m/n, akkor

d(0,Xo(2P))  d(O,Xo(m,Xo(1,P)  d(O,Xo(%,P))

fo.r(o) = d0,P)  ~  d(0,Xo(X,P))  d(O,Xo(n, Xo(L, P)))

1 m
= f, A FA Y (% S
O,XO(H’P)( >fO,Xo(%vP)(n) "

amibél fo p szigori monotonsdga alapjan, az additiv fliggvényekre a Fiiggelékben
bizonyitott homogenitési tétel felhasznaldsdval fo p(A) = |A| kovetkezik.

Ha most P, @ és R kollinedris pontok, akkor pontosan egy A € R szamra
P =Xg(\R), és igy

d(P,Q) d(Q,Xq(\R)) _ o B
A0R ~  do.Rr ~Jer)=P=IXe\ RRQ) = [(PRQ)]

Ebbol a K.3. tétel alapjan kovetkezik a tétel allitasa.

Az Euklidészi-metrika definiciéja a 8279 sorban a Minkowski-metrikdk koziil
valasztja ki a megfelelét, azonban erre a megszoritdsra nincsen igazan sziikség.
Ha ugyanis a metrika euklidészi, és F az AB szakasz affin felezGpontja, akkor
AF BF egy paralelogramma, amiért a paralelogramma-azonossdg szerint d?(A, F)+
d?(F,B) + d*(B,F) + d*(F,A) = d*(F, F) + d*(A, B), amibdl d(A, F) + d(F, B) =
d(A, B) miatt (d(A, F) — d(F,B))? = 0, vagyis d(A,F) = d(F,B) adédik. Ez
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14 Korrekciok és kiegészitések az Fuklidészi geometria konyvhoz

azt jelenti, hogy az affin felez6pont egybeesik a metrikus felezOponttal, amibdl a
K.4. tétel szerint kovetkezik, hogy a metrika Minkowski-tipusi. Erre az eredményre
jutunk akkor is, ha csak a nem elfajulé paralelogrammadkra tételezziik fel a
paralelogramma-azonossagot.

K.5. Tétel. Ha egy affin geometridn adott Darbouz-metrikdban minden nem elfa-
Juld paralelogrammdra érvényes, hogy oldalai hosszainak négyzetosszege megegyezik
atloi hosszainak négyzetosszegével, akkor az euklidészi metrika.

Bizonyitas. Tekintve az euklidészi metrika definicidjat, elegendd bebizonyitanunk,
hogy az ilyen metrika Minkowski-féle. A K.4. tétel szerint ehhez elegend6 belatni,
hogy minden paralelogrammaéban az atlék metszéspontja a szemkozti csiicsoktol
azonos tavolsagra van.

Vegylink egy tetszéleges, nem elfajulé ABC D paralelogrammat, melynek atléi
az O pontban metszik egymdst. Az AC egyenesen vegyiik az Xo (A, A) és Xo (), C)
pontokat, ahol 0 < A < 1. Vildgos, hogy az Xo (A, A)BXo (A, C)D négyszog is
paralelogramma minden \ esetén.

Ha A N\, 0, akkor Xp(A,A) N\, O, amiért d(Xo(A, A),0) \ 0, hiszen
d(Xo(A, A),0) a A szigorian monoton nem negativ fliggvénye, igy ¢ =
limy\ o0 d(Xo(A, A), O) biztosan létezik, ugyanakkor nem lehet pozitiv, mert akkor
a ¢/2 értékhez nem létezne olyan P pont a nyilt O A szakaszon melyre d(O, P) = c,
holott ¢/2 € (0,d(O, A)), és ez ellentmondana a Darboux-tulajdonsdgnak.

A 69-edik oldal definicié elétti folytonossdgi megjegyzés értelmében ez
azt is jelenti, hogy d(B,Xo(\, A)) — d(B,0), d(B,Xo(\C)) — d(B,0),
d(D,Xo(\ A)) = d(D,0) és d(D,Xo(N,C)) = d(D,0), igy a

dz(BvXO(/\a A)) + d2(BvXO(/\7 C)) + dQ(DvXO(AMA)) + dz(DvXO()‘a C))
=d*(B,D) + d*(Xo(\, A), Xo(\,0))

paralelogramma-azonossag a A — 0 hataratmenettel az
2d*(B, 0) + 2d*(D,0) = d*(B, D) + d*(0,0) = d*(B, D)

egyenletre vezet. Viszont a metrika additivitdsa miatt d(B, D) = d(B, 0)+d(O, D),
igy d(B,0) = d(O, D) kovetkezik, ami az el6bbiek miatt bizonyitja a tételt.

A K.4. tétel dltal a Minkowski-metrikdra adotthoz hasonléan ,,szlik” definiciot
az euklidészi geometria izometridi szaméra is lehet adni.
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Kiegészitések az Euklidészi geometria konyvhoz 15

K.6. Tétel. Az euklidészi geometria (sitk, tér vagy magasabb dimenzids) egy
onmagdba valo leképezése akkor és csak akkor izometria, ha az eqységnyi tdvolsdgra
lévd pontpdrokat eqységnyi tdvolsdgra lévé pontpdrokba képezi.

Bizonyitas. A csak akkor” irdnyu &llitas nyilvdnvald.

A forditott, ,akkor” irdnyu A&llitds bizonyitdsa megtaldlhaté a kovetkezo
cikkben: F.S. Beckham és D. A. Quarles: On isometries of Euclidean spaces, Proc.
Amer. Math. Soc., 4 (1953), 810-815. -

Jegyezziik meg, hogy az allitds nem igaz az euklidészi egyenesen, ahogy azt
az f:R>x — x4+ 1 —sign(x — [z]) € R bijektiv leképezés mutatja.

Az euklidészi és a Minkowski-metrikdk sem csak a paralelogramman vald
viselkedésiikkel definidlhaték. A 3.3 szakasz igazolja, hogy egy tiikrozésre invarians
metrika éppen euklidészi, és azt is konny latni, hiszen barmely paralelogramma
barmely oldaldt eltoldssal a szemben 1év6 oldaldba lehet vinni, hogy az eltoldsra
invaridns metrikak éppen a Minkowski-metrikédk.

K.7. Tétel. Ha minden egyenes tartalmaz pontot és Iy, Is is I3 érvényes, akkor a
konyvbéli I kévetkezik.

Bizonyitas. Az I> miatt a P # R pontokra pontosan egy rajuk egyszerre illeszked6
egyenes van, melynek jelolése ezentul PR.

Legyen p olyan egyenes, amin csak egy pont — mondjuk a P — van.

Az I3 miatt tetszéleges () # P pontra pontosan egy olyan eg egyenes
illeszkedik, amely nem metszi a p = {P} egyenest, vagyis nem tartalmazza a P
pontot.

Az Iy miatt minden pont nem eshet a PQ) egyenesre. Legyen R ¢ PQ).

Az Is miatt a PR egyeneshez pontosan egy olyan f egyenes létezik a () ponton
at, mely nem metszi a PR egyenest. Mivel ekkor P ¢ f, ebbdl f = eq kovetkezik.

Utébbi két bekezdés alapjan a PQ egyenesen kiviili minden R pont olyan,
hogy nem esik az eg egyenesre sem, ami azt jelenti, hogy eg C PQ. Ha eq két
kiilénb6z6é pontot is tartalmazna, akkor I, miatt ebbdl eq = PQ adédna, holott
P ¢ eq, tehdt eg egyetlen pontja maga a @) pont.

Mivel mindez tetszbleges @@ # P pontra igaz, minden pontbdl alkotott
egyelemii halmaz egyenes.

Az I3 miatt tehét tetszdleges két kiilonbozd P és @ pont esetén a { P} és {Q}
egyenesek az egyediiliek, amelyek elkeriilik a méasikat, vagyis minden R ¢ P(Q esetén
P € QR és Q € PR. Csakhogy I miatt utébbiak jelentése PQ = QR = PR, tehat
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16 Korrekciok és kiegészitések az Fuklidészi geometria konyvhoz

minden pont a PQ egyenesen van. Ez ellentmond az I axiéménak, ami bizonyitja

a tételt.
]

K.8. Tétel. A walds affin siknak pontosan a (z,y) — (xo,y0) + (z,9) (Z“ Z”)
21 22
alaki leképezései koordindtatranszformdciok, ahol xq,yo,a11, 012,021,020 € R €s

aiiaz — azia12 7# 0.

Bizonyitas. A koordinatatranszformaciok ilyen alakuak, ezt a konyv bizonyitja a
44. oldalon.

Legyen most ¢: R? — R? olyan, hogy ¢(x,y) = (z0, yo)+ (z,y) (a“ @12 ), ahol

a1 a22

%0, Y0, 11,12, 021, a22 € R és ar1az — aziaiz # 0.

Tekintsiink egy ¢ = x5 0 £o: S — R? koordinatazast, ahol B = {Pp,Qo} egy
bézis a megfelel6 helyvektorsikban.

Tekintsiik a ¢’ = ¢ o ¢:S — R? leképezést. Legyen O’ = ¢~ 1(¢71((0,0))),
P = (671 (1,0)), @ = 9 (6 1(0,1))) é B = {Ph, Qb }.

Mivel ¢ és ¢ is egyenestartd és bijektiv, O’, P’ és Q' nem kollinedrisak, tehét
B’ egy bazis. Emiatt a xyp o £or leképezés egy koordindtdzds, ugyanakkor ypz: o
o/ (0') = (0,0) = ¢'(O"), xr oo (P') = (1,0) = ¢'(P') és xp o&or (Q') = (1,0) =
©'(Q), amiért ¢’ = xp 0 £or, ami bizonyitja a tételt. -

Minkowski-metrikus affin geometridban minden ¢ affinitds minden egyenesen

meghatdroz egy A, konstanst, mely minden kiillénb6z6 P, (Q € e pontra W.

Mivel ekkor

o de(P). (@) _ 1ePe@)] _ [2(PQ)| _ o PQ )
T dRQ) PG| PG| PG|

val6jaban ez egy az indikator hatdrardl a valés pozitiv szamokba valé ¢: 0T — R,

)

leképezés, melyre ¢(u) = |¢(u)|. Azonnal latszik, hogy minden e eltolds és ¢
affinitds esetén ¢ = €0 .

K.9. Lemma. Minkowski-metrikus affin geometridban minden ¢ affinitisra a
@: 0T — OT leképezés, melyre g(u) = p(u)/p(u), bijektiv és o~ (p(u))p(u) = 1.

Bizonyitas. Injektivitds. Ha $(u;) = @(ug), akkor ¢(uy)@(uz) = @(ug)d(ug),
amiért ¢(@(uz)u; —@(ug)uy) = 0, amibdl @ bijektivitdsa miatt p(uz)u; = @(ug)us
kovetkezik. Mivel uy és uy az indikator hataran vannak, annak szigoru konvexitasa
és ¢ pozitivitdsa miatt u; = uy adddik.
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Sziirjektivitds. Legyen v € O tetsz6leges, v = |[p~1(v)|, és legyen u € 9T
olyan, hogy vu = ¢~ 1(v). Ekkor

e W) v
P = ST )~ R )]

Végiil a formula igazolasa:

= V.

— —

1= Sf;lNO p(u) = [p~To p(u)] = =1 o p(u)] = [$1(3(w))|(u)
= ¢ (p(u))p(u).

K.9. Tétel. Minkowski-metrikus affin geometridban a p1 és o affinitdsokra ¢1 =
P2 akkor és csak akkor, ha o1 o cpgl 1zometria.

Bizonyitds. (<) Ha 1 = ¢; 0, ! izometria, akkor minden u € 9Z vektorra

Pa(u) = [Pa(u)| = [F o Pa(u)| = [Pr(w)| = @1 (u),

ahogy a tétel allitja.
(=)Ha @1 =@ ésh =0 w;l, akkor minden u € 97 vektorra

|Ga(w)] = Ga(u) = G1(u) = [¢1(w)] = [H(Ba(w))],
vagyis 1 = [1)(¢2(u))|. Minthogy @, bijektiv az indikator OZ hatéran, ez azt jelenti,

hogy v tartja a normat, ami igazolja, hogy v izometria. -

K.10. Tétel. Ha az f:R — R figgvény additiv és alulrdl vagy felilrél korldtos
valamely intervallumon, akkor f homogén is.

Bizonyitas. Mivel f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0), nyilvan f(0) = 0. Minden x valds
szédmra 0 = f(0) = f(z + (—x) = f(x) + f(—x), tehat f(—z) = —f(x) is teljesiil.
Ha m tetszéleges pozitiv egész szam, akkor

fmz) = fla - +z)=fl@)+-+ fx) = mf(2),

T
és hasonl6 médon
0= 1(2) = {5+ ) =mi(2)
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is fenndll, ezért minden m/n (m > 0) raciondlis szdmra
max x x x m
FER) =f(F+ o+ D) =mf(5) = ).
n n n n n
—_———

m

Ezzel az f(rax) = rf(x) azonossidgot minden raciondlis r értékre bebizonyitottuk
tetszOleges © € R szamra.
Legyen f(z) := f(x) —xf(1).

Ekkor tetszoleges r € Q raciondlis és x € R valds szamra

fa+r)=fl@+r)—(@+r)f1)=(fl@) —af(1)+ (f(r) —rf(1)
= f(z) —zf(1) = f(a),

vagyis az f :R — R fiiggvénynek minden raciondlis szam a periddusa.

Tételezziik fel, hogy valamely [a,b] intervallumon f feliilrél korldtos, vagyis
kisebb mint valamely ¢ € R szam.

Ekkor tetszéleges © € R esetén van olyan r racionalis szam, melyre z + r €
[a,b], amiért f(z+7) = f(x) < ¢, vagyis ¢ az f fels6 korlétja a teljes szdmegyenesen.

Csakhogy tetszoleges r € Q raciondlis és x € R valds szamokra

rf(@) =r(f(z) —af(1)) = f(ra) —raf(1) = f(rz) <,

amibél kovetkezik, hogy f () =0.

Ha f valamely [a, b] intervallumon nagyobb mint valamely ¢ € R szdm, akkor
ugyanigy kapjuk, hogy f(ac) =0.

Ezzel a tételt belattuk.

A tétel bizonyitasdnak els6 1épése bizonyos értelemben meg is fordithato.

K.11. Tétel. A nem nulla x,y € R szamokhoz akkor és csak akkor létezik olyan
additiv f figguény, melyre yf(x) # xf(y), ha x/y irraciondlis.

Bizonyitas. Ha x/y = r raciondlis szdm, akkor elébbi bizonyitdsunk szerint
zf(y) =ryf(y) = yf(ry) = yf(z).

Legyen most x/y = i egy irraciondlis szdm. A valds szédmok R teste nyilvan
vektorteret alkot a racionalis szdmok Q teste felett, amely vektortér bazisait Hamel-
bazisnak nevezzik. Mivel ezen vektortérben két vektor (valds szdm) pontosan akkor
alkot fiiggd rendszert, ha egyikiik a maésiknak raciondlis tOobbszorose, az x és y
szamok e vektortér fliggetlen elemei. Tekintve, hogy fiiggetlen vektorokbdl allé
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barmely halmazt jabb fiiggetlen elemek hozzavélasztdsaval bazissa lehet boviteni,
van olyan Hamel-bdzis, amelynek x és y egy-egy eleme. Legyen {z,y}o ={z € R:
Iry,7m9 € Q, melyre z = riz + oy} a valds szamok Q feletti vektorterének az x,y
elemek altal feszitett altere, {x, y}@ pedig ennek kiegészit6 altere. Ekkor az

f(z) =ria+mrb, ha z—riz—rey € {x,y}gésri,m €Q

fiiggvény tetszbleges a, b € R szdmokra jol definidlt, hiszen ha z—rz—roy € {z, y}([c2
ész—r_jx—r_qy € {z, y}@ valamely r1,79,7_1,7_9 € Q raciondlis szdmokra, akkor
—1r1T =12y + 7117+ 72y € {z,y}§ kovetkezik, és igy 71 = r_1 valamint ry = r_s.

Tetszbleges z,,z_ € R szdmokra

fz) + f(z2) = (r1 +r-1)a+ (r2 + 7-2)b,
ahol z, —rix —ray € {z,y}g és 2 —r_1x —r_2y € {2,Y}0,
= f(Z+ + Z—)v
hiszen z, —riz —ray +2_ —r_1x —r_2y € {z,Y}o,

vagyis az f fliggvény additiv. Ugyanakkor f(z) = a és f(y) = b kiillénbozik, ha az
a,b € R szamokat kiilonbozének vélasztjuk.
Ezzel a tételt belattuk.

K.12. Tétel. (Fétengely transzforméacié). Bdrmely mdsodrendi f(x,y) = ajx? +
20122y + a20y? +bx +cy+d=0 (a11,a12,a22,b,¢,d € R) nem azonosan teljesild
egyenlet a belsé szorzasbdl eredd euklidészi metrikdra nézve izometrikus koordindta-
transzformdcidval az

2pz, (a)

(1) i + ﬁ = _17 Eta))) (2) Zj _ ﬁ — {L (a) (3) 2 = -1, (b)
a? b2 07 (©) a? b2 0, (b) 0, (c)

7 L (d)

formdk pontosan egyikévé alakithato, ahol a,b,p € R pozitiv szdmok.
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Bizonyitas. Ha a1 = a12 = ase = 0, akkor

0=1, hab=c=0ésd=#0,

0=f(z,y) =br+ey+de { 1=z egyébként,

ahol z = \/b2b+czx + b,erCQy + \/b2d+02 +1lést= \/b;JrCQ:E — \/b2b+z:2 y, ami mutatja,

hogy a nyilvan izometrikus
b __c
(@)= (20 =(o) (P2 T ) (s 1,0)
N Vb2 +¢2

koordindta-transzformécié (4) alakiva formélja az egyenlet.
Innentél feltételezziik, hogy af; + a?, + a3y > 0.
Ha a5 = 0, akkor

a112” + 2a12xy + asey” + bx + cy + d

all(x+g)2+#, ha ay; # 0 = a9 és ¢ =0,
au(cv—&—g)2+c(y+%)7 ha a1 # 0 = agg és ¢ # 0,
= agg(y+§)2+d*4—8, ha a1 =0 # ag és b =0,
asa(y + £)% + b(z + S, ha ai; = 0 # ags és b #£ 0,
au@*‘%ﬁ*‘@z(?}*ﬁ‘%ﬁ*ﬁ‘w, ha ai1 # 0 # asa,

ami mutatja, hogy a nyilvan izometrikus

(%,O)7 ha a1; # 0 =ag és c =0,
10 (%,4‘1;’2), ha a1 # 0 = ags és ¢ # 0,
(z,y) = (2,t) =(z,y) (0 1> + < (0, %2), ha a1; =0 # ag és b =0,
(42,£), haay; =0#agésb#0,
(g,g), ha ay; # 0 # a9,

koordindta-transzforméciok (3), illetve az utolsé esetben (1) illetve (2) alakivd
formaljak az egyenlet attdl fliggéen, hogy a nem nulla aq1 és ass elGjele megegyezik

vagy se.
Ha ai2 # 0, akkor tekintsiik a

aip — A a
0 = det ( H . ) = A — (az2 + a11)A + (a11a22 — afy)
a2 azz — A

egyenletnek a masodrendii egyenletek megolddképletével ad6dd

ags +ay £+/(aze — a11)? + 4a3,

)\ =
+ 2
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1

Vai,+(At—a11)? '

megoldasait, és legyen § = \/(ag2 — a11)? + 4a},, valamint & =
Ekkor

(/\+ — all)()\_ — a11) = >\+)\_ — (>\+ —+ )\_)(111 + a%l

= (a11a22 - af2) - (azz + a11)a11 + afl = —a§2,
1 5% + (agy — a11)d
2 afy + (Ax —ann)® = ( 2; b _ £(A+ —a11)d,
T
da’ (AL —an)(A_—a
5a%2§i _ 12 _ (A4 11)( 11) — F0s — an),

+(Ap —an)d  £(s —ai)(Ax —anr)
és gy
A(z( Ay —ann)é, —yae€,)® + A (z(A — an)é — yaixé_)?
= (A —a1)z — a12y)’EA_ + (A — a11)z — a12y)*E2 N,
=((Ay —a1)?EN_+ (AL —ann)?E A )2*—
—2((A\y —a11)EA_ + (AL —a11)€2 A} )anay+

+(EA+ N atyy’
2
X
= (O =@ = (A —a)A )5 —2Aah_ - algm%+

2
+ (AL —a)A_+ (A, — all))\+)%
2
= (anA; — 011)\_)? + 2a122y+

2
+ (—(a22A_ + (a11022 — a3y)) + (az2)y + (a11022 — a?z)))%
= a112” + 2a122Y + azy>.

Ez azt jelenti, hogy az 0 = f(x,y) egyenletet az (x,y) vektortél nem fliggd
alkalmas (e, f) € R? vektor esetén a

A —a)é, (AL —an)é
—a12€, —a128_

o) > (2.0) =G )+ )
koordindta-transzformécié (1) illetve (2) alakiva formdlja, attdl fiiggéen, hogy a
A+ # 0 megolddsok elbjele megegyezik vagy se, tovabbé (3) alakdvd teszi azt,
amennyiben \; valamelyike 00). Jegyezziik, hogy jelen esetben a A 4 6és A_ szdmok
nem eshetnek egybe(ﬂ, mert akkor 0 = 0, amibdl a1 = 0 kovetkezne.

) Fg pontosan a1z # 0 és ajjage = a%Q esetben all eld.
(+) Ez egyben azt is bizonyitja, hogy a 0 = f(z,y) egyenlet akkor és csak akkor ir le —
esetleg tires — kort, ha aj2 =0 és a11 = ag2 # 0.
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A tétel teljes bizonyitdsdhoz mar csak annyit kell beldtni, hogy a ¢ = p—(e, f)
affinitds izometria#). Legyen

L =0(1,0) = (A —an)éy, (A —an)é_) = %(i _i>’

& &
u_ = $(0,1) = —a12(§y, &)
Azonnal adédik, hogy (u,,u_) = 0, vagyis ezen vektorok ortogondlisak egymaésra,
ugyanakkor

(0, = 512(;3 + é) = (O — )~ O —an) =1
uu) = —ah(€ +€) = (-0 —an)+ (O —an) = 1,

vagyis {u,,u_} ortonormalt bazis, ami igazolja, hogy ¢ egy izometria, és ezzel a

tételt belattuk. -

A kényv 85. oldaldnak aljén taldlhaté tétel szerint a ¢ matrixa (jzfnaa sina )

alakd, amiért az atalakitashoz sziikséges forgatas a szogére

2
tea = a2 A_—ain  as —ai — /(a2 —air)? + 4a?,
Ay —an —a12 —2a12

K.13. Tétel. Ha PQ = RS, akkor minden \ € R esetén PXp(X, Q) = RXp(\, S).

Bizonyitas. Definidljuk az f: R — R fliggvényt azzal, hogy tetszoleges A € R esetén
SN .= Xr(f(N),S) az a pont, melyre az Xp(\, Q)S/N) egyenes parhuzamos a
PR egyenessel.

Ez az f fliggvény szigorian monoton, hiszen két parhuzamos egyenes
barmelyike a masiknak egyetlen félsikjaban van.

Ha ) raciondlis, akkor PXp(\, Q) = APQ) = ARS = RX (X, S), amiért az f
fiiggvény a raciondlis szdmokon identikus, vagyis f(m/n) = m/n minden m,n € Z
és n > 0 esetén. A monotonitds miatt ebbdl

A=limsup{r: Q> r <A} =limsup{f(r): Q>r <A}
< f(A) <limsup{f(s): A <s€Q} =limsup{s: A <se€Q} =
kovetkezik, vagyis f az identikus leképezés.

Eszerint a PR egyenessel parhuzamos Xp(\, Q)S/) egyenes valéjdban az

Xp(\, Q)Xr(A, S) egyenes, ami igazolja az allitést. .

(#) Spérolhaté par sor, ha a ¢ métrixanak oszlopvektorait vizsgaljuk, hiszen ezekrél

fentebbi formuldink azonnal mutatjak, hogy ortonormalt rendszert alkotnak.
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K.14. Tétel. Tetszdleges A\, u € R szamok és £ € F szabad vektor esetén
(1) (ME = A(uf), és
(1) (A + p)f = M + uf.

Bizonyitas. (1) Definidljuk az f:R? — R fiiggvényt most gy, hogy f(\, u)f =
A(pf) minden A\, € R esetén. Ekkor f = m esetén PXp(f(\ p), Q) =
PXp(\, Xp(i,Q)), amibél Xp(f(\p),Q) = Xp(\ Xp(p, Q)) kovetkezik. Az
Xp szigord monotonitasa miatt ebbdl az f fiiggvény szigorit monotonitdsa addodik
mindkét véltozéban. Tudjuk tovdbbé, hogy raciondlis A és u esetében f (A, u) = Ay,
gy

Ap = limsup{f(r,s) :Qor <A, Q>s<u}
< fOp) <limsup{f(r,s): A<reQ, pu<seQ} =

kovetkezik, vagyis f(\, u) = Ap, ami az §llitas volt.

(2) Definidljuk az f:R? — R fiiggvényt tigy, hogy f(\, u)f = Af + uf minden
A € R esetén. Legyen f = m és R ¢ PQ. Végiil legyen S az a pont, melyre
f= ﬁ, tovabba minden A, € R szdmra Q* = Xp(\, Q) és S* = Xr(u, S).

Ekkor PQM#3 = fO\ p)f = M+ uf = JTQA> + RS™, ami ekvivalens az RQ*
és SEQTM1) egyenesek parhuzamosségaval. Eszerint az S#QT (M) egyenesek min-
den p esetén parhuzamosak egymadssal, amiért az f fliggvény szigorian monoton
a masodik valtozéjaban, hiszen két parhuzamos egyenes barmelyike a masiknak
egyetlen félsikjaban van. Ugyanakkor a szabad vektorok Gsszeadasanak kommuta-
tivitdsa miatt f(A, p) = f(u, A), igy az f fliggvény szigord monotonitdsa mindkét
valtozora teljestil.

Tudjuk, hogy raciondlis A és p esetében f(A\, u) = A+ p, amibél

A+ p=limsup{f(r,s) :Qo3r <A, Q2s<pu}
< fvp) Slimsup{f(r,s) : A<reQ, p<seQ} =A+p,

vagyis f(A, 1) = A + pu kovetkezik, ahogy az allitds szdl.

K.15. Tétel. (Pdrhuzamos szel6k). A nem kollinedris O, P, Q pontokra és minden
A\, p1 # 0 valds szdmra legyen P = Xo(\, P) és Q" = Xo(u, Q). Ekkor PQ||PAQ*
akkor €és csak akkor, ha A = p.
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Bizonyitas. Definidljuk az f:R — R fiiggvényt gy, hogy P*Q7™ | PQ minden
A € R szdmra. Ekkor persze f(1) = 1, mdsrészt

prpstt — opstX _ OpF — (f-c+/\)@— KOP = \OP = OPEi

hiszen a valds szamok Osszeadédsa felcserélheté6 a szabad vektorok veliik vald

szorzéséval. Eszerint (P®, P*) X (0, PY), igy a kotott vektorokra érvényes

parhuzamos szel6k tétele értelmében (QF(%), QF(<+A)) R (0,QF M) kdvetkezik,

amibdl

F(5+ N0 — £()0Q = QIWQIN = 0QI™ = F(\)0G.

Mivel a valés szamok oOsszeadasa felcserélheté a szabad vektorok velik vald
szorzasaval, formuldnkbdl f(k + A\) = f(k) + f(A) adddik.

Az f szigorian monoton névekvé fiiggvény, mert ellenkezd esetben Pasch
axiéméaja miatt a P*Qf(N) szakaszok metszenék egymdst. A fiiggelékben meg-
talalhaté tétel értelmében igy az f fliggvény nem csak additiv, hanem homogén is,
vagyis f(\) = ¢+ A valamely ¢ € R szdmra. Mivel azonban f(1) = 1, ebbél f(\) = A
kovetkezik. Ez igazolja a tétel ,, akkor” részét.

A forditott irdnyu kovetkeztetéshez csak azt kell észrevenni, hogy a most
igazolt &llitds szerint a P Q* egyenes parhuzamosak a PQ egyenessel, és a
péarhuzamossagi axiéma szerint a P» ponton keresztiil csak egy parhuzamos hizhaté

a PQ egyenessel. -

K.16. Tétel. Tetszdleges A € R szam és £, g € F szabad vektorok esetén
(3) Mf+g) =X+ g

Bizonyitas. Legyen f = (ﬁ, g = O@, f+g= OFR és minden # 0 valds szamra
PA = Xo(/\, P), Q)‘ = Xo(>\, Q) valamint R)‘ = Xo(>\, R)

A pérhuzamos szel6k tétele értelmében a P* ponton dthaladd, az OQ egye-
nessel parhuzamos £p egyenes az R* pontban metszi az OS egyenest. Ugyanezen
okbdl a @Q* ponton 4thaladé, az OP egyenessel parhuzamos {g egyenes is az RN
pontban metszi az OS' egyenest.

Eszerint OP* R Q™ egy paralelogramma, ami igazolja az &llitast.
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