Utoljdara mdodositva: Szeged, 2009. Februdr 28.

Hibajegyzék és kiegészitések
a Szamitégépes abrazolé geometria alapjai konyvhoz

Sajnos minden konyvben vannak hibdk és hianyossagok, akdrmennyire gondos
az elddllitds. Ebben a dokumentumban ezek taldlhatéak, pontosabban az eddig
felfedezettek, hiszen — bdr ez elvi ellentmonddsnak tinik egy véges sok karak-
tert tartalmazd konyvben :-) — hiba és kiegésziteni vald minden javitds utdn

marad minden kényvben.

Kérem, hogy aki barmely sulyossdgu tovabbi hibdt is taldl e konyvben, az

jelezze a dolgot a kurusa@math.u-szeged.hu elektronikus levelezési cimemre.

1. A hibak a Szamitégépes abrazolé geometria alapjai konyvben

A hiba helyét egy a® vagy aj alaki koordinata adja meg, melyek jelentése:

)

ab, az a sorszamt oldalon feliilr6l sorban a b-edik sorban,
ap, az a sorszamu oldalon alulrdl sorban a b-edik sorban.

Régebbi adatokkal valé kompatibilitds érdekében b < 0 esetén ab := a_y.
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hiba és javitdsa

valé merdleges vetités — valé parhuzamos vetités

origbjanak a képe. — origéjanak a meroleges vetiilete.

A rovidiilésekre — Mer6leges vetitéskor a rovidiilésekre

A nyomhédromszog — Merdleges vetitéskor a nyomharomszog
Legyenek az — Legyenek a sikon az

Bar itt csak a ... igaz. Természetesen ... vetitésre. — torlenddék, mert
ez a két mondat tartalmilag értelmetlen;

éleinek axonometrikus képe — éleinek valamely axonometrikus képe
Bizonyitas. ... . helyettesitendé a K.1. tétel bizonyitasaval (ami
teljesen 1j).

a Beziér-gorbék — a Bézier-gorbék

a Béziér-gorbék — a Bézier-gorbék

az 326 < Wita—Uin 3+2\/5 egyenlStlenséget teljesitd — torlendd,

2 . Uit1—Ug .
mert bar ez igaz, de nem sziikséges.
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2 Hibajeqyzék és kiegészitések a Szdmitogépes dbrdzolé geometria alapjai konyvhoéz

60! Bizonyitas. ... . helyettesitendé a K.2. tétel bizonyitdsaval (ami
csak korrekcid).
61% A ... egyenletessége. Ez ... megvalasztani. Ennek ... eltekintiink.
61°° Ezek a mondatok tartalmilag értelmetlenek — torlenddk.
121° Osszetett determindns szamitdsdval kiegészitendé — K.3. Lemma.
A lista elemeit magam és segitékész emberek taldltdk. K6szonom nekik, hogy nem
csak felfedezték, de meg is irtak nekem a hibdkat.

2. Kiegészitések a Szamitégépes abrazolé geometria alapjai
konyvhoz

K.1. Pohlke-tétel — az axonometria alaptétele. Egy sikon tetszélegesen adott
dltaldnos helyzetii O, A, B és C pontokhoz létezik a térben olyan kocka, melynek az
O csicsdbal kiindulo OA, OB és OC' éleinek valamely axonometrikus képe éppen
OA, OB és OC.

Bizonyitas. Mivel itt valéjaban az ABC stk megfelel$ vetiiletét keressiik egy az
O origbt tartalmazé képsikra, és ezek a képsikok metszik egymdst, els6 tételiink
értelmében elegend6 a merdleges vetiileteket vizsgdlni, majd azokbdl valamely
origbn atmend tengelyre vontakozo tengelyes affinitdssal képezni a kivant axo-
nometrikus képet.

Vetitsiik a tér O = (0,0,0), A = (1,0,0), B=(0,1,0) és C' = (0,0, 1) pontjait
az O origén dtmend n = (x,y, 2) normalist (22 + y? + 22 = 1) sfkra merdlegesen.
Ez éppen egy kocka harom szomszédos élének merdleges vetiilete. A mer6legesen
vetitett pontok legyenek O, A’, B’ és C'.

Olyan, n normalist keresiink, melyre C' = MA’4puB’, ahol OC = \OA+ OB,
és az altalanos helyzet miatt X\ # 0 # p.

Konnyt 1atni, hogy A’ = A—n(n, A), B = B—n(n, B), és C' = C —n(n, C),
ahol (-, ) jelenti a szokdsos euklideszi skalaris szorzast a vektortéren. Ebb6l

A/ = (1 - 3327 —2Y, 7IZ)7 B/ = (71’3/7 1- y27 72/2)7 és Cl = (71‘27 —Yz, 1- Zz)a

amiért xA’ + yB’' + 2C" = 0, vagyis az n normélisra a A = —x/z és p = —y/z
egyenletek adédnak, ha z # 0.

Ha z = 0, akkor C’ az origéba esik, amiért az O, A’, B’ és C' pontok nem
altaldnos helyzetiiek. Mivel azonban az O, A, B és C pontok altalanos helyzetiiek,
a tovdbbiakban feltehet6, hogy z # 0, és ugyanigy x # 0, y # 0.
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2. Kiegészitések a Szamitogépes dbrdzolé geometria alapjai konyvhoz 3
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1.3.13. abra. Kocka és axonometrikus képe a Pohlke-tételben.

Eszerint egyenleteink A\?(1 — 2% — y?) = 22 és p?(1 — 22 — y?) = y?, vagyis

A2 =221+ 22) + \29% és p? = p22? + y?(1 + p?) alakiak, aminek a megoldésa

2 A? 2 Mz , 2 1

x:1+)\2+u2’ y:1+)\2+'u2’ €S Z:1+)\2+M2

Legyen tehdt n = (1+>\;\+u2’ 1+>\g+u2’ H)\}lﬂﬁ), aminek kovetkeztében C' =

AA’ 4+ B’ teljesiil az O, A’, B’ és C’ képpontokra. Ekkor az OABC' pontok altal
meghatdrozott kockat megfeleléen kicsinyitve vagy nagyitva az O pontbdl az O, A’,

B’ és C' képpontokra érvényes lesz az |OA| = |A’| egyenldség is, és természetesen
C" = \A' 4+ uB’ is érvényben marad.

Izometrikus transzformaciéval hozzuk most a OABC sikot a képsikunkkal
fedésbe tigy, hogy O = O és A = A’ legyen, valamint B és C rendre az QA" egye-
nes ugyanazon félsikjaba essen, mint B’ és C’ (tekintve, hogy C' = \A" + uB’,
ez egyértelmtien lehetséges). Ekkor O(uB’')C'(AA’) és O(uB)C(\A) is paralelog-
ramma, ezért a (uB)(uB’)C’'B is paralelogramma. A parhuzamos szelék tétele
miatt (uB)(uB’) || BB'. Vegyiik az O, A’, B’ és C’ képpontoknak az OA’ és BB’
tengyelyekre vett O, A", B” és C" affin képét gy, hogy az O A’ tengely pontonként
fix — vagyis A” = A’ —, a BB’ tengelyen viszont az affinitds a B’ pontot olyan
B" = B pontba viszi. A bevezetSben jelzettek miatt ez a tengelyes affinitds — ami
valéjéban azt jelenti, hogy a vetités irdnyét nem véltoztatva, a képsikot az O A’ ten-
gely koriil a megfelel6 mértékben elforgatjuk — egy axonometrikus képet hoz létre,
vagyis QA" B"C" az OABC kockaélek axonometrikus képe, és A = A", B = B".
Az affinitds tartja a paralelogrammékat, igy C”" = AA" + uB" = MA+ uB = C' is

teljesiil, ami bizonyitja az allitast. .

(© Kurusa 2009. Februar 28.



4 Hibajeqyzék és kiegészitések a Szdmitogépes dbrdzolé geometria alapjai konyvhoéz

K.1'. Tétel. (Gehér Gyorgy otlete nyomén.) Egy sikon tetszdlegesen adott
dltaldnos helyzetii O, A, B és C pontokhoz létezik a térben olyan téglatest, melynek
az O = O csicsdval szomszédos A, B és C csiicsainak meréleges vetiilete éppen A,
BésC.

Blzonyltas Legyenek adottak a képsikon az O = O, A, B és C pontok, és legyen
a= OA b= OB ésc= OC valamint OA = a+an, O—B) b+bn és OC = c+cn,
ahol n az ABC képsik normalisa.

Az A, B és C pontok pontosan akkor alkotjak az egyik csucsaval az O pontban
elhelyezett 7 téglatest O csicsdanak harom szomszédos csicséat, ha OA L OB L
OC | OA. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha 0 = (Oj,O_B)> = (O?,O?> =
(O?, (ﬂ> Behelyettesitve ebbe a fenti formulékat, az adédik, hogy

0=ab+ (a,b) =bc+ (b,c) = ca+ (c,a),

amibdl az a, b és c vektorok paronként nem merélegesek, akkor
a2 _ _<av b> <C7 a> , b2 _ _<bv C> <a7 b> , 02 _ _<Ca a> <ba C>
(b, c) (c,a) (a,b)
adodik. Ez azt jelenti, hogy létezik pontosan egy olyan, az egyik csicsaval az O
pontban elhelyezett 7 téglatest, melynek O cstcsdval szomszédos hédrom csicsa,
éppen az A, B és C pontok.

Ha mondjuk b L ¢, vagyis (b,c) = 0, akkor bc = 0, amiért b =0 és c =0
legaldbb egyike teljestil.

Ha b =0 és ¢ = 0 egyszerre teljesiil, akkor 0 = (a,b) = (b, c) = (c,a), vagyis
az a, b és ¢ vektorok paronként merdlegesek, holott egy sikban helyezkednek el,
amiért egyikiik nulla, vagyis az A, B és C pontok egyike egybeesik az O ponttal.
Barmely cstcs is esik az O pontba, a masik két vektor meréleges, ezért nyilvan
végtelen sok olyan, az egyik cstucsdval az O pontban elhelyezett 7T téglatest létezik,
melynek O csticsaval szomszédos harom csticsanak meréleges vetiilete, éppen az A,
B és C pontokba esik.

Ha b = 0 és ¢ # 0, akkor 0 = (a,b) = (b,c), vagyis az a és c vekto-
rok merélegesek a b vektorra, tehat az A, C' és O pontok kollinedrisak. Ekkor
tetszélegesen vélasztva a ¢ szdmot, pontosan egy a értékre telejsiil a0 = ca + (c, a)
egyenl6ség, ami azt jelenti, hogy ekkor pontosan egy olyan, az egyik csicsaval az
O pontban elhelyezett 7 téglatest, melynek O csiicsaval szomszédos hdrom csticsa,
éppen az A, B és C pontok.

Eszerint mindig van legaldbb egy olyan, az egyik cstcsaval az O pontban
elhelyezett 7 téglatest, melynek O csiicsaval szomszédos hdrom cstcsdt a merdleges

vetités éppen az A, B és C pontokba viszi. .
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2. Kiegészitések a Szamitégépes dbrazold geometria alapjai kényvhéz 5

K.2. Tétel. Tetszblegesen adott py, ..., pn pontokhoz, tg, t, vektorokhoz és ug <
U < oo < Up_1 < Uy csomopontokhoz minden 0 < ¢ < n — 2 esetén ponto-
san eqy olyan S kobds 6sszett Bézier-giorbe létezik, amely kétszer folytonosan diffe-
rencidlhatd, és amelyre S(u;) =p; (i € {0,1,...,n}), és S'(un) = t,.

Bizonyitds. Legyen a keresett S 0Osszetett Bézier-gorbe i-dik kobos Bézier-
gérbéje S;, melynek kontrollpoligonja {p;,q;,q;,pi+1}. Ezen Bézier-gérbék
végpontjaiban az els6 és a masodik derivalt is egybe kell essen. Az elsé derivéltak
egybeesnek, ha

*Po Pi-d, q —pi Pn—di

o =33 -1 = -3 =t, (1<i<n-1),
up —up W= Uis1 Uipl — U Up — Up—1

a masodikak pedig akkor egyenléek, ha

+ _9q- 4 . —2q -
qz 2qz +2pl _ P q7,—1+(31—1 (1 SZS”_I)
(Uig1 — us) (u; —ui-1)

Vezessiik be a A; = u;11 — u; jelolést, és rendezziik a fenti egyenleteket tigy, hogy
a keresett qj és q; pontokra kapjunk egyenletrendszert. A széls6é esetekben a
Po + to% =4qy ¢és py — tnM = qn 1 egyenletek addédnak, amelyekbdl q, és
Qiq egyértelmiien adédik. A koztes pontok esetében a qz és q; pontokra vald
rendezés a (2n — 2) X (2n — 2)-es, linedris

B (1<i<n-1)
pi(A2 Af 1) = A? 1—2q; AQ L+ 29 A —q A7

egyenletrendszerre vezet. Vezessiik be az aldbbi négy vektort az egyszeriibb
szamolas kedvéért:

qo+, ~-7Qi—2),
-5 d,-1),

p1(A1 +A0),- s Pr—1(Bn—1 + Ap2)),

p1( A%), cees pi(A? - A?ﬂ)v e an—l(Aiq - Aiﬂ))'

’U'U.Q,Q
I

(
(
(
= (

(Ezen vektorokat persze formadlisan értjiik, hiszen az elemeik nem szamok, hanem
maguk is vektorok — pontok.) Ezen vektorokkal egyenletrendszeriink az igen egy-

)= 2) (%)

szeri
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6 Hibajeqyzék és kiegészitések a Szdmitogépes dbrdzolé geometria alapjai konyvhoéz

alakot 6lti, ahol az (n — 1) x (n — 1)-es A, B, C' és D madtrixok elemeire

A : ai,j = 61"in, B : bi,j = 61’,in717
C:ociy =280 +6ij-187 1, Dt diy=—26i;07 1 — 61147

(Itt a 6;; Kronecker-delta pontosan akkor 1, ha ¢ = j, és minden mds eset-
ben 0.) Mivel az A és a B madtrix is diagondlis, és a K.3 Lemma alapjin

det (é g) = det(DA—CB). A rendszer egyértelmii megoldhatésiga, ami ugyanaz

mint matrixdnak invertalhatésdga tehat pontosan akkor teljesiil, ha az utébbi,
(n—1) x (n—1)-es det(DA — CB) determindns nem nulla.
Legyen E = DA — CB. Ekkor az E métrix elemeire

F: €ij = 51J+1A?Ai,1 + 25i,in71Ai(Ai71 + Al) + 5i,j71A?71Ai~
Vildgos, hogy az E matrix minden eleme pozitiv, és diagonalisan dominans, hiszen

€ii =20, 10;(Ai_1 + A)
> A?Ai—ﬁ- A?_1Ai =e€ji-1tei+1=¢€1+ - +e i1t e ip1+ -+ en

minden lehetséges i-re. Ez azt is jelenti, hogy az F métrix invertalhat6 (ldsd a

Fliggelékben), ami teljessé teszi tételiink bizonyitdsat is. .

K.3. Lemma. Ha C és D a diagonalis A és a vele felcserélheté B négyzetes

mdtrizszal azonos rendd mdtrizok, akkor det (g [B)) =det(DA — CB).

Bizonyitas. Mivel A és B felcserélheté matrixok, teljesiil az
A B At -BY I 0
C D 0 A ) \CA' DA-CB

azonossag. A determinansok kifejtési, szorzas-, és ismét a kifejtési tétele értelmében
tehét

A B A B At B I 0
det(c D>d6t<c D)det( 0 A>det(CA1 DA—CB)
— det(DA— CB),

ami igazolja az allitast.
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