Szakaszok ekvioptikusai:
Apolléniosz tételének altalanositasa

KURUSA ARPAD

Kivonat. Az Apolloniosz-tétel szokasos bizonyitasa szerint a kizarolag végpont-
jukban ko6z0s kollinearis szakaszok pontosan az Apolloniosz-kor pontjaiban lat-
sz6dnak egyforma szog alatt. Azon pontok halmazat a sikban, melyekben a
sik két konvex tartomanya egyforma szog alatt latszik, a két tartomany ek-
vioptikusanak nevezziik. E cikkben kideritjiik, hogy szakaszok ekvioptikusa
mikor tartalmaz kort.

1. Bevezet6

Apolloniosz tétele szerint azon B pontok halmaza, melyek valamely rogzitett A
és C pontoktol vald tavolsdgainak oo (B) ardanya egy 0 < A # 1 allando, a két
rogzitett pont egyenesére szimmetrikus (A-paraméterd) Apolldniosz-féle kor.

E tétel szokasos bizonyitasa abbol indul ki, hogy az ABC/A haromszog B
ponton dtmend f belss és f' kiils6 szogfelezs egyenese az AC oldal egyenesét rendre
olyan F és F’ pontokban metszik, melyekre dac(F) = d4c(F"') éppen az AB és
BC oldalak hosszainak aranya. Mivel az ugyanazon csticshoz tartozé belsé és kiilsé
szogfelez6k merdlegesek egymaésra, ebbdl kovetkezik, hogy azon B pontok halmaza,
melyekre d4c(B) egy 0 < A # 1 allando, éppen az W szakaszra emelt ICy
Thalész-kor, ahol az F) és F} pontokat a 64c(Fy) = dac(Fy) = Aés F{ ¢ AC 5 F\
feltételek hatarozzak meg.

AMS-klasszifikdcio (2012): 0052, 0054.
Kulcsszavak és -kifejezések: 1atoszog, Apolloniosz tétele, ekvioptikus, Apolloniosz-gorbe.
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2 Kurusa A.

A ICy Apolloniosz-korhoz vezets levezetésbdl kiolvashatd e kornek az a tu-
lajdonséaga is, hogy pontjaibol az AF\ és F)\C szakaszok (és persze ugyanigy az
TH\ és W szakaszok is) azonos szog alatt latszanak. Hasonlo helyzetre, vagyis
ahol kiilonb6z6 szakaszok egy koriv pontjaibol megegyezd szog alatt latszanak, a
latoszog-tétel is példaval szolgal: a latoszog-tétel szerint egy hirnégyszog egyforma
hosszisagu oldalai a koriilirt kor ivein egyforma vagy kiegészit§ (konstans) szog
alatt latszanak.

A sikban két konvex tartomanyt azonos szog alatt 1at6 pontok halmazanak
lezartjat ekvioptikusnak nevezziik. Azon pontok halmazanak lezartjat pedig, ame-
lyekbdl a két konvex tartomany kiegészité szogek alatt latszik, kompoptikusnak
nevezzilk. Az Apolloniosz-kor tehat a szakaszok ekvioptikusanak részhalmaza, a
[3] cikk szerint pedig az origd kézépponti va? + b? sugart kor részhalmaza az
%2 + ’l’)’; = 1 egyenlet ellipszisek ekvioptikusanak.

E cikkben kideritjiik, hogy szakaszok ekvioptikusa pontosan mikor tartalmaz
kort vagy korivet.

2. Szakaszok ekvioptikusai és az Apolléniosz-gérbék

Vilagos, hogy ha két szakasz egybeesik, akkor ekvioptikusuk a teljes sik, és ugyanez
a helyzet, akkor is, ha mindkét szakasz elfajulo. Az is nyilvanvalo, hogy ha csak az
egyik szakasz elfajulo, akkor az ekvioptikusuk a nem elfajulo szakasz egyenesének
része, ezért a tovabbiakban — ha kifejezetten nem is irjuk — a wvizsgdlt szakaszok
ktilonbozdek és nem elfajulok.

Egy ponthalmazt a sikban algebrainak neveziink, ha pontosan azon pon-
tok tartoznak hozzéa, melyek koordinatai valamely polinom-egyenlet megoldasai.
Ilyenek az egyenesek, melyek els6foku polinom-egyenletek megoldés-halmazai, a
kupszeletek, melyek méasodfokt polinom-egyenletek megoldas-halmazai, és ilye-
nek a kupszeletek izoptikusai is, melyek negyedfokt polinom-egyenletek megoldas-
halmazai [3].

A tovabbiakban a sikot mindig a térben, az ott adott ortogonéalis koordinéta-
rendszer z = 0 egyenletii sikjaként tekintjliik. Ennek a siknak a normalisa az
m = (0,0, 1) vektor.

2.1. Tétel. Két kiilonbozd szakasz ekvioptikusa két harmadrendd A, és As algebrai
gorbe bizonyos tveinek unidja. Az A1 és Ay nem az ekvioptikushoz tartozd iveinek
unidja a két szakasz kompoptikusa.

Bizonyitas. A x vektorialis szorzas és a (-, -) skalaris szorzasok definicidja alapjan
vilagos, hogy az AB és C'D szakaszok azon X pontokban latszanak egyenls szog

Polygon, 21:2 (2012), 43-57. © A. Kurusa



Szakaszok ekvioptikusai 3

alatt, melyekre

(2.1) (XA x XB) (XC, XD) = (X) (XC x XD) (XA, XB),

ahol

(2.2) 5(X):{+17 ha |XC x XD|(XA x XB) = XA x XB|(XC x XD),

—1, egyébként.
Nyilvanvalo, hogy az e(X) fiiggvény konstans +1 vagy —1 az AB és C'D egyenesek
félsikjainak metszetein, és mindannyiszor elGjelet valt, amikor az X pont az AB és
CD egyenesek masik félsikjara kertil.

Rogzitsiink most egy O pontot a sikban és legyen x = (ﬁz a= OA b= O?
C—O?esd—O . Ekkor

ﬂxﬁ:(a—x) X (b—x)=xx(a—b)+axb,

(XA, XB) = (a—x,b—x) = [x|> — (x,a+b) + (a,b),
és

XCxXD=(c—x)x(d-x)=xx(c—d)+cxd,

<ﬁ,ﬁ) ={c—x,d—x)=|x]* - (x,c+d) + (c,d),
amely azonossigokat az (2.1]) egyenletiinkbe helyezve és azt skalarisan megszorozva
az m normalissal az

Ix[*(x, (a—b) x m) + (a x b,m)|x|? — (x, (a —b) x m)(x,c +d)+
+ (x,(c,d)((a—b) x m) —(a x b,m)(c +d)) + (a x b,m){c,d)

2.3

(2:3) = &(x)(]x]*(x, (c =d) x m) + (¢ x d, m)|x|? —(x, (c — d) x m)(x,a + b) +
+ (x,(a,b)((c —d) x m) —(c x d,m)(a+b)) + (c x d,m)(a, b))

egyenlethez jutunk, ahol &(x) = &( O—X2 . Ez maris bizonyitja tételliink

els6 allitasat, hiszen elvegezve a szorzasokat, az x = (x1,22,0) vektor koordinatai
legfeljebb harmadik hatvanyon fordulnak el§ az egyenletben.

A tétel masodik allitdsanak bizonyitasdhoz csak azt kell észrevenniink, hogy
fenti bizonyitasunk ugyanugy elvégezhets, minddssze a kiindulasi egyenlet
jobboldalat annak ellentettjére kell médositani, mert a kiegészité szog koszinusza

az eredeti sz0g koszinuszanak ellentettje. -

A egyenlet megoldashalmaza része a két
Ix|?(x, (a —b) x m) + (a x b,m)|x|* — (x, (a —b) x m)(x,c + d)+
+ (x,{c,d)((a —b) x m) —(a x b,m)(c + d)) + (a x b, m)(c,d)
+(|x[2(x, (¢ —d) x m) + (e x d,m)|x| — (x, (¢ — d) x m)(x,a+b) +
+ (x,(a,b)((c =d) x m) —(c x d,m)(a + b)) + (c x d,m)(a, b)),

(2.4)
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4 Kurusa A.

egyenletek megoldas-halmazanak. A (2.4) egyenletek definialjak az Apolldniosz-
gorbéket' nevezziik. Az ugyanazon szakaszparhoz tartozé Apolloniosz-gérbékre azt
mondjuk, hogy egymds pdrjai.

/’_‘\;

Harom konfiguracié két-két Apolloniosz-gorbéje és egy-egy ekvi- és kompop-
tikusa (folytonos illetve szaggatott vonalak). A jobbszéls6 konfiguracio My
pontja ideélis.
Tekintsiik a parhuzamos egyeneseket tigy, mint amelyek egymast az idealis pont-
jukban metszik. Az (eszerint) esetleg idealis

My:=ABNCD, M;:=ACNBD é& M_:=ADNBC

pontokat ekvioptikus pontoknak nevezziik, mert természetesen az ekvioptikuson
vannak. Minthogy az ekvioptikust és a kompoptikust is zart halmaznak defini-
altuk, ugyancsak az ekvioptikuson van az A, B, C, D pontok mindegyike is.

Az A, B,C,D és My pontok mindkét Apolloniosz-gorbén rajta vannak, hi-
szen barmelyikbe helyezve az O pontot, a egyenlet konstans tagja elttinik.
Az My pontok viszont altalaban pontosan egy-egy kiilonb6zd Apolloniosz-gorbére
illeszkednek, mégpedig arra, amelyben szerepls elGjel éppen a pont indexe.?

Egy Apolloniosz-gorbe (2.4) egyenlete akkor és csak degeneralodik alacso-
nyabb rendiivé, ha a harmadrendi tagja elttinik, vagyis

(x,(a—b) xm) = +(x,(c —d) x m)

minden x vektorra. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a—b = +(c—d), ami azt
jelenti, hogy az A, B,C és D pontok paralelogrammét alkotnak, melynek O a ko-
zéppontja. A degenerdlodott egyenletti Apolloniosz-gorbéket elfajultnak mondjuk.
Vegyiik észre, hogy egy parnak nem lehet mindkét eleme egyszerre elfajult.

L Ezekrél sok érdekes algebrai és geometriai tulajdonsag szerepel a |8] és [9] cikkekben, ahol t&bb-
szor is tévesen nevezik Gket izoptikusoknak.

2Vegyiik észre, hogy az itt megadott eljelek, és igy az M+ pontok indexelése sem invarians
a szakaszokra, hiszen az elGjel a egyenletben az A és B pontok cseréje esetén éppen az
ellenkezsGjére valtozik.
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Szakaszok ekvioptikusai 5

Vizsgéljuk meg, hogy milyen egy elfajult Apolloniosz-gorbe! Elébbiek szerint
ekkor az ABCD négyszog egy paralelogramma, igy az O pontot ezen paralelog-
ramma egy atlojanak felez6pontjaba érdemes helyezni. Ekkor ¢ = —a és b = —d,

igy a egyenletek az
Ix|%(x, (a —b) x m) + (a x b, m)|x|> + (x, (a —b) x m)(x,a + b)+
+ (x,(a,b)((a—b) x m) +{(a x b,m)(a+ b)) + (a x b, m)(a, b)
= +(|x[*(x, (b —a) x m) + (a x b, m)|x|* +(x, (a — b) x m)(x,a + b) +
+ (x,{(a,b)((b —a) x m) —(a x b,m)(a+ b)) + (a x b,m)(a, b)),
alakot veszik fel, amibdl a két gorbe egyenletére
(-) Ix|*(a x b,m) + (x, (a —b) x m)(x,a+b) + (a x b,m)(a,b) = 0,
(+) |x[*(x,(a~b) x m) + (x, (a —b) x m)(a,b) + (x,a+b)(a x b,m) =0
adodik. Mivel (a x b,m) = (a, (b — a) x m), sszevonasokkal rendre az
(|x|?a — (x,a+ b)x + (a,b)a, (b —a) x m) = 0,
(|x|*x + (a,b)x — (x,a+ b)a, (a —b) x m) =0
egyenletekhez jutunk. Valasszuk tugy a koordinata-tengelyeket, hogy b — a =
(1,0,0) és ag > 0 legyen. Ekkor (b1,b2,0) = b = a+ (1,0,0) = (a1 + 1,a2,0)
és (b —a) x m = (0,1,0), igy el6bbi formulaink koordinatas alakja rendre
(2.5) az(x? — 22) — (2ay + V)x129 + (0 + a2 + a1)az =0,
(2.6) (22 + 23)xo + (a 4+ a1 — a3)zy — (2a1 + 1)agx; =0.
2.2. Tetel. Eqgy Apollioniosz-gorbe akkor €s csak akkor elfajult, ha a szakaszok egy

(esetleg elfajuld) paralelogramma szemkézti oldalai. Az elfajult Apolloniosz-girbe
egy merdleges aszimptotdju hiperbola, mely két merdleges egyenessé fajulhat.

Bizonyitas. A tétel els§ allitasat mar belattuk, a mésodik igazolasdhoz a masod-
rendd egyenletet kell megvizsgalnunk!

Kozismert [4], hogy az ilyenek megoldashalmaza az elfajulo esetektdl eltekint-
ve kipszelet, melynek tipusat az egyiitthatok matrixanak szignaturija hatarozza
meg. Ebbdl adodik, hogy a megoldashalmaz egy hiperbola, de ennél tébbet tudunk
meg, ha az

\/ 4a3 + (2a1 +1)2 + (2a; + 1) \/ 402 + (2a; +1)2 — (201 + 1)
s§=I + 2 5

2

2

. \/«/4@% + (2a1 +1)2 = (2a1 + 1) . \/ 4a2 + (2a1 +1)2 + (2a1 + 1)
1 — T2
2
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6 Kurusa A.

helyettesitést alkalmazva az —(a? + a3 +ay)as = st alakhoz jutunk. Ez az egyenlet
azt mutatja, hogy ha (a2 + a3 + a1)az # 0, akkor a hiperbola aszimptotai merd-
legesek, ha pedig (a? + a3 + a1)az = 0, akkor a hiperbola két mersleges egyenessé

fajul. ]

2.3. Megjegyzés. A fenti bizonyitas szerint az elfajult Apolléniosz-gérbe pontosan
két esetben fajul két merdleges egyenesé:

(1) as = 0: ekkor mindkét szakasz az els§ koordinata-tengelyen van, és a masodik
tengelyre nézve egymas tiikorképei,

(2) as # 0: ekkor 0 = a2+a3+a; = (a,b), vagyis az ABCD paralelogramma at16i

merdGlegesek egymaésra, és az Apolloniosz-gorbét éppen ezen atlok egyenesei

alkotjak. v

Most vizsgaljuk meg az elfajult Apolloniosz-gérbe parjat!

2.4. Tétel. Elfajult Apolloniosz-gorbe A pdrja nem elfajuld, és pontosan akkor dll
eld alacsonyabb rendd gorbék unidjaként, ha
(a) a szakaszok paralelogrammdja elfajuls, mely esetben
(al) ha a szakaszok nem metszik egymdst, akkor A a szakaszok egyenese,
(a2) ha pedig a szakaszok metszik egymdst, akkor A a szakaszok egyenesének
és a szakaszok paralelogrammdjdnak kézéppontja korili valamely kdrnek
az unidja,
vagy
(b) a szakaszok paralelogrammdja téglalap, mely esetben A a téglalap kéré irt ko-
rének és a szakaszokkal pdrhuzamos kézépvonaldnak az unidja.

Bizonyitas. Az elfajult Apolloniosz-gorbe egyenlete megfelels koordindta-rendszer-
ben , és ebben a koordinata-rendszerben az A parjanak egyenlete a nem de-
generaloédott .

Tegyiik el6szor fel, hogy a egyenletben (2a; + 1)ag = 0. Ekkor az
za((23 + 23) — (a3 — a? — a1)) = 0 egyenlethez jutunk.

Ha ay = 0 és a1 € [—1,0], akkor az elsG tengely és az origd kozéppontu
\/—a? — a; sugari kor a megoldas. Ha ay = 0 és a; ¢ [—1,0], akkor csak az els6
tengely a megoldas. Ha (2a; + 1)ag = 0 és ag # 0, akkor a3 = —1/2 és igy az els6

tengely és az origd kozépponti \/a3 — a? — a; = \/a3 + a? sugart kor a megoldas.

(N R
N /
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Szakaszok ekvioptikusai 7

Most azt tegyiik fel, hogy a egyenletben (2a; + 1)ag # 0.

Valasszunk egy olyan ¢ > 0 szamot, melyre d := a2 —a? —a; +c¢ > 0. A
egyenletnek minden z; esetén legfeljebb harom és legalabb egy megoldéasa van.
Legyen ezen megoldasok legnagyobbika s és tegyiik fel, hogy zo > v/d. Mivel az
x5 egyiitthatoja pozitiv, barmely elegenden kicsi & > 0 esetén zo > Vd+ e és

0> (m% + (2 — 5)2 + a% +a; — a%)(mg —¢) — (2a1 + Dagzy

teljesiil, amib6l zo > € miatt 0 > (2§ + ¢)(22 — &) — (2a1 + 1)asw1, vagyis zp <
€+ (2a1 + 1)agzy /(2% + ¢) kovetkezik. Csakhogy ez biztosan nem teljesiil ha |z;]
elegendGen nagy és € < v/d/2, tehat elegendden nagy 1 esetén feltételezésiinkkel
ellentétben |z < V/d teljesiil.

Ugyanezt a gondolatmenetet a legkisebb gyokre alkalmazva, azt kapjuk, hogy
a gorbe a mdsodik koordindtdban korldtos.

Mivel a egyenletben az x5 korlatos, azonnal latszik, hogy amennyiben
x1 — 00, az x2 nagyjabol az xq reciprokaval (2a; +1)as-aranyosan tart a nulldhoz.

Mivel a legfeljebb mésodrendti gorbék koziil csak az egyenes, a parabola és
a hiperbola nem korlatos 4], de ezek koziil minddssze az egyenes férhet el egy
egyenes savban, az A Apolloniosz-gorbe csak egyenes lehetne. Ez az egyenes az
aszimptotak miatt csakis az els6 koordinata-tengely lehet, de ez ellentmond annak,
hogy az A Apolloniosz-gérbe pontosan csak az origbban metszi az elsé tengelyt,
mert a egyenletnek zo = 0 mellett kizarolag 1 = 0 a megoldasa.

Eszerint a (2a; + 1)as # 0 feltétel mellett az A Apolloniosz-gérbe nem tartal-
mazhat legfeljebb masodrendd gorbét, ami tételiinket bizonyitja. -

Az A Apolléniosz-gérbe a masodik tengelyt az xa(23 + a? + a; — a3) = 0
egyenlet megoldasaiban metszi, amibdl mar lathaté, hogy az Apolloniosz-goérbe
nagyjdbdl a kivetkezs dbran bemutatott két gorbe egyikét mintézza az a3 + a; — a3
elgjelétsl fliggGen.

j

Vilagos, hogy a tétel (a) esetében a kor (ha létezik) a kompoptikus része
(a mésodik tengellyel vett metszete egyben az ekvioptikusnak is része), mig a (b)
esetben, a kornek a téglalap csticsai altal kijelolt négy ive koziil csak a kozépvonalat
metszok az ekvioptikus részei (a masik két v a kompoptikus része).
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3. Korivek nem elfajulé Apolléniosz-gorbékben

Az elfajuld Apolloniosz-gorbéket nem eredményezé konfiguracioknak az el6z6 sza-
kaszban végzetthez hasonlo6 részletességii feltérképezése igen nagy munka lenne, de
célunk ebben a cikkben mindossze azon konfiguraciok meghatarozasa, amelyekhez
tartozd Apolloniosz-gorbék unioja korivet tartalmaz.

3.1. Tétel. Ha két szakasz nem elfajulé A Apolloniosz-gorbéje tartalmaz egy kort,
akkor A ezen kor és egy egyenes unidja.

Bizonyitas. Legyen a két szakasz AB és CD, a kor pedig C. Valasszuk a
egyenletben az O pontot ugy, hogy az a C kozéppontjaba essen, és tegyik fel,
hogy a ,,—" jelhez tartozo egyenlet adja az A Apolloniosz-gorbét. A |+ esetén a
bizonyitas analdég moédon végezhets, ezért az érdeklgds olvaséra marad.

Legyen pa a ,,—" jelhez tartozo egyenlet nullara rendezésével nyert po-
linom. Ekkor a C kor minden x pontjara p4(x) = 0, amiért a

Pu(X)
:=pa(Au)
(3.1) =X3(u, (a—b) x m) + A%(a x b,m) — A\*(u, (a —b) x m)(u,c 4 d)+
+ AMu, (c,d)((a—b) xm) —(ax b,m)(c+d)) + (a x b,m)(c,d)+
+ (A\*(u, (¢ —d) x m) + A*(c x d,m) — A\*(u, (¢ —d) x m)(u,a + b)+
+ Mu, (a,b)((c —d) x m) —(c x d,m)(a + b)) + (c x d,m)(a, b)).

polinomnak gyokei a +1 szamok minden u egységvektorra. Vezessiik be az

=(a x b,m)(c,d) + (c x d, m)(a, b),

(3.2) c
f=(a—b+c—d)xm,

és az [ = |f| jeloléseket.

A polinomra alkalmazva a gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggése-
ket?, azt latjuk, hogy e polinom harmadik A3 gydkére 1-(—1) - (=X3) - (u,f) = e
teljestil.

Ha f = 0, akkor a4+ c = b +d, vagyis a szakaszok paralelogrammét alkotnak,
igy A parja elfajulo, amiért tételiink allitasat a[2.4] tétel igazolja.

Ha f # 0, akkor A3 = ¢/(u, ), amibol

(33) pu(N) = (W =D\ (w,f) —e) (s igy pa(x) = (|x]* = 1)({x,f) —e) is )

kovetkezik.

3Viéte formulak
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Szakaszok ekvioptikusai 9

Eszerint az A Apolloniosz-gorbe az origdn u irdanyba athalado egyenest a +u
pontokon kiviil még pontosan a

PA(u) = u
(u,f)
pontban metszi, kivéve az (f x m)/f irdnyt, melynek egyenesét nem metszi. Mint-
hogy ezen pontokra (P4(u),uy)f = e teljesiil, ahol uy = f/f, lathato, hogy a
P, pontok éppen az uy vektorra meréleges, a Py(uy) = ?uf ponton athalado

egyenesre illeszkednek. Ez bizonyitja a tétel allitasat. -

3.2. Tétel. Ha két szakasz nem elfajulé Apolloniosz-gorbéje eqy kior és eqy egyenes
unidja, akkor az egyenes dtmegy a kér kézéppontjdn.

Bizonyitas. Amennyiben a szakaszok paralelogrammat alkotnak, akkor az Apollo-
niosz-gorbe péarja elfajulo, igy a tétel szerint az (1) allitas teljesiil.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a szakaszokbol alkotott négyszég nem pa-
ralelogramma, amibdl az is kovetkezik, hogy a maésik Apolloniosz-gorbéjiik sem
elfajulo.

Legyen a két szakasz AB és CD, a vizsgalando nem elfajulé Apolloniosz-
gorbéjiik pedig A, mely a C kort és az £ egyenest tartalmazza.

A kovetkezGkben az A, B, C' és D pontok elhelyezkedése szerinti esetekre
bontva vizsgaljuk a bizonyitando allitast. Mivel az A, B, C' és D pontok mindegyike
rajta van az AB és CD szakaszok mindkét Apolloniusz-gorbéjén, harom esetet
fogunk vizsgalni:

(a) valamelyik szakasz az ¢ egyenesre esik;

(b) valamelyik szakasz végpontjai a C korre esnek;

(c) mindkét szakasz végpontjainak egyike az ¢ egyenesre, méasika a C korre esik;
Ezek egylittesen teljesen lefedik a lehetséges konfiguraciokat.

(a) valamelyik szakasz az { egyenesre esik:
Ekkor a masik szakasznak is az £ egyenesre kell esnie, hiszen az Apolléniusz-goérbe
minden pontjabol ugyanakkora, vagy kiegészits szog alatt kell latszania, mint az ¢
egyenesre es$ szakasznak. Ez azt jelenti, hogy az ABCD négyszog szimmetrikus
az ¢ egyenesre, amiért a C kornek is ilyennek kell lennie.

(b) valamelyik szakasz végpontjai a C korre esnek:
Mondjuk A, B € C. Ekkor a C' és D pontoknak is a C korre kell esnie, hiszen az
Apolloniusz-gérbe minden pontjabol ugyanakkora, vagy kiegészits szog alatt kell
latszania az AB és CD szakaszoknak, és ez a szog a koron konstans, tehat C a CD
szakasznak is latokore.
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10 Kurusa A.

Ez azt jelenti, hogy ABCD egy olyan hiirnégyszog a C korén, melyben az AB
és C'D szakaszok hossza megegyezik.

Ha az My = AB N CD pont a C kérén van, akkor az AB és C'D szakaszok
egy-egy végpontja egybe esik az My ponttal. Amennyiben A = C, akkor O € ¢,
mert elgbbi tételiink formulaja szerint e = 0. Amennyiben A = D, akkor
(a,b) = (c,d) és szerint f = (¢ — b) x m = |c — b|a, valamint kicsit t6bb
szamolassal e = |c — b|(a,b). Ez azt jelentené, hogy ¢ = BC, de ez csak akkor
fordulhat els, ha a szerinti p 4(x) = 0 egyenletben és a képletek (—)
elGjeld egyenletében a megfeleld elsé- és mésodfoki tagok egyiitthatoi megegyeznek.
Csakhogy a masodfokuak egyiitthatoi ugyan megegyeznek, de az els6foktiak nem,
tehat ez az eset nem fordulhat els.

Ha az My = O a C kor kozéppontja, akkor elgbbi tételiink formulaja
szerint e = 0, vagyis az ¢ egyenes atmegy az O ponton.

Ha M, ¢ CU{O}, akkor a konfiguracié szimmetrikus az OM, egyenesre, ezért
vagy ¢ = OM,, ami igazolja tételiink allitasat, vagy ¢ 1. OMj, amit a tovabbiakban
feltételeziink. Ugyanakkor My ¢ C miatt My € £ is kovetkezik, tehat My € ¢ L
OMy. Tekintettel a konfiguracid6 OM, egyenesre val6é szimmetriajara, ekkor az
My pont kis kérnyezetében az £ egyenes pontjaiban csakis ugy teljesiilhet az AB
és CD szakaszok latoszogeinek azonossaga vagy egymés kiegészitése, ha az AB
és C'D egyenes is merdleges az £ egyenesre. Minthogy ez ellentmond a szakaszok
kiilonbo6zbségének, ez az eset nem fordulhat els, ami teljessé teszi a tétel allitasanak
igazolasat a (b) esetben.

(¢) mindkét szakasz végpontjainak egyike az ¢ egyenesre masika a C korre esik:
Elsbbi tételiinkbsl tudjuk, hogy az f = (a —b 4+ ¢ —d) x m vektor meréleges
az { egyenesre, igy az

(a—b,f)y=(a—b,(a—b+c—-d)xm)=(a—Db,(c—d) x m)

(3.4)
={((a—b) x (c=d),m) = —(c—d,f)

egyenlGség igazolja, hogy a szakaszok merdéleges vetiiletei az £ egyenesre ortogonalis
irAnyba azonos hosszisaguak.

A szakaszoknak nem az egyenesre es§ végpontjait 0sszek0ts egyenes merdle-
ges az £ egyenesre, mert mindkét ilyen végpont £ egyenesre esé merdleges vetiileti
pontjabol mindkét szakasznak derékszog alatt kell latszania.

Két utobbi megfigyelésiinkbdl kovetkezik, hogy a szakaszoknak azon végpont-
jai, melyek nem az egyenesre esnek, vagy egymasnak az egyenesre vett tiikorképei,
vagy egybe esnek.

Ha az A és C pontok vannak az ¢ egyenesen, akkor egyenletbd] nyert
(a+c,f) = (b+d, f) egyenlSség szerint a B és D pontok az £ egyenesnek kiilonb6zé

Polygon, 21:2 (2012), 43-57. © A. Kurusa



Szakaszok ekvioptikusai 11

oldalan vannak és az iménti megfigyelésiink miatt a BD szakasz merélegesen metszi
az ¢ egyenest. Tehat az £ egyenes a C kor BD hurjanak szakaszfelezd merélegese,
ami igazolja a tétel allitasat.

Ha az A és D pontok vannak az £ egyenesen, akkor a (3.4) egyenletbdl nyert
(a—d, f) = (b—c,f) egyenldség szerint a B és C pontok az £ egyenesnek ugyanazon
oldalan vannak, igy a vetiileteik egybeesése miatt B = C. Ha a C'D egyenes a C'
és D pontoktél kiilonbézé C’ € CD N C pontban is metszi a C kort, akkor az AB
szakasz nulla vagy 180° fok alatt latszodik a C' pontbdl is, vagy C' € {A, B}.
Mivel B = C, el6bbi esetbdl a két szakasz egybeesése kovetkezik, ami kizart, tehat
C’' € {A,B}. Minthogy C’ ¢ {C,D} és B = C, ebbdl C' = A adodik, és ez
visszavezet a (b) pontban mar vizsgalt esethez. Tehat a CD NC C {C, D} és
ugyanezzel az indoklassal ABNC C {A,B}. Ha az AB és a CD egyenes is a
C érintGje, akkor az AB = CD ellentmondésra jutunk. Ha az AB egyenes a C
érintje, a C'D szakasz viszont a C hirja, vagy forditva, akkor is ellentmondasra
jutunk, hiszen a hirt alkoté szakasz latoszoge a C koron allando, a masik szakasz
latoszoge viszont nem allando, igy nem lehetnek egyformak. Ha az AB és a CD
szakasz is a C hirja, akkor ismét visszajutottunk a (b) pontban mar vizsgalt esethez.

FEzzel a tétel allitasat teljesen igazoltuk. -
3.3. Tetel. Két szakasz nem elfajulé Apolloniosz-gorbéje akkor és csak akkor egy
kor és eqy egyenes unidja, ha a szakaszok

(1) egymds tikirképei az egyenesre nézve, vagy
(2) az egyenesre szimmetrikus valamely deltoid szemkdzti oldalai, vagy
(3) az egyenesre esnek bizonyos helyzetek egyikében.

Bizonyitas. Amennyiben a szakaszok paralelogrammaét alkotnak, akkor az Apollo-
niosz-gorbe péarja elfajulo, igy a tétel szerint mostani allitasunk (1) vagy (3)
konfiguracioi fordulhatnak els. Elgbbi konfiguracié konkrétan szerepel a [2.4] tétel-
Legyen a két szakasz AB és CD, a vizsgalandoé nem elfajulé Apolléniosz-
gorbéjiik pedig A, mely a C kort és az el6bbi [3.2] tételiink szerint annak kdzéppont-
jan athalado ¢ egyenest tartalmazza. Ahogy eddig, most is a C kor kézéppontjaba
helyezziik az O pontot, de most rogzitsiik azt a koordinata-rendszert is, melynek
origdja O és els6 (,,z"-)tengelye az £ egyenes.
Tudjuk, hogy a szakaszok végpontjai az A Apolloniosz-gérbén vannak. Az
ezek elhelyezkedései szerinti eseteket kiilon-kiilén vizsgaljuk:
(a) valamelyik szakasz az ¢ egyenesre esik;
(b) valamelyik szakasz a C korre esik;
(c) mindkét szakasz végpontjainak egyike az ¢ egyenesre méasika a C korre esik.
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12 Kurusa A.

Ahol sziikséges, ott tovabb bontjuk az eset vizsgalatat aszerint, hogy az ekvioptikus
My = ABNCD pont az A Apolléniosz-gorbe mely részére esik.

(a) valamelyik szakasz az { egyenesre esik:
Ekkor a masik szakasznak is az ¢ egyenesre kell esnie, vagyis A, B,C, D € {. Mint-
hogy ekkor az A, B, C, D pontba mutaté helyvektorok az v = (1,0, 0) egységvektor
valos szammal vett tObbszorosei, legyenek az a, b, ¢ és d valés szamok olyanok,
hogy a =av, b =bv, ¢ = ¢v és d = dv. Ezekkel a egyenlet az

(a —b)(x,v x m)(|x|* — (c+ d)(x, V) + cd)
=+(c—d){x,v x m)(|x|? — (a + b)(x,V) + ab)

format 6lti. Ebbdl vilagos, hogy mindkét Apolloniosz-gérbének része az £ egyenes.
Ha egy Apolléniosz-gorbe valamely X pontja nincs az £ egyenesen, akkor az

0=(a—b—(c—d)|x|* —2(da —bc)(x,v) + (a — b)ed — (c — d)ab
0=(a—b+ (c—d))x*—2(ac—db)(x,v) + (a — b)ed + (c — d)ab

egyenletek egyikét teljesiti.
Ha a szakaszok hosszai megegyeznek, mondjuk a — b = ¢ — d, akkor az egyik,
jelen feltételezésiink szerint az els§ Apolloniosz-gorbe elfajul. Ennek egyenlete emi-

att 2(a — ¢){x,v) = ab — cd alakuva valik, ami a szakaszok kiilonbozGsége esetén a

(ab—cd)
. . . Q(a_C) 2 d b

A masodik Apolloniosz-gdrbe egyenlete 0 = (a — b)(|x[* — (¢ + b)(x, v) 4 <rab)

alakuava valik, ami nem nulla hosszusagu szakaszok esetén a

masodik koordinata-tengellyel parhuzamos 1 = egyenleti egyenest adja.

ib)2 9 cd+ab_<c+b)2

0:(1;1— T5 5 5

egyenlet kort adja. Ez akkor és csak akkor esik egybe a C korrel, ha ¢ +b =0
és —2 = c¢d + ab = ¢(d — a) = 2cd. Eszerint a két azonos hosszisagi szakasz
egymas tiikorképe az origora, és az origd 1gy osztja Gket két részre, hogy a részek
hosszainak szorzata a kor sugara, vagyis 14.

Ha a szakaszok hosszai nem egyeznek meg, akkor mindkét Apolloniosz-gérbe
kort tartalmaz az £ egyenesen kiviil, melyek egyenlete

0=uz2+ (561 _ da}:bC)2+ (a—b)cd;(c—d)ab B (da}:bcy’
0=a2+ ($1 B ac;db>2+ (a—b)cd—llc—(c—d)ab B (acgdb)g’

4Fz a szamitas felfoghato a tétel (a2) esete részletesebb meghatarozasaként
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Szakaszok ekvioptikusai 13

aholh =a—b—(c—d) és k = a—b+(c—d). Ezek akkor és csak akkor esnek egybe a
C korrel, ha rendre da—be = 0 és —h = (a—b)ed— (c—d)ab = ad(c+b)—be(d+a) =
be(c+b—(d+a)) = —hbe, vagyis ad = be = 1, illetve ac = bd = 1. Ezek a feltételek
egyszerre csak nulla hossziségu szakaszok esetén teljesiilhetnek, de ezt az esetet
kizartuk.

Osszefoglalva a talaltakat, az £ egyenesre illeszkedd szakaszoknak az egyik
Apolloniosz-goérbéje pontosan akkor tartalmazza a C egységkort, ha

(a.1) azonos hosszusaguak és ab = cd = —1, vagy

(a.2) kiilonbo6z6 hossztusaguak és ad = be = 1 vagy ac = bd = 1.
Utobbi esetben a masik Apolloniosz-gorbe is az ¢ egyenest, de egy maésik kort
tartalmaz. (=(3))

(b) valamelyik szakasz a C korre esik:
Mondjuk A, B € C. Ekkor a C' és D pontoknak is a C korre kell esnie, hiszen az
Apolléniusz-gérbe minden pontjabol ugyanakkora, vagy kiegészits szog alatt kell
latszania az AB és C'D szakaszoknak, és ez a sz0g a kor ivein konstans, tehat C a
CD szakasznak is latokore, és a két szakasz a kozéppontbol egyenls szogek alatt
latszik.

El6bbi, [3:2 tételiinkbdl tudjuk, hogy a szakaszoknak a masodik koordinata-
tengelyre vett vetiiletei azonos hossziusaguak. Mivel hosszuk is egyforma, szaka-
szainknak az els6 koordinata-tengelyre vett vetiiletei is azonos hosszusaguak, tehat
egymas tiikorképei vagy az ¢ egyenesre (els6 koordinata-tengely), vagy a C N £
szakaszfelezs £+ merdlegesére (masodik koordinata-tengely), vagy a C kér O kozép-
pontjara.

Ha az M egy idealis pont, akkor a szakaszok egymas tiikkorképei az O pontra.
Ha (ABN¥¢) ¢ {A, B}, akkor a P := AB N { pontban a CD szakasz latészdge
0° vagy 180°, amiért P € C'D, amibdl az AB és CD egyenesek parhuzamossiga
miatt AB = CD és igy az AB = CD ellentmondés adédik. Tehat P € {A, B} és
Q = (CDNY) € {C, D}, és akkor a PQ szakasz a C kor &tmérsje. Mondjuk P = B
és és Q = C. Ekkor az A és D pontok ¢ egyenesre es§ merdlege vetiiletei egybe kell
essenek, ezért a BD szakasznak £ a felez6merdslegese. Eszerint ABCD egy négyzet,
igy a tétel bizonyitja, hogy az ¢ egyenes és a C kor nem tartozik a szakaszaink
ugyanazon Apolloniusz-gorbéjéhez, vagyis ez az eset nem fordulhat els.
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14 Kurusa A.

Ha My € ¢, akkor a szakaszok egymas tiikorképei az ¢ egyenesre.

A A A

D D D

Ko6nnyt ellendrizni, hogy ekkor ¢ és C valdéban egy Appolloniosz-gérbét alkot, ami
a korabban méar emlitett elfajuld esettel egyiitt teljesen bizonyitja tételiink allita-
sanak (1) konfigurdcioban leirt esetét. (=(1))

Ha M, ¢ ¢, akkor My a C koron van, igy a két szakasz egy-egy végpontjaval
esik egybe. Mondjuk My = B = C. Ha (ABN /() ¢ AB, akkor az AB N { pontban
a CD szakasz latoszoge 0° vagy 180°, amiért (AB N {) € CD, és igy a CD és
AB egyenesek két pontban is metszik egymast, vagyis egybeesnek. Ez ellentmond
a szakaszok kiilonbozoségének, tehat (ABN{) € AB és (CD N () € CD, vagyis
{A,D} = Cn{. Elsbbi tétel (b) pontja els6 esetének bizonyitasabol tudjuk,
hogy ebben a konfiguracioban az ¢ egyenes és a C kor nem ugyanazon Apolloniosz-
gorbéhez tartozik, tehéat ez az eset nem fordulhat eld.

(¢) mindkét szakasz végpontjainak egyike az £ egyenesre masika a C korre esik:
Elsbbi [3:2] tételiink szerint ekkor a szakaszok az ¢ egyesre szimmetrikus deltoid
szemkozti oldalai. Ebbdl kévetkezik, hogy az My = AB N CD pont nem lehet az
¢ egyenesen, igy a C koron van. Ugyanakkor az ekvioptikus My = AC N BD pont
az My tiikorképe az ¢ egyenesre, tehat M, is a C korre esik.

‘A
A

D
D

Tegyiik fel el6szor, hogy My nincs az AB szakaszon. Ekkor az My, A, D
és My pontok négy ivre bontjak a C kort, melyek felvaltva az ekvioptikus illetve
a kompoptikus részei. Ennek bizonyitdsa minden iven hasonldéan torténik, ezért
itt most csak arrél az ]\mo korivrsél mutatjuk meg, hogy az ekvioptikus része,
amelynek nem pontja se A se D.

Legyen C N ¢ = {S, T}, ahol S a B ponthoz kézelebbi metszéspont. Az MyS
egyenes felezi a BMyC'< szoget, mert az S pont felezi az AD ivet. Ez azt jelenti,
hogy a C kér a BC szakasz Apolloniosz-kére. Emiatt tetszéleges P € ]\m pontra
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BPS< = SPC<«, mésrészt APS< = SPD<, hiszen az S pont felezi az AD ivet.
Eszerint

APB<q = APS<— BPS<=SPD<x - SPC«a=CPD«,

ami igazolja, hogy az J\m koriv az ekvioptikus része.
Ha My € AB, akkor a bizonyitas a fentiekkel analog moédon végezhets. (=(2))

A bizonyitast ezzel befejeztiik. -

A bizonyitas (a.1) és (a.2) eredményének fényében felvetddik a kérdés, hogy
egy £ egyenesen 1év6 h és k hosszusagu szakaszok milyen elhelyezkedése mellett
van olyan kor, melyrél a szakaszok azonos vagy kiegészits szog alatt latszanak. A
valasz megkeresése ezittal az érdekl6ds olvasora marad azzal az utalassal, hogy az
O pont j6 megvalasztasa alapveten konnyiti meg a munkat.

A szakaszok ekvioptikusainak vizsgalatat, a kupszeletek ekvioptikusainak
vizsgalata kovetheti, amely iranyba tett lépésekrsl Odehnal [6] és [7] cikkében lehet
tajékozodni.

Végiil megemlitjiik, hogy tételeink lehetévé teszik a |2| cikkben kozolt ered-
mények analizis nélkiili bizonyitasat, s6t azok jelentss altalanositasat is [5].
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