Kupszeletek izoptikusai

KURUSA ARPAD

Absztrakt. Azon pontok halmaza, amelyekben egy gorbe két érintSje va-
lamely konstans v szog alatt metszi egymaést, a gorbe v-izoptikusa, melyet
v = m/2 esetén ortoptikusnak neveznek. A kupszeletek izoptikusainak meg-
hatarozasahoz egy érdekes gorbe-transzformaciét vizsgdlunk, amivel igazoljuk,
hogy az ellipszis és hiperbola ortoptikusa kor, a parabola ortoptikusa egyenes.
A kor minden izoptikusa kor, a parabola minden izoptikusa hiperbola, a hiper-
bola és elipszis nem ortoptikus izoptikusai pedig negyedrendii gorbék, melyek
nem feltétleniil konvexek.

1. Bevezet6

Az izoptikusok meghatdrozdsa meglepben régi teriilete a geometridnak.
La Hire mar 1704-ben vizsgélta a cikloidok! izoptikusait, Chasles pedig 1837-ben
tanulmanyozta a kipszeletek és epitrokloidok? izoptikusait.

Az izoptikusok 1950-ben meriiltek fel Gjra, amikor J. W. Green bizonyitotta
[1], hogy amennyiben egy korldtos, differencidlhatd, konvex gorbe v-izoptikus
gorbéje kor, és 1 — v/x irraciondlis, vagy legegyszeriibb alakjaban paros szdmlaléji
tortszam, akkor a gorbe csakis egy kor lehet. Az is kideriilt, hogy ha 1 — v/
legegyszeriibb alakjaban paratlan szamlaléjua tortszam, akkor szamos, a korlaptol
kiilénb6z6 korldtos konvex gorbe 1étezik, melynek v-izoptikus gorbéje kor.>) Ezek
kozott a legérdekesebb észrevétel, hogy minden ellipszis ortoptikusa kor [6]. Ez
motivalta jelen cikk vizsgalatait.

Cikkiinkben a kipszeletek®) és konfokélis kipszeletparok ortoptikusait egy
ezen esetben elemi uton is kezelhet6 gorbe-transzformacié vizsgalataval hatarozzuk

D A cikloid egy egyenesen gordiilé kor valamely pontjanak nyoma.

2) Az epitrokloid egy kor kiilsején gordiilé kor valamely pontjanak nyoma.

3) M. S. Klamkin 38 évvel késdbb vetette fel a kérdést [2], hogy amennyiben egy szép
gorbe két izoptikusa egymadssal koncentrikus kor, akkor kovetkezik e, hogy a test egy
korlap. Ezt két évvel késébb J. C. C. Nitsche bizonyitotta be [7].

1) Ezek itt hasznalt tulajdonsdgait ismertnek tételezziik fel, de sziikség esetén meg-
taldlhatéak a [4], [6] és mds publikdciékban.
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2 Kurusa A.

meg, majd, altaldnositva e gorbe-transzforméaciot és analitikus mddszereket is be-
vetve, kiszamoljuk a kipszeletek nem ortoptikus izoptikusait is.

2. A gorbe-transzformacio

Legyen adott egy G gorbe és egy nem ezen 1év F' pont. Azon P pontok Tr#(G)
halmazat, melyekhez van a G gérbén olyan X és Y pont, hogy FFXPY téglalapot
alkot, a G gorbe tégla-transzformdltjanak nevezziik.

2.1. Lemma. Legyen az F pont az L egyenestdlc > 0
tavolsdgra.

Ekkor a Tr(L) halmaz az F ponttdl 2¢ tdvolsdg-
ra, az L egyenes mdsik oldaldn, azzal pdrhuzamosan
elhelyezkedd H egyenes.

Bizonyitas. Legyen a H egyenes az L egyenesnek az F kozéppontbol vett
kétszeresére nagyitott képe. Az FXPY téglalap 4t16i kozill XY az L egyenesen
van, és ez éppen felezi az FP 4tlét, igy P az L egyenesnek az F kdzéppontbdl vett
kétszeresére nagyitott H képén van, tehdt Tr(L) C H. Ha a P pont a H egyenesen
van, akkor az F'P szakasz Thalesz-kore a kozéppontjan atmend L egyenest éppen
kettd atellenes pontban metszi, vagyis P € Tp(L), tehat H C Tr(L). Ez igazolja

a tételt.
| |

A kor tégla-transzforméltjanak meghatdrozasahoz kell a kdvetkezo.

Segédlemma. Bdrmely O pont és FXPY téglalap esetén

|OF? + |OP|? = |OX]? + [OY |.

Bizonyitas. Mivel az FXPY téglalap atléi egyenldek, oldalai pedig merclegesek
egymasra

|OP? + |OF)? = |OP — OF > + 2(OP,OF) = |0X — OY|? + 2(OP, OF)
=|OX[* +|0Y|* + 2((OP,OF) — (OX,0Y))
= |OX|?2 + |OY >+ 2((0Y + FX,0X — FX) — (OX,07))
=|0X? + |0V ? + 2((Y X, FX) — (FX,FX))
=|0X[? +|OY* + 2(VF,FX) = |[OX[* + |OY %,
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Kupszeletek izoptikusai 3

ami®) bizonyitja az allitést.

2.2. Lemma. Legyen C az O kiézépponti a sugard kér, az F pedig egy pont az O
ponttdl ¢ # a tdvolsdgra. Ekkor Tr(C) egy O kiézépponti, v/2a2 — ¢2 sugari® kor.

Bizonyitas. A Segédlemma értelmében |O—P>\2 + \O?P = |OX|? + |OY |2 = 242,
amiért \07’| = V2a? — ¢, tehdt Tr(C) az O kozépponti, v2a? — ¢? sugarti kor
része.

Ha a P pont rajta van az O kozépponti, v/2a? — ¢? sugart koron, akkor az
F és P pontok koziil pontosan az egyik belso, a masik kils6 pontja a C kornek, és
az FP szakasz f61é emelt T Thalesz-kor kézéppontja nem esik az O pontba, mert

|OP + OF|* = |OP|* + |OF|* + 2(OP, OF)
> 20% — 2¢1/2a2 — @ = (/202 — 2 — ¢)? > 0.

Ez azt jelenti, hogy 7 N C pontosan kettd pontbdl all, ami bizonyitja, hogy az O
kozéppontt, v2a? — ¢? sugart kor a Tr(C) halmaz része.

Ezzel az allitast belattuk.
| |

A tégla-transzformécié tovabbi gorbékre valé vizsgalata helyett”) célirdnyosan
altalanositjuk: Legyen adott egy G gorbe és egy nem ezen 1évé F' pont. Azon
P pontok T%(G) halmazit, melyekhez van a G gorbén olyan X és Y pont,
hogy PXF< = PYF< = 7/2, valamint a PX és PY egyenesek dltal alkotott
négy szogtartomany kozil az F pontot tartalmazé szoge v, a G gorbe v-tégla-
transzformaltjanak nevezzik. Vildgos, hogy a (m/2)-tégla- és a tégla-transzformécié
ugyanazt jelenti.

%) E cikkben a manapsag megszokott (-, -) jelet haszndljuk a skaldris szorzés jelolésére.

6) Ha ¢ > a/2, akkor Ty (C) iires halmaz.
7) Késébb, az 5.1 tételben, a konfokilis kupszeletek vizsgalatakor még visszatériink a

tégla-transzformaciora.
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4 Kurusa A.

2.3. Tétel. Legyen az F' pont az L egyenestdl ¢ > 0 tdvolsdgra, és v € (0,7) nem
/2. Ekkor T{(L) az (F, L) fokusz-vezéregyenes pdroshoz tartozd hiperbolinak az
az dga, amelynek az F pont a konver részébe esik vagy se aszerint, hogy v > /2
vagy v < /2.

P

Bizonyitas. Legyen T az F mer6leges vetiilete az £ egyenesre. A TF (L) minden
P pontjahoz legyen Xp és Yp az L egyenes két olyan pontja, melyre PXpF< =
PYpF< = 7/2. Ezeket sorrendtél eltekintve egyértelmiien meghatdrozza az F'P
szakaszra szerkesztett Thalesz-kor.

A pontoknak a Thalesz-koron valé elhelyezkedéseit vizsgalva az aldbbiak
addédnak:

(41) Hav > w/2 és az Xp és Yp pontok az F'P egyenes kiilonboz6 oldalaira esnek,
akkor az FP szakasz metszi az £ egyenest, amiért az FXpPYp négyszog
konvex, igy XpFYp<t=m —v < /2. Ekkor a P pont az L egyenesnek az F
ponttal ellentétes oldaldra (ezt a tovdbbiakban Lg jeldli) esik.

(¢3) Hav > /2 és az Xp és Yp pontok az F'P egyenes ugyanazon oldaldra esnek,
akkor az FP szakasz nem metszi az £ egyenest, amiért az F X p PYp négyszog
konkdv, igy XpFYp<t =7 —v < w/2. Ekkor a P pont az L egyenesnek az F
ponttal azonos oldaldra (ezt a tovabbiakban L jeldli) esik.

(¢3) Hav < /2 és az Xp és Yp pontok az F'P egyenes kiillonb6z6 oldalaira esnek,
akkor az F'P szakasz metszi az £ egyenest, amiért az FXpPYp négyszog
konvex, igy XpFYp<t=m —v > 7/2. Ekkor P € L.

(¢4) Hav < w/2 és az Xp és Yp pontok az F'P egyenes ugyanazon oldaldra esnek,
akkor az F P szakasz nem metszi az £ egyenest, amiért az F X p PYp négyszog
konkédv, igy XpFYp<t = m — v > 7/2, ami lehetetlen, mert az Xp és Yp
pontok az F'P egyenes ugyanazon oldaldra esnek. Ilyen P pont tehdt nincsen.

Ezek szerint, ha P € Ty{(L) N L, vagyis a P egybeesik az Xp és Yp pontok

egyikével, mikézben az Xp és Yp pontok mésika a T pontba esik, akkor v > 7/2 és

XpFYp<t=m—v <m/2. AT csticsdnél derékszogli FT P/ hiromszognek tehat

két lehetséges elhelyezkedése van, vagyis a T%(L) N L metszetnek két eleme van,

mondjuk a Z_; és Z,; pont, melyek ctg(r — v) = c|tgv| tdvolsidgra vannak a T
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Kupszeletek izoptikusai )

ponttdl. (Ha v — 7/2, akkor eszerint e metszéspontok az L egyenes végtelen tavoli
,végel” felé tartanak.)

Elséként a v < /2 esetet vizsgaljuk. Ilyenkor TH(L) C L és TR(L)NL = 0.
Ebben az esetben az Xp, Yp és P pontok barmelyike meghatdrozza a masik kettét.

Vélasszuk gy a koordindtazdst, hogy F = (c,0), az L egyenes az y-tengely,
Xp =(0,8) és Yp = (0,t). Ekkor az FXp egyenes irdnyvektora (—c,s), az FYp
egyenes irdnyvektora pedig (—c,t). Minthogy e két egyenes m — v szdget zér be,
azt kapjuk, hogy

((=c,5), (=, 1)) ¢ + st
(2.1) —cosv = cos(m —v) = .= .
Ve + 52/ +t2 Ve 4 82/ + 2
Az XpP és YpP egyenesek normélisai éppen az FXp és FYp egyenesek
irdnyvektorai, amiért egyenleteik rendre

—cr + sy = ((—¢,5), (7,9)) = ((—¢,5),(0,5)) = 527

—cx 4ty = ((—c,t), (z,y) = (=, 1), (0,1)) = 2.
Ezek koéz0s megolddsa a P = (z,y) pont, amibdl kiilonbség képzéssel (s — t)y =
52 — 12, vagyis y = s + t adédik®), amiért = = st/c.

A (2.1) egyenletet négyzetre emelve, majd megszorozva a (c? + s2)(c? + t2)
szorzattal adédik, hogy
(c 4+ 52)(c? +t?) cos® v = (¢? + st)?,
ahonnan a szorzdsokat elvégezve, és utdna a cos?v + sin?v = 1 azonossigot
hasznalva
(5% 4+ t?) cos? v = (c* + s*t?) sin® v + 2¢?st(cos® v + sin? v),

kovetkezik, amit atrendezés utan mindkét oldalon teljes négyzetté alakitva az

(2.2) (s —t)?cos? v = (c* + st)?sin? v,

egyenlethez jutunk.
A P = (z,y) pont koordindtdinak az s és ¢ paraméterekbdl val6 kifejezése,
valamint a (2.2) egyenlet segitségével az

2 _dex)ctg?v = ((s 2 _ C‘it (C2+3t)2:(02+st)2
(2.3) (y* — 4cx) ctg <( +1)° —4 C)c2(s—t)2 2

= (c—f—%t)Q:(c—i—x)Q

8) s+ t, hiszen Xp és Yp az FP kiilénbzé oldaldn van!
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6 Kurusa A.

egyenlet adddik. Ebbdl egyszert atalakitassal nyerjiik, hogy

1+ cos?v 2 2 cos? v
(‘fﬁ‘*0+@ R i Gt
sin” v tg“ v sin” v
vagyis ez egy hiperbola egyik aga.
Ennek az z-tengellyel vett metszeteiben
cosv 1+ cos?v 1+ cos? v F 2cosv (1F cosv)?
.’L‘:iQC. — ) Cc = —¢C 3 :_Cf
sin” v sin v sin” v sin” v
2
(ezek koziil a vizsgdlt dgra x = 70%), amiért kozéppontjanak koordindtaja
az z-tengelyen —clzi‘;%si”, melyen atmend aszimptotdinak meredeksége +tgu.

2c

sinv?

cosv
sin? v’

A hiperbola nagytengelyének fele a = 2¢
fokuszainak tavolsdga a kozéppontjatdl

kistengelyének fele b =

f:\/m: 2c COS§V+1: 2c 1 _ 25

sinv V sin“ v sin v sin v sin

’
1%

vagyis fokuszainak koordinatdja az x-tengelyen
1+ cos?v 2c —1—cos?v+2 c, ha +,
—C T 9 + - 5 —=C ) = 3+cos? v h
sin“ v sin“ v sin“ v —C gz a —.

Ez igazolja, hogy a hiperbola egyik fékusza F. Mivel a hiperboladg minden (z,y)
pontjara

y2 + (I o 6)2 ((1+cos2uc+ SC)2 o 4c2coszu)tg2 v+ (.Z‘ o 6)2

sin? v

_ sin® v
(z +c)? (z +c)?
g+ 1)+ (tgPr +1) + 2xc(1i'ss‘§si” -1 1
N (z + c)? ~ cos2v’
az x = —c egyenes az F' fokuszhoz tartozé vezéregyenes, ahogy a tétel allitja.
Kévetkezd esetiinkben v > /2. Ekkor a T%(L) N LY és a Tu(L) N LF
ponthalmazban 1év6 P pontokra is XpFYp< = m — v, amiért elobbi esetben

elvégzett szamitasaink ugyanigy miikodnek jelen feltételek mellett is, csak most

cosv < 0 miatt a hipebola masik agat kapjuk, melynek z-tengellyel vett met-
CN2

szetében z = —c(l;‘;%

Ezzel a tételt belattuk.
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Kupszeletek izoptikusai 7

Figyeljiik meg, hogy a (2.3) egyenlet megerdsiti a m/2 esetre vonatkozd
RS . /2
tétellinket, mely szerint T " (L) az x = —c egyenes.

~

130 A)o |

Az dbran az egyenes v-tégla-transzformaltjai kilonféle szogekre lathatéak. Jél
latszik, hogy a hiperbola dgak ugyanazon fékuszhoz és vezéregyeneshez tartoznak.

2.4. Tétel. Legyen az F pont az a sugari C kor O kdzéppontjatdl ¢ # a tdavolsdgra,
és legyen v € (0,7) nem /2. Ekkor egy olyan ortonormdlt koordindtdzdsban, ahol
0 =(0,0) és F = (c,0), a TH(C) egyenlete

(22 + 9% — 2a® 4+ )? = 4((a® — ) (2 — a?) + a®y?) ctg® v.

Bizonyitas. A T} (C) gorbe minden P pontjdhoz legyen Xp és Yp pont a C kor
két olyan pontja, melyre PXpF< = PYpF< = /2. Ezeket sorrendtdl eltekintve
egyértelmiien meghatarozza az F P szakaszra szerkesztett Thalesz-kor.

A pontoknak a Thalesz-koron valé elhelyezkedéseit vizsgalva az aldbbiak
addédnak:

(k1) Hav > m/2 és az Xp és Yp pontok az F'P egyenes kiilonboz6 oldalaira esnek,
akkor az F P szakasz metszi az X pYp szakaszt, amiért az F X pPYp négyszog
konvex, {gy XpFYpt =7 —v < 7/2.

(k1.1) Ha F a C koron belill van, akkor a C kornek az XpYp egyenes &t tar-
talmazo oldaléra es6 ivén az X pYp szakasz latészoge kisebb mint m — v,
ezért a C masik ivén az XpYp szakasz latdszoge nagyobb mint v, ezért
a P pont a C koron kiviil esik.
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(k1.2) Ha F a C koron kiviil van, akkor a C kornek az XpYp egyenes 6t tartal-
mazo oldalara es6 ivén az X pYp szakasz 1atészoge nagyobb, mint m — v,
ezért a C masik ivén az XpYp szakasz latoszoge kisebb, mint v, ezért a
P pont a C korén belil esik.

Tehét a T%(C) minden pontja a C kérén kivill illetve beliil esik aszerint, hogy
az F' pont azon beliil vagy kiviil van.

Ha v > 7/2 és az Xp és Yp pontok az F'P egyenes ugyanazon oldaldra esnek,
akkor az F'P szakasz nem metszi az XpYp szakaszt, amiért az FXpPYp
négyszog konkav, igy XpFYpt =7 —v < 7/2,

(ko.1) Ha F a C koron beliil van, akkor a C kornek az XpYp egyenes 6t tartal-
mazé oldaldra esd ivén az XpYp szakasz latdszoge kisebb, mint 7 — v,
ezért a P pont a C koron belil esik.

(ko.2) Ha F a C koron kiviil van, akkor a C kornek az XpYp egyenes 6t tartal-
maz6 oldalara es6 ivén az X pYp szakasz 1atoszoge nagyobb, mint 7 — v,
ezért P pont a C koron kiviil esik.

Tehat a T%(C) minden pontja a C kordn kiviil illetve beliil esik aszerint, hogy

az F' pont azon kiviil vagy beliil van.

Ha v < 7/2 és az Xp és Yp pontok az FP egyenes kiilonb6z oldalaira
esnek, az F P szakasz metszi az X pYp szakaszt, amiért az F X p PYp négyszog
konvex, igy XpFYp<t =7 —v > 7/2. Az ({;) eredménye alapjan tehdt a
T%(C) minden pontja a C koron kiviil illetve belil esik aszerint, hogy az F
pont azon beliil vagy kiviil van.

Ha v < w/2 és az Xp és Yp pontok az F P egyenes ugyanazon oldaldra esnek,
akkor az FP szakasz nem metszi az XpYp szakaszt, amiért az FXpPYp
négyszog konkav, {gy XpFYp<t = m — v > 7/2, ami lehetetlen, mert az Xp
és Yp pontok az F'P egyenes ugyanazon oldalara esnek. Ilyen P pont tehat

nincsen.

Vildgos, hogy a tételben allitott formula ugyanaz a v és a m — v szogekre, ami
ezen megfontoldasaink alapjan azt jelenti, hogy rogzitett v esetén a képlet meg-
oldashalmaza két, egymastdl idegen gorbét ir le, melyek egyike — belsé F pont
esetén a tompa, kiills6 F pont esetén a hegyes szoghtz tartozé — a koron kiviil,

mas

ika — kiils6 F' pont esetén a tompa, bels6 F' pont esetén a hegyes szoghoz

tartozd — a koron beliil van.

Xp

Mivel |OXp| = |OYp| = a, pontosan egy olyan £ és 1) szdg van, melyre
= (acos&, asin), Yp = (acost),asin)). Ekkor az FXp = (acos& —c,asinf)

és FYp = (acos® — c¢,asin) vektorok m — v szoget zérnak be, ezért

—cosv|FXp||FYp| = ((acos€ — ¢,asiné), (acosy) — ¢,asin))

=c? +a®cos(yh — &) — ac(cos & + cos 1)
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Kupszeletek izoptikusai 9

© sinu\mHF—Y}ﬂ =|(acos€ — ¢,asin€) X (acosy) — ¢,asin)]
= |(acos€ — c)asiny — asiné(acosy) — )|,
amiért
(c? + a?cos(¢p — &) — ac(cos € + cosp))?
(a?sin(yp — &) — ac(siny — sin &))?
Y=¢

ctg2 V=

— ccos w+§ ))?
1ZJ+E) ’

(2 — a® + 2acos L5 (acos 45

4a? sin* w £ (acos u — ccos

Az FXp és F'Yp vektorok rendre az X p P és Yp P egyenesek normalisai, amiért
ezen egyenesek egyenletei rendre

(acosé —c)x + asinéy = ((acosé — c,asiné), (acosé, asiné)) = a* — cacosé,

(acosy) —c)x + asintpy = ((acostp —c,asin), (acost, asinh)) = a® — cacosp,

Ezek ko6z6s megolddsa a P = (x,y) pont, amibél

(a® — cacos&)sintp — (a* — cacosp)sing  a(sintp —sin&) — esin(y — &)
(acosé —c)siney) — (acosy —c)siné aasin(w — &) —c(siny —sing)
¢+E d’ £
M’
2

a Cos — CCOS

=a
acosz£ — ccos

2

~ (acos& —c¢)(a® — cacostp) — (acosth — c)(a® — cacos§)

(acos& — c)asiny — (acosy — c)asiné
(2 —a*)(costp — cos§) (c? — a?)sin wTJrf
asin(y) — &) — ¢(siny — sin§) acosw £ — ccos ‘Hf

Eszerint az a = wT_f #0és 3= % valtozdkat bevezetve

4((a® = ) (2® — a®) + a*y?) ctg? v(acosa — ccos §)* sin?
= [(a*® — *)((acos B — ccosa)? — (acosa — ccos §)?) +(c? — a?)? sin? 3] x

2

x (¢ — a® 4 2acos a(acos a — ccos (3))?

= (¢ —a*)?*sin? a(c? — a® 4+ 2a cos a(acos a — ccos 3))?

és
(22 +y* — 24® 4 ¢*)?*(acos a — ccos B)* sin” a
= [a*(acos f — ccosa)? +(c? — a?)?sin® f—

—(2a% — ¢*)(acos a — ccos B)%]? sin®
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10 Kurusa A.

= [a*(a® — ¢*)(cos? B — cos® a) + (c* — a?)*sin® f—
— (a® = ) (acosa — ccos §)?)? sin? «
= (a® — ¢®)?[a®*(cos? B — cos® a) — (¢* — a?)sin® B — (acos o — ccos B)%]? sin? a

= (a® = *)?[a® — a® cos® a — ¢*sin? f — (acosa — ccos §)?)%sin” a

[\

= (a® — *)?[a® — ¢® — 2a® cos® a + 2accos o cos (]2 sin’ a

Ez igazolja a tételt.
]

Figyeljitk meg, hogy v = 7/2 esetén formuldnk megerdsiti a m/2 esetre vo-
natkozo tételt, mely szerint T ;/ 2(C) az origd kortili v/2a2 — ¢? sugaru kor. A for-
muldbdl az is 14tszik, hogy a Th(C) gorbe kizdrdlag a v = m/2 esetben kipszelet,
amit az alabbi abra is j6l demonstral.

Az dbran a kor v-tégla-transzformaltjai lathaték kiilonféle szogekre. Az is megfi-
gyelhetd rajta, hogy a transzformalt gérbe nem feltétlentil konvex.

Ha P € T%(C)NC, akkor z2+y? = 2a®—c? miatt tételiinkbdl (c?—a?)? = 4(a®—
22)c? ctg? v kovetkezik, aminek megoldhatésiga miatt 4c2a? ctg?v > (¢ — a?)?
adodik. Ebbél dtrendezéssel a

sinv < (<1

c/a+a/c

egyenl8tlenséghez jutunk. Ez azt jelenti, hogy T%(C) akkor és csak akkor metszi
a C kort, ha v elegendGen messze van a /2 szogtél — a 7/2 szégnek mindig van
olyan kérnyezete, hogy az abban 1évé v szogekre T%(C) nem metszi a C kort.

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.



Kupszeletek izoptikusai 11

3. Kuapszeletek ortoptikusai

Az ortoptikus gorbék meghatarozasa felé tett elsé lépésként vegyilik észre,
hogy ezek Thalesz tételének dltaldnositasaként is felfoghatdk, hiszen ha egy szakaszt
elfajult (eltiing kistengejti) ellipszisként fogunk fel, akkor Thalesz tétele”) éppen a
kovetkez6 allitasunk specidlis eseteként jelenik meg.

3.1. Tétel. Az a nagy- és b kistengelyd ellipszis ort- ‘
optikusa a kézépponja korili \/a? + b2 sugard kor.

Bizonyitds. Legyen az ellipszisiink két fokusza Fj és
Fy. Az Fy fokusz barmely érintére vett tiikkorképe

0)

éppen az I, fékusz koriili 2a sugari korre!®) esik.

Eszerint az F; fékusznak az érintékre vett
merdleges vetiiletei ennek a 2a sugard kornek az Fiy
kozépponttal vett 1/2 ardnyd kicsinyitett C képén
vannak. E C kor sugara nyilvén a, kbzéppontja pedig az ellipszis O kozéppontja (a
tengelyek metszéspontja), hiszen O felezi az FyFy szakaszt. (Ezt az O kozépponti
a sugard kort az ellipszis fékorének szokéds nevezni.)

Tekintsiink most egy olyan P pontot, melyen keresztiil az ellipszishez hiizott
e és f érint6k merdlegesek egymésra. Legyen az F' fokusz (ez F; vagy Fs) tédvolsdga
az O kozépponttdl ¢, merdleges vetiiletei pedig az e és f érintékre legyenek rendre
F, és Fy. Ekkor FF.PFy egy olyan téglalap, melynek F, és Fy pontja a C korre
esik, igy a 2.1. lemma kovetkeztében \075| = V242 — 2 = Va2 + b2, vagyis az
ellipszis ortoptikusa tényleg a tételben allitott kor.

A hiperboldnak nincs mindig ortoptikusa, hiszen ha aszimptotdi nem hegyes
szoget zarnak be, akkor az iires siknegyedekbdl hegyesszog, az agakat tartalmazo
siknegyedekbdl pedig tompaszog alatt latszanak. Alabbi tételiinkben ez meg is
jelenik a kis- és nagytengely viszonydban.

9) Thalesz tétele szerint egy szakasz ortoptikusa olyan kor, melynek egy dtmérGje az adott

szakasz.

10) Bz az ellipszis egy vezérkore.

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.



12 Kurusa A.

3.2. Tétel. Az a nagy- és b kistengelyd
kétdgu hiberpoldanak csak akkor van ortopti-
kusa, ha b < a. Ebben az esetben az ortop-
tikusa a kézéppongja korili v/ a? — b2 sugari
kor.

Bizonyitas. Legyen a hiperboldnk két fokusza Fy és F. Az Fy fékusz barmely

1)

érintére vett tiikorképe éppen az Fy fokusz koriili 2a sugari korre!?) esik.

Eszerint az F} fokusznak az érintékre vett meréleges vetiiletei ennek a 2a
sugari kornek az Fy kozépponttal vett 1/2 ardnyt kicsinyitett C képén vannak. E C
kor sugara nyilvéan a, kozéppontja pedig a hiperbola O koézéppontja (az aszimptotdk
metszéspontja), hiszen O felezi az F; Iy szakaszt.

Tekintstink most egy olyan P pontot, melyen keresztiil a hiperboldhoz hiizott
e és f érint6k merdlegesek egyméasra. Legyen az F' f6kusz (ez Fy vagy F») tdvolsdga
az O kozépponttdl c. Az F meréleges vetiiletei az e és f érintékre legyenek F, és
Fy. Ekkor FF.PF; egy olyan téglalap, melynek F, és F; pontja a C korre esik,
igy a 2.1. lemma kovetkeztében |O—f>’\ = /202 — 2 = Va2 — b2, vagyis a hiperbola
ortoptikusa valéban a tételben mondott kor.

3.3. Tétel. Bdrmely parabola ortoptikusa éppen a vezéregye-
nese.

Bizonyitas. Legyen a parabolank fékusza F. Az F barmely
érintore vett tiikorképe éppen a parabola V vezéregyenesére
esik.

Eszerint az F' fokusznak az barmely érintére vett merdleges vetliletei a V
vezéregyenesnek az F' kozéppontbdl vett 1/2 ardnyban kicsinyitett £ képén vannak.
Az L nyilvén egy egyenes, amely parhuzamos a vezéregyenessel, és éppen fele akkora
tavolsidgra van az F' fékusztdl, mint a V vezéregyenes.

Tekintsiink most egy olyan P pontot, melyen keresztiil a paraboldhoz hizott

) Ez a hiperbola egy vezérkore.

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.



Kupszeletek izoptikusai 13

e és f érint6k merdlegesek egymasra.

Ekkor az F' fékusznak az e és f érintékre vett F, és Fy vetiileteivel az F'F,PFy
négyszog egy téglalap, igy a 2.2. lemma szerint P a V vezéregyenesen van, tovabba

V minden pontjabdl a parabola 7/2 szog alatt latszik.
[

4. Kupszeletek izoptikusai

Néhéany esetben mar tudjuk, hogy a nem ortoptikus izoptikus is kor:
(a) Az r sugaru kor v-izoptikus gorbéje a vele koncentrikus r/ sin v sugard kor;
(b) A h hossziisdgu szakasz v-izoptikus gorbéje a felez6merdlegesén t6le h/2/ tgv
tavolsdgra 1év8é pontok korili h/2/sinv sugari kordknek a kozéppontjuk
félsikjaba es6 ive;
Mas esetekben az izoptikus még csak nem is feltétleniil konvex.

4.1. Tétel. Parabola mem ortoptikus v-izoptikusa a vele egyezd fokusszal és
vezéregyenessel rendelkezd hiperbola azon dgdanak fokuszbdl vett kétszeres nagyitott-
ja, mely v < w/2 esetén nem, v > /2 esetén viszont tartalmazza a fékuszt.

Az y = 2% /p parabola v-izoptikus gérbéje

1+ 2ctg? t
=-p ety ng \/p2+4x2sin2y.
4 2sinv

Bizonyitds. Az y = x?/p parabola fékusza az F' = (0,p/4) pont, V vezéregyenese
az y = —p/4 egyenes.'?)
Az F Dbarmely érintére vett tiikkorképe éppen a parabola vezéregyenesére

esik, ezért az F barmely érintére vett meréleges vetiilete a vezéregyenesnek az F
kozéppontbdl vett 1/2 ardnyban kicsinyitett £ képén van, ami éppen az a-tengely.

Tekintsiink most egy olyan P pontot, melyen keresztiil a paraboldhoz hizott
érinték v-szOget zdrnak be. A 2.3. Tétel értelmében az ilyen P pontok T7%(L)
halmaza az F fékuszhoz és y = —p/4 vezéregyeneshez tartozé hiperboldnak az az

'2) Mivel d((z, 2% /p), (0,p/4)) = d((w, 2> /p), (z, —p/4))-

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.



14 Kurusa A.
aga, amelynek az F pont a konvex részében van vagy se aszerint, hogy v > m/2

vagy v < /2.

150

110

100

90

Ez bizonyitja az elsé allitast.

Jelen formuldval megadott parabola fékusza és vezéregyenese a (2.3) egyen-
letnél vizsgalt helyzethez képest /2 szoggel az dra jarasival ellentétesen van elfor-
gatva, igy (2.3) egyenletbél a ¢ = p/4 felhaszndldsdval

(z* — py) ctg’ v = (y + p/4)*

adddik, amit az y véltozora alkalmazott masodfokid megolddképletbe helyettesitve

nyerjiik a tétel formuldjat.
]

A kupszeletek izoptikusai altaldban nem kupszeletek és nem is feltétleniil kon-

vexek, amit az ellipszis és hiperbola izoptikusainak meghatarozasdval igazolunk.

4.2. Tétel. Az a nagy- és b kistengelyi

ellipszis v-izoptikusa

(2% +y? — a® — b%)? = 4(a®y? + b*(2* — a?)) ctg? v.

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.
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Bizonyitas. Ahogy arra mar a 3.1. Tételben is hivatkoztunk, az ellipszis k6zéppont-
jatol az z-tengelyen a ¢ = va2 — b2 abcisszdju fékusznak az érint8kre vett vetiilete

az origd koriili a sugaru korre esik, ezért a 2.4. Tétel adja az eredményt.
]

60

A hiperboldnak nincs mindig v-izoptikusa, hiszen ha aszimptotai v-nél na-
gyobb szoget zarnak be, akkor az tires stknegyedekbdl v-nél kisebb szog, az agakat
tartalmaz6 siknegyedekbdl pedig v-nél nagyobb szdg alatt ldtszanak. Aldbbi
tételiinkben ez meg is jelenik a kis- és nagytengely ardanyaban.

4.3. Tétel. Az a nagy- és b kistengelyd

2 2
v
a b2

hiberpoldnak akkor és csak akkor van v-izoptikus gorbéje, ha cosv > Zz—;g. Ebben
az esetben a v-izoptikus gorbéje

(2 + 9% — a® + b%)? = 4(a®y? — b (2 — a?)) ctg? v.

Bizonyitds. A tételt bevezet6 indoklds alapjdn vildgos, hogy tg(rv/2) < b/a
sziikséges feltétele a v-izoptikus 1étezésének. Ebbdl a tételben szerepld egyenlotlenségetf
kapjuk a félszogekre vonatkozé trigonometrikus Osszefiiggések alkalmazédsaval.

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.
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Ahogy arra mar a 3.2. Tételben is hivatkoztunk, a hiperbola kézéppontjitdl
az x-tengelyen a ¢ = Va2 + b2 abcisszdjui fékusznak az érintékre vett vetiilete az

origé koriili a sugari korre esik, ezért a 2.4. Tétel adja az eredményt.
]

Jegyezziik meg, hogy eredményeink nem jelentik azt, hogy ne lennének olyan,
amugy esetleg igen tetszetds, akar konvex gorbék, melyek valamely izoptikusa, eset-
leg éppen az ortoptikusa ne lenne éppenséggel akar kor. Ilyen gorbékre konkrét
példék lathaték a [1], [3] és részletesebben a [8] cikkekben. Ugyanakkor akar
kozépiskolai eszkozokkel is bizonyithatd, hogy ha egy ortoptikus ellipszis, akkor
kor.

5. Duplazzuk a tétet: konfokalis kupszeletek

Két kupszeletet konfokdlisnak neveziink, ha fékuszaik egybeesnek (ilyenkor a
paraboldt dgy tekintjiik, mint amelynek , mésik” fékusza a tengelyének végtelen
tévoli pontja).

Polygon, 19:2 (2011), 27-46. actaform© FYX Bt 6/8/9011.
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Ha tehdt két kupszelet konfokalis, akkor vagy mindkettd az ellipszisek és hiperboldk
koziil keriil ki,'® vagy mindkettd parabola kozos fokusszal és tengellyel.

Ha két ellipszis vagy két hiperbola konfokélis és metszik egymaést, akkor a
metszés miatt a nagytengelyeik hossza megegyezik, viszont a fokuszaik egybeesése
miatt a kistengelyeik hossza is megegyezik, vagyis ezen kiipszeletek egybeesnek.

Ha egy ellipszis és egy hiperbola konfokdlis és metszi egymast, akkor a
metszéspontban az érint6ik merélegesek, hiszen az ellipszis esetében a fékuszokhoz
vezet6 sugarak belsé szogét, a hiperbola esetén pedig ugyanezen sugarak kiilsé
sz0gét felezi az érintd.

Ha mindkét kupszelet parabola, akkor a metszés miatt a két para-
bola vezéregyenese ugyanakkora tavolsdgra van a fokusztél. Ha az érinték a
metszéspontban egybeesnek, akkor a fékusz erre vett tiikkorképe meghatirozza a
vezéregyenest, amiért a két parabola egybeesik. Ha az érint6k a metszéspontban
nem esnek egybe, akkor az érinték a metszéspontbdl a fékuszhoz vezetd sugar és
a metszésponton a tengellyel parhuzamosan athaladé egyenes alkotta ugyanazon
s20g belso és kiils6 szogfelezdi, tehat merdlegesek egymadsra.

Osszefoglalva kimondhaté, hogy amennyiben két konfokalis metsz6 kipszelet
nem esik egybe, akkor metszéspontjaikban az érintéik merélegesek egymaésra.

Konfokalis centralis kupszeletek kézéppontjai egybeesnek, hiszen a kozéppont
a fékuszok alkotta szakasz felez6pontja. Konfokalis paraboldk vezéregyenesei
parhuzamosak egymassal, mert merdlegesek a parabolak tengelyére.

5.1. Tétel. Két konfokdlis centralis kupszelet unidjanak ortoptikusa a kdzéppont
koruli kor. Két konfokdlis parabola unidjanak ortoptikusa a tengelyre merdleges
egyenes.

Bizonyitas. A két konfokdlis centralis kuipszelet uniéja ortoptikusanak P pontjain
atmené érintOkre véve az egyik F fokusz merdleges vetiiletét, a vetiileti X és Y
pontok a két kupszelet egy-egy fékorére esnek, ahogy azt mar kordabban lattuk. A
masodik szakasz Segédlemmaja értelmében a két konfokalis centrélis kupszelet O
kozéppontjara

|OF|? + |OP|? = |0X|? + |OY? = d? + d2,

ahol a1 és as a két fOkor sugara. Az ortoptikus tehat rajta van az O kozépponti
Va3 + a3 — ¢? sugart kéron, ahol ¢ = |07>'| Ugyanakkor e kor minden pontja az
ortoptikuson van, hiszen mindkét f6korre érvényes, hogy P és F' nincs egyszerre a

13) Ezeket egyiittesen centralis kipszeleteknek is nevezik.
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18 Kurusa A.

kor belsejében van kiilsejében.

Két konfokalis parabola uniéja ortoptikusanak P pontjain dtmend érintékre véve
az I fokusz merdleges vetiiletét, a vetiileti X és Y pontok a két parabola
vezéregyenessel parhuzamos & és & érintd egyeneseire esnek, ahogy azt mar
korédbban lattuk. Azonnal kovetkezik, hogy az XY szakasz felezé pontja azon az L’
egyenesen van, mely ezekkel parhuzamos és e két egyenes kozott féluton taldlhato.
Eszerint az ortoptikus rajta van az L' egyenesnek az F fékuszbdl kétszeresére
nagyitott £ képén, ami egy egyenes persze. Ennek az L egyenesnek minden P
pontja az ortoptikuson van, hiszen a PF szakasz felezé pontja az £’ egyenesre esik,
amelynek kiilonb6z6 oldalan van az £, és & egyenes, igy ezek kiilonbozé pontokban

metszik a PF szakasz Thales-korét.
| |

Bizonyitasunkban felfedezheté a masodik szakaszban definidlt tégla-transz-
formdcié egy varidnsa: Gy és Go gorbe, valamint egy rajtuk kiviili F' pont esetén
keressiik azon P pontok Tr(G1, G2) halmazat, melyekhez van a G; gorbén olyan X és
a Go gorbén olyan Y pont, melyre F X PY téglalapot alkot. A Tr(G1,G2) halmazt a
G1,Go gorbepér tégla-transzformdltjdnak nevezziik.' Eljardsunk voltaképpen arra
épiilt, hogy két koncentrikus kor és két parhuzamos egyenes esetén egy koncentrikus
kor, illetve egy parhuzamos egyenes a tégla-transzformalt.

Felvetodik a kérdés, hogy mi a helyzet metszd egyenesek és nem koncentrikus
korok esetén.

5.2. Tétel. Ha az F pont nincs rajta az O pontban egymdst metszd L1 és Lo
egyenesek egyikén sem, akkor a Tr(L1, L) tégla-transzformdlt
(1) az OF egyenesre merdleges, az O ponton dtmend egyenes, ha L1 L Loy, és

(2) egy hiperbola, amennyiben L1 f Lo.

14) A névazonossig nem okozhat problémat, hiszen Ty (G1) = Tr(G1,G1).
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Bizonyitads. Legyen az egyik egyenes az z-tengely, rajta az X = (s,0) pont. A
masik ¢ egyenes menjen &t az O origén (cosa,sina) irdnyvektorral (o € (0,7)),
rajta az Y = t(cosa,sina) pont. Végiil legyen az F = (f1, f2) = f(cosp,sinp)
pont rogzitett, ahol ¢ € (0,7) \ {a} és f # 0.

Ekkor

0= (FX,FY) = ((s — fi,—fa), (tcosa — f1,tsina — f»))

(5.1) B )
= s(tcosa — fcosp) —tfcos(a — ) + f~.

Ha tcosa = fcosy lenne, akkor az Y F' egyenes meréleges lenne az z-tengelyre,
tehat nem létezhetne az X pont,'® amiért tcosa # fcosg, igy az (5.1) egyenlet
alapjan

_ tecos(a—) — f
(5:2) sjftcosoz—fcosap'

Az XY szakasz és a PF szakasz felezi egymast, ezért a P = (z,y) pontra
(z,y) = (5,0) + t(cosa,sina) — (f1, f2) = (s+tcosa — fi,tsina — fa)

teljesiil, amibél ¢ = (y + f2)/sin o kévetkezik.
Ha o = /2, akkor (5.2) alapjén scosp + tsing = f, amiért

xcosp +ysing = (s— f1)cosp + (t — f2)singp
= (scosg +tsing) — (ficosp + fasing) =0,

vagyis a P halmaz az O ponton atmend, az OF egyenesre meréleges egyenes.'6)

15) Ez az ellentmondds az egyenletbdl is kovetkezik, hiszen f = ¢ cos(a — ¢) kovetkezne,
amit feltételezésiinkkel egyszerre alkalmazva fsinyp = tsina addédna, amibél FY =
(tcosa — fi,tsina — f2) = (tcosa — fcosp,tsina — fsing) = (0,0), vagyis ' =Y
jonne ki, holott F' ¢ £.

16) Ennek az 4llitdsnak elemi geometriai bizonyitdsa is adhaté: az O pont az FXPY
téglalap koriilirt korén van, mert az XY 4t16 7/2 alatt latszik az O pontbél, ezért az
FXPY téglalap kézéppontja ugyanakkora tavolsidgra van az F' ponttdl, mint az O ponttdl,
vagyis rajta van az OF szakasz felezd merélegesén, igy P eme szakasz felez$ merdlegesének

F pontbdl vett kétszeres nagyitottja.
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Ha « # /2, akkor

tcos(a— ) — f
ftcosoz—fcosgp
cos(a — )y + fo)/sina — f

(y+ fa) ctga — feosg

cos(a — )(y + f2)/sina — f
yctga + f(sinpctga — cos p)
ycos(a — @) — fsin(a — @) cos @ N ycosa + fsin(p — @)

ycosa + fsin(p — ) sin «v

r=s+tcosa— f1 = + (y + fo) ctga — fcosp

=f +yctga+ f(sinpctga — cosyp)

+yctga+ f(sinpctga — cosy)

=/

kovetkezik.

Atrendezéssel kapjuk, hogy

zsina(ycosa + fsin(p — a))
= fsina(ycos(a — ) — fsin(a — ) cosp) + (ycosa + fsin(p — a))
= yfsinacos(a — @) — f2sin(a — @) cos psina + (ycosa + fsin(p — a))?,

2

amibol
fsinasin(a — ¢)(f cosp — x)

= ysina(f cos(a — @) — xcosa) + (fsin(a — ) —ycosa)?,

aminek teljes négyzetes

a e cos(§ —¢)\2 sin(§ —¢)\2
(weos§ +ysing — f—2)*  (wsing —ycos§ + f— 2 )2
2 cos? 2 Snelsma—) 2 gin? g Smelsina—)
4f2 cos oo 4f?sin oo

= sign(sin(a — ¢))
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alakjabol latszik, hogy olyan hiperboldval van dolgunk, amelynek nagy tenge-

V/sin | sin(a—¢)| . . v/ sin ¢| sin(a—p)| ,
o > ?2L kistengelye b = 2fsin S —oag — hosszi,

lye a = 2f COS§ COS & COSs
i i - 7z Ve .
2 f—w tavolsagra vannak a hiperbola y =
f

és wsina — ycosa = fE22 aszimptotdinak _L—(cos(a — ¢),sin(a — ¢))

és igy fokuszai ¢ =
fsin(afgo)

COos &«
metszéspontjatdl.

A nem koncentrikus korok esetének megoldédsa az olvaséra marad.
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