A tomografia matematikaja

KURUSA ARPAD

Abstract. A tomograf miikodésének egy elvi modeljét adjuk, ami a Radon
transzformacié vizsgdlatdhoz vezet. Megvizsgdljuk a Radon transzformaécié
néhany alapvetd tulajdonsagat, majd levezetiink egy inverziés formulat. Végiil
felvetiink néhdny tovabbi problémat.

1. Bevezetés

A tomograf a modern orvostudomany egyik legijabb diagnosztikai ”csoda-
fegyvere”. Anélkiil képes a péciens belsejébe latni, hogy annak barmilyen fizikai
behatéast el kellene viselni. Segitségével pontosan meghatarozhaté a daganatok
vagy véromlenyek helye a koponyaban, amit azel6tt csak a koponya felnyitasaval
érhettek el az orvosok. Jol jellemzi diagnosztikai értékét az is, hogy bar beszerzése
és lzemeltetése egyarant rendkiviil draga, elterjedése robbandsszerii a vilagban.

Nézziik meg tehat, hogyan is mikoédik a tomograf! Mivel ez a gép is a
rontgensugarak alkalmazasan alapszik, el6bb tekintsiik at a hagyomanyosnak is
nevezhet6 rontgengép milkkodését.

Ilyen ”hagyoményos” rontgenképet nyilvan mindenki ldtott mar. Ilyet
tiidGszirésen, csonttorés gyanujakor vagy akar fogaszati beavatkozéds érdekében
szoktak késziteni. A felvétel ugy készil, hogy a vizsgalandé testrészt 7 atvilagitjak”
a rontgensugarral, és a mésik oldalra egy olyan filmet helyeznek, mely erre a sugarra
érzékeny. Ezen a filmen az a teriilet lesz sotétebb, melyet nagyobb intenzitasa
rontgensugar ér. Ez az intenzitas pedig attdl fiigg, hogy milyen széveteken haladt
at a sugar, hiszen azt tudjuk, hogy a siiribb kézeg jobban elnyeli a sugarat.
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2 Kurusa A.

Azt az Osszefliggést, amelyet eszerint a rontgenkép készitésénél hasznalunk, a
fizikusok jol ismerik: ha a besugarzo elég vékony rontgensugar intenzitasa Iy, ami
a testrészen valé athaladéds utan I intenzitasira csokken, akkor

In (%) :/éf(x),dx,

ahol £ az az egyenes, melynek mentén a sugdr halad, f(z) pedig az anyagi kozeg
slirlisége az x pontban. Ezt az Osszefliggést hasznalja ki egészen j moédon a to-
mograf.

Képzeljiik el a koponyanak egy vékony sik szeletét, és ebben a sikban minden
lehetséges egyenes mentén bocsdssunk dt egy rontgensugarat. A fenti Osszefiiggés
szerint ezzel, ha f(x) jeloli e metszet & pontjdban a szovet slirliségét, az adott
stk minden egyenesén megismerjik az f fiiggvény integréljat. A tomograf ezeket
az adatokat, tehat az egyenest és az azon mért In (Ip/I) értéket a szdmitégépébe
taplalja, mely ebbdl elGallitja a mért koponyaszelet képét. Ez a kép nem olyan
mint a hagyoméanyos rontgengép, hanem szines, minden pontban a kép szinével
érzékeltetve a koponyaszelet megfelelé pontjaban 1évo strliséget.

A tomogréaf, melynek neve a gordg “tomo” magyarul 7szelet” szdbol
ered, matematikaja alapvetfen éppen azon probléma koriil forog, hogy hogyan
hatarozhaté meg az f fliggvény minden egyenesen vett integraljaib6l. Termé-
szetesen a gyakorlatban még sok tovabbi, nem kevésbé érdekes probléma mertil
fel, mint példaul az, hogy persze nem tudjuk az Osszes végtelen szdmu egyenesen
megmérni a In (Iy/I) értéket, vagy, hogy a szamitégép csak korldtozott pontossdggal
képes szamolni. Mi most nem akarunk ezekkel foglalkozni, csak az alapproblémaval.

Mint mér annyiszor, ebben az esetben is tantdi lehetiink annak, hogy a
matematika sokkal hamarabb kezdett foglalkozni egy kérdéssel, mintsem annak
akéar a legkisebb gyakorlati haszna is latszott volna. Ahhoz azonban, hogy pon-
tosan beszélhessiink a témankrdl, mostmér definidlnunk kell az elsé kutatéjarol
elnevezett alabbi transzformaciot.

Definicié 1.1. Legyen a kompakt tartéju folytonos f fiiggvény az (z,y)-sikon
értelmezve. Az f fiiggvénynek az R? sik egyeneseinek P? halmazén értelmezett
Rf Radon transzformaltjan, az

Rf(a,r):/ f(rcosa+tsina,rsina — tcosa) dt

fliggvényt értjik, ahol r az egyenes tavolsdga az origtdl és « az egyenes
normalisanak az z-tengellyel bezart szoge.
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Mostantol, hacsak kiilén nem jelziink mést, az r és az « jelentését e definicié
értelmezi.

Szavakkal kifejezve, az Rf Radon transzformdlt minden (a, ) egyenesen az f
fliggvénynek ezen az egyenesen vett integraljaval egyenld.

Elészor J. Radon [3] foglalkozott 1917-ben azzal a probléméval, hogy egy
a sikon értelmezett kompakt tartéju folytonos fliggvényt meghatirozzon egyediil
az egyeneseken vett integraljai ismeretében, ezért lett réla elnevezve a fenti transz-
formécid, amikor a harmincas években, F. John és G. Herglotz munkéassaga alapjan,
kideriilt, hogy a Radon transzformécié nagyon jol hasznalhaté a parcidlis differ-
encidlegyenletek elméletében.

Ugrasszeriien megn6tt a Radon transzformacié elméletének kutatasa, amikor
a hatvanas évek elején a radidcsillagaszatban talaltak konkrét gyakorlati alkal-
mazast, majd amikor A.M. Cormack felvetette egy olyan miiszer oOtletét, amit
ma tomografnak neveziink (annak ellenére, hogy a gyakorlatban is miikéds to-
mogréafot elészor csak 1970-ben tudtak késziteni G.N. Hounsfield vezetésével).
Ezzel parhuzamosan azonban a matematikaban is fontos alkalmazdsokat talaltak,
ami féleg S. Helgason nevéhez flizédik.

Jelen cikkiink célja a Radon transzformacié ismertetése. Kiilon kitériink
a mindig is legfontosabb kérdésre, az invertdlhatdsigra, de mdas fontos tulaj-
donsagokat is targyalunk.

2. A Radon transzformacié alapvet6 tulajdonsagai

Az elsd dolog amivel meg kell ismerkedniink, az az R! duslis Radon tran-
szformacié. Amint az aldbbi definicié mutatja, ez is egy hasonld tipusi transz-
formécid, hiszen szinte csak az a kiilonbség, hogy itt nem az egyenesre illeszked6
pontok halmazan kell integralnunk, hanem a pontra illeszked6 egyenesek halmazéan.

Definicié 2.1. Legyen az F(a,r) folytonos fiiggvény a sik egyeneseinek P? hal-
mazan értelmezve, ahol r az egyenes tavolsidga az origdtdl és a az egyenes
normalisdnak az z-tengellyel bezéart szoge. Az F fiiggvény R'F dudlis Radon tran-
szformaltja az az R? sikon értelmezett fiiggvény, melyre

/2
R'F(x,y) = / F(a+ 8,cosav/x? + y?) da,

—7/2

ahol x = cos Bv/22 + 2.
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Miel6tt tovabb mennénk, érdemes a definicid egyszeriisitése érdekében az
F(a,r) fiiggvényértéket negativ r esetére is értelmezni, a teljesen természetes
F(a,r) = F(a+ m,—r) egyenléséggel. Ebben az esetben a definidlé integral

T

R'F(x,y) = F(a,cos(a— 8)v22 +y?)da

—T
alaki lesz. Bontsuk most fel a cos(a— () kifejezést, és hasznaljuk ki a 3 definicidjat.
Ekkor -
R'F(z,y) = / F(a,zcosa+ ysina)da.
—T
A maér emlitett formalisnak tiiné kapcsolatnak komolyabb kévetkezménye is
van. Az alabbi jél ismert, és a Fubini tétellel konnyen bizonyithaté tétel azt allitja,
hogy a dudlis Radon transzformécié éppen a Radon transzformécié dudlisa [2].

Tétel 2.1. Legyen f € C.(R?) és F € C(P?). Ekkor

[ RranFan St = [ )R ey ddy

Az allitas igazi jelent6sége a Radon transzformacié illetve dualisanak nagyobb
fliggvényterekre, példaul disztribucidkra valé kiterjesztésekor mutatkozik meg, de
ennek részletezése meghaladna e cikk kereteit.

Mas fontos transzformacidk vizsgalatakor is érdekes kapcsolatokat talalhatunk
a Radon transzformaciéval.

Tétel 2.2. Legyen f € C.(R?) és F € C(P?).
1. HaTiap f(z,y) = f(z+a,y+b), vagyis a T ) f figguény a (—a,—b) vektorral
eltolt [ figgvény, akkor

RT (4 f(a,r) = Rf(o,7 + acosa + bsina).

2. Hao N\ = 66—:2 + % a Laplace operdtor és { = 66—;, akkor

RAf=ORf és R'YGF = AR'F.

3. Ha Fi az 1-dimenzios és Fa a 2-dimenzios Fourier transzformdcio, akkor

Fof = FiRf.

Bizonyos értelemben a harmadik &llitas a legérdekesebb, mert abbdl szinte
azonnal kaphatnank inverzformuldt a Radon transzforméaciéra. Mivel azonban a
Fourier transzforméacié mar magasabb matematika, és elemibb ut is 1étezik, mi
most ennek bizonyitasatol eltekintiink.
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Bizonyitas. 1. Az allitast konnyii szdmoldssal bizonyithatjuk, de egyszerii geo-
metriai megfontolassal is eljuthatunk hozzéa. Itt arrdl van szd, hogy az integralas
szempontjabdl az f fliggvény (—a,—b)-vel valé eltoldsa egyenértékli az («,r)
egyenes (a, b)-vel valé eltolasdval, amikor is a koordindtdi (o, r+a cos a+bsin a)-re
valtoznak.
2. Az elsé allitashoz elég latnunk, hogy

af OR af OR

R—(a,r) =cosa—(a,r) és R—(a,r)=sina—(a,r).

L (o) o) s R (o) L (an)
Mivel ezek bizonyitdsa igen hasonld, csak az els6t bizonyitjuk. FEz azonnal
kovetkezik a derivélt definicigjabdl, és elézé allitasunkbdl.

e = 1 ) 0 (12
(om0

R
cosa———(a, T).
a

or

a—0

Itt azt is felhasznaltuk, hogy a hatarérték felcserélheté6 az R Radon transz-
forméciéval, de ezt az f fiiggvényre kirétt feltételiink biztositja.

A miésik 4llitdsunk igazoldsdhoz, fel kell hasznalnunk az R! duslis Radon
transzformécié egyszeriisitett definiciéjat. Tudva az F fliggvényre kivetett
feltételeket,

AR'F(x,y) = A F(a,zcosa+ ysina) da

= A (F(a,zcosa+ ysina)) da

—T

adédik. Felhasznélva most a A = 86—; + 66—:2 Laplace operatort és elvégezve a

0

2 (F(o,xz cosa+ ysina)) = cos aw(a,xcosa + ysina)

stb. derivalasokat, éppen az allitast fogjuk kapni.
]
Az ebben a szakaszban utolsé tételiinket az irodalom tartétételnek nevezi,
mivel 1ényegében azt allitja, hogy az f fiiggvény tartdja, része az Rf figgvény
tartéjanak. Az ilyen tételeknek természetes kovetkezménye az R Radon transz-
formécié invertdlhatésdga, de annal altalaban joval tagabb fiigvényosztilyokra
igazolhatéak. Ugyanakkor az inverzformuldkbdl igen ritkdn, és akkor is csak
nehézkesen igazolhaté tartotétel.
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6 Kurusa A.

A tartétételeknek gyakorlati jelentdségiik is van. Azt jelentik, hogy gy is
lehet invertalni, hogy a sik egy konvex részét metsz6 egyeneseket nem hasznéljuk.
Természetesen ekkor csak az ezen a részen kiviil esé teriileten kapjuk meg az eredeti
fliggvényt. Ez a lehet6ség pedig médot ad a rontgensugérra érzékeny testrészeknek
a vizsgalatbol valé kihagyasara, anélkiil, hogy le kellene mondanunk a tobbi rész
vizsgalatarol.

Tétel 2.3. Teljesitse az f € C(R?) fiigguény az aldbbi feltételeket:
. k
(1) Minden k természetes szamra, f(x,y)\/x?>+y%  korldtos.
(2) Létezik olyan A konstans, melyre Rf(a,r) =0 ha r > A.
Ekkor f(x,y) =0, ha /22 +y? > A.

Mivel az &llitas teljes bizonyitdsa igen bonyolult megfontolasokat igényelne,
mi csak egy egyszeriibbet fogunk bizonyitani, mégpedig azt az esetet, amikor
az f figggvény radiélis, vagyis létezik olyan valds g fiiggvény, melyre f(z,y) =
g(v/2%2 + y?). Ebben az esetben az (1) feltételre nincs is szitkségiink.

Bizonyitas. Mindenekel6tt, vegyilik észre, hogy Rf is radidlis, ha az f radiilis,
vagyis 1étezik olyan Rg valds fiiggvény, melyre Rf(a,r) = Rg(r). A Radon tran-
szformacié definicidja szerint ekkor

Ry(r) = /jo g(V/r? +12)dt

/ o 1 e ot / /42 /
s az § = s 1] valtozé helyettesitése utan

2 [ 1N 1 1
Rg(r) = —/ 9(—)—27(15
r Jo s/ s 1 _ 2

T

adédik. Legyen w(1) = Rg(r)L és v(s) = g(1)%. Ekkor az egyenlet alakja

P 1
w(p):/O v(s)\/ﬁds

és a célunk a v fliggvény kifejezése a w-bol. Ennek érdekében megszorozzuk

\/Tfj—vel, integrdlunk és alkalmazzuk a Fubini tételt:

1

r P T prp 1
w(p)—————d :/ / v(s ds pd
/O () il A ()\/pQ_S2 N

— /OTU(S) (/&r \/r21 - \/p21 . pdp) .
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r24s? —2p2

Ez utébbi belsd integralrél az olvasé konnyen kiszamolhatja a ¢ = —5—

helyettesitéssel, hogy az éppen 7, igy az integralegyenletiinkbdl

T

dp=7 [ wv(s)ds

/Orw(p)\/% |

lesz. Ezt r szerint derivalva azonnal megkapjuk a v fliggvényt.

or) = 23 /OTw(m% dp

T dr .

Ennek alapjan nézziik végig, mi kovetkezik abbdl, ha Rf(p) = 0 minden p > A
esetén. El8szor is a w(L) = Rg(r)% definici6 szerint, w(p) = 0 lesz, ha p < 1/A.
Ebbdl a fenti formula alapjan azt kapjuk, hogy v(r) = 0 lesz, ha r < 1/A. Végiil a
v(s) = g(1) % definiciébdl adédik az &llités, hogy g(s) =0, ha s > A.

|
Itt még elmondjuk, hogy a radialis fiiggvényekre itt bemutatott bizonyitast

ki lehet terjeszteni olyan mdédon, hogy abbdl mar az eredeti 2.3. tétel is adddik.

3. Az invertalhatésag

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a Radon transzformaltbol, vagyis
egy fliggvénynek az egyenesen vett integrédljaibdl, explicit médon rekonstrualhatd
az eredeti fiiggvény. Figyeljik meg, hogy a formula az Rf Radon transz-
formélt minden egyenesen felvett értékét felhasznalja ahhoz, hogy az f fliggvényt
meghatarozza.

k
Tétel 3.1. Legyen f € C°(R?), melyre f(x,y)\/22 +y2  minden k természetes
szdmra korldtos. Ekkor f(x,y) = ﬁRtF(z, y), ahol

F(a,t) = lim/ 78Rf(a,p) .
’ e—0 [t—p|>e 6p t— p'

Bar ez az allitds szépsége mellett elég egyszeriinek is tlinik, a latszat csal. A bi-
zonyitas meglehetdsen hosszas, és aprolékos okoskodast igényel. Taldn éppen ez az,
amiért igen sok fajta bizonyitasat ismerjiik, a legkiilonbozébb kiindulasi pontokbdl.
Mi most egy olyan inverzformulat fogunk bizonyitani, amelyet joval egyszeriibben
lehet belatni, de sajnos nem mutatja olyan vildgosan az inverz operator szerkezetét.
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Tétel 3.2. Legyen f € C°(R?). Ekkor

flay) = oyt [ 2LE 0
[t|>e

272 e
ahol .
F(x,y,t):/ Rf(a,t+ xcosa + ysina) da.

-7

Amint az olvasé is ldthatja, az F(z,y,t) fliggvény az (z,y) kézépponti ¢
sugard kort érinté egyenesek halmazan integralja az Rf Radon transzforméltat.

Bizonyitas. Eloszor figyeljiikk meg, hogy a tételben szereplé minden mivelet az el-
toldssal felcserélhetd, amiért elég a bizonyitdst az (z,y) = (0,0) origéban elvégezni.
Ebben az esetben .

F(t)=F(0,0,t) = / Rf(a,t)da

—T

Beirva ide Rf definiciéjat, az
s o0
t):/ / f(tcosa+ ssina, tsina — scosa) ds da
—T

képletet kapjuk. Helyettesitsiik most az rcos 8 = tcosa + ssina és az rsin§ =
tsina — scosa 4j véltozékat. Ekkor s = /12 —t2 és cos(8 — ) = t/r, amiért

% = Tr_ﬁ és % =1, ami az
f(rcosB,rsin f) ———dr dg
o=/ 1 =
egyenletre vezet. Erdemes most bevezetniink az M f(r f f(rcosB,rsinB)ds
fiiggvényt. Ezzel a jeloléssel
* rM
Fiy= [ MG G,

¢ 1/752_ﬁ2

Most a tartétételnél mér felhaszndlt triikkot hasznositjuk Gjra, amikor F'(¢)-t in-
tegraljuk.

> qF(t) N Ay g dt)
/qmdt—/q Mf()< \/—tQ\/—t>d.

Polygon, 3 (1992), 83-96. actaform© FYX Bt 11 /999004,



A tomografia matematikdja 9

Itt is az utobbi bels6 integralt szamolhatjuk ki konnyen, a p = % helyettesités
ugyanis éppen a tartotételnél mar kiszamitott integrilt adja, vagyis w-t. Emiatt

viszont -
qF'(t)

q t\/ t2 — q2
Lathatdlag, egy ¢ szerinti derivalds, és utdna a ¢ — 0 hatarérték képzése a
baloldalon éppen —272f(0)-t eredményez, ami méar az eredeti fiiggvény rekon-

/OO Mf(r)mdr = dt.
q

studlhat6sdgdt jelenti. Ahhoz, hogy az explicit formuldt is megkapjuk, ezt a két
miiveletet a jobb oldalon is végre kell hajtanunk. Ehhez helyettesitsiik most a

t = qv22 + 1 valtozot,

/OOMf(r)wdr = /OOO Flavz2 1),

22 +1

majd derivaljunk
® Flgvz2+1
0 2241
(Természetesen itt meg kellene vizsgdlni ezen 1épéseink jogossdgét, amit mi csak
azért nem tesziink meg, mivel elég egyszerli a dolog, de az egész gondolatmenetet
képes lenne elhomélyositani.) Ebb8l mar igen egyszertien adédik az allitds a t = z/q
1j valtozé helyettesitése, majd a ¢ — 0 hatarérték segitségével.
]

Felmeriil a kérdés, hogy esetleg kevesebb ismeret is elég lehet az f fliggvény
rekonstrudlasdhoz. Meg lehet mutatni, hogy amennyiben tetszéleges, de végtelen
sok irdny mindegyik egyenesére ismerjiik a Radon transzformaltat, az mar elég,
vagyis abbdl az eredeti fliggvény visszadllithatd. Ezzel ellentétben az alabbi tétel
azt mutatja, hogy véges sok irdny semmiképpen sem lehet elég minden fliggvény
rekonstrudlhatdsdgahoz.

Tétel 3.3. Legyenek adottak az o, ..., tetszdleges szigek. Ekkor létezik olyan
f € CX(R?) nem trividlis figguény, melyre Rf(a;,p) = 0 minden 1 < i < k és
p € R esetén.

Ezzel azonban még nincsen lezérva e kérdéskor. R.J.Gardner és P.McMullen
bebizonyitotta példdul [1], hogy a konvex halmazok karakterisztikus fiiggvényeit,
mindossze négy elére lerogzitett specidlis irany ismeretében is lehet rekonstrudlni.
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4. Altalanositasok és problémak

A Radon transzforméaciénak igen sok altalanositésa létezik. Az altaldnositas
alapveté szempontja altalaban az, hogy valamely, az adott szempontbdl fontos
tulajdonsagot megorizzen vagy tovabb fejlesszen.

A legkézenfekvbb dltaldnositas a dimenzié megvaltoztatasabdl all. Ahogy mi
ismerjiik most, a Radon transzformécié a 2-dimenziés térben a 2 —1 = 1-dimenzids
egyeneseken integrdl. Az altaldnositds els§ 1épése, aminek az eredményét a sza-
kirodalom klasszikus Radon transzformécionak nevezi, a 2-dimenzié tetszdleges
n-dimenziéra valé kiterjesztése azzal, hogy az integralds az (n — 1)-dimenzids un.
hipersikokon torténik. (Az n-dimenziés térben hipersiknak nevezzik, az (n — 1)-
dimenzids alterek eltoltjait.)

Ezt az altalanositast mar Radon is elvégezte, és egy érdekes dologra bukkant.
Amint mi is 1attuk, 2-dimenziéban a Radon transzformécié invertdlasihoz tudni
kell a sik Osszes egyenesén az Rf fiiggvényt. Ezzel szemben kideriilt, hogy 3 di-
menziéban ahhoz, hogy egy P pontban megkapjuk az f fliggvény értékét, ele-
gend6 ismerni az Rf értékét mindossze azon egyeneseken, melyek a P ponthoz
egy akarmilyen elore adott kis tavolsagnal kozelebb vannak. Ezt a tulajdonsdgot
ugy szokas kifejezni, hogy 2 dimenziéban az inverz Radon transzformacié globalis,
3 dimenzidban pedig lokélis. Altalzinosszigban is elmondhatjuk, hogy paros di-
menzidban az inverz Radon transzformacié globalis, paratlan dimenzidéban pedig
lokélis. A globalis—lokélis probléma egyébként minden tovabbi dltaldnositasndl is
kuleskérdés.

Ahhoz, hogy a globélis—lokalis problémét igazan megértsiik, irjuk most fel az
f = ¢cDR'*Rf inverzformuldt, ahol R a Radon transzformdcié, R' a dudlisa, amely
most az adott ponton dtmend hipersikok halmazén integral, és ¢ egy megfelel6
konstans. Pératlan dimenziéban a D operator csak differencidldsokat tartalmaz,
péaros dimenziéban viszont egy integraldst is, és ez okozza a globdlis—lokalis eltérést,
mivel a differencialdshoz elég az adott pontnak egy tetszélegesen kicsiny kornyezetét
ismerni, mig az integraldshoz ez persze kevés lenne.

A globélis—lokélis probléma elméleti jelent6ségét a legegyszeriibben egy al-
kalmazdson keresztiil ismerhetjiik fel. Az egyik legszebb alkalmazds a parcialis
differencidlegyenletek tertiletére esik. frjuk most az inverzformulankat az egyszerii
f = R'Rf alakban, és legyen D egy konstans egyiitthatés differencidloperator. A
feladatunk a Du = f parcidlis differencidlegyenlet megolddsa, ahol f € C*(R™).

Definidljuk az f, € C°(R™) fiiggvényt minden w egységvektorra azzal,
hogy f,(X) az Rf Radon transzforméltnak azon a hipersikon felvett értéke,
mely atmegy az X ponton, és meroleges az w egységvektorra. Ekkor f, olyan
fliggvény lesz, mely minden az w egységvektorra meréleges hipersikon konstans.
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Az ilyen fiiggvényeket ”sikhullaimnak” szokds nevezni. Ezek 1ényegében egyvaltozds
fiiggvénynek tekintheték, mivel nyilvén létezik olyan f,, € C°(R), melyre f.,(X) =
fo({X,w)), ahol (X,w) az X és az w vektorok skalaris szorzata.

Tekintsiik a Du,, = f, parcidlis differencidlegyenletet. Mivel az f,, fiiggvény
sikhullam, ez lényegében egy egyvaltozds rendes differencidlegyenlet, amit az esetek
tobbségében konnyen meg lehet oldani. Bizonyos esetekben azért el6fordulhat,
hogy nincs megoldas, példdul ha a D differencidloperdator minden w iranyt
sikhulldmra nulldt ad. 1963-ban Treves bizonyitotta, hogy ha ettél az esettol el-
tekintiink, akkor az u, megolddsok mindig véalaszthatéak ugy, hogy azok fiiggése
az w egységvektortdl sima legyen. Vegyilk most azt az F fiiggvényt a hipersikok
halmazan, mely minden hipersikon az azon konstans u,, fliggvény értékét veszi fel
(vagyis w meré&leges a hipersikra). Definidljuk tovdbb4 a v fliggvényt gy, hogy min-
den X pontban az értéke u,, (X ), ahol az X és az w vektorok padrhuzamosak. Ekkor
az uw = R™'F fiiggvény a Du = f parcidlis differencidlegyenletnek egy megoldésa,
mert

Du=DR 'F=R 'Dv=R'Rf =f.

Ezzel a mddszerrel igen jol kezelhet6 példaul a

0%u ou
Au= "t X,0) = (X,0) = f(X
u=28 wx0=0  24X0)= f(X)
Cauchy probléma is [2]. Mivel pedig pératlan dimenziéban az R™! inverz

Radon transzformdacié lokdlis, azt is konny(i beldtni, hogy az w(X,t) érték
egyértelmilien meghatarozott az f fliggvénynek az X kozéppontu ¢ sugaru koron,
és annak tetszOlegesen kicsiny kornyezetében felvett értékei altal. Harom di-
menziéban specidlisan a szokasos eredmény adddik, vagyis, hogy mar maga a kor
is meghatéarozza az értéket. Ezt nevezik Huygens elvnek.

Tovabb is mehetiink a dimenziébeli altalanositassal, amennyiben nem csak
a térnek, mint eddig, hanem annak a dimenzidjit is megvaltoztatjuk, amin in-
tegrdlunk. Amikor az n-dimenzids térben a k-dimenziés hipersikokon (a k-
dimenzids alterek eltoltjai) integrdlunk, azt (n,k) Radon transzforméciénak, vagy
roviden csak k-sik transzformaciénak nevezziikk. Ha k = 1, akkor Rontgen-sugar
transzformaciorol beszéliink, és természetesen k = n — 1 esetén ”csak” Radon tran-
szformdaciét mondunk. Itt tudunk igazi valaszt adni a globalis—lokalis problémara,
ugyanis itt dertl ki, hogy a kiilonbséget nem a befoglalé tér dimenzidja okozza,
hanem a k-sik dimenzidja. A k-sik transzformaécié inverze globdlis, ha k paratlan,
és lokalis, ha k paros.

A tér szerkezetének tekintetében tovabb altaldnosithatunk, amennyiben
a gombon és a Bolyai geometridban, vagy akar egészen &ltaldnos tereken is
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megvizsgaljuk a hasonlé problémat. Van azonban még altaldnositési lehet&ség az
Eukliedeszi geometriaban is.

Eddig mindig a természetes hossz, feliilet, térfogat stb. mérték szerint
integraltunk. Altalénositott Radon transzformaciénak nevezik azt, amikor ezt
megvaltoztatjuk egy megfeleld, altalaban szigorian pozitiv fiiggvénnyel silyozva.
Az altalunk vizsgalt 2 dimenziéban tehét

R, f(a,r) = / f(recosa+tsina,rsina — tcosa)u(a,r,t) dt

a megfelel6 formula, ahol a p fliggvény a silyfiiggvény. Ha ez a p fiiggvény a t
valtozéban exponencidlis, akkor exponencialis Radon transzforméciérol beszéliink.
Ebben az esetben ismeriink ugyan néhany inverzformulat, de altalaban a kérdés
ugy mertl fel, hogy milyen u esetén lesz ez a transzformacié invertalhaté. Ilyenkor
az R, valamiféle invariancidja, vagy a u fliggvény specialitasai keriilnek elétérbe.
Példaul, ha a u fiiggvény analitikus, vagy ha az R, forgas- vagy eltolas-invaridns,
akkor az R, altalanositott Radon transzformacié invertalhaté. Ez utébbi két tulaj-
donsag azt jelenti, hogy ha az f fiiggvényt elforgatjuk az origé koriil, akkor az R,, f
transzformdlt fliggvény is ugyanakkora szoggel fordul el az origé koriil, illetve ha el-
toljuk az f fiiggvényt, akkor az R, f transzformalt fiiggvény is ugyanigy eltolédik.
Erdekes megjegyezni, hogy az eltolds-invaridns és az exponencidlis altaldnositott
Radon transzformaciék egybeesnek.

Végiil még egy utolsé altalanositasi utat emlitiink. Megtehetjiik ugyanis, hogy
nem az egyeneseken integralunk, hanem valamilyen mdas gorbeseregen. Egy ilyen
transzforméaciét konnyen kaphatunk az R! dudlis Radon transzformacié csekély
modositasaval is. Figyeljiitk meg ugyanis, hogy egy az adott ponton dtmend egyenes
origéhoz legkozelebbi pontja, Thalesz tétele értelmében arra a korre esik, melynek
atmérdje az origd és az adott pont altal alkotott szakasz. Azt a transzforméciét,
ami egy f € C(R?) fiiggvényt az origén atmend koérokon integral, bumerdng
transzformécionak nevezziik. A Bf bumerdng transzforméltra ekkor a

T T+ /22 +y2cosa y+ /22 +y2sina
By = | f( LRV da

2

-7

formula adédik. Erdekes dolog, hogy ez az egyszerii transzformécié fontos szerepet
jatszik Hilbert negyedik probléméjanak megoldasaban.

Természetesen més gorbéket is vehetiink a kor helyett, példaul az ellipszist,
haromszoget stb., igy boven marad lehet6ség mindenkinek ezen a sok szép dltalanos
eredményt ismerd teriileten a konkrét problémak vizsgalataban.
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Feladatok.
(1) Invertdljuk a folytonos radiélis fliggvények terén a bumerdng transzformaciot!
(2) Irjunk fel formuldt az e excentricitdsu ellipsziseken integralé Radon tipusi
transzformécidral
(3) Van-e olyan nem nulla fiiggvény, melynek nulla a bumerdng transzformaéltja?
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