Felismerheto-e egy alakzat az arnyékképeibol?

KINCSES JANOS and KURUSA ARPAD

1. Bevezetés

Kozismert, hogy a repiil6tereken az utasok csomagjait atvildgitjak. Ilymoédon
az ellendrzé személy a csomag kibontasa nélkiil lathatja a csomagban levd
fémtargyak arnyékdt. Vajon elég-e ez ahhoz, hogy felismerje azok alakjit? A
valasz nyilvan nem, hiszen mondjuk egy koralakd fémlapnak és egy gombalaki
bombanak ugyanaz lehet az arnyéka. S6t adott esetben még az sem elég, ha min-
den irdnybdl atvilagitjuk a csomagot. Gondoljunk csak az r sugard korre és a 2r
sugard korokbél osszerakott Relaux haromszogre.

A A
2r o
A A
1. abra

Mindkettének minden irdnybol 2r hosszisagu szakasz az drnyéka.

Viltoztassunk egy kicsit a modelliinkén. Parhuzamos sugarak helyett alka-
Imazzunk egy pontbdl kiindulé sugarakat. Ebben az esetben az alakzat drnyéka
éppen az adott pontbdl vett latdszoge lesz. FEz a szdg a pontbdl az alakzathoz
hizott két érinto szoge. fgy eljutunk a kovetkezd kérdéshez:

Kérdés. Egy kor belsejében levo két konvex alakzat a kor barmely pontjabdl
ugyanakkora szog alatt latszik. Igaz-e, hogy a két alakzat egybeesik?

Itt azért szerepel csak konvex alakzat, mert egy sikidomnak és a konvex
burkédnak barmely pontbdl ugyanaz a latdszoge.

Az ilyen jellegli kérdések a matematikai alakfelismerés témakorébe esnek, ezen
beliil a fenti kérdés a Hammer féle rontgenkép probléméhoz kapcsolédik: Hany
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rontgenképet kell késziteni egy konvex alakzatrdl, hogy ezekbdl a képekbdl rekon-
strudlni lehessen az adott testet? KEgy adott irdnybdl készitett rontgenképen azt
értjuk, hogy ismerjiik az adott irdnnyal parhuzamos egyenesek altal az alakzatbol
kimetszett szakaszok hosszat (ldsd 2.a dbra). Egy adott pontbdl készitett
rontgenkép alatt pedig azt értjiik, hogy ismerjilkk az adott ponton atmené egye-
nesek altal az alakzatbdl kimetszett szakasz hosszat (ldsd 2.b dbra).

2.a abra 2.b dbra

Mindkét esetben elegans megoldds van. Az els6 esetben Gardner és McMullen
[2] igazolték, hogy létezik négy olyan irdny, hogy ha barmely két alakzatnak ezen
négy iranybdl vett rontgenképe megegyezik, akkor egymas eltoltjai. A masik es-
etben Falconer [1] bizonyitotta, hogy ha két, az alakzatot metsz6 egyenesen levé
pontbdl megegyeznek a rontgenképek, akkor a két alakzat egybeesik.

Az altalunk felvetett kérdésnek nem varhatd ilyen egyszerii megoldasa, hiszen
nyilvanvald, hogy véges sok pontbdl vett arnyékkép nem hatirozza meg az alakza-
tot. Ennek az az oka, hogy a rontgenkép sokkal tobb informéciét hordoz, mint az
arnyékkép (viszont az drnyékképet egyszeriibb elkésziteni). Az &ltalunk vizsgdlt
arnyékkép elég lesz ahhoz, hogy két sokszoget megkiilonboztessiink, ami nem igaz
a parhuzamos sugarak altal adott arnyékokra, amint azt a Polygon el6z6 szaméaban
szerepl6 10. feladat mutatja.

2. Eredmények és ellenpéldak

Egy sikbeli K konvex halmaz esetén definidljuk a kovetkezo fliggvényt
ak(X) =az X pontbdl a K-hoz hizott érinték szoge.

El6szor a legegyszeriibb esetet targyaljuk, amikor a K halmaz pozitiv hosszisagu
szakasz.
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Lemma 2.1. Ha a C kér belsejében fekvd Sy és Sy szakaszok a kor bdrmely pontjdbol
ugyanakkora sz6q alatt latszanak, akkor a két szakasz egybeesik.

Bizonyitas. Mindkét szakasz ugyanarra az egyenesre esik, mivel az S; szakasz
egyenesének a korrel vett metszéspontjai lesznek az ag, fliggvény zérdhelyei. Ez
a kozos egyenes a kort a C7 és Cs ivekre bontja. A tovabbiakban kivilasztjuk az
egyik ivet, mondjuk Ci-et, és ezen vizsgdljuk az ag = ag, = ag, figgvényt. Az
as; szintvonalai éppen az S; szakasz latokorivei lesznek. Ebbél adédik, hogy az ag,
a maximuma&t abban az egyértelmiien meghatdrozott M; pontban veszi fel, amelyre
teljestil, hogy az S; szakasznak az M; ponton atmend L; latokorive érinti a C-t az
M; pontban (14sd 3. dbra).

Ekkor a fiiggvények egyenl6sége miatt My = Mo és igy az L; ivek egymaést is
érintik, ezért az egyik szakasz tartalmazza a masikat. Mivel az M; = M> pontbdl

a szakaszok ugyanakkora szog alatt latszanak, igy sziikkségképpen S = 5.
]

A kovetkezd 1épés a 2.1. Lemma “lokdlis” valtozatdnak igazoldsa. Ehhez
sziikséglink lesz az ag fliggvény formulaval valé megadaséra.

A(a1,a2X(:v1,:L'2)
B(b1,b2)

4. abra

A 4. 4bra jeldléseivel kapjuk, hogy

s XA-XB
* XAl |IXBI
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ahol a szdmlaloban a két vektor skaldris szorzata, a nevezében pedig a vektorok
hosszdnak szorzata all. A skaldris szorzatra ismert analitikus geometriai formulat
behelyettesitve, kapjuk, hogy

(a1 —x1)(b1 — x1) + (ag — x2)(b2 — x2)
V(a1 —21)% + (ag — 22)2y/(b1 — 21)2 + (ba — 19)2

(1) cosag =

Lemma 2.2. Ha a C kor belsejében fekvd Sy és So szakaszokhoz létezik a C kérnek
egy (akdrmilyen kicsi) C' korive, hogy ezen i bdrmely pontjdbdl mindkét szakasz
ugyanakkora szoq alatt ldtszik, akkor a két szakasz egybeesik.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy C egységsugari kor. Helyettesitsiik be a cosag,
illetve a cosag, figgvényekbe a C kor (cost,sint), (0 < t < 27) paraméteres
el6éllitasat:

(a1 — cost)(by — cost) + (az —sint)(by — sint)
V(a1 —cost)? + (az — sint)2y/(by — cost)? + (by — sint)?

cosag, =

Az igy kapott két analitikus fiiggvény (azért analitikusak, mert analitikus
fiiggvényekbdl vannak osszerakva) megegyezik egy nyilt intervallumon, igy a tel-
jes értelmezési tartomédnyon egyenlék (lasd [5] 8.5. Tétel). Viszont ekkor az eléz

lemma szerint S7 = Ss.
[

Poligonok esetében most mar pozitiv valaszt tudunk adni a bevezetében fel-

tett kérdéstinkre.

Tétel 2.3. Ha a C kor belsejében levé Py és Py konvex poligonok a kor barmely
pontjabol ugyanakkora szog alatt latszanak, akkor a két poligon egybeesik.

Bizonyitas. A P; és a P, poligonok oldalegyeneseinek a C-vel vett metszéspontjai
a kort véges sok fvre bontjak fel (ldsd 5. dbra).

5. abra
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Minden ilyen ivhez létezik a P illetve a P, egy-egy olyan atldja, hogy az iv
barmely pontjabdl a P ill. P, ezen atléit latjuk, azaz a poligon 1latdszoge ezen pon-
tokbdl éppen az illet6 &t16 1at6szoge lesz. Ugyanakkor a Py (P») barmely csicsdhoz
létezik egy olyan ”lathaté” dtldja a Pr-nek (Po-nek), amelyiknek az adott cstcs
végpontja. A 2.3. Lemma felhasznéldsival kapjuk, hogy az ugyanazon {vnek
megfelel6 atlok megegyeznek. Ez viszont azt jelenti, hogy a P; barmely csicsa
a P5-nek is csucsa lesz és megforditva, azaz P, = Ps.

]

Mivel barmely konvex alakzat tetszlegesen megkdzelitheto poligonokkal, igy
azt varhatnank, hogy a fenti tételben folytonossagi meggondolasokkal attérhetiink
altaldnos konvex alakzatokra.

Meglep6 médon azonban, ez nem igy van, amit az aldbbi példa is mutat (lasd
[6] 6.48. feladat).

Példa 2.4. Bdrmely ellipszis esetén azon pontok halmaza, amelybdl az ellipszis
derékszog alatt ldtszik, kor.

1>
Ty

" 0 F

6. abra

Bizonyitas. Az 6. dbra jeloléseit hasznélva kapjuk, hogy
OX? + OF? = OT? + OT3.

(Ennek belatdsit az olvaséra bizzuk.) Tudjuk viszont, hogy a fékuszokbdl az
érintOre bocsédjtott merdlegesek talppontjai a f6koron vannak, azaz OT; = OTs = r.
Tehat

O0X? =2 — OF}.

Ha most vessziik a fenti példaban szerepld kort és a vele koncentrikus @—szér
akkora sugaru kort, akkor az ellipszis és ez a kor is derékszog alatt latszik a nagy
kor minden pontjabol.
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Ha egy adott korrel koncentrikus koroket tekintjik, akkor ezek kozott van-
nak olyanok is amelyek megkiilonboztetheték barmely més konvex alakzattdl (lasd
Polygon I.1., feladatrovat, 9. feladat). Ennek bizonyitdsat ismertetjiik most.

Allitas 2.5. Ha az eqységsugari C kir belsejében fekvd konvex alakzat a kor barmely
pontjibdl ar (0 < a < 1, a irraciondlis) sz6g alatt ldtszik, akkor csak kor lehet.

Bizonyitas. Tekintsik azt a C-vel koncentrikus C’ kort, amelyik éppen am szog
alatt latszik a C pontjaibdl és legyen K egy olyan konvex alakzat, amely szintén am
szog alatt 1atszik. Ha K # C’, akkor nyilvdn egyik sem lehet része a masiknak, igy
van ko6zos érintOjik. Az érintének a C-vel vett egyik metszéspontjabdl hiuzzuk meg
a C'" mésik érint6jét. Ez is kozos érintd lesz és az érintékre a kor O kozéppontjabdl
allitott merdlegesek (1 — o) szoget zdrnak be. Ezt ismételve, kapjuk, hogy az
O-n dtmend, az elsé kozds érinté normélisiaval n(1l — «)m szdget bezaré minden
egyenesre merélegesen van kozos érinté. Mivel « irraciondlis, igy az n(1 — a)7
szogek mindeniitt slirlin vannak az egységkor [0, 27] keriiletén, azaz barmely O-n
atmené egyeneshez tetszolegesen kozel van olyan egyenes, amelyikre merélegesen

van kozos érinté. Ez viszont csak tgy lehet, ha C' = K.
|

J.W.Green [3]-ban karakterizdlta egy adott korrel koncentrikus korok koziil
azokat, amelyek megkiilonboztetheték barmely méas konvex alakzattol. Belatta,
hogy pontosan azok a korck nem egyértelmiien meghatirozottak a latdszogek
alapjén, amelyek  sz0g alatt ldtszanak, ahol m és n relativ primek és m paratlan.

3. Egyenes és mas gorbék

Tekinsiik most 4t az elé6z6 szakasz bizonyitdsat abbdl a szempontbdl, hogy a
kor helyettesitheté-e egy méasik gorbével. A fenti gondolatmenet egy eljarast ad
ilyen tipusu eredmények igazolasara.

Koénnyen belathatd, hogy a 2.1. Lemma igaz marad, ha kor helyett akarmilyen
konvex zart gérbét mondunk. A 2.2 Lemma&ban, a lokalizalds sordn arra épitettiink,
hogy a kor analitikus gorbe, de éppen ezért az minden analitikus gorbére igaz. fgy
tehéat a kovetkezo altalanositasat nyerjiik a 2.3. Tételnek:
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Tétel 3.1. Legyen C olyan konvex zdrt gorbe, amelynek van (x1(t), x2(t)) analitikus
paraméterezése. Ha a C belsejében levé Py és Py konvex poligonok a C' bdrmely
pontjabol ugyanakkora szog alatt ldatszanak, akkor a két poligon egybeesik.

Ez a tétel lefedi példaul az ellipszis esetét is.  Moddszeriink tovabbi
lehetGségeket rejt magdban. Vizsgdljuk meg példdul az egyenest. El6szor sza-
kaszokra bizonyitjuk a 2.1. Lemma analogonjat.

Lemma 3.2. Ha az Sy és So szakaszok az | egyenes ugyanazon oldaldn vannak
és az egyenes bdrmely pontjdbol ugyanakkora szog alatt ldtszanak, akkor Si és Ss
egybeesnek.

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztetiink meg.

Elsé eset: Ha a szakaszok ugyanazon az I’ egyenesen vannak. Ez az eset a
2.1. Lemmahoz hasonléan igazolhaté. Az as = ag, = ag, fliggvény egyetlen M
pontban veszi fel a maximumét az [ egyenesen, ha I’ parhuzamos I-lel, egyébként
pedig az [ és I’ metszéspontja dltal meghatdrozott barmelyik félegyenesen van egy
egyértelm{i M maximumbhely. Az M pontot az hatarozza meg, hogy az S; szakasz-
nak az M ponton dtmend latékorive érinti l-et az M pontban (ldsd 7. dbra). Ez azt
jelenti, hogy az egyik szakasz része a masiknak, ami csak akkor lehet ha Sy = So
mivel a maximum értéke megegyezik.

51
l/
S2
l M
7.a abra 7.b abra
Mdsodik eset: Ha a szakaszok kiilonboz6 egyeneseken vannak. Az ag, = ag,

fliggvénynek legfeljebb egy zérohelye lehet, ezért vagy mindkét szakasz parhuzamos
l-lel, vagy a szakaszok egyenesei az [-en metszik egymast.

A eset: Ha a szakaszok parhuzamosak [-lel. A 8.a dbra jeloléseivel, a
parhuzamos szelok tétele szerint kapjuk, hogy CD = DF. Ez azt jelenti, hogy
ED stlyvonala és egyben szogfelezgje az EFC haromszognek, ami adja, hogy ED
meroOleges C'F-re. Ugyanigy kapjuk, hogy C'B is merodleges C'F-re, ami ellent-
mondas.
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8 Kincses J. and Kurusa A.

B eset: Ha a szakaszok egyenesei az [-en metszik egymdst (ldsd 8.b 4bra).
Tegyiik fel, hogy AC az az egyenes, amelyiknek ugyanazon oldaldra esnek a sza-
kaszok.

C D F B
A
A B D
C
l l
F E F
8.a abra 8.b dbra

Ha AC pérhuzamos I-lel, akkor BD is, és az [ pontjaib6l ugyanakkora szogek alatt
latszanak. Az A eset szerint ez lehetetlen.
Ha AC metszi l-et az F' pontban, akkor BD is dtmegy F-en.

(b1, b2)

(a1,as2)

Qg (ZE, O)

9. dbra

Most a 9. abra jeloléseit haszndlva kapjuk, hogy egy S szakaszra

rsinag = xsin(a; — ag) = z(sin @ cos ag — cos a1 sin ag)

(2) T - by - as
mcosaz — —F——=C0s ;.
r — 01 2

(@ @)+ a

ahol (a1,asz) és (b1,bs) az S végpontjainak koordinatdi. Ebbdl hatdrdtmenettel
kapjuk,hogy

(3) lim xsinag = by — as,

r—00

ahol by — ag geometriailag az S szakasz “magassdgat” jelenti. A (3) formula sz-
erint tehat az AB és CD szakaszok ugyanolyan magasak. Az 8.b dbra jeloléseit
hasznélva, toljuk el a C'D szakaszt gy, hogy a C pont az A pontba keriiljon, a D
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pont képe legyen X. Mivel az EAF sz6g kisebb mint az ECF szog és az EBF
sz06g kisebb, mint az ECF szbg, ezért az X pont az AB és C'D altal meghatérozott
parallelogrammaéba esik. Ugyanakkor X rajta van a B-n atmend, l-lel paArhuzamos
egyenesen is, mivel AX és AB magassiga ugyanakkora. Ez csak gy lehet, ha
X = B, azaz AB péarhuzamos C D-vel, de ez lehetetlen, mert az egyeneseik metszik

egyméast az E pontban.
]

Ezutdn a “lokalis” valtozat kovetkezik, amely bizonyitasaban is telje-
sen analég a 2.3. Lemmdval, hiszen az egyenes is analitikus gorbe a (¢,0)
paraméterezéssel.

Lemma 3.3. Ha az S1 és Sy szakaszok az | egyenes ugyanazon oldaldn vannak és
az egyenes eqy intervallumdnak bdrmely pontjabol ugyanakkora szog alatt ldtszanak,
akkor S1 és S egybeesnek.

Ezutan a szakaszokrdl poligonokra val6 attérés ugyanigy megy mint a kor
esetében.

Tétel 3.4. Ha a P, és P> poligonok az | egyenes ugyanazon oldaldn vannak és
az egyenes bdrmely pontjabol ugyanakkora szog alatt ldtszanak, akkor P és P
egybeesnek.

Ezzel kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy amint a kornél tapasztaltuk,
itt se lehet barmely két konvex alakzatot megkiilonboztetni. Ennek bizonyitasa
azonban elég hosszadalmas feladat, ezért ezt most mell6zziik.

Végiil ezen eredmények segitségével sokszogekre is belathatjuk a 2.3. Tétel
analogonjat.

Tétel 3.5. Ha a P konvex poligon belsejében levd Py és Py konvex poligonok a P
barmely pontjabol ugyanakkora szdg alatt ldtszanak, akkor Py = Ps.

Bizonyitas. A P; és P, poligonok oldalegyeneseinek a P-vel vett metszéspontjai,
valamint a P csucsal a P-t véges sok egyenes szakaszra bontjak. Minden ilyen
szakaszhoz 1étezik a P;-nek illetve a Py-nek egy egy atléja, hogy a szakasz barmely
pontjabdl ezek az atlok ldthatok a megfeleld poligonb6l. A 3.3. Lemma szerint

ekkor ezek az atlék megegyeznek, ami adja, hogy P = Ps.
]
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Latjuk tehat, hogy analitikus gorbék és sokszogek esetében a poligonok
megkiilonboztethetok a latoszogek segitségével.

4. Tovabbi vizsgalatok, altalanositasok

Az €el6z6 szakasz eredményei alapjan egy kor nem elég két konvex alakzat
megkiilonboztetésére. Természetesen adddik az Otlet, hogy tobb pontbdl kellene
megkovetelni a latészogek egyenléségét. Ha nagyon mohdk akarunk lenni, akkor
probéalkozzunk egy korgytiri pontjaival.

Tétel 4.1. Legyen R a Cy C Cs koncentrikus kdrok dltal meghatdrozott korgydri.
Ha a Cy kor belsejében fekvé Ky és Ko konvex alakzatok a korgydrid bdrmely
pontjabol ugyanakkora szog alatt ldtszanak, akkor K1 = K.

Bizonyitas. Ha K; # K, akkor egyik sem lehet a maésikban, igy van ko6zos
érintéjiik. Legyen e egy k6zos érint6, és jelolje A és B az e-nek a korgytir(i koreivel
vett metszéspontjat (lasd 10. dbra).

10. 4bra

A 1at6sz6gek egyenlésége miatt B-bél is hizhaté kozos érinté. Legyen en-
nek a C korrel vett B-hez kozelebbi metszéspontja C. Ugyancsak a latdszogek
egyenlOsége miatt, a C'B szakasz barmely pontjabdl huzhaté kozos érinté. Azt
kaptuk tehat, hogy ha e egy kozos érintd, akkor az e-vel elég kis szoget bezaro
barmely egyenessel parhuzamosan van kozos érint6. Becsiiljiik meg ezt az ”elég
kis” szoget. Legyen C-nél a latdszog v, a BD i v és folytontos, ezért felveszi
minimumat, €g-at. Eszerint barmely kozos érintovel legfeljebb e szoget bezaro
egyenessel parhuzamosan van kozos érinté. Ez pedig azt jelenti, hogy barmely

egyenessel parhuzamosan van k6zos érint6, azaz K1 = Ko.
]

Polygon, 1/2 (1991), 69-80. actaform© FYX Bt 11 /94 /2004,
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Az a meggy6z6désiink, hogy az igazsag valahol a kor és a korgyliri kozott
van, amit Nietsche [4] aldbbi eredménye is aldtdmaszt.

Tétel 4.2. Legyenek C1 C Cs koncentrikus kérdk. Ha a Cy kor belsejében fekvd
K konvex alakzat a Cy kér bdarmely pontjdbol By szog alatt és a Cy kor bdarmely
pontjabol By szdg alatt ldtszik, akkor K kor.
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Summary

Can you recognize the shape of a figure from its shadows? The famous Hammer’s
X-ray picture problem was solved by P.Mcmullen (for the ”parallel beam” case) and
by K.J.Falconer (for the point sources). They proved that two convex bodies can be
distinguished by X-ray photographs taken in certain sets of directions and from some two
points respectively. In connection with this problem we discuss the question that what
we can state if we take simpler pictures of the bodies. For a plane convex set we define
the shadow picture of the set from a point as the angle at which the set can be seen from
that point. We prove that
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Theoerem. Let P; and P> two convex polygon inside a circle. If from each point
of the circle the shadow pictures of the two polygons are equal then Py and P
coincide.

For general sets we give counterexamples and we discuss some related questions.
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