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Pitagoraszi szamharmasok
és ami mogottiik van

KURUSA ARPAD

Kivonat. A Pitagorasz-tételben megadott egyenlet megoldhatésiga a termé-
szetes szamok korében mindig is érdekelte az embereket. El6szor a pitagoraszi
szamharmasok elGallitdsanak gorogok altal ismert médszereit tanulmanyozzuk
azok teljessége szempontjabol, aztan egy algebrai geometriai megkozelitéssel
adjuk meg az Osszes egyszeri pitagoraszi szamharmast. Végiil ezt az algebrai
geometriai modszert a szamelmélet més egyenleteire is alkalmazzuk.

1. Bevezetés

A derékszogi haromszog befogoi és atfogodja kozti algebrai Osszefiiggésre a kiilon-
boz6 kulturak mar joval a gorogok elstt is ismertek sok-sok példat [2], de altalanos
érvényd szabalyként Pitagorasz (vagy talan az iskolaja) ismerte fel és bizonyitotta
be, hogy a befogok négyzettsszege éppen az atfogbd négyzetét adja.

A gorogok tudtak arrdl a csomokkal 3-4-5 egyenld darabra felosztott kotél-
bél kialakitott haromszogrsl, amelyet az egyiptomiak a derékszog szerkesztéséhez
hasznaltak. Raadasul kiilondsen szerették a természetes szamokat!, melyek halma-
zat innentdl N jeloli, igy hat nem megleps, hogy felvet6dott benniik a kovetkezd
probléma.

1.1. Kérdés. Milyen (z,y, z) természetes szamokbol 4ll6 harmasokra teljestiil az
(1.1) 2% +y? = 22

pitagoraszi egyenlet? A

AMS-kKlasszifikdcio (2012): 11-02, 11D09, 14G50.
Kulcsszavak és -kifejezések: elemi geometria, elemi szamelmélet, Pitagorasz tétele, Pell

egyenletek, algebrai gorbék.
LA nullat most nem soroljuk a természetes szamok kozé.
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2 Kurusa A.

Az (1.1) egyenletet teljesitd (z,vy,z) természetes szamokbol allo harmast pi-
tagoraszi szamhdrmasnak nevezziik.
Maér a gorogok is ismertek par pitagoraszi szamharmast, de a példakon tullép-
ve arra is keresték a valaszt, hogyan tudnak mindet felsorolni. Eszrevették, hogy
z (1.1) formula

(1.2) = (z+y)(z—v)

formaja szamos lehetséget kinél pitagoraszi szamhéarmasok konstrualasara. Az
alabbi antik gorog eredményekrsl tudunk [2]:

(a) Pitagorasz abbol indult ki, hogy amennyiben z —y = 1, akkor z +y = 22, és
a két egyenletet egyszerre pontosan a z = C”22+ Lesy = “322_ L értekek elégitik

ki. Ekkor x természetesen paratlan.

(b) Plato abbol indult ki, hogy amennyiben z — y = 2, akkor z +y = 2%/2,
amiért  paros szam, mondjuk = = 2s, tehat z +y = 252, és a két egyenletet
egyszerre pontosan a z = s% + 1 és az y = 52 — 1 értékek elégitik ki.

(¢) Architasz abbél indult ki, hogy amennyiben x = pq paratlan szam, akkor
z+y = ;22 é25 z—y= (122 mggoldést ad, és e két egyenletet egyszerre pontosan

P~ +q
természet(zas szamok).

(d) Diofantosz abbol indult ki, hogy amennyiben x = 2st, akkor z +y = 2s? és
z—y = 2t% megoldast ad, és e két egyenletet egyszerre pontosan a z = s +¢t2

és y = s2 — t2 értékek elégitik ki.

a z =

és y = P54 értékek elégitik ki (mivel p és ¢ paratlan, ezek

Az latni valo, hogy Pitagorasz (a) szdmharmasai Architasz (¢) szimharmasainak,

Plato (b) szamhéarmasai pedig Diofantosz (d) szamhéarmasainak képezik specialis

eseteit a g = 1, illetve a t = 1 véalasztas mellett. Ugyanakkor Architasz és Diofantosz

megoldasai kiilonboznek, hiszen el6bbi esetben x péaratlan, utébbiban pedig paros.
Az 1.1 kérdés innentdl tehét arra szikiil, hogy

(1.3) megtaldltik-e a gordgok az dsszes pitagoraszi szdmhdrmast?

Ennek megvéalaszolasdhoz a fentiek szerint elég Architasz és Diofantosz megoldésait
vizsgalnunk.

2. Pitagoraszi szamharmasok mai szemmel

Részletesebben megnézve az (1.1) egyenletet, azt latjuk, hogy amennyiben egy
(7,y,z) € N® megoldasban az x,v, z természetes szdmok legnagyobb kozds osztoja
—legyen ez mondjuk d— nagyobb, mint 1, akkor az (x/d,y/d, z/d) is pitagoraszi
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PITAGORASZI SZAMHARMASOK 3

szamharmas. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az el6bbi szamhéarmas az utébbi pitagora-
szi szdmhdrmasnak tébbszordse. Két pitagoraszi szamhdrmast fiiggének neveziink,
ha az egyik a masik tobbszorose. Egy pitagoraszi szimhdrmast egyszerinek hivunk,
ha minden vele egyiitt fiiggs pitagoraszi szamhérmas a tobbszorose, vagyis a benne
szerepld szamok legnagyobb kozos osztdja egy.

Ahogy mar lattuk, Architasz és Diofantosz megoldasai kiilonboznek, de al-
taladban nem fliggetlenek, mert ha Diofantosz megoldasaban st paratlan, akkor az
a szdmharmas Architasz megfelels, p = s és ¢ = t altal adott szamhéarmasanak
kétszerese.

2.1. Tétel. Minden olyan egyszerd pitagoraszi szamhdrmas
(1) Architasz-féle, amelyikben x pdratlan;
(2) Diofantosz-féle, amelyikben = pdros.

Bizonyitas. Legyen (z,y, z) egyszeri pitagoraszi szamharmas. Ekkor az z,y,z € N
szamok kozott pontosan egy paros és két paratlan szam van, ugyanakkor z és y
nem lehet egyszerre paratlan, mert akkor négyzetosszegiik 4-es maradéka 2 lenne,
holott egy négyzetszam 4-es maradéka csak 0 vagy 1 lehet.

Ha az (1.2) szorzatra bontasban a tényezsk legnagyobb kozos osztoja d, akkor
dosztjaa2z = (z4+y)+(z—y) ésa2y = (z+y) — (z —y) szdmokat. Mivel (z,y, z)
egyszer( pitagoraszi szAmharmas, a z és y legnagyobb kozos osztéja 12, tehat d
csak 1 vagy 2 lehet.

Ha d = 2, akkor z péros, és igy y és z paratlanok, és az (1.2) szorzatra bontést
atalakithatjuk a

2 _
(2.1) ( x ) _Z +yz—y
2 2 2
formara. Ebben a szorzatra bontasban az Z;y és a 5% szamok legnagyobb kozos

osztoja 1. Ha d = 1, akkor az (1.2) szorzatra bontasban a z 4+ y és z — y szamok
legnagyobb kozos osztdja 1.

Eszerint a most megadott szorzatok tényez&i négyzetszamok, vagyis minden
(z,y, z) egyszerd pitagoraszi szamharmasra

(2.2) z4+y=m?ész—y=n>% vagy z+y=2m?ész—y=2n>

olyan m,n € N természetes szamokra, melyek legnagyobb kizos osztoja (m,n) = 1.
Ezekbdl z,y és x is szamithatd, amibdl az

2

m2 —n? m?+n?
mn, 9 , D)
2Minden pitagoraszi szamharmasban barmely ketts elem kozos osztoja a harmadiknak is osztoja
kell legyen.

(2.3) ), illetve  (2mn, m? —n?,m? + n?)
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4 Kurusa A.

pitagoraszi szamharmasok adodnak.

Ha x paratlan, akkor csak az elss elGallitas johet szoba, ami az Architasz-féle
megoldast adja. Ez igazolja (1) allitasunkat.

Ha x paros, akkor az els6 elGallitas esetén az m és n pontosan egyike péaros,

hiszen masként az (z,y, z) pitagoraszi szimharmas nem lenne egyszerd (a 2 kozos
m2—n? m2+n2
2

3 es

o0szt6 lenne). Csakhogy ebben az esetben sem egész szam, amely

ellentmondas igazolja (2) &llitasunkat. .

Eredményiink szerint az (1.3) kérdésre a valasz az, hogy a gorogok megtalaltak
az Osszes egyszerii pitagoraszi szamhéarmast. Az is vildgos azonban, hogy az ezek
elsallitasara szolgald Architasz- és Diofantosz-féle eljarasok nem csak ezeket allitjak
els, és az elGallitott szamhéarmasok halmazai kézott atfedés is van.

A (1.3) kérdés ezzel tovabb sztkiilt:
Van-e olyan pitagoraszi szamhdrmas, amelyet a gorog eljdardsok nem dllitanak elé?

A valasz igen, hiszen példaul a 3(3,4,5) = (9,12, 15) pitagoraszi szamhéarmas sem
az Architasz-, sem a Diofantosz-féle eljarassal nem &ll el6: Ha Architasz formulaibol
indulunk, akkor 9 = pq, 27 = p? és 3 = ¢ adédik, mig Diofantosz formulaibol
9 = 2st, 27 = 2s? és 3 = 2t? adodik; Nyilvan egyik egyenletrendszernek sincs
megoldasa a természetes szamok kozott. Mivel x és y szerepe szimmetrikus az
(1.1) egyenletben, felvethetd, hogy mi is a helyzet a (12,9,15) szamhéarmassal.
Nos, ezt csak Diofantosz formulai allithatnak els, de abbol a 12 = 2st, 24 = 252
és 6 = 2t% rendszer adodik, amelynek ugyancsak nincs megoldasa a természetes
szamok kozott.

Az eddigiek alapjan reménytelennek latszik a pitagoraszi szamhéarmasok fel-
sorolasa, és ennél nem is kell jobb ok arra, hogy atgondoljuk az eredeti kérdést, és
1j megkozelitéssel probalkozzunk [6].

2.2. Tétel. Az (a,b,c) € N3 szdmhdrmas akkor és csak akkor pitagoraszi, ha van
olyan r € (0,1) raciondlis szam, melyre

a_l—r2 b 2r
c

(24) = m es -

c 1412

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az (a,b,c) € N?® szamharmas pitagoraszi. Ezekre
tehat teljesiil az (1.1) egyenlet, melynek mindkét oldalat elosztva a ¢ szdmmal az
latszik, hogy az @ := a/c és b := b/c racionalis szamok négyzetdsszege 1, vagyis
az (@, b) pont a koordinatasik egységkorén van. A (—1,0) pontot® az (a,b) ponttal

3Erdemes meggondolni, hogy miért éppen ezt a pontot hasznaljuk ebben a bizonyitasban.
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PITAGORASZI SZAMHARMASOK 5

racionalis szam a (0, 1)

Osszekots egyenes egyenlete y = r(xz + 1), ahol r = %

intervallumban. Eszerint az r € Q racionalis szamra
(2.5) l=a?+b=a’>+r*a+1)?
> kovetkezik.

teljesiil, amibgl a masodfokn egyenlet megoldoképlete alapjan a = 1 e
Ebbdl a b = (1+T2 + 1) = Hrg képlet adodik, ami azt jelenti, hogy a tétel

allitasanak sziikségességét belattuk.

2 +y?=1

/\(—1-,0>

Tegyiik most azt fel, hogy az (a, b, ¢) € N szimharmashoz van olyan r € (0,1)

racionalis szam, melyre (2.4) teljesiil. Ekkor

2o (87 ()= () () -

Ezt a ¢? szammal szorozva a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Mivel a (—1,0) ponton 4tmend egyenesek a korvonalat a (—1,0) ponton kiviil
pontosan egy pontban metszik, ez a tétel az egyszeri pitagoraszi szamharmasok
halmazat bijektiv (egy-egyértelmii) kapcsolatba hozza a (0, 1) intervallum racionalis
szamaival, ami bizonyos értelemben teljes valaszt ad az 1.1 kérdésre.

Eredményiink azt is bizonyitja, hogy végtelen sok egyszeri pitagoraszi szam-
harmas létezik?.

Habér a 2.2. Tétel bizonyos értelemben minden egyszerd pitagoraszi szam-
harmast egyenként felsorol, az nem deriil ki, hogy egy adott r € (0,1) racionalis
szamhoz hogyan vélasszuk ki az (a,b,c) € N3 egyszerii pitagoraszi szamharmast.
Ha példaul vennénk relativ prim k,¢ € N szamokat, melyekre r = k/¢, akkor az

= (1 —r3)e2 b = (2r)£2 és c= ( +72)¢? vélasztéssal a diofantoszi elsallitas egy
mot, nem allitja elo az Osszes pltagorasm szamharmast, s6t még az Osszes egyszerd
pitagoraszi szamharmast sem.

4Bzt ugy is megkaphatjuk, ha bebizonyitjuk, hogy a (2k 4+ 1,2k(k + 1),2k(k + 1) + 1) (k € N)
sorozat minden tagja egyszeri pitagoraszi szamharmas!
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6 Kurusa A.

3. A pitagoraszi szamharmasokon til

A 2.2, Tétel modszere a pitagoraszi szamharmasok keresésén tul is alkalmazhato.
Ebben a szakaszban erre mutatunk két példat.

Pell-egyenletnek neveziink egy az egész szamokon értelmezett z2 — dy? = 1
alaki egyenletet, ahol az 1 < d € N szadm nem négyzetszam. Ennek megoldha-
tosagat altalaban az irracionalis szamok mésodrendd racionalis approximécidjaval
bizonyitjak, aztan egy rekurziv képletet adnak a legkisebb megoldasboél kiindulva
az Osszes megoldas felsorolasara. Most a 2.2. Tétel modszerét fogjuk alkalmazni.

Tekintsiik az 22 — dy? = 22 bévitett Pell-egyenletet, és legyen b = 4, valamint
a = 2. Egyenletiinket atrendezve az 1 = a? + db? egyenlethez jutunk, melynek
raciondlis (@,b) megoldasait kell megkeresni. A (—1,0) pontot az (a,b) ponttal
Osszekots egyenes egyenlete y = r(z + 1), ahol r = (%H racionalis szam a (0,1/v/d)
intervallumban. Erre az r racionélis szamra

1=a*+db*> =a* +dr’(a+1)?

teljesiil, amibgl a masodfoka egyenlet megoldoképlete alapjan a = };75:2, majd r

meghatarozasa alapjan b= r(ﬁg:z + 1) = % kovetkezik. Ha a = ﬁg:i és
b= akkor

2r
1+4+dr2>

1—dr2)2 ( 2r )2:(1—dr2)2+d(27“)2:1

1 a’ +db’ = (———
(81) @ +db (1+dr2 1+ dr? (1+dr2)? ’

tehat kimondhatjuk a kévetkezst.

3.1. Tétel. Az (a,b,c) € N3 szdamhdrmas akkor és csak akkor megolddsa a x* —
dy? = 22 bévitett Pell-egyenletnek, ha van olyan r € (0,1/3/d) raciondlis szdm,
melyre

c 1—dr? b 2r
3.2 ST 2
(3-2) a 1+dr? e a 1+dr?

Minket a bévitett Pell-egyenletnek az (a,b,1) € N® megoldasai érdekelnek,
ami a (3.2) formula értelmében a kovetkezot jelenti.

3.2. Tétel. Az (a,b) € N? szdmpdr akkor és csak akkor megolddsa az % — dy? = 1
Pell-egyenletnek, ha van olyan v € (0,1/v/d) raciondlis szim, melyre

1+dr? . 2r
a=——— ¢€s = —
1—dr? 1—dr?

egész szam.
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PITAGORASZI SZAMHARMASOK 7

Habar ez a tétel lehetségessé teszi barmely adott Pell-egyenlet Gsszes meg-
oldaséanak felsorolasat, arra nem ad valaszt, hogy van-e megoldasa minden Pell-
egyenletnek.

Utols6 példank a diofantoszi egyenletek megoldéasainak felsoroldsara alkalmas
algebrai geometriai modszer illusztralasara az

(3.3) yt =23 — ay?

egyenlet.

Az eddigiek alapjan ennek racionalis megoldasait érdemes keresni. Mivel a
(0,0) ponton athaladé minden nem nulla meredekségd és nem fliggdleges egyenes
egyetlen masik pontban metszi az (3.3) egyenletii gorbét, eljarasunk alkalmazasahoz
ezt a pontot hasznéljuk®.

Ha az (a,b) € Q? a (3.3) egyenlet egy racionalis megoldasa, akkor a (0,0)
pontot az (a,b) ponttal 6sszekots egyenes egyenlete y = ra, ahol r = b/a racionalis
szam. Erre az r # 0 racionalis szamra

a® = b* +ab? = (ra)* + a(ra)® = r*a* +r?a®

teljesiil, amibél a = 1;—12, majd r meghatarozasa alapjan b = r(l;f) = 1;_{2
kovetkezik. Ha valamely r € Q racionalis szamra a = 1;} > es b= 1;; 2, akkor
b1 ab? = (1 —37’2)4 L 1 —4r2 (1 —3r2)2
(3.4) T T r
1—72\2(1 —r3)2 +72(1 —1?) 5
= =a
( r3 ) r6

tehat kimondhatjuk a kovetkezét.

5Az eddigi példakban a (—1,0) pont volt ilyen tulajdonsagu!
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8 Kurusa A.

3.3. Tetel. Az (a,b) € Q2 raciondlis szdmpdr akkor és csak akkor megolddsa az
y* + xy? = 23 egyenletnek, ha van olyan nem nulla r € Q raciondlis szdm, melyre

1—7r2 1—1r2
(3.5) a= T oés b= !

rd r3

Eszerint az (a,b) € N? szampar akkor és csak akkor megoldasa a (3.3) egyen-
letnek, ha van olyan r € QQ racionélis szam, melyre
1—7% 1—7r?

a=——— ¢és b=
o

3
egész szamok. Ha r = k/I, ahol k és [ relativ primek, akkor

l2_k2 ) l2—k2
k4 es b:lT

a=1?

miatt k* osztja az 12 — k? kiilonbséget, amiért k2 is osztja az 12 — k? kiilonbséget,
igy k? osztja az [% egészet, ami lehetetlen, hiszen relativ primek. Kimondhatjuk
tehat, hogy a (3.3) egyenletd gorbe egyetlen olyan pontja, amelynek koordinatai
egész szamok, éppen a (0, 0).
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