Lie-csoportok
KURUSA ARPAD

Definicié. Ha egy V vektortéren adott egy [.,.]: V x V — V bilinedris antiszim-
metrikus forma, mely teljesiti a Jacobi-azonosségot, vagyis

[[w, v], w] + [[v, w]u] + [[w,u],v] =0, w,v,weV

akkor azt Lie-algebranak hivjuk.

Definicié. Egy G differencidlhaté sokasdgot, ha pontjai csoportot alkotnak Lie-
csoportnak neveziink, amennyiben a (G, H) — G - H~! hozzarendelés (G, H € G)
differnecidlhato.

Konvencié. A G egységelemét E jeloli. 0:G x G — G (G,H) — GH); i:G — G
(G~ G™1); AD:Gx G — G ((G,H) — GHG™! = AD¢g H), melynek értelmében
ADg: G — G.

Tétel. Lie-csoportban a szorzds, az invertdlds és az adjungdlds is differencidlhato,
és

(1) 0w(e,p): TeG X TEG — TEG ((x%,y) — x+Y)

(2) ’L*|(E) TEQ — TrG (X — X)

Bizonyitas. Legyen x,y € TgG fiiggetlen és H(sx) egy tetszileges gorbe, melynek
0-ban x az érintdje.
Az els6 allitast igazolja, hogy

04)(1,2)(%,¥) = Oe=o (0 (H (sx), H(1y)))
= Os=0(0(H(5%), E)) + Oi=o(o(E, H(ty))) = x +y.

A miésodik allitdshoz derivaljuk az s = 0 pontban az E = o(G,i(G))
azonossagot, ahol G = H(sx), ekkor 0 = 0,|(g,g)(X,1+(X)) = X + i.(x), amiért
ix(X) = —x.
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2 Kurusa A.

A harmadik allitast az
AD.(g,p)(x,y) = 0:=0 (AD(H (sx), H(ty)))
= 05=0(AD(H(sx), E)) + 0:=0(AD(E, H(ty)))

levezetés igazolja.
]

Tétel. Minden G € G esetén ADgyp: TeG — TG (x— (Lag oRg-1)«gX) a TEG
automorfizmusa.

Bizonyitas. Legyen x € TrG és H(sx) egy tetszOleges gorbe, melynek 0-ban x az
érintdje.
ADg. g X = 05—0(AD(G, H(sx))) = 0s—0(GH(sx)G™")
= O0s—0(La o Rg-1(H(sx))) = (Lg 0 Rg-1)+pX

Tétel.
(1) Az AD , g: G+ ADg. g leképezés homomorfia.
(2) Minden G € G esetén ADgy g a TgG egy Lie-algebra izomorfizmusa.

Bizonyitds. (1) Az AD ,|p homomorfia, mert

ADgug ADpwe = (Lg o Rg-1)wp o (Lu o Rg-1).E
=(LgoRg-10oLgoRy1)yE
=(LgoLgoRg-10Ry1).g
=(LeroRy-—1G6-1)«E
= (Len o Rigmy-1)«\p = AD(Gm)«|E

(2) Az indukélt leképezés definicidjabdl és a Lie-zardjel indukalt leképezéssel

szembeni invariancidja alapjin kovetkezik, hiszen AD g, p nem elfajuld, mert (1)

miatt (ADG*|E)71 = ADGfl*\E-
]

Definicié. Az Ad = AD ,5:G — GL(TgG) (G — ADg. g) leképezés a G Lie-
csoport adjungalt reprezentacidja. Ennek derivaltjit az E egységnél ad jeldli,
vagyis ad = Ad, |-
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Lie-csoportok 3

Definicié. Az L,R:G — Aut(G) (G — Lg és G — Rg) leképezéseket a bal, és
jobbszorzasnak nevezziik, ahol

Le:G—G (H—GH) é Rg:G— G (H— HG)
Tétel. L és R injektiv homomorfizmus, Lg és Rg diffeomorfizmus.

Bizonyitds. Lo = Lr = GH = FH (VH € G) = G = F, amiért L (és R is)
injektiv.
LegLpH = G(FH) = (GF)H = LgpH miatt L (és R is) homomorfizmus.

Lg: H — GH injektiv, sziirjektiv és differencidlhato, tehat diffeomorfizmus.
]

Definicié. Az X vektormez6 bal (jobb-) invaridns, ha minden G € G esetén
Lg.X =XoLg (Rg.X =X o Rg). Ezek terét TEG (TRG) jeldli.

Megjegyzés. Kifejtve L. X(H) = X(GH) = Lg«(X(H)). Definicié szerint
f:G — Resetén Lg.XfoLg=X(foLg), vagyis La.Xf(GH) = X(f(G-))|H

Tétel. A bal (jobb-) invaridns vektormezdk differencidlhatdak, a Lie-zdrdjelik bal
(jobb-) invaridns.

Bizonyitas. Legyen X € TEG. Ekkor minden differencidlhaté f skaldrmezére
Xf(G) = L+ Xf(E) = X(f o Lg)|E = X(E)(f o Lg). Ezért elég megmutatni,
hogy a G — X(FE)(f o Lg) leképezés differencidlhatd.

Legyen Y € TG tigy, hogy Y (E) = X(E), és tekintsiik az f: (G, H) — f(GH)
fiiggvény Z = (Y,Y) szerinti derivaltjit. Z f nyilvan differencidlhaté, hiszen min-
den eleme az. Torténetesen a parcialis derivalas szabalya szerint

Zf(G, H) = Z.m [ =Ya(f(-H)) + Yu(f(G)),

amibe az Y = 0 és H = F vélasztést beirva

Zf(G,E)=Yg(foLg)=Xg(foLg) =Xf(G)

adddik, vagyis X f(G) tényleg differencidlhatd.
A masik allitashoz elég felidézni, hogy a Lie-zardjel felcserélhet6 az indukélt

leképezésekkel, és igy a bal (jobb-) invariancia 6roklédik a Lie-zardjelre.
]
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4 Kurusa A.

Tétel. A TpG, TEG és TEG terek eqymdssal izomorf Lie-algebrdk.

Bizonyitas. Legyen ¢:T°G — TG (X — X(E)). Ez nyilvan homomorfia. A ¢
injekt{v is, hiszen X,Y € T+G és X(E) = Y(E) esetén

X(G) = Lo X(E) = La(X(E)) = Lo (Y(E)) = Y(G).

A sziirjektiv is, hiszen ha x € TgG és X(G) = Lg«(x) minden G € G
elemre, akkor ¢X = X(E) = Lg.(x) = x, mikozben X € TEG, hiszen Ly, X =

LHG*(X) = X(HG) = XOLH.
]

Megjegyzés. A fentit ugy is fogalmazhatjuk, hogy minden x € TgG egyértelmiien
terjeszthetd ki balinvaridns vektormezévé.

Definicié. A TG, TEG és TEG tereket a G Lie-csoport Lie-algebréajanak nevezziik.
Lemma. Balinvaridns X vektormezé @k folyamdra ¢&% (G) = G - o' (E) teljesiil.
Bizonyitas. Legyen % (G) = G - & (E). Ekkor ¥%(G) = G. A ¢ derivéltjara:

d d
E(%{(G)) =G 9% (E)) = Lot () - X% () = X(Loyk (E))
= X(Gyex (E)) = X(¢V%(G))
Ez a differencidlegyenlet az X folyamat definialja, ami azonnal bizonyitja a lemma

allitasat.
]

Megjegyzés. Balinvaridns X vektormez esetén a fentiek szerint ok = ng(( E)>
jobbinvaridns esetben i = L«p;( g) az X folyama.

Tétel. Minden x € TgG vektorhoz létezik pontosan egy hx: R — G homomorfizmus,
melyre hx(0) = x.
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Lie-csoportok 5

Bizonyitas. Legyen X € TLG, melyre X(E) = x.

Tekintsiik a p% folyamot. A lemma szerint

X (B) = ¢k (9% (B)) = vk (B) - ¢k (E)

Mivel az F egység egy kis zart kornyezetében a folyam mindig jél definidltan 1étezik,
ez azt jelenti, hogy a folyamnak az F egységen atmend minden integralgérbéje
korlatlanul folytathaté, vagyis a ¢ (E) megfelel a hy szerepére.

Ha a h:R — G is homomorfizmus, és h(0) = x, akkor a h(t 4+ s) = h(t) - h(s)
Osszefiiggést derivalva az s = 0 pontban,

h(t) = Loy in)h(0) = Ln(oy« px = X(h(1)),

vagyis h(t) = ¢k (E).

|
Definicié. Azt az R — G egyértelm{i homomorfizmust, melynek érintéje az £ € G
egységnél x € TrG jelolje Exp,. Az Exp:TrG — G leképezést, melyre Exp(x) =
Exp, (1) exponencidlis leképezésnek nevezziik.

Megjegyzés. Az FExp leképezés nem tévesztendd Ossze az exp leképezéssell
A definidls differencidlegyenlet alapjan vildgos, hogy Exp(tx) = Exp,(t) és
Exp(tx) Exp(sx) = Exp((t + s)x). Végiil a fenti bizonyitds alapjan Exp(tx) =
P& (E), ahol X € TG és X(E) = x, amiért ol = Ry (1) illetve X € TEG esetén

903( = LExp(tx) .

Tétel. Egy V wvektortér esetén Exp: L(V) — GL(V) éppen M +— €M, ahol eM =
oo 1 sk
k=0 M"-
Bizonyitas. Eldszor is a megadott sor konvergens, mert majoralhaté az % |M|* sor-
ral, igy [eM| < e/M| < co. Eszerint eM egy analitikus fiiggvény, melynek derivaltja

d , >
E(etM)t:O = (z_% %tk : Mkﬂ)t:o = M.

Az eM fiiggvény homomorfia is, hiszen

oo > k
oM _ 3 %(t LMt =Y % (Ztisk—i (I:))Mk

k=0 k=0 i=0
oo o0 . .
- ,ti8j<l+.j)Mi+j
i=0 j=0 (i +J)! !
o0 oo
— %tiMi.Z%Sij:etMes]\/I.
i=0 3=0
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6 Kurusa A.

Eszerint M — eM az L(V) origén 4tmené alterének homomorf leképezése a GL(V')
egységen atmeno alcsoportjara, ami igazolja az allitast. Masfeldl ez mutatja, hogy

L(V) =TgGL(V).
| ]

M

Konvencié. Az analitikus sorfejtésnek megfeleléen értelmezziik az e’ -mel végzett
N
€

78 .
I oo 1 ark—1 _ o 1 j 4 s .
T = 2 M =300 G M7 definicid szerint.

miiveleteket is. Példaul
Tétel. ad = Ad*‘E TG — ﬂd(GL(TEg)) = L(TEQ) (X — ady = [X, ])
Bizonyitds. Legyen x,y € TG fliggetlen.

d d
Ad*\E X(Y) = (%L@:O AdExp(sx) )y = (£|5:O ADEXp(sx)ﬂE )y
d
= (%L@:O(LExp(sx) o REprl(sx))ﬂE)y

d
= %LS = 0<(LEXp(sx) © RExp(—sx))*|Ey)

— lim LExp(sx)*| Exp(—sx) © RExp(fsx)*|Ey -y
s—0 s—0

Legyen Rpyp(—sx)«|2(Y) = Y(Exp(—sx)). Ekkor Y (E) =y, és igy

. Lgx (sx)*| Exp(—sx) (Y(Exp(fsx)) - Y(E)
A =1 p p
dipx(y) = lim pa—

Mivel Lpyp(sx) éppen az X(E) = x feltételt teljesité X ¢ TRG folyama, és igy
a jobboldalon az Y derivaltja X folyama szerint szerepel, amiért a jobb oldal

eredménye éppen —[Y, X](E) = [x,y], ahogy a tétel 4llitja.
[

Megjegyzés. A fentiek szerint tehdt adxy = [x,y] és igy a bizonyitas els§ képle-
tének masodik sordbdl kovetkezoleg
d d
[Xv y] = % |S:0 (E|t:0 (LExp(sx) o RExpfl(sx) (EXp(ty))))

= Ds=00:—0(Exp(sx) Exp(ty) Exp~' (sx))
= 05=00i=0(Exp(sx) Exp(ty) Exp(—sx)),

vagyis a Lie-zardjel az adjungédlas masodik derivéltja. Kommutativ csoport esetén
tehdt eltlinik.
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Lie-csoportok 7
Tétel. adjx ) = adxoady —ady o adyx = [adx, ady].

Bizonyitas. A Jacobi azonossdg alapjan

adxy 2 = [[x,¥],2] = [x,[y,2]] — [y, [x,2]] = adx ady z — ady ady z.

Definicié. A V kovarians derivédlas balinvaridans, ha minden G € G esetén L, affin
V-ra nézve, vagyis Lg.V = V.. Las.

Tétel. A minden X, Y € TLG vektormezbkre megkovetelt o(X(E), Y (E)) =
Vx )Y egyenldség bijektiv kapcsolatba hozza az o:TpG x TpG — TrG bilinedris
formdkat és a V balinvaridns kovaridns derivdltakat.

Bizonyitds. Ha V balinvarians, akkor a képlet altal definidlt « forma nyilvan bi-
linearis és TrG elemeinek egyértelmii balinvarians kiterjeszthet6sége miatt a teljes
TpG x TpG az értelmezési tartomanya.

Legyen most xi...x, egy bazis a TgG Lie-algebraban, valamint X; az x;
egyértelmii balinvaridns kiterjesztése, vagyis X;(G) = Lg.x;. Ekkor az X; € TLG
vektorok bazist alkotnak minden pontban, ezért minden X, Y vektormez6 felirhatd,
mint X =3 fiX;, ésY =" g;X; megfeleld f;, g; skaldrmezdkkel.

Az X és Y akkor és csak akkor balinvarians, ha az f; és g; egyiitthaték
konstansok, mert

> JAGH) - Lan.x; = X(GH) = Law(X(H)) = Le (Y- f:(H)Xi(H) )
= Z fi(H)Lg+Luwxi, = Z fi(H)Lau.«x;

és ezért f;(GH) = f;(H) a G minden G elemére.
Definialjuk most a V kovaridns derivélast a

VxY(G) =Y fi(@)g;(G)Law(a(xi,x;))

formulaval, ahol « az adott TG X TG — TEG bilinearis forma.
Ekkor V balinvarians, mert egyszerii szamolds szerint

VXY(G) = [iVx,(9,X;) = > fi(9; V%X + Xig;X;)

=Y fill@)(95(G)La:Vx, X + LauxigiLanx;),
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8 Kurusa A.

ami balinvarians X,Y vektormezok esetére

VxY(G) = Z [i(@)g;(G)LcsVx, X = LaxVx(m)Y,

mivel ilyenkor f; és g; konstans. Ez igazolja, hogy a definidlt V kovaridns derivalas

balinvaridns.
]

Tétel. Legyen V balinvaridins kovaridns derivalds és o a fenti tétel szerint
egyértelmiden hozzdrendelt bilinedris forma. A t — exppg(tx) leképezés akkor és
csak akkor (analitikus) homomorfizmus (vagyis akkor és csak akkor egyezik meg az
Exp, leképezéssel), ha a(x,x) = 0.

Bizonyitds. Ha expg(tx) analitikus homomorfizmus, akkor Exp egyértelmiisége
miatt expp(tx) = Exp,t, és ezért X = 4 (expy(tx)) balinvaridns vektromezd.
Ugyanakkor exp(tx) geodetikus, amiért érint$ vektormezdjére VxX = 0, és ebbél
a(x,x) = 0 kovetkezik, hiszen X balinvaridns és X(FE) = x.

Forditva, ha a(x,x) = 0, akkor 0 = VX = VxX az x egyértelmii X bal-
invaridns kiterjesztésére, vagyis az X-hez tartozé gx(t) integralgérbe geodetikus,
melyre gx(0) = E és gx(0) = X(0) = x. A geodetikusok egyértelmiisége miatt igy
gx(s) = expg(sx). Ugyanakkor geodetikus a h¢(s) = expp(tx) expp(sx) is, mert

. d
vht ht = VchpE(tx)*\ exp g (%) d%(expE(sx))LeXpE(tx)ﬂ expp (sx) % (eXpE (SX))

= Lexp , (tx)+]gx (s) Vgx (5)9x () = 0.

A gx+(s) = expr((s + t)x) és a hy(s) is geodetikus. Mindkett§ dtmegy az
expp(tx) ponton az s = 0 paraméternél, és gx +(0) = X(gx(t)), valamint
he (0) = Lexp(tx)x|gx (0)9% (0) = Lexp(ix)«|EX = X(gx,:(t)) a balinvaridns kiterjesztés
egyértelmiisége miatt. A peremértékek egybeesése alapjan a két geodetikus mege-
gyezik, vagyis

expp((s +8)%) = gx,1(s) = hi(s) = expp(tx) expp(sx)

ami igazolja az s — expp(sx) leképezés homomorfitdsat.

Megjegyzés. Az analitikussdg vizsgalata elmaradt!!!
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Lie-csoportok 9
Lemma. A ¢:G — H homomorfizmusra ¢ o Exp = Expop,.

Bizonyitas. A ¢(Exp(tx)) gorbe a t = 0 paraméternél dtmegy az E egységen,
a L (p(Exp(tx)))i—o = @«(x) érintéje irdnydba. Ugyanakkor ¢ o Exp:R — H

homomorfizmus, és igy Exp egyértelmiisége a H csoporton adja az allitést.
]

Tétel. Ad(Exp(x)) = ™) ¢s ADg(Exp(x)) = Exp(Adg(x)).

Bizonyitas. Az elsd formuldhoz az el6z6 lemmét hasznositjuk az Ad: G — GL(TgG)
homomorfizmusra hiszen az L(TgG) téren Exp éppen az M — e™ és Ad, = ad.

Ugyancsak a fentebbi lemma segit a masodik formulanal, de ezuttal az ADg
homomorfizmusra alkalmazva.

]
Tétel. Tetszdleges x,y € TrG vektorok esetén
0=[x,y] «=' ExpxExpy = Expy Expx
<=2 Exp(x+y) = ExpxExpy

Bizonyitds. Legyen X és Y az x,y € TgG egyértelmii balinvarians kiterjesztése,
és legyen px és py rendre ezek folyama.
Az els6 ekvivalencia igazolasdhoz vegyiik észre, hogy

0=[xy] < 0=[X,Y] < ¢L%:= vk ooy = ¢ o ¥k,
és ezért
25 (G) = 6% (9% (@) = 0% (G) - Ok (E) = G - 9% (E) - ¢k (E)

és ugyanigy
vy (G) = 0y (¢x(G)) = G- ok (E)py (E)
ami igazolja az allitast.
A masodik ekvivalencia igazoldsahoz figyeljik meg, hogy a fenti definici6

szerint ¢LTTST(G) = ¢ls, 0 ¢13(G), vagyis a ¢k, homomorfizmus, mikézben
LY (B) = B, & igy o (E) = Bxp(t f[i=00ky (E)). Viszont

004y (B)) = < li—o(Bxp(tx) Bxp(ty)

= (LExp(tx)*\Ey + RExp(ty)*\Ex)tZO =y +x
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10 Kurusa A.

amibdl ¢’ = Exp(tx +ty), és t = l-re Exp(x +y) = Expx Expy kovetkezik. Ha
ez utébbi igaz, akkor

Exp(tx) Exp(sy) = Exp(tx + sy) = Exp(sy + tx) = Exp(sy) Exp(tx),

vagyis a folyamok felcserélhetéek és akkor [X,Y] = 0, amibél [x,y] = 0.
|

Tétel. A G(s) = Exp(—+/sx)Exp(—/sy) Exp(y/sx) Exp(y/sy) gorbe érintdje
[x, y]-

Bizonyitas. Legyen az f skaldrmez6 analitikus az egységnél, X és Y az x,y € TG
egyértelmii balinvarians kiterjesztései. Nyilvanvaléan

X"Y™ f(E) = 9 —0)04(=0) f (Exp(ix) Exp(sy)),

ezért

FEp() Bxplsy)) = 37 L (@XM Y)FE) = Y0 L Xy (B)

n
n,m>0 n,m>0

elegendden kicsiny ¢ és s esetén. Tekintsiik az
Exp ' (ExptxExpty) =t -z + t?zy + O(t3)

sorfejtést. Ezt visszairva
> = =X"YMf(E) = f(Expltzy +t°z2)) + O(t?)

= %(tzl +1222)" f(E) + O(t*)
k>0

adodik, ahol Z; a z; € TpG egyértelmii balinvaridns kiterjesztése. Ezen sorfejtések
t-ben 0,1 és 2 foku tagjainak egyiitthatoit vizsgalva a kovetkezdket kapjuk:

X+ Y)f(E) =Z.f(E),

(Zz + %lel)f(E)

(%xx +XY + %YY)f(E)

1 1 1 1
(z2 + XX+ SXY + SYX + 5YY)f(E).
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Lie-csoportok 11

Minthogy f tetsz6legesen valaszthat6 (valdjaban elegendd a koordindta fliggvénye-
ket tekinteni), ebbél Z1,= X +7Y és Zy = %(XY -YX) = %[XY] adédik, amibél

2

Exp(tx) Exp(ty) = Bxp (10x +y) + S y] + O(F))

kovetkezik. Kétszer helyettesitve:
H(t): = Exp(—tx) Exp(—ty) Exp(tx) Exp(ty)
2 t2
= Exp ( —tx+y)+ Syl + O(t3)) - Exp (t(x +y) + 5yl + O(t3))

Ezt helyettesitve f fent el6allitott sorfejtésébe azt kapjuk, hogy

JEHB) = Y (XY + g[X,Y] +0(t))

x (t(X YY)+ g[x, Y]+ O(t3))mf(E).

A harmadfoku kozelités fenntartdséhoz elég a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,0)
és (0, 2) indexekre vizsgélni az Gsszeget, amibél

FUH (1) = F(B) + X, Y]f(B)+

i [( — X +Y)+ g[XY] + O(ts)) X
x (t(X+Y) +§
FX +Y)2(E) + O()

= [(B) + [x,y]f + O(t")

X, Y]+ 0()) | F(B)+

adédik. EbbSl G(0) = Ll _o(f(H(V3) = [xy]f(E) kévetkezik, ahogy
allitottuk.
[
Megjegyzés. Hasonldéan bizonyithatd, hogy
ADgygy (1) (Exp ty) = Exp(tx) Exp(ty) Exp(—tx) = Exp(ty + t*[x,y] + O("))

Tétel.

Jim (B (1) B (Ly)) = Bep(etx + y)
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12 Kurusa A.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasanak kozepén latottakbdl adédik, hogy

(m0 () B (1) = (B (x e+ (1))

= Bxp (t(x +y) + ko(]i—Z)) — Exp(t(x +))

[
Tétel. Hay € TgG, akkor
erdy _ T I —e2dy
E =R xpyx|E 5. — L Xp Y *
XDy |TyTEg Expy*|E ady Expy*|E ady

Bizonyitas. A T,TrG és TrG kozotti kanonikus azonositast kihasznalva

d

Exp, |1, 756% = —|s=0 Exp(y + %) (€ TrxpyG)
d d 1
= L loo(Brsoy 00 (B)) = om0 (i (B)),
ahol Z(s) az y + sx egyértelmii balinvaridns kiterjesztése. Ha y = 0, akkor
i=ls=0(pp (B) = Zls=o(Exp(sx)) = x, vagyis Exp, |r,regx = X, tehdt
Exp, |1yreg = Id. Altaldban egy analitikus f skaldrmezd esetén
d 1 d
EXP*\TyTEQ xf = £|5:0 (f(SOZ(s) (E)) = £|s:o (f(EXP(y + SX))

= %L@—O(% %(Z(S))kf(E)) = 2 %%LS:O(Z(S))ICJC(E)

| —
| —

=0 (Y +sX)Mf(B) =Y =) YITIXYM I f(E)

a |
ds ,
k=1 Jj=1

o

o~

m - 1 n—m—1
Yoy —XY F(E)
0 n=m-+1
YY" 3 ;XYlf(E)

— (+m+1)! ’

[z LI[]s

m

)

3
Il
=]
o

ahol X és Y az x és y egyértelmii balinvarians kiterjesztése.
Minden X,Y € TG esetén legyen Y#:Y s XY, illetve Y/ Y +— YX. Ekkor
Y2 =Yl —adY miatt

(YR = (YL —adY)P = Z(—nq <p> (YE)P9(ad Y)1,

q=0 q
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Lie-csoportok 13

mivel YfadY =adY YZL.

Eszerint

XY!' = (YHX = Z(1)k<li> (YY) F(ad Y)FX,

k=0
amibdl a fentebbieket folytatva
[e'S) 9] l
_ m I—k k
Exp,rrgxf=> Y l+m+ Trm D > (-1 < >Y (ad Y)*Xf(E)
m=0 l:O k=0

TEm = k)!YHm_k(ad Y)'XS(E)

D'
I=k m=0
Z (r+1)! Z k! rrf_jj, YT*k(adY)ka(E)

(Megjegyezzik, hogy az I és m indexekre vonatkozé Gsszegzések felcserélhetOségét

ellenérizni kellene!) Marmost 37—y (",7) = (;11), tehdt

l ) 1 1
Exp, 7, g XF = »_(—1)F > Y (;i I)Yr_k(adY)ka(E)
r==k

k=0
l
_ k 1 r—k a k
l 9]
_ (_1)k 1 s
B kZ:O CE=] (SX_E)EY )@ Y) X (B)
(Y (- (ad(-Y))*
_ Zo?)(,;) ! )X/(E)
I — e—adY
— o X/(Expy)

Mivel X és Y is balinvarians, ebbol

J—e— ady
EXp*\TyTEQ Xf = (LExpy*|TEg

amint allitottuk.
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14 Kurusa A.

Megjegyzés. Figyelemre mélt6, hogy eszerint Exp, pr,g = Id és igy az in-
verzfiiggvény-tétel kovetkeztében 1étezik az O origonak a TrG-ben egy olyan nyilt
kornyezete, melyben az Exp diffeomorfizmus.

Definicié. Legyen O € U C TgG olyan nyilt tartomany, melyen Exp diffeomor-
fizmus. A log: ExpU — U (G +— Exp }(G)) leképezést logaritmusnak nevezziik.
Nyilvan log(G) = Exp™*(G).

Definicié. A u(x,y) = log(ExpxExpy) vektort, ha létezik, az x, y € TrG loga-
ritmikus szorzatanak nevezzik.

Tétel. Legyen TLG = {x € TG : det (”Zf};dy) #0}. Ekkor TgG x TLG a (0,0)
nyitott kornyezete a TgG X TrG térben, és a u: TpG X T}JG — TgG logaritmikus

szorzds analitikus.

Bizonyitas. A TrG x TLG nyitottsdga trividlis. Legyen z(t) = u(x,ty), ahol
(x,y) € TeG x TLG. Ekkor egyrészt

d . J — e—2d z(t) ]
%(EXP z(t)) = Exp, |1, Tpg%(t) = LExpz(t)*ITEgTz(t)z(t)
I —e™ ad z(t) )

= Lgxp x| Texp(ty) QLEXP(ty)* |Teg Tz(t)z (t),

masrészt

d d
E(EXP z(t)) = E(Exp(x) Exp(ty)) = LEXpx*|TExp(ty)gY(EXp(ty))7

ahol Y az y egyértelmii balinvarisns kiterjesztése. Osszevetve a két eredményt
] —e—ad z(t)

Y (Exp(ty)) = Lixp(ty)«|TsG Tz(t)z(t)

adédik. Figyelembevéve ugyanakkor, hogy Y(Exp(ty)) = Lexp(ty)«|Te(@)y, azt
kapjuk, hogy

. ad z(¢)
z(t) = f(z(t): = T o adz® Y’
ahol z(0) = pu(x,0) = x. Ez egy elséfoki analitikus peremértékes dif-

ferencidlegyenlet, ezért z analitikus és analitikusan fliigg a peremértékeitol is.

Marpedig z(1) = pu(x,y), ami bizonyitja allitdsunkat.
]
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Lie-csoportok 15

Definicié. Egy G Lie-csoportot analitikusnak neveziink, ha mind sokasagként ana-
litikus, mind a G x G — G ((G, H) — G - H™1) leképezés analitikus.

Tétel. Minden Lie-csoportnak wvan analitikus atlasza gy, hogy az identikus
leképezés (Lg) az eredeti és az 1j atlasz kozott legaldbb kétszer differencidlhatd.

Bizonyitds. Legyen 0 € U C TgG olyan nyilt tartomény, melyen Exp diffeomorfiz-
mus. Legyen 0 € Uy C U olyan nyilt tartoméany, melyben minden x,y,z € Uy
esetére (x,—y) € TrG x TLG, u(x,—y) € TgG x TLG és u(p(x,—y),z) €
TpG x ThG. Végiil legyen Vo = Lg Exply és rq(x) = G - Expx. Allitjuk, hogy a
{(Va,ra)}aeg (1) analitikus atlasz, (2) erre nézve a szorzds G-ben analitikus, (3)
az indentikus Lg:G — G (G — G) leképezés az eredeti és 14j atlasz kozott C2.

(1) Az dtparaméterezd fliggvényekre

rg' (rr(x)) = log(G™! (H Expx)) = u(log(G™"H), %),

amirdl épp imént bizonyitottuk az analitikussigot.
(2) Ha x,y € Uy, akkor GExpx € Vi és HExpy € Vg, valamint (G Expx) -
(HExpy)~! € Vgy-1 és a szorzésra
((GExpx) - (HExpy)~') = log((GH ™) (GExpx) - (H Expy)™")
= log(ADp (Exp(u(x, —y))))
= log(Exp(Adx (p(x, —y))))
= Ady (u(x, —y))
Mivel Adg € Aut TgG és p analitikus, a szorzds is analitikus.
(3) 75" o Lp o Expx = u(—log G,x) analitikus, Exp pedig az eredeti atlaszra
nézve legalabb C?, ezért L is legalabb C2.

-1
Tau-1

Tétel. (1) Analitikus Lie-csoportban az exponencidlis leképezés is analitikus. (2)
Ha a (G,r) és (G,p) is analitikus Lie-csoport, és ezek kozt az L diffeomorfizmus,
akkor Lg analitikus.

Bizonyitas. Az (1) és az eléz06 bizonyitds (3) pontja egyiitt azonnal implikdlja (2)-t.
Ha a Lie-csoport analitikus, akkor a fenti bizonyitds (3) pontjanak Osszefiiggése
szerinti

Expx = rg(u(—log G, x))

azonossag miatt Exp analitikus, mert minden jobboldali tag analitikus.
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16 Kurusa A.

Megjegyzés. Eszerint mindig 1étezik analitikus atlasz, és azok mindig diffeomorfak
egymadssal az identikus leképezés szerint. A tovabbiakban ezt a diffeomorfizmustél
eltekintve egyértelmii analitikus atlaszt hasznéljuk.

Tétel. Legyen U C TgG nyitott, melyen a logaritmikus szorzds értelmezett, és

legyen x @ y: def w(x,y). Ekkor (U,®) egy lokdlis Lie-csoport.

Bizonyitas. Nyilvdnvals, hogy x @0 =00x=xéx0 (—%x) = (—x) © (x) =0,
tovdbbd x ® (—y) nyilvdn differencidlhaté, ezért elég az asszociativitdst bizonyitani

(x ©y) ©z = log(Exp(log(Expx Expy)) Exp z)
= log(Expx Expy Exp z)
= log(Exp x Exp(log(Expy Expz)))
=x0(y©z)

Tétel. x,y]=0—=x0y=y0Ox
Bizonyitas.
Expy ExpxExp(—y) = ADgxpy Expx = Exp(Adgxpy X) = Exp(e*d¥x)
= Exp (x + i %(ady)kx)
k=1

= Bxp (x + (i T ady)*)ly.x]) = Expx

k!
k=1
Tétel. Ha mindigx©y =y ©x = [x,y] = 0 mindig
Bizonyitds. A feltétel szerint ADgypy az identikus leképezés, amiért Adgypy is

identikus minden y-ra, és hasonléan €*1Y = id, amib6l ady = 0 minden y esetén,

vagyis 0 = ad y(x) = [y, x| minden y és x vektorra.
[

Kurusa A., SzTE Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi Vértanik tere 1.; e-mail:
kurusa@math.u-szeged.hu
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