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5.3. Osszegzés



Bevezetés

A geometriai valésziniiség tanitdsa mindmaig a kozépiskolai oktatas eléggé elhanya-
golt része, aminek taldn egyik fontos oka lehet, hogy némely esetben magasabb szinti
matematikai ismeretek sziikségesek a megismeréséhez.

Napjainkra azonban lehetévé valt a geometriai valoszintiség alapszintii problémai-
nak szamitogépes modellezése, igy ez a teriilet szinte kisérletes targyként is tanithatoé.

A szamitogépes modellezés azonban nem csak lehetoségekkel jar, hanem veszélyek-
kel is. Ilyen veszély a szamitogépben 1évo véletlenszam generator, amely altalaban csak
pszeudd véletlen médon miikodik, de elméleti nehézség is eléallhat, amikor a szamito-
gép szamara meg kell fogalmazni, hogy mi is a kisérlet maga. Ami egyfeldl veszély, az
masfeldl a tanitas egyik legnagyobb esélye, mert jol be lehet mutatni, hogy a probléma
interpretacidja mennyire befolyasolja a kapott eredményt.

Ebben a szakdolgozatban arra vallalkozunk, hogy bemutassuk az interpretacio altal
okozott eltérések adta lehetdségeket.

A kisérletek elkészitésére a legszélesebb korben elérhet6 alrendszert valasztottuk: a
bongészében futd javascript kornyezetet, amely igy a barhonnan elérhet6 online feliile-

ten teszi lehet6sé a kisérletezést.



1. fejezet

Geometriai valosziniiség

Képzeljiik el, hogy csak véges sok pont van a sikon. Ekkor egy goérbe hossza az
ot alkoté pontok valamilyen ,0sszegzése”, és annak a valdszintisége, hogy egy véletlen
egyenesnek és egy gorbének van metszéspontja, osszefiiggésben van a gorbe hosszaval.
Igy ha egy sikgorbe és a sik véletlen egyeneseinek metszéspontjait szamoljuk, a met-
széspontok szamabol kévetkeztethetiink a gorbe hosszara. Ezt az 0sszefiiggést irja le
Crofton-formula. Azonban még mindenek elott adodik a kérdés - mit jelent a véletlen

egyenes?

1.1. Bertrand-paradoxon

A problémakor targyaldsat a Bertrand-paradoxon ismertetésével kezdjiik. [1] A pa-
radoxont Joseph Bertrand Calcul des probibilitiés cimii munkajaban fogalmazta meg.
A probléma a koévetkezo: Mennyi a valdszintisége annak, hogy egy kor egy véletlensze-
riien kivalasztott hurja hosszabb, mint a korbe irt szabalyos haromszog oldalhossza?
A probléma harom lehetséges megoldasa kiilonb6z6 eredményekhez vezet.

1. Véletlen végpontok modszere
A har egyik végpontjat rogzitjik a haromszog egyik cstcsaban, a masik pontjat vélet-
lenszertien valasztjuk a koriven. A hur akkor lesz hosszabb a haromszog oldalanal, ha
hir a haromszog belsejében van, ez a teljes koriv egyharmadanal valosul meg, igy a
kedvezé esetek ardanya 1/3.

2. Véletlen sugar modszere
A kor egy véletlenszertien valasztott sugaran véletlenszertien valasztunk egy pontot,
mely kijeloli a sugarra meréleges hirt. A sugar korkozépponthoz kozelebbi felén va-
lasztott ponton at hizott sugar a haromszog oldalanal hosszabb lesz, ellenkez6 esetben
révidebb. Igy a kedvezé esetek ardnya 1/2.

3. Véletlen kézéppont modszere
A korlap egy véletlenszeriien valasztott pontja egyértelmiien meghataroz egy hurt, ha

a kivalasztott pontot a hir kézéppontjanak tekintjiik. A hir abban az esetben lesz



hosszabb, mint a haromszog oldala, ha a valasztott pont az eredeti korrel koncentri-
kus, feleakkora sugaru koron beliilre esik. A keresett arany ekkor a megfelelo teriiletek

ardnya, tehat 1/4.
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1.1. &bra.

A hérom természetesnek tiind modszer kozotti kiillonbség, hogy bar mindhdrom
esetben egy-egy egyenletes eloszlasbol valasztunk, a 2. mddszer egyediil az, amelynél a
véletlen egyszerre skalainvarians és mozgasinvarians is. A tovabbiakban ezt a véletlent

vessziik alapul, ennek megfeleléen valasztjuk a paraméterezéseinket.

1.2. Véletlen egyenes

A sikban dolgozunk. [6] A sik minden egyenese pontosan két paraméterrel leirhato.
Legyen p > 0 az egyenes origotol vett tavolsiga, ¥ € [0, 27) az egyenes normalisanak x
tengellyel bezart szoge. Ekkor minden (p,1)) egyenes egyértelmiien meghatérozott. Ez

az {(p, V) egyenes, melynek egyenlete:
r-cos¥+y-sind =p (1.1)

Igy egy kolesonosen egyértelmii rdképezést (bijekciét) kaptunk az (z,y) sik egyenesei
és a (p,v) sik [0,27) x [0, 00) tartomanyaba esé pontok kozott. A o; szogek egymastol
fiiggetlentil kozos [0,27) intervallumon értelmezett egyenletes eloszlasbdl szarmaznak.
Amennyiben a vizsgalt események egy adott ¥; iranyra jellemzo6 korlatos tartomény-
ban értelmezettek, a hozza tartozd p; tavolsagok szintén egy megfelel6 intervallumon
értelmezett egyenletes eloszlasbol fognak szarmazni. Az igy kapott {(p;, ¥;)} sorozat

véletlen egyenesek rendszerét reprezentalja.
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1.2. 4bra.

1.3. Konvex siktartomany tamaszfiiggvénye

1.1. Definicié. [3] Egy nemiires, zart, konvex K € R? siktartomany tamaszfiiggvénye:
gy y gg

hg :R*> =R (1.2)
hi (Z) = sup{Z'- T}, (1.3)
ZeK

ahol ¥ tetszéleges vektor.

1.2. Definicié. Az igy definidlt hx tamaszfiiggvényhez tartozo

H(@) ={y eR?: 2- 7 = hy (£)}) (1.4)

egyenest a K halmaz tdmaszegyenesének nevezzitk # kiils6 normélis vektorral. Altalé-
ban H(¥) # H(—Z), ezért fontos az elnevezésben a kiilsé kifejezés. Mindezek alapjan

hi(Z) nem més, mint H(¥) tdmaszegyenes origdtdl vald tavolsdga & iranyban.

1. Megjegyzés. Az aldabbi médon definidlt wy (Z) fliggvényt a K halmaz szélességének

nevezzuk:

wie (&) Y by (%) + hic(—7) (1.5)
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1.3. 4bra.

1.1. Példa. Egy h hosszisagu szakasz tamaszfiiggvénye.

1.4. abra. Szakasz tamaszfiiggvénye

Vegyiik fel a koordindta-rendszert tgy, hogy az origd az AB szakasz végpontjaba

essen, r tengelye pedig legyen vele parhuzamos! Legyen h= O_B, ami a kooridatarend-

« s e

szer felvétele miatt h = A_B, és 1gy |f_i | = h. Alkalmazva a tdmaszfiiggvény definicidjat:
hic (B) = sup{Z- &} = h - & (1.6)
A skalaris szorzat tulajdonsagai alapjan
hi (Z) = |Z] - || - cos ¥, (1.7)
ahol ¥ egységvektor, 9 pedig a két vektor altal bezart szog, igy

hx (9) = h - cos, (1.8)



amely az 1.4. abran az ABT derékszogli haromszog ¢ szogére a koszinuszfiiggvény

« sz

1.4. Gorbe hossza

1.3. Definicié (Egyszert gorbeiv). [4] A 7 : [a,b](C R) — R™ differencidlhaté fligg-
vény Tr~ képhalmazat egyszeri gorbeivnek nevezzik, ha v injektiv, inverze folytonos,
és v # 0. A ~ figgvényt paraméterezésnek, a Tr~y egyszeri gorbeivet a 7 nyomanak

nevezzik.

1.4. Definicié (Gorbe hossza). Legyen v az [a, b] intervallumon értelmezett sikgorbe.

Legyen {a = 80,01,...,0, = b} az értelmezési tartomany egy felosztasa. Az ehhez a

felosztashoz tartozo tortvonal hossza Ls(y) = > (7(d;i—1) — 7(d;)). Azt mondjuk, hogy
i=1

a vy rektifikdlhato, ha

L(vy) = Sup Ls(v) (1.9)

véges szam, ¢és ekkor ezt a szamot a v gorbe hosszanak nevezziik.
Legyen ~ differencidlhaté sikgorbe, azaz 7: [a,b] — R* minden ¢ € [a,b] esetén
v'(t) # 0. Ekkor

Liy) = / o (1.10)

1.5. Crofton-formula

Legyen n,(p,?) a v gorbe és az {(p, V) egyenes metszéspontjainak szdma.
1.5. Tétel (Crofton). [2]

A ~ differencidlhat6 gorbe hosszara fennall, hogy

L(y) = %//nv(p, ) dddp. (1.11)



[y

1.5. abra. Crofton-formula bizonyitasa

Bizonyitas. 1. 1épés
Tegyiik fel, hogy v egy h hosszu szakasz. Az altalanossag elvesztése nélkil vegyiik fel
a koordinata-rendszert gy, hogy az origd a szakasz kozéppontjaba essen, x tengelye
pedig legyen vele parhuzamos.

Legyen o rogzitett. Ekkor egy ¢(p, 1) egyenesnek akkor van metszéspontja a sza-
kasszal, ha 0 < p < hy, (9), vagyis 0 < p < %] cos V|, tehat

2m %\00519| 2m h
//|€(p,19)ﬂ7|dpd19:/ (/ dp)dﬁz/ cos|dd =2k (1.12)
0 0 0 2

2. 1épés Mivel a gorbe rektifikalhato, a gorbe torott vonallal vett kozelitései igazoljak
az allitast. O

1.1. Kovetkezmény. [5] Annak a valészintisége, hogy egy L keriiletii K konvex sik-

tartomanyt metszo véletlen egyenes metszi az [ hosszisagi v C K gorbét

l
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2. fejezet

A kisérlet megtervezése

Az alapotlet a kovetkezo: vizsgaljunk egy valtoztathaté paramétert ellipszist, és
egy az ellipszisbe irt allithatd csticsszamu tortvonalat. A kisérlet soran az ellipszis htr-
jait véletlenszertien vessziik fel, és a tortvonallal valé metszéspontjait szamoljuk. A
vizsgalat célja a tortvonal hossza és a metszés valoszinlisége kozti Osszefliggés szem-
léltetése, valamint a korrabiakban részletezett kiilonb6z6 valdszintiségfogalmak kozotti

kiilonbségek bemutatasa. Ehhez egy JavaScript nyelven irt programot készitiink.

2.1. Az egyenes paraméterezése

Egy adott 7 helyvektor végpontjan atmend v vektorral parhuzamos egyenes minden

7 helyvektori pontjara igaz az aldbbi Osszefiiggés:
r(t) =t + o, (2.1)

hiszen az 7" — 7y vektor parhuzamos v vektorral, igy kifejezheté v vektor skalarszorosa-
ként. Ezt a felirast nevezziik az egyenes vektoregyenletének.

Jelen esetben az egyenesiinket két paraméter hatarozza meg, p az egyenes origotol
valé tavolsdga, és ¥ az egyenes normalisanak az x tengellyel bezart szoge. Az egyenes
tehat atmegy a p(cosd, sin1)) ponton, és parhuzamos a (—sin, cos ) vektorral, igy a

megfelel6 paraméterezése az alabbi:

x(t) = pcost — sin ¥t
y(t) = psind + cos v,

ahol —oo < t < co. Ekkor az 7(z(t), y(t)) vektor végpontja befutja az egyenest.

11



2.2. Egyenes és ellipszis metszéspontjai

Adott a, b paraméterti ellipszis metszéspontjait vizsgaljuk azzal az egyenessel, amely

az origotol p tavolsagra van, normalisa pedig ¥ szoget zar be az x tengellyel.

Ya

2.1. abra. Az egyenes és az ellipszis metszéspontjai

Kezdetben tegyiik fel, hogy ¥ # k - § (ahol k € {0;1;2;3}). Ekkor minden késébbi

kifejezés értelmezve lesz. Az egyenes egyenlete:

cos¥x +sindy = p (2.2)
azaz
p
= —ctg? 2.3
Y ctevr + sin 9 (23)
Az ellipszis egyenlete:
22 2
St =l (2.4)
azaz
v’2? + a*y® = a’b? (2.5)
A (2.3) egyenletben végezziik el az m := —ctgd) és a c := 325 helyettesitéseket. Az igy
kapott
Yy =mx+c (2.6)

egyenletet helyettesitsiik a (2.5) egyenletbe:

b’2? + a*(mx + ¢)® = a®b? (2.7)

12



A zardjel felbontasat és az egyenlet = ismeretlenre torténé rendezését kovetGen egy

masodfoki egyenletet kapunk:
(a®m? + b*)2® + 2a*mex + a’c® — a*b* = 0, (2.8)

amely gyokeit a masodfoki egyenlet megoldoképlete segitségével oldhatunk meg:

—2a’me £ \/4a*m2c® — 4(a?m? + b?) (a2 — a?b?)

_ 2.9
L2 2(a®m? 4+ b?) (2.9)
A négyzetgyokjel alatti kifejezést kiulon elvégezve a kévetkezd kifejezés adodik:
4a*m?c® — 4(a®b*c® — a*b* + a*m?*c? — a*m?b?) = (2.10)
= da*m?*c® — 4a*b*? + 4a*b* — da*m?c? + 4a*m?b* = (2.11)
= 4a?b*(a*m? + b* — ). (2.12)
fgy a keresett gyokok:
—a?m2c + abvVa?m?2 + b2 — 2
- a’m?c + abva?m? + c (2.13)
a2m2 + b2
A hozza tartozo6 y értékeket a (2.6) Osszefiiggés alapjan hatdrozhatjuk meg:
—a’m?c+ abmva?m? + 02 — 2 a’>mPc+ b
Y12 = 55 5 +t 5 = (2.14)
a*m? +0b a*m? +0b
B b%c + abm~/a2m? + b — 2 (2.15)
B a’m? + b? '
A korabban elvégzett behelyettesités alapjan pedig
N _a2ctg195£19j:ab\/bQ—i-antgﬂ—%'Sinzﬁ_ 2.16)
b2 a? ctg v + b2 sin?9 '
B a’p cos ) + absin 19\/a2 cos? ) + b2sin? Y — p? (2.17)
B a? cos? ¥ + b2 sin? '
A hozza tartozé y értékek:
b :Fabctgﬁ\/bz—ka%tgﬁ—% sin?y 2.18)

a?ctg v + b? “sin2 9

13



B b sin ) F ab cos ¥4/ a2 cos? ¥ + b2 sin® ) — p? (2.19)
B a? cos? ¥ + b2 sin® 9 '

A metszéspontokra kapott x és y koordinatak a kezdetben kizart esetekben is értel-

mezve vannak.

2.3. Az ellipszis tamaszfiiggvényének meghatarozasa

Az el6z6 részben meghatarozott metszéspontok a diszkriminans értékétol fiiggden
léteznek.

Ha D < 0, akkor az ellipszis és az egyenes nem metszi egymast, erre az esetre nincs
szilkségiink.

Ha D > 0, akkor az ellipszisnek és az egyenesnek két metszéspontja van.

Ha D = 0, akkor az egyenes egy P(zy,yo) pontban érinti az egyenest. Az ehhez tar-
tozo p érték lesz az adott a, b, értékekhez tartozd maximalis tavolsag, amely esetén
az egyenes metszi az ellipszist, azaz ez alapjan meghatarozhatjuk az ellipszis tamasz-
fliggvényét :

a® cos® ¥ + b*sin® 9 — p* =0 (2.20)

p=Va2cos? V) + b2 sin? ¥ (2.21)

2.2. abra. Az ellipszis tamaszfiiggvényének meghatarozasa

14



2.4. Har rajzolasa véletlen végpontok moddszerével

A bevezetoben lathattuk, hogy mas valdszintiségi felfogasok mas eredményre vezet-
hetnek a geometriai valoszintiséggel értelmezheté problémak megolddsa soran. Azt a
felfogast fogadtuk el, amely egyszerre skala- és mozgasinvarians. Az ilyen médon kiva-
lasztott véletlen egyenesek altal meghatarozott hirok és egy tortvonal metszéspontjait
vizsgéalja a program. Ahhoz, hogy a valdszintiségi felfogasok kozotti killonbséget szem-
léltetni tudjuk, legyen opciondlisan valaszthatd egy olyan moédszer, ami az ellipszis két
véletlenszertien kivalasztott pontjat osszekotve rajzol hurt.

Az ellipszis ¢ szog irdnyba esé pontjanak koordinatait az
y =tglx (2.22)

egyenletii egyenes és az ellipszis metszéspontjaként hatarozhatjuk meg. A (2.13) és a
(2.14) egyenletekbe a m = tgv és a ¢ = 0 helyettesitéseket alkalmazva, valamint a

Y + 7 iranyba es6 megoldast elhagyva a kovetkezo Osszefiiggés adodik:

2152 2
_ aby/a?tg® ¥ + b _ (2.23)

a?tg? 9 + b2
1 9
- LY (2.24)
Vb~ 2tg? 9 + a2 cosV
9
- s (2.25)
va=2cos2 + b—2sin? 9
Az y koordinatara hasonld szamitasokat elvégezve a kovetkezot kapjuk:
sin
va=2cos2 9 + b-2sin® ¥ (2.26)
Az ellipszis ¥ iranyba es6 koordinataja tehét
1 .
(cos ¥, sin 1) (2.27)

Va=2cos2 9 + b-2gin2 9

Vélasszunk egyenletes eloszlas szerint két 1, 9o € [0, 27) szoget, mely a (2.27) Gssze-
fiiggés alapjan az ellipszis két véletlenszertien kivalasztott pontjat hatarozza meg. F két
pont Osszekotésével az ellipszisnek egy véletlenszertien kivalasztott hiurjat hataroztuk

meg.

15



2.5. Két hur metszéspontjanak létezése

A kovetkezékben célunk meghatarozni, hogy mikor metszi a ledobott hir a tortvonal

valamelyik oldalat.

Y
A
\e&
fi
N
7
2
124
- 2
fo— fi
2.3. abra.

A szakaszok végpontjait kezeljiik helyvektorként. Vizsgaljuk az €1, e, végponti és
az ﬁ, fg végpontu szakaszokat. A két szakasznak akkor van metszéspontja, ha teljesiil
a kovetkezo feltétel:

Létezik Ai, Ay € [0,1] skalar gy, hogy

(@ —e) - M+é=(fo—fi) At fi (2.28)
Az ismert végpontkoordinatdk alapjan hatdrozzuk meg a keresett Ai, Ay értékeket:

@ —é) M—(f—fi) d=f—-6 (2.29)

(@-a) —(h- D) [2] = fi—é& (2.30)

H ~@-a) ~-m] G-a (2.31)
[)\1] _ [623: — Clz _(f2w - flx)] . (flx - 61x> (2‘32)
A2 ey — €1y —(foy — fiy) Jiy — €1y

16



Legyen M = (m; j)axo-

€ox — Clig _<f2:r - flz)

€y — €1y _(ny - fly)

M = (2.33)

Egy test feletti n x n-es matrix inverze a kovetkezé médon szédmolhaté (ha 1étzeik):

T
M171 . Ml,n
1 1 o :

- det M

: (2.34)
May ... My,

ahol M, ; = (—=1)"" D, ; az i-edik sorhoz és j-edik oszlophoz tartozé adjungélt aldeter-

minans. Az inverzmatrix a jelenlegi M = (m; j)ax2 matrix esetén az aldbbi:

det M = miy1-Mao —M12- M3 (235)
] T
_ Moo  —Ma2n
M= ’ ’ 2.36
det M [—mm mi ] (2:36)

azaz

det M = —(egr — €12)(foy — fry) + (for — f1z)(€2y — €1y) (2.37)

= 1 [—(fzy—fly) f2a>—f1z] (2.38)

a det M _(623; - ely) €2 — €1

A kapott inverzmatrix segitségével meghatarozhato \; és \.

[All _ M_1 (fla: - ela}) (239)
A2 fly — €1y

)\1 1 _(f2y - fly)(flac - 611’) + (f?z - flac)(fly - ely)
= 2.40
[)\2] det M [—(GQy — ely)(flm - elm) + (6295 - 61x)<f1y - 612/)] ( )
_ —(foy = f1y)(f1z — €12) + (for — f12)(f1y — €14)
M= e = )y~ o)+ or = Fo)leay — ) 240
Ay = —(e2y — e1y)(f1z — €12) + (€2 — €12)(f1y — €1y) (2.42)

— (€20 — €12)(foy — fry) + (2o — fra)(e2y — €1y)
A két szakasznak akkor lesz metszéspontja, ha A; € [0,1] és Ay € [0,1].
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3. fejezet

A kisérlet megvaldsitasa

3.1. Az index.html dokumentum kdédja

A HTML (Hyper Text Markup Language) béngészékben futtathaté dokumentu-
mok leiré nyelve, ennek segitségével hoztuk létre a programot, amiben a szimulaciét
ellendrizni tudjuk, itt vannak definialva a felhasznaloi bemenetek, és a tertilet, ahol a
kirajzolas torténik. A program logikajat javascript fajlokra valé hivatkozassal valdsi-

tottuk meg.

<!DOCTYPE html>
<html>
<head>
<title>Proof</title>

<meta charset= >
<meta name= content=
>
<link rels= href= //
/ / / / >
<script src= // / / /
/ / ></script>
<script src= // / / /
/ / / ></script>
<script src= // / /
/js/ ></script>
</head>
<body>
<div class= >
<div class= >
<div class= >
<div class= >

<h3>Controllers</h3>
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19
20
21

22
23
24
25

26
27
28
29

30
31
32

33

34
35
36
37
38
39

40

41
42
43
44
45

<form>
<div class="form-group">
<label for="alnput'"><b>a:</b></label>
<input id="alnput" type="range' min="1"
max="500" value="250" oninput="
updateObjects ()" class="form-control">
</div>
<div class="form-group">
<label for="bInput"><b>b:</b></label>
<input id="bInput" type="range" min="1"
max="500" value="350" oninput="
updateObjects ()" class="form-control">
</div>
<div class="form-group">
<label for="nlnput"><b>n:</b></label>
<input id="nInput" type="range" min="3"
max="10" value="4" oninput="
updateObjects ()" class="form-control">
</div>
<div class="form-group">
<label for="dInput'"><b>Method of
probability: </b></label>
<select oninput="updateObjects ()" class="
form-control" id="dInput" type="select'">
<option>Random lines</option>
<option>Random endpoints</option>
</select>
</div>
<div class="form-group">
<input id="createButton" value="Create
random section" type="button" onclick="
createRandomSection()" class="
form-control">
<input id="clearButton" value="Clear all
sections" type="button" onclick="
clearSections ()" class="form-control">
</div>
</form>
</div>
<div class="border m-2 p-4">
<h3>Statistics</h3>
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72
73

<table class= >
<tr>
<td><b>Number of intersctions</b></td>
<td id= >0</td>
</tr>
<tr>
<td><b>Number of sections</b></td>
<td id= >0</td>
</tr>
<tr>
<td><b>Relative frequency</b></td>

<td id= >0</td>
</tr>
</table>
</div>
</div>
<div class= >
<canvas id= style=
>
Your browser does not support the HTML
tag.
</canvas>
</div>
</div>
</div>
<script src= ></script>
<script src= ></script>
<script src= ></script>
</body>
</html>
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3.2. A classes.js dokumentum kdédja

Itt valdsitjuk meg a program modelljeit, amiket a logikdhoz hasznalni kell. Létre-
hoztuk az Ellipse, Polygon, Section és Section2 osztalyokat rendre az ellipszis, a beirt

sokszog, valamint a két véletlen modszer altal kirajzolt hiarok szamara.

class Ellipse {
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constructor(a, b) {

this.a = a;
this.b = b;
}
at (t) {
return {

x: Math.cos(t) / Math.sqrt(Math.pow(this.a, -2)%*
Math.pow (Math.cos(t) ,2) + Math.pow(this.b, -2)%*
Math.pow(Math.sin(t) ,2)),

y: Math.sin(t) / Math.sqrt(Math.pow(this.a, -2)x*
Math.pow(Math.cos(t) ,2) + Math.pow(this.b, -2)x*
Math.pow (Math.sin(t) ,2))

}s;
}

intersectionsWithSection(section){

return 2;

class Polygon {

constructor(a, b, n) {

this.a = a;
this.b = b;
this.n = n;
}
at (t) A
return new Ellipse(this.a, this.b).at(t);
}
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intersectionsWithSection(section){

var

var

var

var

var

var

rir2 = section.intersectionsWithEllipse (this);
el = rir2[0];

e2 = rir2[1];

intersections = [];

eps = 2 * Math.PI / n;

0;
for(i = 0; i < n; i++) {
2

* Math.PI * i / n

this.at(t);
this.at(t + eps);

var f1

var f2

var M = [(e2.x-el.x), -(f2.x-f1l.x), (e2.y-el.y), —(
£2.y-f1.y)1;
var detM M[O]*M[3] - M[1]1*xM[2]

var invM [M[3]/detM, -M[1]/detM, -M[2]/detM, M[O]

/detM];

var p = [fl1.x-el.x, fl.y-el.yl;

var lambda = [invM[0]*p[0] + invM[1]lx*p[1], invM[2]=*
pl0]l+invM [3]*p [1]];

if (0<=lambda [0] &&lambda [0] <=1 && O<=lambda [1]&&
lambda [1]<=1){
intersections.push ({
x: (e2.x-el.x)*lambda[0] + el.x,
y: (e2.y-el.y)*lambda[0] + el.y
)

return intersections;
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71
72
73
74
75
76
77

78

79
80
81
82
83
84
85

86

87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
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class Section {
constructor(ellipse) {
this.theta = Math.random() * 2 * Math.PI;

var maxP = Math.sqrt(
+ Math.pow(ellipse.a, 2) * Math.pow(Math.cos(this.
theta), 2)

+ Math.pow(ellipse.b, 2) * Math.pow(Math.sin(this.
theta), 2));

this.p = Math.random() * maxP;
}
at () {
return {
x: this.p*Math.cos(this.theta) - Math.sin(this.
theta) * t,
y: this.p*Math.sin(this.theta) + Math.cos(this.
theta) * t
3
+

intersectionsWithEllipse(ellipse){

let t = this.theta;
let p = this.p;
let a = ellipse.a;
let b = ellipse.b;
let m = -Math.cos(t)/Math.sin(t);

let ¢ = p/Math.sin(t);

let n = bxb+a*xax*xm*m;
let s1 = -—-a*a*mxc;
let s2 = axbxMath.sqrt(b*b+a*a*m*m-c*c) ;

let x1 = ( s1 + 82 ) / n;
let x2 = ( s1 - 82 ) / n;

let y1 = m*xl + c;
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let y2 = m*x2 + c;

return [{x:x1, y:y1}, {x:x2, y:y22}];

class Section2 {

constructor (ellipse) {

this.t1l = Math.random() * 2 * Math.PI;
this.t2 = Math.random() * 2 * Math.PI;
var a = (t) =>

1.0

/

Math.sqrt (Math.pow(ellipse.a, -2)*Math.pow(Math.cos
(t) ,2) + Math.pow(ellipse.b, -2)*Math.pow(Math.

sin(t) ,2));
this.x1 = Math.cos(this.t1l) * a(this.tl);
this.yl = Math.sin(this.tl) * a(this.tl);
this.x2 = Math.cos(this.t2) * a(this.t2);
this.y2 = Math.sin(this.t2) * a(this.t2);
}
at (t) {
return {
x: this.x1l + (this.x2-this.x1l) * t,
y: this.yl + (this.y2-this.yl) * t
};
}

intersectionsWithEllipse(ellipse){
return [{x:this.x1, y:this.yl}, {x:this.x2, y:this.y2
315
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3.3. A logic.js dokumentum kédja

Itt valésitottuk meg magat a program logikajat, a felhasznalotol itt kérjiik be az

adatokat, és szamoljuk ki és rajzoltatjuk ki a megfelel6 1j allapotot.

//Logic
var ellipse;
var polygon;

var sections = [];
var intersectionsCounter = 0;

//Input
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var

var

var

var

var

canvas
alnput
bInput
nInput
dInput

document
document
document
document

document

.getElementById(
.getElementById(
.getElementById (
.getElementById(
.getElementById(

//Statistics

var numberOfSections = document.getElementById(

)

var numberOfIntersections = document.getElementById (

)

var probability = document.getElementById (

var width = canvas.clientWidth;
var height = canvas.clientHeight;
canvas .width = width;

canvas .height = height;

var ctx = canvas.getContext ( );

updateObjects () ;
updateView () ;

function clearSections () {
sections = [];

intersectionsCounter = 0;

updateView () ;
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function updateObjects () {

a = alnput.value * Math.min(width, height) / 2.1 / alnput.

max;

b = bInput.value * Math.min(width, height) / 2.1 / bInput.
max ;

n = nlnput.value;

dI = dInput.selectedIndex;

ellipse new Ellipse(a, b);

polygon = new Polygon(a, b, n);

clearSections () ;

function updateView (){
numberO0OfSections.textContent = sections.length;
numberOfIntersections.textContent = intersectionsCounter;
probability.textContent = intersectionsCounter / (2.0 x*

sections.length);

draw () ;

function createRandomSection () {

var section;

if (dI == 0) {
section
} else {

section = new Section2(ellipse);

new Section(ellipse);

sections.push(section) ;

intersectionsCounter += polygon.intersectionsWithSection(

section).length;

updateView () ;
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3.4. A drawer.js dokumentum kédja

A kirajzolas teljeskorti megvaldsitasa, szakaszokra lebontva definialjuk, hogy kell

kirajzolni a teljes képet.

draw () ;

function clear () {

ctx.save () ;

ctx.clearRect (0, 0, width, height);

ctx.restore () ;

function draw() {

clear () ;

//Ellipse

ctx.

ctx.

ctx.

ctx.

ctx.

ctx.

strokeStyle = ;

sectionWidth = 2;

sav

e();

beginPath () ;

ell
0,

ipse(width / 2, height / 2, ellipse.a, ellipse.b,
Math.PI * 2);

stroke () ;

//Polygon

ctx.

ctx.

ctx.

var

for

strokeStyle = 5
lineWidth = 3;

beginPath () ;

eps
(t
var

var

ctx.

ctx.

= 2 % Math.PI / n;
= 0; t < 2 *x Math.PI; t += eps) {
ril
r2

ellipse.at(t);

ellipse.at(t + eps);

, rl.y + height / 2);
, r2.y + height / 2);

moveTo(rl.x + width

/
lineTo(r2.x + width /
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ctx.stroke () ;

//Sections

ctx.strokeStyle = g
ctx.lineWidth = 1;

for (i

var

var

var

var

ctx.
ctx.
ctx.
ctx.

ctx.

0; i < sections.length;
rir2 =

)

ri
r2

rir2[0];
rir2[1];

intersections =

sections[i]) ;

for(j = 0;

let s =

ctx.beginPath () ;

ctx.ellipse(s.x + width / 2,

3, 0, 0, Math.PI * 2);
ctx.stroke () ;

ctx.restore () ;

beginPath () ;

moveTo(rl.x + width / 2,
lineTo(r2.x + width / 2,
stroke () ;

restore () ;
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j < intersections.

intersections [j];

i++) {

sections[i].intersectionsWithEllipse(ellipse

polygon.intersectionsWithSection (

length; j++){

s.y + height / 2, 3,

rl.y + height / 2);
r2.y + height / 2);



3.5. A program kezel6feliilete

Controllers 1 .
a

b

—

Method of probability: 2 .

Random endpoints v
Create random section
Clear all sections 3 ]

Statistics

Number of intersctions 24

Number of sections 1% 4 L]

Relative frequency 075

3.1. dbra. Kezel6feliilet

A program kezelése:
1. Kontrollerek

A csuiszka segitségével beallithatjuk az ellipszis a és b paraméterének, tehat fél
nagytengelyének illetve fél kistengelyének értékét folytonos skalan. Az n egészértéki

skala az ellipszisbe irt sokszog oldalszamat allitja.
2. Valoszintliségi értelmezés

A Method of probability felirat alatti legordulé listaval a korabbiakban targyalt
két valoszintiségi érzékelés kozotti valasztast teszi lehetévé - a random lines a véletlen
egyenesek modszerével, a random endpoints pedig a véletlen végpontok moddszerével

meghatarozott hirok rajzolasat teszi lehetové.
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3. Gombok

A Create random section gomb lenyomasaval a program a kivalasztott valdszintisé-
gi értelmezésnek megfeleléen megrajzolja az ellipszis egy véletlen harjat. A Clear all

sections gomb minden megrajzolt hurt torol.
4. Statisztika

A Statistics felirat alatti teriileten a kisérlet pillanatnyi statisztikai adatait lathatjuk.
A Number of intersections a metszéspontok szamat, a Number of sections a hirok sza-
mat, a Relative frequency a metszés relativ gyakorisdgat mutatja a fenti két informacio

ismeretében.
5. Rajzlap

Itt torténnek az események. A program kirajzolja a megfelel6 paramétert ellipszist,
a beleirt tortvonalat, illetve a hurokat, valamint jeloli, amennyiben a hur metszi a

tortvonalat.
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4. fejezet

A kisérlet eredménye és elemzése

A programban az ellipszis a és b paramétere mellett a beleirt sokszog n oldalszamat
allithatjuk, valamint két valoszintiségértelmezés koziil valaszthatunk, ami szerint a hu-
rokat kivalasztjuk. Tovabba visszajelzést kapunk a hiuirok és a metszéspontok szamarol,
valamint ezek alapjan a metszés relativ gyakorisagardl, mely nagy szamu hur esetén jol
kozeliti a metszés valészintiségét. Az ellipszisbe irt sokszog a (2.27) formula alapjin az

ellipszis 27 /n irdnyba es6 pontjai 6sszekotésével keletkezik.

4.1. Elso kisérlet

Ahhoz, hogy a az 1.1 kovetkezményt is konnyedén vizsgalni tudjuk, legyen a = b,
tehat kor, és n = 3. Crofton-tétel kévetkezménye szerint a metszés valdszintisége a

kertiletek hanyadosa. Ha a haromszog oldalat egységnyinek vessziik, a metszés valoszi-

niisége:
Ky 3
= —=—F"~0_827 4.1
p Kk, 2' \/?g - ) ( )

Az alabbi tablazat az invarians eloszlasbdl valasztot hirok alapjan kapott eredményeket

mutatja:

Hurok szama 100 | 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 158 | 320 848 | 1702
Relativ gyakorisag 0,79 | 0,8 | 0,848 | 0,851

Jol lathato, hogy a metszés relativ gyakorisdga a (4.1) egyenletben szamolt érték kortl

ingadozik.
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4.1. 4bra. 100 har

4.2. dbra. 1000 har

A huarok nagy szama mellett sem fedezhet6 fel szabalyos elrendezédés.
Vizsgaljuk most ugyanezt a felallast a masik véletlen médszer szerint, amikor vé-
letlenszertien valasztott pontok 6sszekotésével kapunk hurokat. Ennek az eredményét

mutatja az alabbi tablazat:
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Lathato, hogy joval kisebb gyakorisdggal kovetkezett be a metszés, és a kapott érték

szamolas eredményétol.

nagyban eltér a (4.1)
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4.3. 4bra. 100 har

4.4. dbra. 1000 har
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Nagy szamu hur esetén megfigyelhetjiik, hogy a kérvonalhoz kozel nagyobb stirtiséghen

helyezkednek el a hirok, mint a kor kozéppontjahoz kozelebb eso részen.

4.2. Masodik kisérlet

A kovetkez6 kisérletben legyen tovabbra is a = b, és legyen n = 4. A az 1.1 kovet-
kezmény ekkor egy egységnyi oldalt négyzet és a koré irt kor keriiletének hanyadosarol

szOl:

B 4
p_2-\/7§7r

~ 0,9003 (4.2)

Az alabbi tablazat az invarians eloszlasbdl valasztot hiirok alapjan kapott eredményeket

mutatja:

Hurok szama 100 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 184 358 894 | 1798
Relativ gyakorisag 0,88 | 0,895 | 0,894 | 0,899

A relativ gyakorisdg ezuttal is a (4.2) alapjan meghatérozott valdszintiségérték koriil

ingadozik.
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4.5. 4bra. 100 har
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4.6. dbra. 1000 har

Vizsgéaljuk most ugyanezt a felallast a masik véletlen modszer szerint. Ennek az ered-

ményét mutatja az alabbi tablazat:

Hurok szama 100 | 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 150 | 316 778 | 1558
Relativ gyakorisag 0,751 0,79 | 0,778 | 0,784

A kapott relativ gyakorisagok ezuttal is joval alacsonyabb értékiiek lettek.
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4.3. Harmadik kisérlet

Vizsgaljunk most egy olyan esetet, amikor a = b tovabbra is, azonban n = 10. Ekkor

a korbe irt sokszog keriilete mar kozelit a kor keriiletéhez, hanyadosuk pedig 1-hez.

~ 10sin ({5)

5(v5 —

D

p=
™

2

~ 0,9836

(4.3)

Az aldbbi tablazat az invarians eloszlasbol valasztot hirok alapjan kapott eredményeket

mutatja:

A kapott relativ gyakorisdgok jol kozelitik a (4.3) szdmolas eredményét.

Hurok szama 100 | 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 200 | 400 996 | 1986
Relativ gyakorisag 1 110,996 | 0,993
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4.9. 4bra. 100 har
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4.10. 4bra. 1000 har

Vizsgéaljuk most ugyanezt a felallast a masik véletlen modszer szerint. Ennek az ered-
ményét mutatja az alabbi tablazat:

Hurok szama 100 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 166 354 892 | 1780

Relativ gyakorisag 0,83 10,885 | 0,892 | 0,89
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4.11. 4bra. 100 hur

4.12. 4dbra. 1000 har

Az a korabbi feltételezésiink, hogy a masodik mdodszer altal ledobott hurok a koérvonal-
hoz kozelebb es6 tartomanyon stirtibben helyezkednek el, igazolddni latszédik azaltal,

hogy ebben az esetben egy kisebb hibat eredményezett, azonban jol lathatéan nem ez

az elfogadhaté valdszintségi felfogas.
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4.4. Negyedik kisérlet

Vizsgaljunk egy olyan esetet, amelynél a # b, legyen n = 3. Az aldbbi tablazat az

invarians eloszlasboél valasztot hirok alapjan kapott eredményeket mutatja:

Hurok szama 100 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 150 318 796 | 1546

Relativ gyakorisag 0,751 0,795 | 0,796 | 0,773

A

hurok ezittal sem mutatnak szabélyos elrendezodést.

A

4.13. abra. 100 har

4.14. abra. 1000 har

Vizsgéaljuk most ugyanezt a feladllast a masik véletlen modszer szerint. Ennek az ered-
ményét mutatja az alabbi tablazat:
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Hurok szama 100 | 200 500 | 1000
Metszéspontok szama | 118 | 244 652 | 1304
Relativ gyakorisag 0,59 | 0,61 | 0,652 | 0,652

Ebben az esetben a hirok szabalyszerii elrendezédése joval latvanyosabban jelentkezik,

amely egyértelmiien szemlélteti, miért nem ez a megfelel6 valoszintiségi felfogas.

4.15. abra. 100 har

4.16. 4bra. 1000 har
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5. fejezet

A téma iskolai tanitasa

A dolgozat elsédleges célja a kisérlet megtervezéséhez és végrehajtasahoz sziiksé-
ges ismeretek bemutatasa, a sziikkséges szamolasok elvégzése, valamint néhany kisérlet
bemutatasa, és ezek segitségével a kiilonboz6 valdszintiségi értelmezések kozotti kiilonb-
ségek demonstraldsa. Ahhoz, hogy ezzel azonos célt tizzink ki iskolai keretek kozott,
jelentos elGismeretekre van sziikségiink, melyek csak nagyon specialis tagozaton lehet-
nek adottak. Azonban ezt az elsére hatraltaté tényezének tiind dolgot akar hatékonyan
fel lehet hasznalni az oktatdsban arra, hogy ugyanazt a problémakort a matematika
latszolag nagyon eltérd teriiletein el6 lehessen venni, és a didkok latasmodjat ki tudja
szélesiteni, vagy akar nagyobb tanitasi egységek Osszefoglalasaképp targyalni. Azokon
a szinteken, ahol nem cél a témakor matematikdjanak minden tertiiletének megfele-
16 mértékben torténd elsajatitdsa, bizonyos részeit érdekességként meg lehet mutatni,
vagy érdeklodobb diakoknak tandéran kivili feladatként oda lehet adni. A sziikséges
ismeretek és az ide vonatkozo kerettantervi javaslatok mellett néhany lehetséges iskolai
problémat is bemutatunk.

A téma teljeskorii targyalasahoz sziikséges ismeretek:
— Integralgeometria

Ahhoz, hogy az alapotletet és Crofton-tételét megértsitk, mindenképpen sziikségesek
alapvetd integralgeometriai ismeretek. Ennek a megértése kellden mély integralszami-

tasbeli jartassagot igényel.
— Valoszintliségszamitas, statisztika

Fontos, hogy a témakorrel foglalkozo didak alapvetd sztochasztikai ismeretekkel ren-
delkezzen, jartas legyen a legfontosabb alapfogalmakban, értse a valoszinliségszamitas
geometriai értelmezését, képes legyen egy statisztikai minta elemzésére, abbdl kévet-

keztetést levonni.

42



— Konvex geometria

A teljes témakort a konvex geometria keretein beliil targyaltuk.
— Differencidlgeometria

A gorbe, gorbe hossza, egyenes és ellipszis paraméteres felirasa soran jarunk a differen-

cidlgeometria teriiletén, nagyobb mélységben nem keriil el6.
— Analitikus geometria

Az ellipszis és egyenes kolecsonos helyzetének tanulményozasai soran keriil el6 elsésor-

ban.

— Linedaris algebra

c sz

metszéspontja létezésének vizsgalata soran sziikségesek a linedris algebrai ismeretek.
— Programozas

A témakort elsosorban a matematika irdanyabdl kozelitettitk meg, azonban ahhoz, hogy
tudjuk, milyen el6késziiletek sziikségesen a program megalkotasahoz, az algoritmikus

gondolkodas elkertilhetetlen.

5.1. Gimnaziumban kozépszinten

Kozépszinten az ellipszis fogalma egyaltalan nem kertil el6, igy kizarolag a valdszinti-
ségszamitas témakorén beliil, kisérletként vehet6 el a probléma. Az, hogy mit is jelent a
véletlen egyenes fogalma, szintén nem értelmezheto ezen a szinten a valdszintiségi elosz-
lasok ismeretének hianya miatt, azonban fontos a didkok figyelmét felhivni arra, hogy
csak a véletlen egyenes valoszintiségi értelmezés soran keriilheto el az ellipszis hurjainak
szabalyos elrendezodése, ezzel egyiitt a kisérlet eredményének befolyasolasa. A 2020-as
Nemzeti Alaptantervre éptlé kerettantervben meghatarozott célok szerint a 9-10. év-
folyamon [7] "A témakor tanuldsa hozzdjarul ahhoz, hogy a tanuld a nevelési-oktatdsi
szakasz végére konkrét valosziniségi kisérletek esetében az esemény, eseménytér, elemi
esemény, relativ gyakorisdg, valdosziniség, eqymdst kizaro események, fiiggetlen esemé-
nyek fogalmdt megkilonbozteti és alkalmazza ." (Kerettanterv, 2020) Ekkor tehat még
a valosziniiség geometriai modelljének ismerete nélkil kisérletezésre és az alapfogalmak
elmélyitésére hasznalhato a program.

11-12. évfolyamon kertil el6 a geometriai valdszintiség. A kerettanterv ekkor a kévet-
kezovel egésziti ki a korabbiakat: "A témakér tanuldsa eredményeként a tanulo ismeri

és eqyszeri esetekben alkalmazza a valdszindiség geometriai modelljét." (Kerettanterv,
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2020) A Bertrand-paradoxon geometriai valészintiség témakorében érdekességképp bar-
melyik csoportban bemutathatd, megfelel6 mélységii magyardazat nélkiil is. A (1.13)
Osszefliggésre akar tapasztalati iton, a programmal végzett mérésekkel is ra lehet ve-
zetni a didkokat. Az Osszefliggés ismeretében a kovetkez6 probléma hasznos tapaszta-
latokhoz vezethet.

5.1.1. Pi értékének becslése a program segitségével

A program segitségével adjunk becslést 7 értékére! Legyen a = b = 1, n = 4, vagyis
egy egységsugaru korbe irt négyzettel vett metszéspontokat vizsgaljuk. A négyzet atloja
ekkor 2, tehat oldalhossza \% = /2. A metszés valoszintisége megegyezik a keriiletek

héanyadoséaval:

K, 2 s
A metszés valésziniliségét hatarozzuk meg kellben nagy szamu mérés soran bekovetke-
zett kedvezd esemény relativ gyakorisaga alapjan — természetesen az megfelel6 valoszi-
nliségi értelmezéssel. A mérést az el6z0 fejezet masodik kisérlete soran elvégeztik. A

(5.1) egyenlet alapjan:

22  2V/2
= 2V2 2V % 31461 2
e 3,14619 (5.2)

A kapott eredmény 2 tizedesjegy pontossiggal megegyezik a m ismert értékével.

5.2. Gimnaziumban specialis matematika tagozaton

A 2020-as Nemzeti Alaptantervre épiilé kerettantervben meghatarozott célok a té-
makor joval mélyebb és sokoldalubb targyalasat teszik lehetévé specidlis matematika
tagozaton. Bar integralgeometria természetesen itt sem keriil el6, a Crofton tételének
szemléletes jelentését be lehet mutatni, azonban az integralszamitas csak 11-12. év-
folyamon keriil el6. A problémakor tovabbi részei gond nélkil targyalhatoak lesznek
ezeken az évfolyamokon, a didkok elegend¢ ismeretekkel rendelkeznek az analitikus
geometria, valoszinliségszamitas, linearis algebra tertiletén is. A konvex siktartomdny
tdmaszfiigguénye, mint fogalom, nem része az eldirt tananyagnak, viszont minden esz-
koz rendelkezésre all, hogy definidljuk a tanulok szaméra. Bar a tanterv csak homogén
linearis egyenletrendszer megoldasat irja el6, amennyiben a tanitott csoport dsszetétele
lehetové teszi, hogy inhomogén linearis egyenletrendszerrel is foglalkozzunk, a kovetke-
z6 feladat tanulsagos lehet szamukra, hiszen egy probléma megértését jelentésen tudja

mélyiteni a kérdés tobbszemponti megkozelitése.
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5.2.1. Ellipszis tamaszfiiggvénye masképp

Hatarozzuk meg egy ellipszis tamaszfiiggvényét az ellipszis és az egyenes metszés-
pontjainak ismerete nélkul!
Vizsgaljuk egy a, b paraméterti ellipszis és az ellipszist egy P(zo,yo) pontban érinté

(p, ) paraméterii egyenest. Célunk 9, a és b ismeretében meghatarozni p-t.

5.1. abra. Az ellipszis tamaszfiiggvényének meghatarozasa

Kezdetben tegyiik fel, hogy 9 # k- % (ahol k € {0;1;2;3}). Ekkor cos®, sin, x

és yo sem lesz egyenld O-val, igy minden késébbi kifejezés értelmezve lesz. Az

22 2
P + i 1 (5.3)
egyenletii ellipszis egy P(xo,yo) pontjaba huzott érintéjének egyenletét kétféle modon
is felirhatjuk:
Lo Yo
valamint tudjuk, hogy ennek az érintének a normalisa a (cos 9, sin ¢}) vektor. A (cos ¥, sin 9)

normalvektord, P(xg,y) ponton atmend egyenes egyenlete:
cos ¥x + sin Yy = cos Jxg + sin Py, (5.5)

Mivel e két feliras ugyanazt az egyenest hatarozza meg, az egyenletrendszernek végtelen

sok megoldasa lesz, tehat determinansa 0, azaz

a i 20 sing — L cosd =0 (5.6)
= “gind — = cost = )
cos? sind| a? b?
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valamint

L » =sind — oo 20819 — o si2n19 =0 (5.7)
cos ¥z + sinyy sin ¢ b b
és
=2 1 2 cos in v
a? ) = %o CZS + ol im —cos? =0 (5.8)
cosv cosVzg + sin vy a a
A (5.6) egyenlet alapjan
b2
Yo=3 tg v - zo (5.9)
melyet a (5.7) egyenletbe helyettesitve a kovetkezét kapjuk:
2 272 i 2
xgcosy  xgb®sin® v
— 9=0 5.10
a? a* cos o8 (5.10)
o (cos?d  b?sin? ¥
= 9 5.11
%o ( a? * a* cos v cos (5:11)
2 o2 2 o
,a” cos” Y + b sin
= 9 5.12
%o a* cos o8 (5-12)
2 cos
o = @ cos (5.13)
Va2 cos? 9 + b2sin? ¥

A keresett p érték az dbra jeloléseivel az ATO derékszogii haromszog egyik befogdja.

Hatarozzuk meg az érint6 x tengellyel valo metszéspontjat! Az = tengely, azaz az
y=20 (5.14)

egyenes és az

To Yo

egyenes metszéspontja az (g,O) pont. A p befogd melletti ¥ nagysagu szogre a koszi-
nuszfliiggvény definiciéja alapjan:
a2
p = —cosV, (5.16)

Zo

amely az eloz6kben meghatarozott értékekkel

Va2 cos? 9 + b2 sin? 9 _ \/a2

pEy— cos2 ¥ + b2 sin? 1. (5.17)

p = a’cosV

A kapott eredmény a kezdetben kizart ¥ értékek mellett is értelmezve van, és termé-

szetesen megegyezik a (2.3) egyenletben meghatarozott kifejezéssel.
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5.3. Osszegzés

A témakor iskolai tanitasaval még joval részletesebben is lehetne foglalkozni, azon-
ban ez a két fenti példa, és a kerettantervi vonatkozas rovid targyalasa is szemlélteti,
hogy szamos lehetdség rejlik benne. Egy adott probléma tobbszempontt targyalasa, egy
célhoz vezetd Ut tervezése és megvalodsitasa, a matematika kiilonb6zo teriileteinek egy
problémakor soran torténd érintse, vagy akar osszefiiggések tapasztalati tton torténd
felfedeztetése mind az oktatas hatékonysagat novelheti, amely lehetéséggel pedagogus-

ként érdemes élni.
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