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1923-ban, egy szamelméleti probléméaval kapcsolatban vezette be Fekete Mi-
haly [2] a transzfinit Atmérs fogalmat, amely késGbb més teriileteken (analizis,
geometria) is alkalmazésra talalt, és maig jelentséggel bir. Dolgozatunkban
ezt a magyar ,taldlméanyt" ismertetjiik réviden. Az érdekl6ds olvaso a dolgozat
végén szerepls feladatokon keresztiil behatébban is megismerkedhet a témaéaval,
illetve az [1], [5] és [9] kdnyvekben tovabbi részleteket talalhat.

Fekete Mihély Zentan sziiletett 1886-ban. 1909-ben Budapesten doktoralt,
ezutdn Gottingaban tanult, majd Budapesten egyetemen, ill. kiillonb6z6 kozép-
iskolakban tanitott, tobbek kozdtt a fiatal Neumann Jénossal is foglalkozott.
1928-ban emigrélt, és a jeruzsilemi Hebrew egyetem (ma a vilag egyik vezetd
egyeteme) egyik els6 matematikaprofesszora, kés6bb a matematikai intézet veze-
t6je, az egyetem dékanja, majd rektora lett. ElsGsorban komplex fiiggvénytan-
nal és approximacitelmélettel foglalkozott. Jeruzsilemben halt meg 1958-ban.

1. A transzfinit Atmérd

Legyen K egy korlatos és zart halmaz a térben, és jelolje d(P, Q) két térbeli
pont tavolsdgat. Egy adott n természetes szdmra n olyan pontot szeretnénk
valasztani K-bol, amelyek a lehet§ legtavolabb vannak egymaéstél abban az ér-
telemben, hogy a tavolsaguk szorzata a lehet6 legnagyobb, tehat maximalizalni
szeretnénk a [],,; d(F;, P;) szorzatot azon feltétel mellett, hogy a Pi,..., P,
pontok mind K-beliek. Legyen 6, (K) a fenti szorzatok maximuma (megmutat-
hato, hogy a maximum felvétetik):

On(K)=max{ [[ d(P,P)|P,....P.€K y. (1)
1<ij<n

Ha Pi,..., P, € K extremdlis, azaz a P;-k kozotti tavolsagok szorzata d,(K),
akkor a Py, ..., P, pontokat Fekete-pontoknak nevezziik (pontosabban, {Pi,..., P,}
egy n pontu Fekete-pontrendszert alkot). Ilyen extremalis rendszer tobb is lehet

(pl. kor vagy gbmb esetén).
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Ha Py,..., P, tetszoleges (n + 1) darab K-beli pont, és kihagyjuk a k-
adik pontot (valamely 1 < k < n + l-ra), akkor egy olyan n elemd K-beli
pontrendszert kapunk, amelyre az Osszes tavolsag szorzata legfeljebb §, (K),
azaz

d(P;, P;) < 0,(K).
1<i#j<n+1, i,j#k

Szorozzuk Ossze az igy kapott egyenlStlenségeket k = 1,2,...,n + l-rel Egy
d(P;, P;) tavolsag a bal oldalon (n — 1)-szer fog szerepelni, ezért

n—1
I dr.p) < 6 ()"
1<i#j<n+1
Ha itt most a bal oldal maximumét vessziik minden Py,..., P,+1 € K esetére,
Opy1 (K)" 1 < 6, (K)"H (2)

adodik. Mivel a 6, (K)-t definidlé (1) szorzatban n(n — 1) tényezs szerepel,
célszerid 0,-et tigy normalni, hogy az n(n — 1)-edik gyokét vessziik. (2) szerint

5n+1 (K)l/n(n+1) < 6n(K)1/n(n—1)’

azaz a {0, (K)Y/™"=1} nemnegativ sorozat csokken, ezért létezik hatarértéke,
amit §(K)-val jeloliink:

§(K) = lim 4, (K)Y/"=b, (3)
n—oo
0(K)-t a K halmaz transzfinit atmér§jének nevezziik.

Halmazok transzfinit atmérgjének meghatarozasa messze nem trivialis fel-
adat, és altalaban még nehezebb egy adott n-re 6, (K) értékének kiszamitasa.
Példaul gémbre 6, (K) értéke nem ismert semmilyen n > 5 esetén. A dolgo-
zat 3. és 4. részeiben megadjuk korok/korlapok, illetve szakaszok transzfinit
Atmérsjét.

Bar a fenti definiciot a térben mondtuk ki (tulajdonképpen akarhany dimen-
7i6s térben kimondhato), a transzfinit atmeérd jelentésége sikbeli halmazokra
mutatkozik, igy a tovabbiakban mindig sikbeli halmazokkal fogunk foglalkozni.
A sikot tekinthetjiik a komplex siknak, és P; helyett z;-t, d(P;, P;) helyett
|zi — zj]-t fogunk irni, tehat ekkor a transzfinit atmérdben szerepls szorzat a
ng#jgn |zi — z;| alakot &lti, ahol z1,...,2, € K. Konnyen lathato, hogy ez

még a
2

IT 1= —=l

1<i<j<n

alakban is irhato.



2. Polinomok diszkriméansa és algebrai szadmok

Fekete a transzfinit 4tmeérdt Schur [7] alabb részletezendd szamelméleti problé-
majaval kapcsolatban vezette be. Hogy a gondolatmenetét megértsiik, elészor
polinomok diszkriminansaroél kell beszélniink.

A mar kozépiskolaban bevezetett terminolégia szerint az ax? +bx+c polinom
(vagy az ax? + bz + ¢ = 0 egyenlet) diszkrimindnsa b? — 4ac. Ez mutatja meg,
hogy a polinom zérushelyei egyszeresek-e: e polinom két zérushelye pontosan
akkor esik egybe, ha a diszkriminansa 0.

Magasabb foka P, (z) = a 2" +a,_12" 1 +---+ag, a, # 0, polinomoknal is
van hasonlé fogalom: P, diszkriminansa, D(Py) az aldbbi determinans értéke
osztva (—1)"("=D/2q, _el:

an—1 (2 e az  ap ag 0
an, Gp—1 Qp—2 ceeag ax ap 0
0 (275 An—1 An—2 An—3
(n—1Dap—1 (n—2)an—2 e as a1 0 0
nay, (n—1an—1 (n—2)ap—o -+ as ay 0 0
0 0 na, (Mm—1Dap—1 (n—2)ay_o

Ebben a (2n — 1) x (2n — 1) méretti determinansban az els6 n — 1 sort gy
kapjuk, hogy az i-edik sorban a polinom egyiitthatoi allnak i — 1 egységgel
jobbra tolva (minden mas elem 0), mig az utolsé n sor képzése hasonlo, csak oda
a polinom derivaltjanak egyiitthatéit irjuk. Vegyiik észre, hogy a determinédns
els6 oszlopabol kiemelhets az a, szam, ezért ha a polinom egyiitthat6i egész
szamok, akkor a diszkriminans egész szam. Ezt az alabbiakban lényegesen fel
fogjuk hasznalni.

Igazolhatd, hogy ha z1, ..., 2z, a polinom zérushelyei, akkor
D(P,) = (=" 2ain 2 T (=i - z),
i#j

amibél azonnal kévetkezik, hogy a polinomnak akkor és csakis akkor van t&bb-
sz0r0s zérushelye, ha a diszkriminansa 0.

Egész egylitthatos polinomok zérushelyeit nevezziik algebrai szamoknak. Ha
« algebrai, akkor van egy legkisebb fokszamu egész egyiitthatos P, (z) = a,z™ +
an_12" "1+ -+ ag, a, # 0, polinom, amelyre P,(a) = 0. Ha feltessziik,
hogy a, > 0, és P, egyiitthatéinak 1 a legnagyobb kozos osztdja, akkor P,
egyértelmiien meghatarozott, ezt nevezziik az o minimalpolinomjanak. A P,
fokszamat nevezziik az a szam fokanak, és P, zérushelyeit nevezziik az o algebrai
konjugaltjainak. P1l. minden oo = b/a racionélis szam (ahol a és b relativ primek)
algebrai, és a legkisebb fokt polinom amelynek « zérushelye nyilvan az — b. Itt

minimélpolinomja P, (z) = a,a™ + - - -, akkor nevezziik a,-et az o nevez§jének.

ai




Az 1 nevezsji algebrai szamokat algebrai egészeknek hivjuk (ezeknél tehat a
minimaélpolinomban 1 a fSegyiitthato).

Marmost Fekete az alabbi problémat vizsgalta: ha adott egy K korlatos
zart halmaz a stkon, és egy a természetes szam, akkor hany olyan (akarhényad-
fokt) a nevezdji algebrai szam van K-ban, amelynek dsszes konjugaltja is K-ba
tartozik. Fekete tétele szerint ha a halmaz transzfinit 4tmérGje egynél kisebb,
akkor csak véges sok ilyen algebrai szamot tartalmazhat (korabban ezt Schur
egynél kisebb atmérdjd korlapra, illetve 4-nél révidebb szakaszra igazolta). Ezt
igazolando, elGszor is jegyezziik meg, hogy egy adott fokszamra K biztosan csak
véges sok ilyen algebrai szamot tartalmaz (ld. a 8. feladatot a dolgozat végén).
Ha tehat végtelen sok fenti tulajdonsaggal rendelkezé algebrai szam van K-ban,
akkor azok fokszama a végtelenhez tart. Legyen « egy ilyen K-beli algebrai
szam, ¢és P,(z) = az™ + --- a minimélpolinomja. Koénnyen lathato, hogy P,-
nek nem lehet t6bbszoros zérushelye (ugyanis akkor P, és P/ legnagyobb kbzos
oszdja nem konstans, igy P,-et azzal leosztva egy olyan egész egyiitthatés poli-
nomot kaphatnank, amely elttinik a-ban, és n-nél kisebb fokszamu). Tehat P,
diszkriminansa D(P,,) egész szam és nem nulla, ezért |[D(P,)| > 1. Ha z1,- -, 2,
a P, zérushelyei (mind K-beliek a feltevés szerint), akkor az el6bbi relaci6 azt

mondja, hogy
a?n? H |zi — 2| > 1.
i
Tehat &, (K) definicioja alapjan d,(K) > 1/a?" =2, és igy

. 1/n(n—1 . 2/n
O(K) = lim 6,(K) /n( )ZHILH;O 1/a%™ =1,
ami ellentmond a feltételnek, hogy §(K) < 1.

Jegyezziik még meg, hogy a Schur-Fekete-probléma 1-nél nagyobb transzfinit
atmeérdjd halmazokra meglehet&sen nehéz. Fekete és Szeg6 [3] igazoltak, hogy
ha egy halmaz a belsejében tartalmaz egy 1-nél nagyobb transzfinit 4tmérgjd, a
szdmegyenesre szimmetrikus zart halmazt, akkor végtelen sok algebrai egészet
tartalmaz amelyeknek minden konjugaltja is a halmazban van. Robinson [6]
pedig azt mutatta meg, hogy ugyanez igaz a szdmegyenes barmely 1-nél nagyobb
transzfinit atmérsji halmazara.

3. Korok transzfinit &tmérdje

Legyen C; az origd kizéppontu egységsugara kor. C; transzfinit atmérdsjét két
modon is ki fogjuk szamitani, az egyik teljesen elemi, a masik viszont azt is adni
fogja, hogy nemcsak C transzifnit atmérdje 1, de ugyanez igaz az egységkorlap
transzfinit atmérdjére is (bar ez elemi megfontolassal is konnyen lathato).

Az els6 modszer a [4] dolgozat gondolatmenetét kiveti. Legyen 21, 2za,...,2, €
C1 egy n ponta Fekete-pontrendszer a Cp-re vonatkozdan, amelyre tehat

Su(C)? = I[ loi - 2l

1<i<j<n



maximalis. Nyilvanvald, hogy ezen pontrenszer tetszéleges elforgatottja is Fekete-
pontrendszer, ezért feltehetjiik, hogy z; = 1, és hogy a 21, 29,..., 2, pontok a
koérén az oramutatd jarasaval ellenkezs irdnyban kovetik egymést. Legyen az
1z; har kozépponti szége 2c;. Ekkor a1 = 0, a; € [0,7), és a 225, i < j, har
hossza 2sin(a; — «;). Tehat

8, (C1)Y? = H |zi — 2| = H2sin(aj — ).

1<i<j<n i<j

Megmutatjuk, hogy nincs méas n ponta Fekete-rendszer amelynek egyik pontja

*

1. Valéban, tegylik fel, hogy z27,...,2 egy masik Fekete-rendszer amelyre
zi =1¢és a z],...,z; pontok az éramutatd jarasaval ellenkez§ irdanyban ko-
vetik egymést. Legyen az 127 hur kozépponti szége 25;, amivel tehat 51 = 0,
5]' € [O,?T), és

on(C)Y2 = [ o =21 =[] 258 — B).

1<i<j<n i<j

Az utobbi két szorzat-formulat 6sszeszorozva kapjuk, hogy

5,L(C'1) = H22 SiH(Oéj — ()47) sin(ﬁj — Bl)

i<j
Most felhasznaljuk, hogy ha «, 8 € [0, 7], akkor

s+
2 b)

(1 —cos(a+ ) =sin

DN | =

sinasin 8 = % (cos(a— B) — cos(a+ B)) <

és itt egyenlGség csak az o = [ esetben allhat fenn. Tehéat

2

6n(C) < [] 2% siw? <O‘j+5j - O‘i;@') - H251n<%‘+5j - awﬁi) |

by 2 2 2
i<j 1<J
és egyenl8ség csak az a; = B, j = 1,2,...,n esetben &ll fenn. De ez azt jelenti,

hogy ha Z; € C az a pont az egységkoron, amelyre az 17; har kézépponti szége
(a] + 6])/27 akkor ZO =1 és

s < II 12— 7, (4)

1<i<j<n

hacsak nem «; = §; minden j-re. De (4) lehetetlen a 0, (C1) definici6ja miatt,
igy a; = B; kell, hogy legyen minden j-re, ami adja az egyértelmtséget.

Az egyértelmiiséghdl kovetkezik, hogy z1,..., 2, egy szabilyos n-szbg csi-
csait alkotjak. Valoban, ha a {z1,...,z,} pontrendszert elforgatjuk ay szdggel
az éramutatéd jardsiaval megegyezd irdnyban, akkor a zy elforgatottja keriil az 1
pontba, és mivel az olyan Fekete-rendszerek egyértelmiiek, amelyek tartalmaz-
zédk az 1 pontot, azt kapjuk, hogy ezzel az elforgatassal a zi,...,z, rendszer



onmagaba megy at, ami igazolja, hogy ezek a pontok egy szabalyos n-szog csi-
csait alkotjak.

Most méar konnyen kiszémolhatjuk a 6, (C) mennyiséget, hiszen az nem maés,
mint az egységkirbe irt szabélyos n-szog atloi hosszanak szorzata (a sokszog
oldalait is atlonak nevezve). Ha a szabalyos n-szog cstcsai a z1,. .., 2, pontok
mint az el6bb, akkor ezek az n-edik egységgyokok, azaz a z” = 1 egyenlet
megoldésai. Az 1 pontbdl kiindulé atlok hosszanak szorzata

IT === I a-2)

2<j<n 2<j<n

és vegylik észre, hogy 21 = 1 miatt a jobb oldalon a [[,.;<,(z —2) = 2" —1
polinom derivéltjanak az 1 helyen felvett értéke szerepel, tehat a jobb oldal
pontosan n. Persze ugyanez lesz barmely méas pontbdl hizott atlok hosszanak
szorzatara is, igy
0n(Ch) =[] Iz — 2 = n™
i#]

Ha itt most n(n—1)-edik gyokot vonunk és n-et tartatjuk a végtelenbe, akkor

azt kapjuk, hogy

5(Ch) = lim 6,(C)Y"=Y = lim n'/""t =1,
n—oo n—oo
azaz, az egységkor transzfinit dtmérgje 1. Ebbdl nagyitassal azonnal adédik,
hogy egy R sugard kor transzfinit 4tmérGje R.

A masodik megoldasban célszeri Ci-re gy tekinteni, mint azon komplex
szamok halmazara, amelyek abszolut értéke 1: C; = {z | |z| = 1}. A ké-
vetkezGkben Polya Gyorgy gondolatmenetével fogjuk kiszamolni C; transzfinit
atmeérgjét. Ismeét elegendd azt igazoljuk, hogy 4, (C1) = n™.

Tekintsiik a 21, .. ., 2, n-edik egységgyokoket, amelyek tehat a z” = 1 egyen-
let megoldasai. Az el6z8 megoldas utolsé részében kiszamoltuk, hogy

H |Zz - Zj' = nn’
i#]

tehat 6,(Cy) is legalabb ennyi: §,(C1) > n™.
A forditott iranyt egyenlGtlenség igazolasahoz legyenek zq, ..., 2z, € C; tet-
sz6legesek. A [],_;(2 — z;) szorzat a

1z 22 P
1 2z 23 ... 237t
: : ()
1 . :
1 2z, 22 Znt



Vandermonde-determinans értéke. Hadamard determinansokra vonatkozé egyen-
16tlensége azt mondja ki, hogy ha A = [a;;|}';_, tetsz6leges (komplex) szdmok-
bol 4ll6 determinéns, akkor az értéke abszolut értékben legfeljebb akkora, mint
a soraiban &ll6 vektorok hosszénak szorzata:

n n
AL<TT LD la
i=1 \ j=1

Mivel minden z;-re és k-ra |zF| = 1, azt kapjuk, hogy a fenti determinansban a
sorvektorok hossza +/n:

n—1
> I[P =a,
§=0
és igy az eddigiekbdl
[1Gi—=)| < ()
j<i

adodik. A bal oldal négyzetének maximuma d,,(C1 ), amivel kapjuk, hogy d,,(C1)
nn

IN

.Ezzel ismét igazoltuk, hogy
0n(C1) =n".
Ha D, a zart egységkorlap, akkor ugyanez a bizonyitas adja, hogy
0n(D1) = 6,(C1) =n",

csak annyit kell médositani, hogy z1,..., 2, € D; esetén

n—1 )
Yol < V.
=0

A fentiek mutatjak, hogy az n-edik egységgyokok egy n elemii Fekete-halmazt
alkotnak (azaz rajuk [[;,; |2 — zj| maximélis), és tulajdonképpen csak ez az
egyediili extremalis halmaz, nevezetesen ha [[,; |z — 2;| maximalis, akkor
21, ..., 2n €gy, az egységkorbe irt szabalyos n-szog cstcsait adjak.

Igazoltuk tehat, hogy egy R sugart kor vagy korlap transzfinit dtmérGje R.
Ez specialis esete az ellipszisnek: ha K ellipszis, amelynek féltengelyeinek hossza
a és b, akkor 0(K) = (a+b)/2.

4. Szakaszok transzfinit Atmérgje

A [-1, 1] szakaszra a §,, értékét Stieltjes hatarozta meg 1885-ben (egy méas kérdés
kapcsan). Tétele szerint

22.33...nn.22.33...(nf2)n*2

571,([_171]) = 3355._.(271_3)271—3 ’ (6)




és egy adott n-re a Fekete-pontok egyértelmiien meghatarozottak, azaz minden
n-re csak egyetlen extremalis ponthalmaz van, amelyre [ [, ,; |2 — z;| maximalis.
Ezt gy kapjuk meg, hogy az n — 2 fokszému un. (1,1) paraméterd Jacobi po-
linom zérushelyeihez hozzévessziik a £1 pontokat. Az (1,1) paraméterd Jacobi
polinomok azok a pi(z) = 2% +---, k = 0,1,... polinomok, amelyekre igaz,
hogy .

/ D@ () (1~ a%)dr = 0

ha k # [. Kénnytd megmutatni, hogy ez a feltétel egyértelmtien definilja a py
polinomokat.

Hogy a transz{init atmérst meghatarozhassuk, vegyiik észre, hogy (6)-bdl
kovetkezik, hogy

LA I AUt L R
dp—1([-1,1]) U (n—3)zs T
ami alapjan egyszerd megfontolassal kaphato (1d. a 13. feladatot a dolgozat
vegén), hogy
1
§([~1,1)) = Lm 6,([—1,1]))/"(=D = =

n—o0 2

Ebbél végiil nagyitéssal adodik, hogy egy tetszéleges [ hosszi szakasz transz-
finit dtmeérsje 1/4.

5. A Csebisev-szam

P. L. Csebisev orosz matematikus az 1860-as években egy mechanikai feladat
soran jutott el a kovetkez6 problémahoz: mennyire jol lehet a [—1, 1] intervallu-
mon megkdzeliteni az 23 fiiggvényt legfeljebb masodfoki polinomokkal? Mind-
jart teljes altalanossagban megoldotta kérdést: egy tetszéleges n természetes
szamra mi az =" lehet§ legjobb megkozelitése kisebb fokszamu polinomokkal?
Ha P, _; tetszéleges polinom, akkor az ™ vele vald kozelitésének hibajat

2" = Po1(@)ll[~11] (7)

meéri, ahol barmely K korlatos zart halmazra
£l = Ilf (@)l = max|f(z)]

az in. maximum norméja egy f folytonos fliggvénynek. Csebisev probléméja
tehat az, hogy minimalizaljuk a (7) normat az Ssszes P,,_; legfeljebb (n — 1)-
ed foka polinomra. Ha P,,_; befutja a legfeljebb (n — 1)-ed foka polinomok
halmazat, akkor «™ — P,_1(x) befutja az Osszes 1 f6egyiitthatoju n-ed foku
polinomok halmazat, igy Csebisev feladata igy frhaté: mi az [z + --- ||[—1 1
minimuma ha a minimumot az Osszes 1 fGegylitthatoju n-ed fokd polinomra
vessziik? Csebisev azt igazolta, hogy ez a minimum 2'~", és az ezt elérd polinom
a cos(arccos z)/2" ! in. Csebisev polinom (Id. a 16. feladatot).



A Csebisev-probléméat barmely sikbeli K halmazra megfogalmazhatjuk: mi

to(K)=min|2" + - ||k

értéke, ahol a minimumot az Gsszes, 1 fGegyiitthatoju, n-ed foku polinomra
vessziik.

Ha T,,(2) = 2™ + - - - egy extremaélis polinom, amelyre tehat a || T, ||x norma
minimélis — ezt K Csebisev polinomjinak is nevezik — akkor vildgos, hogy
T.(2) T (2) = 2™T™ + - .- norméja legalabb ¢y, 1, (K). Masrészrol | T, T |k <
Tl & | Tl 5, 18y kapjuk, hogy tn4m(K) < t,(K)tm(K). Tehdt az a, =
log t,,(K) sorozat teljesiti az anim < an + ap tulajdonségot, amibél elemien
levezethets (1d. a 14. feladatot), hogy az {a,/n} sorozat konvergal (vagy egy
valos szamhoz, vagy —oo-hez). Tehat {t,(K)'/"} konvergens sorozat, és ha a
hatarértékét ¢(K)-val jeloljiik, akkor ez a t(K) a K halmaz un. Csebisev-szama:

t(K) = lim b (K™, (8)

Marmost Fekete egy szép tétele szerint a transzfinit dtmérd és a Csebisev-
szam ugyanaz barmely sikbeli korlatos és zart K halmazra:

HEK) = §(K). (9)

Hogy ezt igazoljuk, legyenek zi,...,z, € K Fekete-pontok egy adott n-
re, amelyekre tehdt a [[,; |2zi — z;| szorzat maximalis, értéke 6, (K). Ha z €
K egy tovabbi K-beli pont, akkor a z,21,...,2, egy (n + 1) elemt rendszer
K-bol, amelyre a pontok tavolsdganak szorzata a zi,...,z, valasztdsa miatt
On(K)|z—21]? -+ |z2— 2|2, és ez a 0,11 (K) definicidja miatt legfeljebb d,, 11 (K).
Az adodik, hogy barmely z € K-ra

6n+1 (K)

2 2
— — Zn < ,
|z — 1] |z — zp|* < 52 ()

azaz a Pp(z) = (2 — z1) - (¢ — z,) polinom K-n vett normaja legfeljebb
(811 (K) /8, (K))Y/?. Ezért

5n+1 (K ) 12
1K) < S (10)
Egy forditott irdnyt egyenlétlenséghez legyen T, _1(2) = 2" 1 4a, 22" 2+
ag a K (n—1)-ed foku Csebisev polinomja, amelyre tehat ||T;,—1|| x minimalis, és
legyenek z1, ..., z, Fekete-pontok K-bol. Az (5) Vandermonde-determinansban,
ha az i-edik oszlop a;-szeresét hozzdadjuk az utolsé oszlophoz, akkor az utolsd
oszlop elemei a T,_1(z;) szamok lesznek, azaz

1 Z1 Z% e Tn_l(zl)
1 Vo) Z% e Tnfl(Zg)
6, (K)Y?% = (5) abszolat értéke = . ) abszolut értéke.
1 :
1 oz, 22 Th-1(2n)



Ha itt a jobb oldali determinést kifejtjiik az utolsé oszlopa szerint, és figyelembe
vessziik, hogy a T,_1(z;) egyiitthatojakent felleps aldeterminansok abszolut
értéke mind < 6,_1(K)"? a 6,_1(K) definicidja szerint, és még azt is, hogy
viszont |T5,—1(2;)| < t,—1(K) minden j-re, azt kapjuk, hogy

O (K2 < ntyy_1(K)6,_1 (K)Y2. (11)
(10) és (11) szerint

O K 1/2n
tn(K)Y™ < 5:2;()1)/2 < (n+ )Y, (K)Y".
Itt mind a bal, mind a jobb oldal ¢(K)-hoz konvergal ha n a végtelebne tart,
ezért a kozépss tag is oda kell, hogy tartson, azaz a (8,,1(K)/6,(K))Y/" so-
rozat limesze t(K)?. Ebbdl egyszerti analizis adja (Id. a 13. feladatot), hogy
S (K)Y/M=1) 5 ¢(K), és mivel a bal oldal hatarértéke masrészrol §(K), a (9)
formula adodik.

6. A logaritmikus kapacitas

Legyen K ismét egy korlatos zart halmaz a sikon. Tekintsiink K-ra mint ve-
zetére: valamely K-ra tett egységnyi toltés szabadon mozoghat a K-n beliil.
Veégiil a toltés egyenstlyba kertl (nincs mar toltésmozgas K részei kozott), és
ezt az egyensiilyi allapotot az jellemzi, hogy ekkor a toltés eloszlasa olyan, hogy
a bels energidja minimalis. Matematikailag ha w az egyensilyi toltéseloszlas,
akkor ez az w minimalizalja az

1@ = [ [1og () ds(r)

energiat. Ha I(K) a minimalis energia, akkor a K logaritmikus kapacitasat,
cap(K)-t, a cap(K) = e~ (5) formula definialja. Igazolhato, hogy ez ismét meg-
egyezik a transzfinit Atmérdvel, ami nem nagyon meglepd, hiszen log1/6, (K)

N 1
Z log ———
i ]
mennyiség minimuma z1, ..., 2, € K-ra, ami a fenti energia diszkrét valtozati-

nak tekinthetd.
Kimondhatjuk tehat az aldbbi tételt:

Tétel. Bdrmely sikbeli K korldtos zdrt halmazra a transzfinit dtmérd, a Csebisev-
szdm és a logaritmikus kapacitds ugyanaz:

(K) =t(K) = cap(K).
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7. Robin-konstans, konform-sugar

A komplex sik valamely tartoméanyan értelmezett differencidlhaté (komplex ér-
téki) figgvényeket analitikusnak nevezziik. Analitikus fliggvény minden pontja
koriil a pont valamely kornyezetében konvergens hatvinysorba fejthets. Egy
ilyen f fiiggvényt konform leképezésnek hivunk, ha rdadasul még 1-1 értelmd is
(kovetkezésképpen a derivaltja sehol sem 0). A matematika egyik legszebb tétele
Riemann konform leképezés-tétele: ha G és G2 két egyszeresen Osszefiiggd, az
egész siktol kolonbozd sikbeli tartomény, akkor van egy konform megfeleltetés
G1 és Gy kozott. Itt az egyszeres Osszefligglség azt jelenti, hogy pl. Gi-ben nin-
csenek "lyukak": barmely Gi-ben haladé zart goérbe folytonosan Gsszehuzhatéd
egy pontra mindig G-ben haladva.

Legyen most K egy egynél tobb pontot tartalmazé Osszefiiggs korlatos és
zért halmaz a sikon. Ekkor K komplementere a komplex sik végtelen tavoli
pontjaval egyiitt egyszeresen Osszefiiggnek tekinthets: barmely C\ K-beli zart
gorbe folytonos transzformacioval kivihet§ a végtelenbe anélkiil, hogy C \ K-t
elhagynank. Mivel ugyanez igaz a D; egységkorlap kiilsejére is, a Riemann-tétel
miatt van egy ¢ konform leképezés C \ K-r6l C\ D;-re. ¢ minden pont koriil,
igy a végtelen tavoli pont koriil is hatvanysorba fejthets. A végtelen tévoli pont
koriili hatvanysora

a_ a_
p(x) =7z ta0+— + "+

alaku, és itt az egyenlGség fennall a végtelen tavoli pont egy kornyezetében,
azaz valamilyen M-re fennall minden |z| > M szamra. A v = y(K) szdmot a K
halmaz Robin-konstansanak nevezik, és R(K) = 1/v(K) az tn. konform-sugéar:

1 a :
h(z) : 7ap(z) z+ 5 + o + . +
olyan konform leképezés, amely C\ K-t az origé koriili R(K) sugart kor kiilsejére
képezi le, és amelyben a végtelen pont koriili sorfejtés {6tagja z (ez az R(K)
sugar egyértelmtien meghatarozott).
Marmost kideriil, hogy a konform-sugar is megegyezik a transzfinit atmérs-
vel, azaz Osszefiiggé halmazokra fennéll, hogy

1
O(K) =1t(K) = cap(K) = R(K) S5

Ez a formula az egyik leghatékonyabb eszkdz a transzfinit &tmérg kiszamo-
lasara. Pl a ®(z) = 2z + 1/2 an. Zsukovszkij leképezés leképezi az egységkor
kiilsejét a [—2, 2] szakasz kiilsejére, ezért az inverze @1 fogja a C\ [-2,2] hal-
mazt leképezni az egységkor kiilsejére. Mivel ®(z)-ben a végtlen koriil a fétag
2, ugyancsak z lesz a fétag ® '-ben. Tehat [—2,2] konform sugara 1, ezért
a transzfinit atmérdje is 1. Ebbdl nagyitassal kapjuk, hogy [ hossztu szakasz
transzfinit atmérdje /4.
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8. Feladatok

Igazoljuk az alabbi allitasokat.

1. 0,(K) akkor és csakis akkor 0, ha K-nak n-nél kevesebb pontja van.
Specialisan adodik, hogy véges halmaz transzfinit 4méréje 0. Altalanosabban:
ha egy halmazhoz hozzatesziink véges sok pontot, akkor a transzfinit Atmérd
nem valtozik.

2. Ha K a 0 pontbdl és egy 0-hoz konvergaléd sorozatbol all, akkor a transz-
finit atmérdje 0.

3. Ha Ky C K, akkor §(K;) < 0(K>), ill. ha egy K halmazt A-szoroséra
nagyitunk vagy kicsinyitiink, akkor a transzfinit &tmérsje A-szorosara valtozik.

4. Ha K sikbeli és 21, ..., z, Fekete-pontok K-ban, akkor egyik z; sem lehet
K belsejében.

5. Ha H : K — V olyan r&képezés, amely két pont tavolsagat soha nem
noveli, akkor 0(V) < §(K).

6. Ha K egy | &tmérdjt osszefiiggs zart halmaz, akkor 6(K) > 1/4. (Utmu-
tatds: vetitsiik K-t egy olyan szakaszra, amelynek két végpontja K-ban van, és
a lehetd legtavolabb vannak egymastol.)

7. Ha K egy [ hosszu (sima) gorbe, akkor a transzfinit atmeérdje legfel-
jebb 1/4. (Utmutatas: hasznaljuk az 5. feladatot egy, az ivhossz segitségével
megadott leképezésre egy [ hosszu szakaszra.)

8. Ha K tetszéleges kompakt halmaz és n egy adott természetes szam, akkor
K csak véges sok olyan n-ed foku algebrai szdmot tartalmaz, amelynek minden
algebrai konjugaltja is K-ban van. (Utmutatds: hasznéljuk fel a gyokok és
egyiitthatok kozotti Osszeliiggéseket).

9. Ha M tetszéleges adott szam, akkor van olyan 0 transzfinit atmérdji
K halmaz, hogy K tartalmaz legalabb M db. olyan algebrai egész szamot,
amelyek minden konjugéltja is K-ban van. (Utmutatas: alljon K az Nl-adik
egységgyokokbol valamilyen nagy N-re.)

10. Mutassunk olyan 1 transzfinit a&tmérgji zart K halmazt, amelyik vég-
telen sok olyan algebrai egészet tartalmaz, amelyeknek minden algebrai konju-
géltja is a halmazban van. (Utmutatas: tekintsiik az egységgyokoket az egység-
koron.)

11. Egy 0 transzfinit Atmér6jd halmaz tartalmazhat végtelen sok olyan al-
gebrai szamot, amelyek minden konjugaltja is K-ban van (ekkor tehat nincs a
nevezdre feltevés mint Fekete tételében.)

12. Ha K az egységkor vagy az egységkorlap, akkor ¢, (K) = 1 minden K-ra.

13. Ha egy pozitiv tagi {a,} sorozatra igaz, hogy (a,/a,_1)"/" — L, akkor
a%/"(n_l) — L, amint n — oo.

14. Ha egy {a,} sorozatra anim < an + a, igaz, akkor {a,/n} konvergal,
és a hatarértéke az a,/n szamok infimuma.

15. Ha P,(z) = 2" + --- egy 1 fGegyiitthatéja n-ed foku polinom, akkor
1Pallic > 6(K)".

16. a. cos(arccoszx) (z € [—1,1]) egy n-ed foka polinom, amelynek fSegyiitt-
hatoja 27! (Utmutatas: hasznaljuk a 2 cos(nu) cosu = cos(n+1)u+cos(n—1)u
azonossagot, és alkalmazzunk indukciot.)
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b. cos(arccosz)/2" ! a [—1, 1] intervallumon (n+1)-szer veszi fel a £1/2"~!
értékeket valtakozo elGjellel.

c. to([-1,1]) = 1/2"'. (Utmutatés: ha lenne olyan P,(r) = z" +
.- polinom, amelynek norméaja 1/2" !-nél kisebb, akkor a b. rész szerint a
cos(arccos x) /2"~ — P, () kiilonbségnek legalabb n zérushelye lenne, ami lehe-
tetlen, hiszen ez legfeljebb n — 1-ed fok(i nem azonosan 0 polinom.)
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