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Az oktaté és kutaté Rédei professzor
SZENDREI JANOS

Rédei professzor matematikai kutatdsait gimnaziumi tandrként kezdte a ma-
sodfoku valds és komplex szamtest osztalyszamanak, osztalycsoportjanak, gytiri-
osztalycsoportjanak a vizsgalataval. Szamelméleti vizsgédlatain beliil is tobb dol-
gozata foglalkozik a Pell-féle egyenletek és az rz? 4 sy? = 22" diofantoszi egyenlet
problémaival. Az euklideszi algoritmus kiterjesztése és felhasznalasa a masodfoku
szamtestekben is téméja lett néhany dolgozatanak. 1940-t6l mar mint egyetemi ta-
nar az eléadasainak egy-egy témajabdl ragadott ki olyan problémékat, amelyeknek
megoldésa 1j eredményekhez vezetett.

Egyetemi el6adasait gondosan épitette fel, pontos megfogalmazdsra toreke-
dett. Hallgatosaga éppen ezért tOkéletesen jegyzetelhette eldadéasait. Kutatasi
részeredményeirdl is gyakran beszamolt munkatarsainak, azok pedig nyugodtan
fordulhattak algebrai problémadikkal hozza. Dolgozatait Gjra meg djra dtirta, hogy
azok teljesen korrektek legyenek, s még felesleges szavak se maradjanak benniik.
E tekintetben aproélékos gonddal és kitarto szivéssaggal fogalmazta és irta tanul-
manyait és konyveit.

Az aldbbiakban néhany olyan tudoményos eredményét ismertetjiik, amelyek
oktatasi tevékenysége nyoman jottek 1étre, ezek bizonyitdsait azonban — egy kivé-
telével — itt nincs lehetoségiink bemutatni, pedig Rédei Gtletei ezekben taldlhatok.
E példak is azt igazoljédk, hogy részére az oktatds, illetve annak soran folytatott
kutatasi tevékenysége milyen szorosan Osszefliggott.

Konyvei kozil az els6 kettonek a gyokerei az algebra, illetve a geometria alap-
jai cimi el6adasaiban talalhatok meg, a harmadik pedig szemindriumi téméjanak
volt az anyaga.

Végiil a jelen ismertetésben egy olyan irasat elevenitjiik fel, amelyet gimn&zi-
umi tandari idészakaban publikalt, de gondolatai ma is aktudalisak.

A kozépiskolai oktatas felé fordult a figyelme 1964-ben is. A tankonyvirds
is foglalkoztatta, amib6l néhany fejezet kéziratban elkésziilt. A , Hozzdszolas a
kozépiskolai matematikai oktatas és tankonyvek kérdéseihez” c. irdsa a Polygon
jelen kotetében jelenik meg [9].
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l. A négyzetes reciprocitds tétele

Bevezet6 szamelméleti eldadasainak allando témaja volt a négyzetes reciproci-
tas tétele, amelynek bizonyitdsdra Gauss is tobbféle megoldast adott. Rédei ezeket
a bizonyitasokat tjra és ujra csiszolta, finomitotta, s ezeket harom dolgozataban
kézolte ([1], [2], [6]). Bizonyitdsait a szemléletességre és matematikai elegancidra
torekvés jellemzi.

Il. Véges testek folotti harmad-, negyedfoki egyenletek

Minden klasszikus algebrai el6adasnak témaja a magasabb foku egyenletek
vizsgédlata. Egy K test folotti f(z) = 0 egyenletnél felvethetd az a kérdés, hogy az
egyenletnek hiany gyoke van magaban a K-ban. A komplex szdmok esetében egy
algebrai egyenletnek minden gydke komplex szdm. A valés szdmoknal mar nem
ilyen egyszerli a véalasz. A madsodfoku valés egyiitthatdés egyenletnek is lehet két
valés gyoOke, vagy egy sem, harmadfokiuaknak pedig vagy egy, vagy harom valés
gyOke van. A komplex gyokok ugyanis mindig parosaval fordulnak elé, mert egy
valds egyenletnek, ha egy komplex szam gyoke, akkor annak konjugaltja is gyoke.

Véges testek f0lott még véltozatosabb vélasz nyerhetd. Ismert, hogy egy
Konig és Rados nevéhez fiiz6d6 tétel megadja erre a valaszt az egyenlethez tartozé
bizonyos méatrix rangja altal.

Véges testek f6lotti harmad- és negyedfoki egyenletekkel Rédei tobb dolgo-
zatdban is foglalkozik ([3], [4]), és a felvetett probléma megolddsira egyszeriibb
eljarast, megoldéast dolgozott ki. Eredményei a kovetkezok:

Legyen a K = GF(p*) (p > 3) test folotti

(%) 2 +ar+b=0  (a,b#0)

tobbszoros gyok nélkiili egyenlet diszkrimindnsa D = —4a® — 27b% (# 0), tovdbba
n a 6~ 'pF-hoz legkdzelebb esé egész szam, és

n—1 m

_ i

9le) = Z (Qi—f— 1)3j '
=0

Jelolje m a (x) egyenlet gyokeinek a szdmdt K-ban. Ervényes a kovetkez6 allités:

m=1< -3c(c€ KAc*=D),
m=3<3c(ce KAc?=D)Ag(—27>D" 1) =0,
m = 0 egyébként.

Ugyanezen K test folotti

() et tar? +br+e=0  (b#0)
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tobbszoros gyok nélkiili negyedfoki egyenletnek legyen
y® 4+ 2ay* + (a® — 4e)y — b* =0

a kubikus rezolvense, tovdbba n ennek a K-ban levd gyokeinek szdma, n’ ezek
koziil a K-beli négyzetelemeknek a szdma. Ha m jeloli a (xx) egyenlet gyokeinek
a szamat K-ban, akkor a kovetkez6 allitas igaz:

m=1&n=0,
m=2&n=n =1,

m=4<n’ =3.

I1l. Az alternalé csoport egyszerii

Ismert, hogy az {1,2,...,n} halmaz &sszes permutéciéi csoportot alkotnak,
amit P, jelol. Ennek a paros permutaciékbol allé részcsoportja A,, amit alter-
nélé csoportnak hivnak. Minden permutécié transzpozicidk, azaz (ab) alaku cikli-
kus permutécidk szorzatara bonthaté. Egy permutdcié pontosan akkor paros, ha
transzpozicidk szorzatara bontasnal a tényezdk szama péaros. Két transzpozicié
szorzatat transzpozicidparosnak fogjuk nevezni. Az A, alterndlé csoport elemei
tehdt az Osszes transzpoziciépdrosokbdl allé szorzatok. (Természetesen megen-
gedve a 0 és az egy transzpoziciéparosbdl 4116 szorzatot is.) Az is konnyen ldthatd,
hogy barmely transzpoziciéparos felirhaté harom hosszisagu ciklusokbdl, hiszen

(ab)(ac) = (acd), (ab)(cd) = (ab)(ac)(ac)(cd) = (acb)(acd).
Forditva is igaz, barmely harom hosszisagu ciklus felirhato transzpoziciéparosként:
(abc) = (ac)(abd).

Ez tehat azt jelenti, hogy az A, alternédlé csoport elemei felirhatok harom hosszu-
sago ciklusok szorzataként is.

A permutaciocsoportoknak jelentés szerepe van a geometriai transzfomacio-
csoportokon kiviil — a Galois-elmélet alapjan — a magasabb fokd egyenleteknek
gyOkjelekkel torténé megoldhatdsaganak problémajdban. Az a tény, hogy a komp-
lex egyiitthatds dltaldnos n-edfoki algebrai egyenleteknek (n > 5) esetében nincs
gyOkképlete, azon mulik, hogy az A, (n > 5) alterndlé csoport egyszerfi, ami
azt jelenti, hogy nincs valédi normalis részcsoportja, azaz nincs olyan N valddi
részcsoportja, amelyre minden a(€ A,,), és v(€ N) elemre ava™! € N teljesiil.

Rédeinek erre adott szellemes bizonyitdsa a kovetkezd [7]:

Legyen N az A,-nek az egységelemtél kiilonb6zé normalis részcsoportja. Bi-
zonyitandé, hogy N = A,,, azaz N tartalmazza az Osszes transzpoziciéparost.

1) Elészor azt bizonyitjuk, hogy N-ben van (ab)(cd) alaki un. idegen transz-
poziciépdros, ahol a, b, ¢, d kiilénb6z8. Legyen v(€ N), amelynek paronként idegen
ciklusokra valé bontésa hosszisaguk alapjan ilyen alakt lehet:



6 Szendrei Jdanos

v (ab)(cd)...,  (abc), (abe)(de...)..., (abed...)....
Ezeknek megfeleléen A,,-bdl vélasszuk a kovetkezd elemeket (s ez a bizonyitds
alapdtlete):

a: (abc), (abd), (abd), (abe).
Képezziik ezekbol az alabbi szorzatokat:
vav~!t: (bad), (bed), (bee), (bed),
a b (bac), (bad), (bad), (bac),
viav~ta™t): (ac)(bd), (ab)(cd),  (adceb), (adb) (€ N).

Az els6 két esetben tehat igaz az &llitas, a harmadik esetet visszavezettiik a
negyedikre, ezt pedig a masodikra. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

2) Most azt latjuk be, hogy N tartalmazza az dsszes (ab)(cd) idegen
transzpoziciéparost. Feltehetd, hogy (1 2)(3 4) € N. Barmely a(€ P,,) permutécié
1234...n

!l ,
abed. . ) € Ay, vagy o = a1 2) € A,,, ennélfogva

esetén vagy o = (

a(12)(34)at =a/(12)34)a ! =a(l12)(12)(34)(12)a! = (ab)(cd) € N.

3) n > 5 miatt van két olyan z,y (= 1,2,...,n) elem, amelyek egymé&stol és
a, b, c-t8l is kiillonboznek, s igy 2) alapjan

(ac)(ab) = ((ac)(zy)) ((zy)(ab)) € N

is teljesiil, azaz N tartalmazza az dsszes transzpoziciéparost, ami azt jelenti, hogy
N=A,.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy A, (> 5) egyszerl csoport.

IV. A Heron-képlet altalanositasa

Az ie. 2-1. szdzadban élt Heron alexandriai matematikustdl szarmazik az
a, b, ¢ oldali haromszog teriiletére vonatkozd képlet:

1672 = 4a%V* — (a® +b? — c*)2.

Sikbeli négyszogekre Staudt dolgozott ki hasonlé formulat. Jelolje a, b, ¢, d a sikbeli
négyszog oldalait, ahol a, b, ill. ¢, d a szemkozti oldalak, és e, f a négyszog atldit,
akkor a T teriiletre érvényes:

1672 = 4e%f? — (a® = V* + 2 — d?)%

E klasszikus tételeket altaldnositotta Rédei tetszoleges sikbeli sokszogekre a ko-
vetkez6 médon [5]:

Ha T jeloli a sikbeli m oldalid sokszog teriiletét, amelynek cstcspontjai
Ai,..., Ay 68T az n oldald sokszog tertiletét, amelynek csticspontjai By, ..., By,
tovabba r;, a A;, By cstcspontok tdvolsagat, akkor

m n

2 2
I s
16TT/ — E E 12k 12,k+1
pril KNS WS W S|
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Ebbdl kovetkezik, hogy az Aq, ..., A, cstucsponti sokszog T teriiletére teljesiil a

kovetkezo allitas:
2 - 82k 82k
_ i ik+1
1672 =% > |3 §2 ’
i=1 k=1 i+1,k i+1,k+1

ahol s;, jeloli az A;, Ay csicspontok tavolsagat.

Ugyanebben a dolgozatban Szokefalvi-Nagy Béla sikbeli , végtelen sok oldalu
sokszogekre”, azaz két zart gorbe teriiletére is kiterjesztette a Rédei-féle ered-
ményt.

V. A hiromszog nevezetes pontjai

Az iskolai oktatdsban is évszazadok 6ta szerepel a téma: a haromszog ne-
vezetes pontjai és vonalai. Szinte mindenki szdmdara ismert a magassdgvonalak,
a sulyvonalak, a szogfelez6k metszéspontja. Rédei professzort megel6z6en senki
sem tette fel matematikushoz ill6 médon: Miket neveziink a haromszog nevezetes
pontjainak? A probléma megoldasit az Algebra 1. német nyelvii 1959. évi kiada-
saban [Kla)] a Galois-elméletrél szol6 fejezetben adta, ahol a kovetkezdket irja:

»oeit Anfang des vorigen Jahrhunderts wurden nach und nach etwa zwanzig
weiterer merkwiirdiger Punkte entdeckt und viele ihrer Eigenschaften weitlaufig
untersucht, jedoch wurde eine systematische Theorie der merkwiirdigen Punkte,
wohl wegen gewisser eigenartiger Schwierigkeiten, bisher nicht begriindet, nicht
einmal eine allgemeine Definition wurde fiir sie aufgestellt. Das soll hier in mogli-
cher Kiirze geschehen.”

Ez a ,révid”, nagyon tomor leiras is 14 oldalnyi terjedelmii. A nevezetes
pont definiciéjat 12 axidma segitségével adja meg, amelyekben szerepld fogalmak
kiilon-kiilon is alapos ismereteket tételeznek fel. A hdromszog nevezetes pontjanak
definiciéja alapjan analitikus eszkozokkel hatarozza meg azokat derékszogi, majd
baricentrikus koordinatarendszer felhasznéldsaval, és az algebrai eszkozok szinte
zsonglori alkalmazasaval.

Feladatul tiizi ki a haromszog nevezetes vonalainak és koreinek hasonlé kidol-
gozasat.

VI. Az iskolai matematikatanitas néhany tipikus problémaja

1933-ban megjelent irdsdnak [8] mér a bevezetése is egyéniségének jellegzetes
tikrézédése:

,INéhany észrevételt kivanok tenni a mennyiségtan kozépiskolai oktatdsat il-
let6en. El6bb azonban kérem tisztelt tanartarsaimat, ne méltéztassanak soraimat
feltolakodasnak venni; magam csak tgy tekintem, mint szaktarsaimmal valé be-
szélgetést. Még azzal is vétenék, ha kiilonos gondot akarnék forditani a kévetkezok
t6lem telhetd helyes Osszeallitasara; ki-ki besorolja gondolataimat sajat eszmevi-
lagaba, vagy elveti azokat.”

Az altala targyalt problémakorok koziil csak azokat emeljiik ki, amelyek ma is
aktudlisak, mivel akkor olyan témakorok, példaul a komplex szamok is tananyag-
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ként szerepeltek, amelyek ma mar csak specialis osztalyok tantervében fordulhat-
nak el6.

Ma is szinte napi gond a zardjelek haszndlata. Cikke megirasdnak idépontja-
ban tobbéves tanari tapasztalattal s tudoméanyos eredményekkel a hata mogott a
kovetkezdket irja:

»Nehéz lenne egy kifogdstalan, egyszer(i utasitdst adni arra, hogy (tényleg)
mely esetekben teenddk zérjelek, ellenben kénnyen felismerhetd, hogy egy zarjel
mikor felesleges (tehét térolhetd).”

Javaslata inkabb az, hogy példak sokasdgan kell bemutatni a tanuléknak, hogy
a zardjelek hol hagyhatdk el, illetve hol nem.

Masik mindennapi probléma a negativ szamok és az azokkal végzett miivele-
tek, s kiilonosen a szorzds (osztds) tanitdsa. Elmarasztalja a ,vagyon — addssag”
»fagypont alatti — fagypont f6l6tti hémérséklet”, stb. felhasznalasat a negativ sza-
mok szorzasanak indoklasara. Rédei ezzel kapcsolatban véleményét igy Osszegzi:

,»A mennyiségtan, mint a valé vildg jelenségeinek leirdsara készitett tudomany,
sziikségképpen fejlodott azzd, ami, szitkkségképpen jott 1étre s fejlédott a szamfo-
galom, de a fejlodés egyes lépéseihez a zseni intuicidja kellett; nos ne akarjuk
mindenkor és mindendron az atlagtanuléval a miniatiir-zseni szerepét eljatszatni.
Végre mindazt, amit a zseni kitaldlt, a tiszta ész feldolgozta gy, hogy az értelem
szdmara legkonnyebben felfoghaté legyen és ez a legkonnyebb felfogds nem mindig
azon az Uton torténhetik, amely a felfedezés 1tja volt. Es tényleg, ne altassuk
magunkat: ne akarjuk zsenialis 1épésre kényszeriteni a tanulét a negativ szamok-
nak és a veliik végzend6 miveletek mikéntjének kitaldldsaval szemben, ugyanazt
a tanuldt, aki — sajna, elore tudjuk — még évek mulva is bizonyos nemtorédom-
séggel fogja kezelni a szamok eldjelét. Ep ezért, az intuiciét mashol igyekezziink
fejleszteni (van ré elég alkalmasabb tertilet) — itt inkdbb arra toérekedjink, hogy
minél élesebbé tegyiik a negativ szam fogalmat s vildgossd a redjuk vonatkozé mi-
veleti szabdlyokat, igy inkdbb remélve elejét venni a jovo tévedéseinek. Roviden
klfejezve egyenesen és ne tekervényes utakon!

En { igy gondolom a munkat elvégezni: Orékkal el6bb figyelmeztetem a tanu-
16t, hogy a szamok tisztan az emberi agy fogalomalkotdsanak tdrgyai, melyek a
koriilottiink levé vildgban nem léteznek. ... Mikor azutdan a negativ szamokat
akarom bevezetni, ezzel kezdem: Ma 1j szamokat fogunk csindlni. Ezeket ugy
jeloljik, hogy egy régi szam elé egy vondst irunk. ... Az Osszes Uj szamot negativ
szamoknak nevezziik (a régieket élesebb megkiilonboztetés kedvéért pozitiveknek
— kivéve a zérust). Ezutdn elmondom, hogy a pozitiv és a negativ szdmokra (és
a zérusra) az egész emberiség a kovetkezd miiveleti szabdlyokban dllapodott meg:

. (itt tényleg elsorolom a lehetd legéttekinthetdbb Osszedllitdsban az dsszeadds és
szorzds milveleti szabdlyait (a kivonds és osztds, mint inverz miiveletek, késGbbre
hagyhatdk)). Végill megmutatom a negativ szdm haszndt, kapcsolatban a valé
vildggal (most johetnek a vagyon — addssdg stb. példai), tovabba figyelmeztetek
arra a nagy elényre, hogy most mar a négy alapmivelet korlatlanul elvégezhet6
(leszdmitva a zérussal val6 osztést.)”
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