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1. Bevezetés

Napjainkban bizonyos témak megtanitasara egyre kevesebb id6 jut, 0j szempontok
keriiltek el6térbe. A tanuloknak/hallgatoknak a tanorak szaméanak csokkenése révén
aranyaiban nézve tobb ismeretet kell elsajatitaniuk. Eppen ezért az adott témakhoz
tartozo informaciok atadasanak hatékonysagat jelentGsen novelni kell [3]. Kétségtelen,
hogy a hatékonysag novelésének egyik legjobb moédszere a vizualizacié. Mindez azt
jelenti, hogy a tanorakat ki kell egésziteni valtozatos és latvanyos képi informéaciokkal,
melyek segithetik a fogalmak, allitdsok, illetve tételek megértését.

Altalanos tapasztalat az egyetemi oktatésban, hogy a legelGszor, a sztochasztika
kurzus keretein beliil elgkeriils eloszlas, varhato érték, illetve szoras szemléletes elsa-
jatitasa nehézkes, pedig ezek a fogalmak a matematika szamos teriiletén megjelennek,
igy megértésiik elengedhetetlen. Arrél nem is beszélve, hogy a sztochasztikus modelle-
zésnél készségszinten kell tudni veliikk szamolni.

A legtobb esetben, a valoszintiségszamitasban eldkeriils alapvets fogalmak bemuta-
tasa végett kisérleteziink, ahol a fenti mutatoszamok jo kozelitéssel kiszamolhatoak, de
ennek tobb hatranya is van. Egyrészt egy kisérletet tobbszor kell elvégezni, masrészt
egy kisérlet elvégzése tobb ideig is eltarthat, vagy az is elképzelhets, hogy nem tudjuk
elvégezni. Ekkor van lehetGségiink az informatika adta lehet&séghez nytlni. Minimalis
szintd programozasi ismerettel szinte barmilyen kisérletet, folyamatot tudunk szimulal-
ni, és a szimulaciés eredményekbdl a fontosabb mutatoszamokat kiszamolni. Mindezek
nagyban segithetik az alapvetd fogalmak megértését.

A tanulmény a kiovetkezSképpen épiil fel. Minden fejezet elején roviden ismertet-
jik az eldkeriils fontosabb fogalmakat, allitdsokat, az ezek utan kovetkezs példakat
elébb szimulaljuk, bemutatjuk a kapott eredményeket, majd végiil az explicit szdmo-
last is. Minden feladat megoldésa végén megtaladlhatdéak az RStudio-ban Ctrl+Enter
billentytizetkombinacidval futtathato forraskodok. A 2. fejezetben a véletlen valtozok
eloszlasara, varhato értékére, valamint szorasara hozunk példakat. A 3. fejezetben
az elemi valdszintiségszamitas utani témakorok sztochasztikus modellezés szemszogé-
bél keriilnek bemutatésra, gy mint a véletlen bolyongas, a jatékos csédje, valamint a
Galton—Watson-folyamat.
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2. Véletlen valtozék eloszlasa, varhat6 értéke és szérasa

A sztochasztika egyik fontos fogalma a véletlen (valoszintiségi) valtozo, valamint annak
eloszlasa, varhato értéke és szorasa. Mindezek a fogalmak, és a kapcsolodo allitasok
megtalalhatoak [6]-ban.

A véletlen valtozo hétkoznapi megjelenése a véletlen szdm, mely egy véletlen ki-
sérletbdl szarmazik. Ilyen példaul egy kockadobas eredménye, az, hogy hany szamot
taldlunk el az Otoslotton, de az is véletlen véltozd, hogy milyen messze talaljuk el a
kozépponttol a dartstablat. Legyen (€2, .A4,P) egy tetszsleges véletlen kisérletet le-
ir6 valoszintiségi mezs, és tekintsiink egy X : Q — IR leképezést. Ha a kisérlet
elvégzésekor bekovetkezik egy w elemi esemény, akkor az X leképezés produkal egy
X (w) véletlen szamot. Ekkor X-et véletlen valtozonak nevezziik. Egy véletlen valtozo
diszkrét, ha értékkészlete megszamlalhato (azaz véges, vagy megszamlalhatoan végte-
len). Ha egy X diszkrét véletlen valtozo lehetséges értékei Rx = {1, xo,...}, akkor
P(X = ;) = p; > 0 a valtozo eloszlasa.

Figyeljiik meg az X véletlen valtozo értékeit n-szer, egymastol fliggetleniil, a kapott
minta legyen Xi,...,X,,. A tapasztalat azt mutatja, hogy az esetek nagy részében az

X, 4+... +X,
n

atlagok egy rogzitett érték koril stabilizdlodnak, ha n elég nagy. Ezt az értéket az
X véletlen valtozd tapasztalati varhato értékének (atlaganak) nevezziik, és E(X)-el
jeloljiik. Egy diszkrét X véletlen valtozo (elméleti) varhato értékén az

E(X)= ) kP(X =k),
k€Rx

Osszeget értjiik, feltéve, hogy a sor abszolut konvergens.

Tovabbi fontos informéacio még, hogy az X véletlen valtozé Xi,..., X, megfigyelt
értékei atlagosan mennyivel térnek el a tapasztalati varhatoé értéktsl. Minderre adja
meg a valaszt a tapasztalati széras, mely a tapasztalati variancia négyzetgycke, amit a
kovetkezSképpen szamolunk ki

Var(X) X, —BX))? + = +[X, — E(X)]27

melybdl a tapasztalati szoras ﬁ(X) = \/\//'a\r(X). A szoras tehat egy olyan mérdszam,
mely megadja a varhato érték koriili véletlen ingadozas mértékét. Hogyha az E(X)
és E((X — E(X))?) varhato értékek léteznek, akkor egy X véletlen valtozo (elméleti)
szorasa

D(X) = VE((X - E(X))?) = VE(X?) - E¥(X),

ahol
E(X?) = Y KP(X =k)

k€ERx

az X véletlen valtozé méasodik momentuma.
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2.1. Feladat. Egy fiokban harom par kesztyti van Osszekeveredve: az egyik par fekete,
a masik szilirke, a harmadik piros. (A harom par kesztyd csak a szinében kiilénb6z6.)
A fiokbol egyesével elkezdjiik kihuzni a kesztytiket tgy, hogy huzas el6tt nem nézziik
meg a kesztyd szinét, és a kihuzott kesztytiket nem tessziik vissza a fiokba. Addig
folytatjuk a hazést, amig lesz két azonos szind kesztytink. Hatérozzuk meg annak a
hat eseménynek a valdszintiségét, hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 kesztytd kihuzésara
lesz sziikség, majd szamitsuk ki a htizasok szamanak varhato értékét és szorasat! (Emelt
szintd trasbeli érettségi vizsga - 2017. mdjus)

Megoldas. A tényleges megoldas el6tt a kisérletet szimulalhatjuk, és a szimulécios
adatokbol sejtéseket fogalmazhatunk meg. Tovabba egy helyesen megirt szimuléacios
kod lehetdséget ad arra is, hogy a végeredmény(einke)t ellendrizziik. Jelolje X, hogy
hanyszor kellett haznunk, hogy legyen egy par.

A nagy szamok Bernoulli-féle gyenge torvénye (Id. [6]-ban a 4.7. Kovetkezmény)
szerint, ha egy véletlen kisérletet elég sokszor ismétliink meg, akkor egy adott esemény
relativ gyakorisaga jol fogja kozeliteni annak valoszintiségét. A bevezetGben emlitettek
szerint, vannak olyan kisérletek, melyek elvégzése idGigényes, ez a feladat egy jo példaja
ennek.

Az 1. tablazat mutatja a relativ gyakorisidg szimulacios eredményeit. A folyamatot
10-szer, 100-szor, 1000-szer, illetve 10.000-szer szimulaljuk. Jeldlje r,(X = k) a relativ
gyakorisagat az X = k eseménynek, hogyha n fiiggetlen véletlen kisérletet végziink,
vagyis

ro(X =k):= 7K"(X — k),
n
ahol K,,(X = k) az X = k esemény bekovetkezéseinek szama az elsé n megfigyelésbdl.

n (X =1) | r(X=2) | rp(X=3) | rn(X=4) | rn(X =5) | rp(X =6)

10 0 0,18 0,41 0,41 0 0
100 0 0,2 0,41 0,39 0 0
1000 0 0,223 0,39 0,387 0 0
10.000 0 0,199 0,4051 0,3959 0 0

1. tablazat. Az X = k események relativ gyakorisagai a 2.1. Feladatban a szimulaciok
szamanak fiiggvényében.

Az 1. tablazatban lathatjuk, hogy az X =1, X = 5, valamint X = 6 relativ gyakori-
sagai nullak, végiggondolva ez mind lehetetlen esemény. A sziikséges hiuzésok atlagos
értékeit, illetve ezen értékek szordsat adja meg a 2. tablazat.

Mindezek utan pedig a feladat tényleges megoldasa kovetkezik. Az X véletlen
véaltozo lehetséges értékei 2, 3, 4. Igy

P(X=1)=P(X =5)=P(X =6) =0.

Els6re kihtzzuk valamelyik kesztytt. Ha X = 2, akkor a mésodik kihuzott kesztyt
éppen az elsg parja. Mivel 5 keszty(i maradt, ennek a valdszintisége
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sAmulaciok |0 001 1000 | 10.000
Szama
rickek 34 | 311 | 324 | 32
atlaga
értekek | ) 663 | 0,773 | 0,739 | 0,741
Szorasa
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2. tablazat. A szimulalt eredmények atlaga, valamint szoérésa a szimulacidok szaméanak

fliggvényében a 2.1. Feladatban.

Ha X = 3, akkor méasodikra nem huztuk ki az els§ parjat, ennek a valoszintisége 4/5,
harmadikra viszont part huztunk. A harmadik huzas el6tt 4 kesztyd van, ebbdl 2 jo,

igy a par valoszintisége 1/2. Vagyis

4 2 2
PX:3 = — == =
( ) 5 4 5
Végiil pedig
2
P(X:4):1—(P(X:2)+P(X:3)):g.
A varhato6 érték ) ) 5 16
EX)=2-24+3-—-4+4.-—-="—"=32
(X) 5+ 5+ 5 5 ’
A maésodik momentum
1 2 2 54
E(X2)=922.2432. 24 42.2 22
(X%) 5+ 5+ 5 5’

és igy a szoéras

D(X) = VE(X2) — (E(X))2 = g ~ 0,748.

Lathatjuk, hogy a szamolt eredmények, illetve a szimulalt adatok nagymértéki hason-

losagot mutatnak.

Minden forraskod a kovetkezSképpen épiil fel. Megadunk egy fiiggvényt, mely tartal-
mazza a bemeneti informaciokat, és elvégzi a megadott szamolast, elkésziti az abrat.
Ezek nem valtoztathatoak, kiillonben az RStudio hibaiizenetet fog kiirni. Vannak be-
meneti paraméterek, pl. hanyszor szimulalunk, melyek valtoztathatoak a kodban, ezt
mindig kiilon jeloljiik. A futtatdshoz ki kell masolni a forraskodot, beilleszteni az
RStudio-ba, a kurzort a kodok elé kell vinni, és a Ctrl+Enter billentytizetkombinéciot
kell megnyomni. A kodok beolvasasa utédn az utolsé parancs fogja kiirni a szamolt
eredményt, vagy megadni az abrat. A kodban kommentek vannak elhelyezve, melyek

mindig a # jel utan talalhatok.

Forraskdd. # Fiiggvény kezdete, NEM véaltoztathatd
simulategloves <- function() {

gloves <- c(rep("black", 2), rep("gray", 2), rep("red", 2))
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draws <- 0O
selectedgloves <- character(0)

while (length(unique(selectedgloves)) >= draws) {
drawnglove <- sample(gloves, 1)

selectedgloves <- c(selectedgloves, drawnglove)
gloves <- gloves[-which(gloves == drawnglove) [1]]
draws <- draws + 1

3

return(draws)

X
# Fliggvény vége

numsimulations <- 100 # szimulacidk szama, valtoztathato
totaldraws <- O # NEM valtoztathato

drawslist <- c() # NEM valtoztathatd

stopsafter <- rep(0, 6) # NEM valtoztathatd

# Szimulacidé kezdete, NEM valtoztathatod
for (i in 1:numsimulations) {

draws <- simulategloves()

totaldraws <- totaldraws + draws

drawslist <- c(drawslist, draws)
stopsafter[draws] <- stopsafter[draws] + 1
}

# Szimulacid vége

# Megallasok szaménak kiszamitasa és kiiratéasa
stopsafter <- stopsafter / numsimulations

for (i in 1:length(stopsafter)) {

print(paste(i, "relativ gyakorisaga:", stopsafter[i]))

}

# Szimulalt adatok atlaganak és szdrasanak kiszamitésa, NEM valtoztatha-
t6

expecteddraws <- totaldraws / numsimulations

print (paste("Ertékek atlaga:", expecteddraws))

meandraws <- mean(drawslist)

variance <- mean((drawslist - meandraws)A2)
standarddeviation <- sqrt(variance)

print (paste("Ertékek szérasa:", standarddeviation))

2.2. Feladat. Legyenek az U, Us,... fiiggetlen, a (0,1) intervallumon egyenletes
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eloszlasi véletlen valtozok. Tovabba legyen

N::min{nzzn:Ui>1}.

i=1
Hatéarozzuk meg E(N) értékét!

Megoldas. A feladat arra keresi a vélaszt, hogy atlagosan hany darab (0, 1)-r8l valasz-
tott véletlen szamot kell Osszeadnunk ahhoz, hogy az 6sszeg meghaladja az egyet? A
probléma szimuléalasa olyan esetekben is segitségiinkre lehet, hogyha megsejteni szeret-
nénk a megoldéast. A 3. tablazat, valamint az 1. dbra mutatjak a szimulalt eredmények
atlagéat, melyekbdl sejthetjiik, hogy ez az atlagos érték e koriil van.

szimulaciok || 00 11000 | 10.000 | 100.000
Szama
értékek | o967 | 971 | 2723 | 271587
atlaga

3. tablazat. A szimulalt adatok atlaga a 2.2. Feladatban a szimulaciok szamanak fiigg-
vényében.

35

3.0

25

2.0

0 250 500 750 1000
Szimulaciok szama

1. abra. Atlagos értékek abrazolasa a 2.2. Feladatban, ahol a szaggatott vonal az e
értéke.

Legel6szor meghatarozzuk annak a valészintiségét, hogy N = 2.
PIN=2)=P{U;+Uz;>1)=1-P(U; + Uy <1).

Geometriailag is tudjuk reprezentélni az U; + Uy < 1 valésziniiséget. Mivel az Uy, Uy
valtozok egyenletes eloszlastuak a (0,1)-en, ezért az (Uy,Us) koordinataju pont béarhol
elgfordulhat az egységnégyzeten. Emiatt a P(U; + Uz < 1) valoszintiség éppen a 2.
abran a beszinezett rész aranyaval egyezik meg az egységnégyzetben.
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0.8 1

0.6 1

0.4 A

0.2 A

0 02 04 06 08 1

2. abra. Uy 4+ Uy < 1 szemléltetése.

1 1—us2 1 1
P(U1 + U2 S 1) = / / duldu2 = / (1 — UQ)dUQ = —.
0 0 0 2

Tehat P(N =2) =1—1/2 = 1/2. Ezek utan megvizsgaljuk ugyanezt N = 3 esetében
is.

P(N=3)=PU1+Ux+Us>1,U;1 +U; <1),

azonban a két egyenlGtlenség egyideji kezelése nem egyszerd, viszont egyszertsit a
dolgunkon az az észrevétel, hogy

P(N=3)=P(N <3)—P(N =2),

ahol
1 1—wusg 1—us—us
P(U1 +U+U3<1) = / / / duqdusdus
0 0 0
|
= / 7(1 — 2usg + u%)du;;
0 2
_ 1
=5
Tehat
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Altalanosan latjuk tehat, hogy
P(N=n)=P(N<n)—-P(N<n-1)

> — (n-1 — 1 — 1
E(N) EE:THP(ATn)jz:TL( oy ) ::EE:ZA—:?BT:: e

n=2 n=2

Forraskéd. # Fiiggvény kezdete, NEM valtoztathatd
simulateprocess <- function() {

S <- 0 # Kezddallapot

steps <- 0 # Lépések szama

while (S < 1) {
U <- runif(1) # Véletlenszeri szém a [0,1] intervallumbél
S <- S+ U # Uj allapot

steps <- steps + 1

3

return(steps)
¥
# Fliggvény vége

numsimulations <- 100000 # Szimulacidok szama, valtoztathato
totalsteps <- O # Osszes 1épés szama, NEM valtoztathatd

# Szimuldlt adatok atlagénak kiszamitasa, NEM valtoztathatd
for (i in 1:numsimulations) {
totalsteps <- totalsteps + simulateprocess()

}

expectedsteps <- totalsteps / numsimulations
print (expectedsteps)
# Szimulalt adatok atlaganak kiszamitasa vége

# Atlagos értékek abrazoldsa, NEM valtoztathatd
totalsteps <- 0

results <- numeric(numsimulations)

for (i in 1:numsimulations) {

totalsteps <- totalsteps + simulateprocess()

51
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expectedsteps <- totalsteps / i
results[i] <- expectedsteps

b
library(ggplot2)
df <-data.frame(Simulations = 1:numsimulations, ExpectedSteps = results)

ggplot(df, aes(x = Simulations, y = ExpectedSteps)) +

geom_line() +

geom_hline(yintercept = 2.71, linetype = "dashed", color = "red") +
geom_text(aes(x = Inf, y = 2.71, label "2.71"), color = "red", hjust =
-0.2, size = 4) +

labs(title = "",

x = "Szimulacidk szama",

y = un) +

theme_minimal() +

theme (

axis.text = element_text(size = 15),

axis.title = element_text(size = 15)

)

# Atlagos értékek abrazoldsanak vége

3. Diszkrét idejii Markov-lancok

A fejezetben elgkeriils fogalmak, tételek, allitasok megtalalhatoak [4]-ben. Legyen T
tetszoleges indexhalmaz, X; pedig véletlen valtozd egy kozos (2, A, P) valoszintiségi
mez6n minden ¢t € T esetén. Ekkor a véletlen valtozok X = {X; : t € T} halmazat
sztochasztikus folyamatnak nevezziik. Az X; véltozok altal felvehetd értékek [ hal-
mazat pedig a folyamat allapotterének hivjuk. Ezen cikk keretében csak olyan esettel
foglalkozunk, amikor T' C R, ezéltal adédik egy rendezés a T halmazon, amit idének
neveziink, mig a t € T értéket nevezhetjiik id6paraméternek. Legyen t € T és i € [
tetszoleges, ekkor az X sztochasztikus folyamat a t idSpontban az i allapotban van,
hogyha X; = i. Az id§ tekintetében legyen T = Z, = {0,1,2,...}, igy X diszkrét
ideji sztochasztikus folyamat.

Az X ={X,, :n € Z,} diszkrét ideji diszkrét allapotterd sztochasztikus folyama-
tot Markov-lancnak nevezziik, ha rendelkezik a memoria nélkiili tulajdonsaggal, azaz
ha tetsz6leges n € IN és tetszbleges ig, 1, ..., in, tnt1 € I allapotok esetén

P(Xpi1 = int1|Xn = tn, X1 = tn-1,..., X0 =140) = P(Xps1 = ins1|Xn = in),
abban az esetben, ha
P(X, =in, Xn-1=1tn-1,...,X0=1g) > 0.
Az X Markov-lanc egylépéses dtmenetvaloszintiségei alatt a

pij(n) =P(Xpp1 =jlXn=1), neZy, ijel
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valoszintiséget értjiik. Ha ezen atmenetvaldszintiségek nem fliggenek n értékétsl, akkor
a Markov-lanc (id6)homogén. Homogén Markov-lanc n-lépéses atmenetvaloszintségei

Py =P(X, =j|Xo=1i), ijel

A j allapot elérhetd az i allapotbol, hogyha
P(3neN: X, =j|Xo=1) > 0.

Az i, és a j allapotok kommunikacios viszonyban allnak egymaéssal, ha kolcséndsen
elérhetéek egyméasbol. A kommunikaciés viszony, mint ekvivalenciarelacio altal egy-
értelmiien meghatarozott ekvivalenciaosztalyokat kommunikéciés osztalyoknak nevez-
ziik. Tehat egy kommunikacios osztalyba azon allapotok tartoznak, melyek egymaéssal
kommunikéciés viszonyban allnak. Ha egy Markov-lancnak csak egy kommunikaci-
0s osztalya van, azaz minden allapot kommunikil minden allapottal, irreducibilisnek
nevezzik.

Az i allapotba torténd visszatérések szama

Vii={neN: X, =i},
az ¢ allapot r-edik visszatérési ideje:
T,p:=min{n >T,,_1: X, =i}, r=12,..., T,0:=0.

Az i allapot tranziens, hogyha P(V; < co) = 1, illetve rekurrens, ha P(V; = c0) = 1,
tovabba ha az is teljesiil p; = oo, akkor az allapot null-rekurrens, valamint, hogyha
pi < 00, akkor pozitiv rekurrens, ahol p; := E(T; ;). Egy C' C I kommunikacios osztaly
zéart, hogyha minden ¢ € C, és minden j € I\ C esetén p; ; = 0, kiilénben pedig nyilt.
Tetsz6leges nyilt kommunikaciés osztaly tranziens. Azok a kommunikécios osztalyok,

melyek végesek, és zartak pozitiv rekurrensek.
Legyen A C I, ekkor

1, haie€ A,

pit = P(valaha elérjiik A-t| Xy = i) =
Zje]pi,jp;'l7 ha i ¢ A7

0, hai€ A,
1+ Zje,pi,jh;‘, hai ¢ A.

3.1. Feladat. Szabéilyos dobdkockival dobunk, és azt tartjuk szamon, hogy az eddigi
dobasok koziil mekkora volt a legnagyobb. Vagyis n dobas utan a folyamatunk a j
allapotban van, ha az elsé n dobas koziil j volt a maximalis, tehat

h#t = E(hany lépésben érjiik el B-t| X, = i) =

X, = max ¢,
j=1,....,n
ahol &; a j-edik kockadobas eredményét jel6ls véletlen valtozo.
(a) Markov-lanc-e a folyamat?
(b) Adjuk meg az dtmenetmatrixot!
(¢) Mi X eloszlasa, ha a folyamat kezdeti eloszlasa oo = (0,1,0,0,0,0)?



54

Szalai Mdté

elnyels allapota a folyamatnak, vagyis ha abba az allapotba belép a folyamat, akkor

onnan természetesen nem tud kilépni.

Alapotok

Ve

Alapotok

4 6

Dobasok

T T T T T T
10 2 4 6 8 10

Dobasok

Allapotok
3 4 5
L L L

Allapotok

4 6

Dobasok

T T T T T T
10 2 4 6 8 10

Dobasok

3. abra. A 3.1. Feladat négy szimulacioja.

(a) A folyamat Markov-lanc, hiszen csak az szamit, hogy egy adott id6pontban ép-
pen melyik allapotban van a folyamat, annak, hogy oda hogyan jut el, nincs

jelentGsége.

(b) A folyamat atmenetmatrixa, mely tartalmazza a p; ; valoszintiségeket

SO oo oo
O O O O
O O Ooluol-o+
O O oOIRo—O D=
O T O [ —O =D | =
= O =D O =0 =0y [ =

B (O’ 36’36’36’36’36>'
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Forraskéd. par (mfrow = c(2, 2)) # Abra méretének beallitdsa, NEM valtoztat-
hato
n <- 10 # Dobasok szama, valtoztathatod

j <- 1 # Kezdd allapot, NEM valtoztathatd

# Figgvény megadasa, NEM valtoztathatd
simulateprocess <- function(n, j) {
currentstate <- j

statesequence <- vector("numeric", n)

for (i in 1:n) {
dobas <- sample(1:6, 1)

if (dobas > currentstate) {
currentstate <- dobas

}

statesequence[i] <- currentstate

}

return(statesequence)

b
# Fliggvény vége

# Abrazolas, NEM valtoztathatd

par(mfrow = c(2, 2))

for (i in 1:4) {

statesequence <- simulateprocess(n, j)

plot(l:n, statesequence, type = "o", xlab = "Dobasok",
ylab = "Allapotok", ylim = c(1, 6), pch = 16, col = "blue")
}

# Abrazolas vege

3.2. Feladat. Kedvenc focicsapatunk a korabbi fordulok eredményétdl fiiggetleniil egy-
egy meccsen 0,2 valosziniiséggel nem szerez golt; 0,3 valdszintiséggel 1 golt; 0,2 valo-
szintséggel 2 golt; 0,2 valoszintséggel 3 golt; végiil 0,1 valoszintiséggel 4 golt szerez.
(Arra még a legoregebb szurkolok sem emlékeznek, hogy a fitk valaha is 4-nél tébbet
vagtak volna, szoval ettdl az esettdl eltekinthetiink.) Legyen X, a ragott golok szamé-
nak maximuma n forduldé utan. Markov-lancot alkot-e az X, sorozat? Adjuk meg a
folyamat atmenetgrafjat, a kommunikacios osztalyokat és az allapotok tipusat.

Megoldas. A folyamat négy szimulédciojat az 5. 4bra mutatja. A négy elnyeld allapota
a folyamatnak, hiszen ebbdl az allapotbdl egy valdszintiséggel 6nmagaba jutunk.

X,, Markov-lanc, hiszen elég az n. fordulé utdn tudnunk, hogy eddig mennyi volt
a legtobb gol amit 16ttek, ami épp X,,. Ebbdl az addigiaktol fiiggetleniil meg tudjunk
mondani, hogy hany go6lt mekkora valoszintiséggel 16 a csapatunk, ami épp azt jelenti,
hogy a folyamatunk Markov-lanc. A folyamat dtmenetgrafjat a 4. abra mutatja.
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0,2

3
\ )/ 0,1

0,9

1
e

0,5

0,2 \ 2 )/ 0,2
0,7

4. abra. A 3.2. Feladat atmenetgrafja.

A grafbol jol lathatd, hogy a kommunikacios osztalyok a {0}, {1}, {2}, {3}, {4},
melybdl az els6 négy nyilt, 6k tranziensek, mig az utolsé kommunikacios osztaly véges
és zart, igy pozitiv rekurrens.

M aximum Gélok
Maximurn Gélok

T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Meccs Meccs

Maximum Gélok
2 3 4
I I I
Maximurmn Gélok
2 3 4
1 1 1

T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Meccs Meccs

5. abra. A 3.2. Feladat négy szimulacioja.

Forraskéd. # Valdszinliségek bedllitdsa minden meccsre, NEM valtoztathatd
valoszinusegekmind <- matrix(c(0.2, 0.3, 0.2, 0.2, 0.1,
0.2, 0.3, 0.2, 0.2, 0.1,

> > > >

.2
.3,
.1

>

H

> > > ]

o O O
w N =
o O O
N =N
o O O
NN W
o O O
o O O
NN N

> > > >
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0.2, 0.3, 0.2, 0.2, 0.1,
0.1, 0.2, 0.3, 0.2, 0.2,
0.2, 0.1, 0.2, 0.3, 0.2,
0.3, 0.2, 0.2, 0.1, 0.2,
0.2, 0.3, 0.2, 0.2, 0.1), nrow = 10, byrow = TRUE)

# Fliggvény megadasa, NEM valtoztathatd
simulaciomind <- function() {

allapot <- O

maxgolallapot <- 0O

allapotok <- numeric(10)

for (i in 1:10) {

gollok <- sample(0:4, 1, replace = TRUE, prob = valoszinusegekmind[i, ])
if (gollok > maxgolallapot) {
maxgolallapot <- gollok

}

if (gollok > allapot) {

allapot <- gollok

}

allapotok[i] <- allapot
}

return(allapotok)

}

# Figgvény megadasanak vége

nfordulok <- 4 # NEM valtoztathatd
eredmenyek <- replicate(nfordulok, simulaciomind()) # NEM valtoztathatd

# Abrazolas, NEM valtoztathatd

par(mfrow = c(2, 2))

for (i in 1:nfordulok) {

statesequence <- eredmenyek[, 1i]

plot(1:10, statesequence, type = "o", xlab = "Meccs",

ylab = "Maximum G6lok", ylim = c(0, 5), pch = 16, col = "blue")
}

# Abrazolas vege

3.1. Véletlen bolyongas

Legyen d € IN tetszoleges, és tekintsiik az X(d) d-dimenzids szimmetrikus véletlen
bolyongéast, azaz legyenek a lanc allapotai a d-dimenziés racs pontjai, inditsuk ki az
origdbol, és minden lépésben l1éptessiik a lancot valamelyik szomszédos allapotba diszk-



58 Szalai Mdté

rét egyenletes eloszlas szerint, minden korabbi 1épéstdl fliggetleniil, azaz

1 . .
>, hali—j]=1
2d° L

Dij = 1,j € 74
0, kiilonben,

A 6. abra egy kétdimenzios szimmetrikus véletlen bolyongas szimulaci6jat, valamint a
8. abra négy trajektoriajat mutatja egy specialis egydimenzios véletlen bolyongasnak.
A d-dimenzids szimmetrikus véletlen bolyongés egy irreducibilis Markov-lanc, valamint
a Polya-tétele alapjan null-rekurrens [5], ha d = 1,2, valamint tranziens, ha d > 3.
Megmutatjuk d = 1 esetén, hogy a tétel valoban igaz.

Ha a lanc a 0 &llapotbdl indul ki, akkor csak péaros sok lépésben térhet vissza oda.
Pontosan 2n 1épésben akkor tér vissza, ha n 1épést tesz jobbra és n lépést balra. Mivel
a jobbra tett lépések szama binomialis eloszlast kovet, kapjuk, hogy

(2n) _ 2n n.n __ (Zn)' n _
p0,0 _(n)pq _(n|)2(pq)7 TL—O,L...

ahol ¢ =1 — p. Az ismert Stirling-formula szerint
n n
nl ~ <7) 2T, n — oo,
e

amibdl

pégg) ~a, - (271/6)2"\/47m2
7 [(n/e)"V2mn

Ekkor tetsz6leges £ > 0 esetén létezik ng, hogy n > ng mellett a,(1 —¢) < pg?g ) <
an(1l + ¢), amibdl adodik, hogy

(pg)" =

o0

[e%s)
2n)
pi;  €s E an,
n=1

pontosan ugyanazokra a p értékekre konvergensek, illetve divergensek. Hogyha p # 1/2,
akkor 4pg < 1, és

n=0

;an < ;(41)(])“ = 1 _14pq < 00,

vagyis a nem szimmetrikus esetben a 0 allapot tranziens. Ha p = 1/2, akkor 4pq = 1,

és
oo

= 1 1
;a": \/Frn;nl/z = o0,
(n)

azaz a szimmetrikus esetben a 0 allapot rekurrens. Emellett a, — 0, melyb6l py g — 0,
igy null-rekurrens. Felhasznaltuk a tipusok karakterizaci6jarol szolo tételt, mely szerint
az ¢ allapot pontosan akkor tranziens, hogyha

o0
>op <o
n=0
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valamint pontosan akkor null-rekurrens, ha

n—oo

Zpgz) =00, ¢és lim pz(-z) =0.
n=0

6. abra. Kétdimenzios szimmetrikus véletlen bolyongas szimulacioja (lépésszam = 100).

Forraskod. 1library(ggplot2)

# Véletlen bolyongas szimulédlasa, a kdédban csak a lépésszam valtoztatha-
t6, # amit kiilon jeldltiink

randomwalk <- function(steps) {

# Kezdeti pozicid

position <- c(0, 0)

# Pozicidk taroléasa
positions <- matrix(NA, nrow = steps + 1, ncol = 2)
positions[1, ] <- position

# Bolyongéas lépései
for (i in 1:steps) {
direction <- sample(c("up", "down", "left", "right"), 1)

if (direction == "up") {
position[2] <- position[2] + 1

} else if (direction == "down") {
position[2] <- position[2] - 1

} else if (direction == "left") {
position[1] <- position[1] - 1
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} else if (direction == "right") {
position[1] <- position[1] + 1

}

positions[i + 1, ] <- position

}

return(positions)

}

# Véletlen bolyongas szimuldlasa 100 lépésig
steps <- 100 # valtoztathato
walk <- randomwalk(steps)

# Adatok atalakitasa adatkeretbe

walkdf <- data.frame(x = walk[, 1], y = walk[, 2])

# Abra készitése

ggplot (walkdf, aes(x, y)) +

geom_path(color = "blue") +

geom_point(color = "red", size = 2) +

geom_point(data = data.frame(x = 0, y = 0), aes(x, y),

color = "red", shape = 4, size = 3) + # Piros X a (0, 0) ponton

theme_minimal ()

3.2. A jatékos csédje

A probléma [2]-ben is megtalalhato. Egy szerencsejatékosnak kezdetben van a forintja,
és addig jatszik, mig vagy nyer b forintot, vagy elveszti az a forintjat és igy csGédbe
jut. Minden jatékban p € (0, 1) valészintséggel nyer 1 forintot, és 1 — p valoszintiséggel
veszit 1 forintot. Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy mekkora a csédbejutés
valészintisége.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a a kezdstSkénk, és ellenfeliinknek b egységnyi pénze
van. Legyen X,, az m-edik korbeli nyereményiink mennyisége. Ekkor Xy = 0 kezdeti
allapottal X egy véletlen bolyongas elnyels falakkal, I = {—a,—a + 1,...,b — 1,b}
allapottérrel, mindezt a 7. &dbra szemlélteti.

D P
SOROBOBOROS!
1—p 1—p

7. bra. A jatékos cs6dje probléma szemléltetése.

{—a}

A kérdésre pedig a valasz éppen a p, elnyelési valosziniiség. Legyen m = a +
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b, valamint jelolje p; = p;(m — i,p) a jatékos cs6dbe jutdsdnak valosziniségét, ha
kezdetben 4 forintja van. A p,(b,p) értéket szeretnénk meghatarozni. Jelolje C; azt az
eseményt, hogy a jatékos csédbe megy ¢ forinttal indulva. Ekkor

p; = P(C;) = P(C;laz 1. jatékot megnyeri)P(az 1. jatékot megnyeri)
+ P(C;laz 1. jatekot elveszti)P(az 1. jatékot elveszti)
=pit1p+pi-1(1 —p).

Vagyis a folyamatnak az alabbi atmenevaldszintiségei vannak
1, ha i = —a,
pi= = {o, ha i = b,
pz{;{l}p—"_p;,{:la}(l_p)v haie{—a+1,...,b—1}.

Felhasznalva a ¢ = 1 — p, valamint r = p/q jeloléseket, az el6z6 egyenletbdl kapjuk,
hogy
Pi—1 — Pi = r(Pi — Pit1)-
Ezutan a p,, = 0 feltételt felhasznélva
Pm—-1 = Pm-1
Pm—2 = Pm—1 = T(Pm-1 = Pm) = "Pm—1

Pm—-3 — Pm—-2 = T(Pm—2 - pmfl) = T2pm71

m—2

pr—p2=71(pa—p3) =r"""pm_1
po—p1=7(p1 —p2) =" pms
egyenletrendszer adodik. Osszeadas utan kapjuk, hogy

MPr—1, har=1,
B B 5 S B Pm—1
l=po=0+r+r"+... 47" pp_1 =

1—pm

T Pm-1, har#1,

és igy
= a—li-b’ ha b= %’
Pm—-1 =

1—r 1—

o = T, hap# g
A fenti egyenletrendszerben az els6 két egyenlGséget Osszeadva pp—o = (1 4 7)pm—1
adodik, az elsé harmat dsszeadva p,,_3 = (1 + 7 + r2)p,,_1 adodik,. .. végiil kapjuk,
hogy p(a,b) = pa = pm—v =1 +r+724+ ...+ 7" Dp,_1. A mértani (r # 1), vagy a
konstans 1 (r = 1) sorozat Osszegzés utan kapjuk, hogy

b _ 1
(—a} atb’ ha p = 3

pla,b) =pi 7 = . (1)
11,;72%7 ha’p% %
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Jelolje g; a jatékos nyerésének valoszintségét. Erre gondolhatunk tgy is, mint a kaszino
cs6dbe jutédsanak valoszintisége, ezért az el6z6 formula szerint

N[

. aL-l—b’ ha p=
Q(a'a b) :pé } = 1_(;)‘1 b_ . a+b (2)
1_(13(14—1) = Tl,:a-f—b , hap#

S

o[

A cs6d, és a siker valoszintségét Osszegezve p(a,b) + g(a,b) = 1, vagyis el6bb-utobb
valaki 1 valoszintiséggel cs6dbe jut. Hasonléan a varhato jatékids is kiszamolhato az
alabbi képlettel

ab, hap:%a

E(jaték hossza) = héfa’b} = a a+b 1- (
q
P

3.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy 6sszekuporgatunk 100 dollart, és elmegyiink egy kaszi-
noba, melynek 100 dollar az alaptSkéje. A ruletten jatszunk, és az a taktikank, hogy
mindig egy zsetont tesziink a piros szinre, ezaltal forgatasonként 18/37 és 19/37 va-
l6szintiséggel nyeriink illetve vesztiink egy zsetont. Mekkora val6szintiséggel megyiink
cs6dbe, ha 10 dollaros zsetonokkal jatszunk? Mennyi az atlagos jatékidg?

Megoldas. A megoldas el6tt a problémat tudjuk szimulélni. A bevezetében leirtak itt
is szintén igazak, nagyon sok ideig tartana ezt a kisérletet sokszor megismételni. Ahogy
azt a 8-as abran lathatjuk a folyamat a 100 allapotbdl indul ki, vagyis Xy = 100, és
akkor van vége, hogyha elértiik a nullat (cs6dbe jutottunk), vagy elértiik a 200-at
(elnyertiik a bank Osszes pénzét). A 4. tablazat a cs6d relativ gyakorisagat, valamint
az atlagos jatékidst tartalmazza.

szmulaciok [ 61500 | 1000 | 10.000
Szama
csbd relativ || -1 61 | o621 | 0,627
gyakorisaga
atlagos | oy o | 105 76 | 99,63 | 98.18
jatékido

4. tablazat. A cs6d relativ gyakorisidga, valamint az atlagos jatékids a 3.3. Feladatban
a szimulaciok szaménak fliggvényében.

A fenti (1), (2), illetve (3) képleteket hasznalva

1 1
& q:—g, a="b=10,

P=3p 37
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Lathato, hogy a szimulalt adatok, és a szamolt értékek nagyfoku 6sszhangot mutatnak.

, <19>1o
_ 10 20 JANE
hé 10,10} _ 8 A 97,65,

Forraskdd. # Fiiggvény megadasa, NEM valtoztathatd
jatekoscsodjesimulacio <- function() {
penz <- 100
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dobasszam <- 0
allapotok <- c(penz)

while (penz > 0 && penz < 200) {

dobasszam <- dobasszam + 1

erme <- sample(c(-10, 10), 1, replace = TRUE, prob = c(19/37, 18/37))
penz <- penz + erme

allapotok <- c(allapotok, penz)

}

return(allapotok)
}

# Figgvény megadasanak vége

# Szimulacidk szama
szimulaciokszama <- 4 # valtoztathatd, de abrazolva mindig négy &abra
#lesz

# Szélessége és magassiga beadllitéasa
parwidth <- 7
parheight <- 4

#Elrendezés
par(mfrow = c(2, 2), mar = c(3, 3, 2, 1))

# Szimulalas, NEM valtoztathato

for (i in 1:szimulaciokszama) {

allapotok <- jatekoscsodjesimulacio()

plot(allapotok, type = "b", pch = 16, xlab = "", ylab = "",
main = paste("Szimulacid", i))

if (allapotok[length(allapotok)] >= 200) {

text (length(allapotok), allapotok[length(allapotok)], "Nyerés",
pos = 2)} else {

text(length(allapotok), allapotok[length(allapotok)], "Cs8d", pos = 3)
}

}

# Szimulalas vége

# Relativ gyakorisagok kiszamitasa

# Szimulacidok szama

szimulaciokszama <- 10 # Valtoztathato
# Csddok és nyerések szamlaldja
csodszamlalo <- O # NEM valtoztathato

nyeresszamlalo <- O # NEM valtoztathatd

set.seed(42)
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for (i in 1:szimulaciokszama) {

allapotok <- jatekoscsodjesimulacio()

if (allapotok[length(allapotok)] >= 200) {
nyeresszamlalo <- nyeresszamlalo + 1

} else {

csodszamlalo <- csodszamlalo + 1

}

}

# Eredmények kiirasa, NEM valtoztathatd

cat("Csddok szama:", csodszamlalo)

cat ("Nyerések szama:", nyeresszamlalo)

cat("Cséd relativ gyakorisag:", csodszamlalo/szimulaciokszama)

# Atlagos jatékids # NEM valtoztathatd

jatekoscsodjesimulacio <- function() {
penz <- 100

dobasszam <- 0

allapotok <- c(penz)

while (penz > 0 && penz < 200) {

dobasszam <- dobasszam + 1

erme <- sample(c(-10, 10), 1, replace = TRUE, prob = c(19/37, 18/37))
penz <- penz + erme

allapotok <- c(allapotok, penz)

}

return(dobasszam)

}

# Szimulacidok széama
szimulaciokszama <- 10 # Valtoztathatd

# Dobasszamok taroléasa
dobasszamok <- numeric(szimulaciokszama)

set.seed(42)

for (i in 1:szimulaciokszama) {
dobasszamok[i] <- jatekoscsodjesimulacio()
}

# Varhaté végezési id6 kiszamitéasa
atlagosvegezesiido <- mean(dobasszamok)

cat("Atlagos jatékidd:", atlagosvegezesiido)

65
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3.3. Galton—Watson-folyamat

Az alfejezetben elkeriils fogalmak, &llitasok megtalalhatoak [1]-ben. Tekintsiik a
{&n,i = n,i € N} fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ egész értékd véletlen valto-
zokat. Az X = {X,, : n € N} egy Galton—Watson folyamat, ha Xg =1, és

Xn
Xnt1 = éni;, neN. (4)
i=1

A {&,,: = n,i € IN} valtozok kozos eloszlasat utédeloszlasnak nevezziik, hiszen X,
reprezentalja a populécié n-edik generaciéjanak méretét, és &, ; az n-edik generacio i-
edik tagja utodainak szaméat. Igy valoban az (n+ 1)-edik generacio méretét megkapjuk

a (4)-ben szerepls véletlen tagszamu osszegként.

3.4. Feladat. Egy titkos szegedi szerencsétlen laborbaleset kivetkeztében egy halélos
zombivirus terjed utjara a varosban. Az els6ként megfert6z6dott laborans inditja el
a jarvanyt. Egy zombi 0,4 - 0,4 valészintiséggel harap meg egy, illetve két embert,
megfert6zve ket. A maradék 0,2 valészintiséggel kimeriti energiait és végtelen dlomba

szunnyad.

(a) Varhatéan hany zombi lesz az n. generacioban? Mekkora valoszintiséggel fog a
jarvany megszinni?

(b) Mi torténik, ha kezdetben harom laboranst fert6z meg a virus?

(c) Attol fiiggben, hogy hany ember fert6zédik meg a kezdetekkor, elérhets-e az,
hogy a jarvany 1 valoszintiséggel fennmaradjon?

Megoldas. A feladat ketts darab szimul4ciojat a 9. abra mutatja, ahol minden egyes
generacioban az 14j egyedek szama van abrazolva, vagyis az X,,-ek. Tovabbi kérdés
még, hogy az n-edik generacioban atlagosan hany darab zombi lesz? Ezt szintén tudjuk
szimulalni, melyek eredményét a 5. tdblazat mutatja a szimulaciok szamanak fiiggvé-
nyében, ahol n = 10.
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9. abra. A 3.4. Feladat kettd szimuléacidja.



Szimuldciok haszndlata a sztochasztika oktatdsdban 67

saimulaciok | 0106 1 1000 | 10,000 | 100.000
Szama
értékek | o0l 667 620 | 617 | 6,19
atlaga

5. tablazat. A szimulalt adatok atlaga a 3.4. Feladatban a szimulaciok szamanak fiigg-
vényében.

(a) A folyamat generatorfiiggvénye
Ge(t) = 0,2 + 0,4t + 0,42,

igy
E(¢) = Gi(1) = 1.2.

Vagyis az n. generaciéban varhatoéan
E(X,) = (E(¢)" = 12"

zombi lesz, ami n = 10 esetén 6,19, mely Osszhangban van a szimulédlt adatokkal.
A kihalasi valoszintség a ¢ = Ge(q) egyenlet legkisebb nemnegativ megoldésa, ami
qg=1/2.

(b) Ebben az esetben lesz harom egymastol fiiggetlen, azonos eloszlasu Galton—
Waton-folyamatunk, amik kiilon-kiilén 1/2 valoszintiséggel halnak ki, igy

1

(c) Hogyha N embert fertéz meg kezdetben a virus, akkor a kihalas valoszintisége

(1/2)N, vagyis mindig pozitiv valoszintiséggel fog kihalni a folyamat, igy nem érhets
el, hogy 1 valészintiséggel fennmaradjon a jarvany.

Forraskéd. # A kezdeti populacid mérete, NEM valtoztathatd
kezdetipopulacio <- 1

# Az utddok széamara a valdsziniliségek, NEM valtoztathatd
valoszinusegek <- c(0.2, 0.4, 0.4)

# A generacidk szama
generaciok <- 10

# A folyamat generdléasa, NEM valtoztathatd
populacio <- rep(kezdetipopulacio, generaciok + 1)

par(mfrow = c(1, 2))
for (k in 1:2) {
for (i in 1:generaciok) {
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if (populacio[i] == 0) {

populacio[i + 1] <- 0

} else {

utodok <- rep(0, populacio[i])

for (j in 1:populacio[i]) {

utodok[j] <- sample(c(0,1,2), 1, prob = valoszinusegek)
}

populacio[i + 1] <- sum(utodok)

}

}

plot(0:generaciok, populacio, xlab = "Generacid",
ylab="Uj egyedek szama", cex=1.5, xlim = c(0, generaciok))

}

# Atlagok kiszamolasa

szimulaciok <- 1000 # Valtoztathato
generaciok <- 10 # Valtoztathatd
atlagok <- numeric(szimulaciok)

# Ertékek atlagénak kiszamitasa, NEM valtoztathatd
for (k in 1:szimulaciok) {

populacio <- rep(kezdetipopulacio, generaciok + 1)
for (i in 1:generaciok) {

if (populacio[i] == 0) {

populacio[i + 1] <- 0

} else {

utodok <- rep(0, populacio[i])

for (j in 1:populaciol[i]) {

utodok[j] <- sample(c(0,1,2), 1, prob = valoszinusegek)
}

populacio[i + 1] <- sum(utodok)

}

}

atlagok[k] <- populacio[generaciok + 1]
}

cat (mean(atlagok))

# Ertékek atlaganak kiszamitasa vége

Ko6szonetnyilvanitas. Halas koszonettel tartozom Mader Attilanak az épits jellegii
észrevételeiért, megjegyzéseiért.
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